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Résumé
L’objectif de ce mémoire est d’étudier un systéme d’équation différentielle fraction-

naire avec multi termes non linéaires.

Nous commencons par introduire un nouvel espace de Banach. Ensuite, nous éta-
blissons de nouveaux résultats d’existence et d’unicité en utilisant le principe de
contraction de Banach. Nous prouvons également un résultat d’existence en utili-
sant le théoréeme du point fixe de schaefer. Enfin, nous donnons quelques exemples

illustratifs.
Mots-clés :

dérivée de Caputo, point fixe, I’existence, systéme couplé, unicité.
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Abstract

In this paper, we study a coupled system of nonlinear fractional differential equa-
tions involving m nonlinear terms, m € N*. We begin by introducing a new Banach
space. Then, we establish new existence and uniqueness results using the Banach
contraction principle. We also prove an existence result using the Schaefer fixed

point theorem. Finally, we give some illustrative examples.
Keywords :

Caputo derivative, fixed point, coupled system, existence, uniqueness.



0.1 Notations

N
N
R
-
R,
la, )

Ensemble des nombres entiers naturels.

Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.
Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels non nuls.

Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Intervalle fermé de R d’extrémités a et b.

Intervalle semi-ouvert de R d’extrémités a et b.
Intervalle ouvert de R d’extrémités a et b.

Espace des fonctions continues de [a, b]a valeurs dans R
Norme infinie.

Norme de l'espace X.

Dérivée d’ordre n.

Dérivée n-iéme de f .

Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre v > 0.
Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre v > 0.
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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Notons que cette théorie a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel. Par
exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans I'in-
génierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc [10, (111, 13]. Dans ce mémoire, nous
allons nous inspirer des articles de [2, 5l [0}, [7, B, [§] pour faire le point sur toutes ces
études en donnant plusieurs résultats d’existence des solutions pour certaines classes
d’équations différentielles d’ordre fractionnaire, moyennant la dérivée fractionnaire

de Caputo.

Les lois physiques de la dynamique ne sont pas toujours décrites par des équations
différentielles d’ordre ordinaire. Dans certains cas, leur comportement est gouverné
par des équations différentielles d’ordre fractionnaire [19, 22, 25], 28] Récemment,
les dérivées fractionnaires ont joué un role central en sciences de 'ingénieur et en
mathématiques appliquées [13], 23], 26], 28, 29] Plus récemment, de nouvelles théories
sur les problémes aux limites des équations différentielles fractionnaires ont attiré
l'attention de nombreux auteurs, voir [9} 14} 17, 23, 24]. De plus, I’étude des systémes
couplés d’ordre fractionnaire est egalement importante dans divers problémes de
nature appliquée, voir [I, [4, B0]. Un travail considérable a été fait dans ce domaine,
par exemple, voir [9, 15} [16, 20, B30

Dans ce travail, nous discutons de l’existence et de 1'unicité des solution pour le
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systéme couplé fractionnaire suivant d’équations différentielles non linéaires :
Du (t) + >0 fi (8, u(t),v(t), Du(t), D’v(t)) =0, t€ j,m € N*
DPu(t) + 32, gi (t,ult), v(t), D7u(t), DPu(t)) =0, t€jme N

\ u”(0) = 7 u(r), 0" (0) = s%(c). r>0, ¢>0.
a,B8€13,4],v,p€]0,3[ et 1, €]0,1[, J:=1[0,1], u},v5 € R

Ce mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons dans la premiére section les principales
notions de base du calcul fractionnaire. Ensuite, nous consacrons le reste de ce cha-
pitre aux études des différentes définitions mathématiques relatives aux dérivations

et intégrations d’ordre fractionnaire ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions l’existence et 'unicité des solutions des

équations différentielles fractionnaires de type de Caputo.

Le troisiéme chapitre, la résolution numérique de ces équations.

Enfin, nous donnons une conclusion générale.



Chapitre 1

Les systémes a dérivée d’ordre

fractionnaire

1.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques concepts de base essentiels a la théo-
rie de calcul fractionnaire puis, nous s’intéressons particulierement & définir quelques
résultats fondamentaux sur le principe de contraction de Banach, ainsi que les théo-

rémes du point fixe.

1.2  Fonctions Spéciales en calcul Fractionnaire

Dans cette section, nous avons présenté la fonction Gamma et la fonction Beta
d’Euler qui sont trés utiles dans la théorie des calcules fractionnaires. Ensuite, nous
définissons l'intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville et quelques approches de la

dérivation fractionnaire.
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1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.2.1 soit x € C avec Re(x) > 0 la fonction Gamma est définie par

["intégrale sutvante :

[(z)= / et dt.
0
avec I' (1) = 1, F(Oﬂz—i—oo,ﬁ:o Vne{-1,-2,...}.

Exemple 1.2.1

Remarque 1.2.1

on a x +— I'(x) est une fonction monotone est strictement décroissante sur le demi

plan complexe, ou la partie réelle est strictement positive.

Quelques propriétés :

pour tout x > 0,n € N*, nous avons :

I'(z+1) =2l (x).

I'(n—1)=nl
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3
1 2n)!
(1) b
4
Pl —a) = sinl(_[Hx)

1.2.2 fonction Béta d’Euler

soient x ,y € R*. on définie la fonction Béta par I'intégrale suivante :

B(x,y): = /0 (1—t)Y "t Ldt. (1.1)

Proposition 1.2.1 pour tout x ,y € R’ , nous avons :

1
Blx,y)=PBy,z).
2
Bz ,y) = 2/2 sin®** ! 0 cos® ! 0do.
0

3

Bla+ly)=Ble.y) Afl.y+1) =B y).
4

B(x,y)=pxy+1)+8(x+1y).

Relation entre la fonction Gamma et la fonction Beta
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[(2)T ()

B(x,y)= Tty

Vx> 0,y > 0.

1.3 Intégration et dérivation fractionnaire

1.3.1 Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville

La définition de l'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se base sur

la formule de Cauchy. Cette derniére aide a calculer n fois I'intégration de la fonction

f

'/Ot (=) f(s)ds.  meN' (12

Selon ’approche de Riemann-Liouville, la notion d’intégrale d’ordre o« > 0 est une

conséquence tout a fait " naturelle " de la formule de Cauchy d’ordre n ci dessus.

Définition 1.3.1 l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

a > 0, pour une fonction continue f € C ([a ,b]) est définie par :

U 0) = o 1t =) f (s)ds,
R (0) = f(2).

a > 0. (1.3)

Proposition 1.3.1  (Semi-Groupe et Commutativité)

soit f: |a ,b] — R une fonction continue .Alors, nous avons les deux propositions :

Ja e (F @] =27 (f (1) (1.4)
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Jo e (F @)] = 52 e (F )] (1.5)

pour tout > 0,8 > 0.

Proposition 1.3.2  (La linéarité)

Soient a« >0, f ,g € C([a,b] ,R),VA,u€ R nous avons :

Ja Af(t) + g (1) = Aja f () + piag (1)

On applique la Définition (1.3.1) nous obtenons :

SO () + g (£)) = ﬁ / (t— 9" (A (5) + pg(s))ds,
—L t — )t f(s)ds P t — ) tg(s)ds
—m)/a (t— )"V f(s)d +F(a)/a (t— 5" g (s)ds,

= Naof (1) + 159 (1) .

Lemme 1.3.1 soient a > 0, f € C ([a ,b]).Alors,

lim 55 f (t) = 0,

t—a

Preuve.

Nous avons :

11 01 < 5 [ =9 I )]s
< !‘(H )/ (t—s)* "ds
e () o
< m(t—a) :

Il est clair que le second membre de I'inégalité précédent tend vers 0 lorsque t tend
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vers a. Par conséquent %imjg‘ f(t)=0. .

1.3.2 Dérivation Fractionnaire

La dérivation d’ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la dériva-
tion d’orde entiére. Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation
d’ordre fractionnaire. nous avons présenté deux théorémes : Riemann-Liouville et

celle de Caputo.

Dérivation de Riemann-Liouville

Définition 1.3.2 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de

Riemann-Liouville d’une fonction f :[a ,b] — R:

Drpi=ef(t), nm—1< a<n ,neN*

RLDgc f(t) — ( ) (16)
D"f(t) , a=n.

Remarque 1.3.1

La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est

pas nulle, nous avons :

RLpoc = (t—a) .

[(1-a)

Exemple 1.3.1 calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-

Liouville de la fonction f (t) = (t —a)® avec 8 >0, t € [a , ]

RL Do [(t - a)ﬂ =D (t—a) = T L+ (t—a)’ .

(B+1—a)

Proposition 1.3.3

Soient f et g € C([a,b],R) deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

8
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Riemann-Liouville existent , n—1 < a < n ,n € N*. Alors l'opérateur "' D% posséde

les propriétés suivantes :

(a) L’opérateur LD est linéaire.
FEDG N (8) + pg ()] = XD [f ()] + 1 DY [g (1)
En générale, nous avons :
REDg [MEDY[f (0]] £ D [f (1))
Nous avons aussi :
FEDy [P DL (@)]] # D7 [MDy[f (1] -

(b)
REDSEF () = £ (1),

Preuve.
solent n—1<a<nneNet feC(ab,R),

(b) En Appliquant la définition (1.3.2) et en se basant sur la propriété classique.

D"y f(t) = f(1),

Nous obtenons :

HEDggf (1) = D f (),

= f(®).



Chapitre 1.Les systémes a dérivée d’ordre fractionnaire

Lemme 1.3.2  Soit f une fonction définie sur [a, b] vérifiant "LD [f (1)] = 0,a €

In—1,n[,neN*. Alors

n—1
1 :
N G ) BT S
— T'( a—n+z+1)
Ou les bi, 1 =0,1,...... ,n — 1 sont des constantes arbitraires.

Preuve.

Appliquant la Définition (1.3.2),nous obtenons :
FEDYf(t) = D).

si BED2 [f (t)] = 0, alors, D" "~ f(t) =

Donc

o) = S bitt—ay

1=0

On applique(y?) aux deux membres sur I'expression précédente nous obtenons :

n—1

Z + 1 a+i
b; t— . 1.7
pa Fa—irz—l— )( @) (1.7)
Donc
n—1
1) .
b Ut oy et
— F (a+i+1)
En utilisant la rélation de dérivation calssique :
e (t—a)f =pp—1)...(p—m+1)(t—a)lf ™, (1.8)
r 1
_ Lot e
I'(p—n+1)

10
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ce qui implique

1 I'z+1 ;
sz Z+ <Z+ —f-Oé) (t_a)a-‘rz—n'
Fla+i+)T'(a+i+1—n)

D’ou

(t—a)* ™.

Dérivation de Caputo :

Définition 1.3.3 Soit f € C"([a ,b]),n € N*. On définit la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suit :
D f(t), n—1l<a<mn

RCICh R (1.9

Exemple 1.3.2 soit f (t) = (t —a)’,3 > —1. On a le méme résultat que l'exemple

précedent (la dérivée de Riemann-Liouwville).

La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est nulle. En effet, si
f=0C, alors :
C 1 ! 1 (n)
DEfD) = o | (t—9)"" " [ (s)d
A e At A

C DO = ey [ (=T A ()
1 t _— B
zm/a((t—s) % 0)ds — 0,

= D%c] =c¢ D] .

La dérivée de f(t) = (t — a)’au sens de Caputo :

11
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Soient n —1 <a<n,B>-1etté€a,b], alors nous avons :

© DEf(t) = fi D"t —a)’

On applique la formlue (|1.8), nous obtenons :

I'B+1)
I'e+1—-n)

L(B+1)
F+1—n)l'(n —«

“Dg f(t) = 5a (t—a)”™",

) /a ((t—s)""*" (s —a)’™ds.

On suppose s = z(t — a) + a, alors,

_ )t L
© D) = g ey (=) s

r+1pn—a,f—n+1)

_a/B*Gf

FB+1—n)'(n—«) (t=a)™,
_ TBHY s
_F(B—i—l—oz)(t e

La relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et ladérivée de

Caputo

Soit n — 1 < a < mn, (n € N*). Supposons que f est une fonction continue telle que

CDef (t)et FEDY f (t) existent. Alors,

“Dyf (t) =" Dy ( nzl f“ )) (1.10)

Cette derniér relation peut aussi s’écrire :

0D3f<t>=RLDf;( 3 H‘Wf@())

12
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On déduit que si f@ (a) = 0 pour i = 0,...,n — 1, nous aurons

“Dyf(t) =" Dgf(t).

Preuve.

On part de I’hypothése que f est de classe C™, alors nous peuvons écrire

(a) + 52 D" f(1).

Et donc, par application de 7~ a cette identité, nous obtenons :

() 2nfaDn 1).
OFn_a+Z+Df(@+h ()

Ensuite on applique D™ & la formule obtenue, nous aurons :

n—1 ;
— f(l)( ) n—ao-+ti 2n—
DT () = D" (t — D 2n—apn £t
IO =2 g D (T DD ),
n—1

(]

f(i)< ) F(n—a+i+1) (t_a)n—a+i—n o

Iy
o

3
—

- (t_a)i_a i n—a Myn
= Omf()(a)Jrj D" f(t).

7

En utilisant le fait que :
(RLDS) — Dnjn « (CDa> n apmn.

Nous obtennons :

("EDg)f(t) = (“D) f(t) + mf(i) (a).
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Le lemme suivant est important pour calculer les solutions intégrales des EDFs.

Lemme 1.3.3
JaDg [f ()] = f(t) + Z ¢i(t —a)'.

tel que c; sont des constantes arbitraires dans R.

Lemme 1.3.4

soit f>a>0,f:]a,b] =R wune fonction continue. Alors

Dja lfO) =30 [f(®)] , t€fa,b)

Lemme 1.3.5 soientp,q > 0 et f € L' ([a,b]) . Alors, P20 f(t) = PYif(t), DY)F f(t) =
f(t),t € [a,b].

Proposition 1.3.4

Soient0 <a <1, 0<a+p<letfeC"(ab],R), Alors
(i) pour tout @ > 0, A , u € R nous avons :

D IAf (1) + pg(t)] = X DG [f(8)] + pDg [g(1)] -

(ii) Pour tout @ > 0, f : [a,b] — R, nous avons :

Dgya LF(0)] = f(#).

n—1

si DY [f(t)] =0 alors f(t) =Y ¢t —a)'.

1=0

14
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(i)
C DI CDIf() = DIPF(t) = © DI(C DIf(t)).

Preuve.

a) Il est tres facile de démontrer la linéarité de 'opérateur © D2, il suffit juste

a’

d’appliquer directement les regles de linéarité.

b) Maintenant, nous montrons la deuxiéme assertion. D’aprés la définition de

D2, nous avons :

CDI(Rf() = gD (e f (1))

La relation ([1.10]) implique :

n—1 i
t—a -
Camw@wﬁLaﬂcwm— (.)wamﬁl
D’aprés la linéarité de D2, nous obtennons :

Cmmm»ﬂvmme“m(iﬁ¥&mmm)

Donc :

“ Dy(af(1) = f(t).

nous passons maintenant & la troisiéme assertion. Pour la premiere égalité, nous

cherchons a déterminer.

RODYED () = i tPID f(1).

15
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Tout d’abord,

C D Dift)y= 4D '3 FDf(t),
= g DLIEDLE(),
= it DI=E =B Dl (1),

=70 ().
Pour la deuxiéme égalité, nous avons :
Dy CDf(t) = © DFPf(t) = © DI f(t) = DI D ().
par conséquent,

“ DI CDJft) = DyPf(t) = © DI Df(1)) .

1.4 Quelques Theorémes du Point Fixe

Les théorémes du point fixe sont des outils extrémement utiles pour résoudre les

équations différentielles et intégrales. En effet, ces théorémes fournissent des condi-

tions suffisantes pour lesquelles une fonction donnée admet un point fixe. L’idée

principale de la méthode du point fixe est de transformer le probléme posé a un

probléme qui admet des points fixes, de plus ces points sont aussi des solutions du

probléme originale.

Dans cette section nous avons présenté deux théorémes du point fixe : le théoréme

du point fixe de Banach qui assure 'unicité de la solution et le théoréme du point

fixe de Shaefer, qui montre I’existence au moins d’un point fixe.

16
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Définition 1.4.1 (Espace vectoriel normé) Soit (E ,||.|5) est un espace vec-
toriel E sur un corps . K, (K = R ou C) muni d’une norme. C’est-a-dire, une

application N : R — R satisfait les hypothéses suivantes :

1 Séparation :

Vee E,N(z) =0 = x=0.

2 Homogénéité :

V(\z)e KxE, N(\x)=|\N(x).

3 Inégalité triangulaire :

V(x,y) € E>, N(x +y) < N(z) + N(y).

La norme d’un élément x dans E est noté ||z|| .

Définition 1.4.2 Soient (E | ||.||z) et (F ,||.||z) deux espaces vectoriels normés sur

le méme corps K, alors ’espace produit

ExF={(zv,y:xe€FE ycF)} estun espace vectoriel normé sur K par l'une des

normes suivantes :

1.
1z )l = ll=llg + vl -
2.
1
Iz, = (lzlz + lyllF)r, 1<p<oo.
3.

1, )l oo = max (|2l z + 1yl r) -

17
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Définition 1.4.3 (Suite de Cauchy) Une suite (v,,),.y dans un espace vectoriel

normé E muni d’une norme ||.|| est dit de Cauchy si,

V5>O>3N207p7qu vpaqua Hmp_quSE' (111)

Définition 1.4.4 On dit qu’un espace vectoriel normé (E,|.|| ) est complet (espace

de Banach) si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

Définition 1.4.5 (Point fize) Soient E un espace de Banach et A une application

de E dans E, un élément x de E est dit point fire de A s’il vérifie I’équation

Az = .

Définition 1.4.6 (Application lipschitzienne) Soient E un espace vectoriel normé
muni d’une norme ||.|| et une application f de E dans E, f est dite lipschitzienne

s’il existe une constante K > 0 tel que :

Ve,ye B, (@) = fWle < Kllz—yllg.

Définition 1.4.7 (Application contractante) L’application lipschitzienne f est

dit contractante si K € [0 ,1].

Définition 1.4.8  Soit (X ,||.||) ; un espace normé. Un sous-ensemble Q@ C X est

borné s’il existe M > 0 tel que pour tout x € 2 on a :

]| < M.

Définition 1.4.9 Soient X et Y deux espaces de Banach. L’operateur continu :

18



Chapitre 1.Les systémes a dérivée d’ordre fractionnaire

A: X =Y est complétement continu s’il transforme tout borné de X en une partie

relativement compacte dans'Y.

Une partie de X est dite relativement compacte si son adherence est compacte. La

défnition suivante va étre utlisée dans le théoréme de Schaefer pour les EDF's.
Principe de contraction de Banach.

Théoréme 1.4.1  Soit X un espace de Banach et A : X — X wun opérateur

contractant . Alors, A admet un point fixe unique.
Théoréme de point fixe de Shaefer

Théoréme 1.4.2 Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur

complétement continu. St l’ensemble :

Q={reX:z=pAzr 0<pu<l}.

est borné, alors A admet au moins un point fixe.

Lemme 1.4.1 Soit F C C'(a,b)], supposons que l’ensemble I est équipé de
norme ||.|| . Alors, F' est relativement compacte dans C [(a ,b)] si F' est équicontinue
(c’est-a-dire pour tout € > 0 il existe & > 0 tel que pour tout f € F et pour
tout x1,x2 € [a ,b] avec |v1 —xa| < 6 on a : |f(x1) — f(x2)| < € et uniformément
borné(c’est-a-dire il existe une constante C' > 0 telle que ||f||,, < C, pour tout f

€F)

19



Chapitre 2

L’Existence et Unicité de la

solution

Dans ce chapitre, nous avons étudier un systéme d’équations différentielles fraction-
naires avec multi termes non linéaires. Nous avons des résultats sur ’existence d’une
solution au moins et I'unicite de la solution utilisant le théoréme du point fixe de

Schaefer et le théoréme du point fixe de Banach.

Nous discutons de l'existence et de 1'unicité des solution pour le systéme couplé

fractionnaire suivant d’équations différentielles non linéaires.

Du (t) + >0 fi (8, u(t),v(t), Du(t), Dv(t)) =0, t€ j,m € N*
DPo(t) + 7 gi (¢, u(t), v(t), DTu(t), DPu(t)) =0, t€ j,m e N

u”(0) = Fu(r), 0" (0) = s%(s). r>0, ¢>0.
(2.1)

a,f€13,4],v,p€]0,3[ et 1,6€]0,1],J :=[0,1], uf, vy € R

20



Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

2.1 Propriétés Auxiliaires et Représentation In-

tégrale

Lemme 2.1.1 pour a > 0, la solution générale de l’équation différentielle fraction-
naire Du(t) = 0 est donnée par :

u(t) = co + it +cot® + ..+ cpgt"
Ou ¢; €R,i=0,...,n—1, etn=|a]+1,

Lemme 2.1.2 on suppose que (H;),_, C C([0,1],R) et on considére le pro-

bléme :
Dou(t)+ Y Hi(t)=0,t€) 3<a<4meN.
i=1
Avec les conditions
uw(0) = ug € R.4/(0) = u"(0) =0, «"(0) = j"u(r),r > 0,7 €]0,1]. (2.2)

Alors

-1

_ ;/ (t ; So)éa fi (s,u(s),v(s), D"u(s), D"v(s)) ds + uj) (2.3)

T’ 3 _ Oé+7‘ 1 ’U,*TT
= +4 t Z/ ~————fi (s,u(s),v(s), Du(s), D v(s)) ds — =———),

6(73 —T'(r+4)) 04+7“ I'(r+1)

T LT (r +4).
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Nous avons

u((t) =— Zl/o %Hi(s)ds — ¢y — et — cpt? — 3t

Ouc, €R,i=0,1,23.

En utilisant le lemme (2.1.3) nous obtenons :

m
Ju(r) = — ZJQHHZ- (1) — J'co— 1)’ T — oy T2 — c3)' T,
i=1
grace a ([2.2)), nous obtenons cp = —uj et ¢; = ¢y = 0. Par conséquent,
m
Julr)==>"JTTH; (r) + Juy— sy
i=1

Pour la constante c3 nous obtenons :

. r (7’ + 4) x(’;r’" m T (7_ _ S)oc—‘rr—l
T T (r+4)) (F(r+ 1) ‘2/0 WHZ'(SW) '

1

nous obtenons donc ( [2.3])

Nous définissons L’espace de Banach comme suit :
B :={(u,v) :u,v e C([0,1],R),D"u € C([0,1] ,R), D?v € C ([0,1],R)}.
Cet espace est muni de la norme :
[(w, v)[| 5 = max (lull o, [0l 1D7ull , [1D70] )

tel que

[ulloe = supfu (@), vl =suplo (@), [[D7ull, = sup|DMu@)], [[Dv],, =
teJ teJ teJ
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

sup | D?v (t)] .

teJ

2.1.1 Existence et Unicité de la Solution

Dans le but d’établir des résultats d’existence et 'unicité de la solution pour le

probléeme ) ; nous imposons les hypothéses suivantes :

(Hy) fi et g;:[0,1] x R* des fonctions continues.

(H3)Il existe des fonctions non négatives w?, n} € C([0,1]), j = 1,2,3,4,5, et

i=1,...,m, tel que pour tout t € [0,1], (uy,us, us,us), (vi,ve,vs,v4) € R
4
|fl (ta u17u27u37u4) - fl (t,Ul,UQ,Ug,U4)’ < Zw; (t) |uJ - Yj| -
j=1

4
|95 (, u1, uz, us, ug) — gi (£, 01, v2,v3,04) < Z”; (t) [u; — w5
j=1

Nous avons : 9; = sg§w; (t), et /\§ = sgyné (t), i=1,...m,j=1,2,34.

(Hj3) 1l existe des fonctions continues non négatives [; (t), k; (t),i=1,...,m.
|fZ (ta Uy, Uz, us, U4)| S ll (t) ) et |gZ (t7u17u27 U,37U4)| S k’b (t> :
teJet (ul,ug,u3,u4) S R*

L; =supl;(t) et K; =supk;(t), i=1,2,...,m.
teJ teJ

On pose

1 L (r+4)r>t

A= .
VT T lar D) ST T+ )Tt a)
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

L T (¢ +4)cPte
(B+1) 6] =T (p+4)T(1+8+¢)

AQ Z:F

e 1 N T (r+4) 7ot
T T(a—y+1) BT +4)|T(r+14+a)l(4—17)
A 1 N T (p +4)cPte
TTTB-p+D) BT+ )T+ B8+9)T(4-p)

m m

Syi= Y (05 +05+05+01), Spr= (X + A+ A).

=1 =1

I'(r+4)7" |uf
@A) |73 =T (r+4)|T(r+1)

Wi = |ug| + T

[ (¢ +4) <7 [ug
(A |7 =T (e + 4T (e +1)

Wy = |vg| + T

C(r+4)7" |ugl

Ws = |77+3 — T (r+4)|T(r + DT (4 — 7))’

W, = [ (p +4) * |vg]
LB =T (e +4)|T(e+ 1) (4—p)

Notre résultat est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théoréme 2.1.1 supposons que (Hy) est vérifice et 707" # T (r+4) et 37° #
['(p+4). Silinégalité

max(AlSl, AQSQ, AgSl, A4S2) < 1. (24)

est valide alors le probléme admet une unique solution.
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Preuve. On définit 'opérateur ¥ : B — B comme suit :
v (U,U) (t) = ( Uy (U,U) (t> ) Uy (U, U) (t)) , ey
tel que

a—1

Uy (u,v) (t) = — Z/ %fz (s,u(s),v(s), D7u(s), DPv(s)) ds + ug

r r+4 £3 Z/ T 8) 1fz (s,u(s),v(s), D7u(s), D*v(s)) ds

6(773 —T'(r+4)) (v +71)

ugT"
—— ). t e J
L (r+ 1))7

-1

m t(t_s)P
U, (u,v) (t) = — Z/ (tl_‘—)gi (s,u(s),v(s), D"u(s), D v(s)) ds + v

3 _ S 5+<P 1
o *”4 K Z/ S g (s, uls), o(s), DMu(s), Du(s)) ds

6(crt3 —T (p+4))

(e
—=—), t € J.
F(90+1))

Maintenant, nous montrerons que 'opérateur ¥ posséde un point fixe unique. Pour

cela, nous prouvons que ¥ est un opérateur contractif sur B :

Soient(uy,v1) , (ug,v2) € B . Alors, pour tous t € 5, nous avons :

|0y (ubvl) — Uy (ug, v2) (1)

supz |fi (s,u1(8),v1(8), DMuyi(s), DPv1(s)) — fi (8, ua($),va(s), Dus(s), D vs(s))|

seJ
r (7“ —|— 4) t3rotr
r'(4) |7'7“+3—1"(7“+4)|F(04—|—T+1)
X Sup Z |fi (s,u1(8),v1(8), DMuyi(s), DPv1(s)) — fi (s, ua(s), va(s), D us(s), DPvq(s))| .

sedJ

_|_

i=1
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Qui peut étre récrite en utilisant(Hs), comme suit :

||‘If1 (Uh U1) - U (U2,U2)||

m . . . . 1 F(T+4)7_oz+r
< R S Y
_;(91+92+93+94) (F(a+1>+F(4)|TT+3—F(T—}-4)|F(@+T+1)>

x max ((|[uy — ual|, [[or — val|, [[DTuy — D7us ||, [[DPvy — DPusll)) .

Par conséquent

W1 (ur,v1) — Wy (ug, v2)|| < A1Sy|[(ur — ug, v1 — v2)|l (2.5)

De méme, nous peuvons montrer que

[Ws (ur,v1) — Wa (u,v2)|| < A28 [[(u1 — w2, v1 — v2) |5 (2.6)
D’autre part, pour chacun t € J, nous avons,

|D7‘I’1 (Ul,vl) — D7 Wy (ug,ve) ()] <

T (a ot SUEZ |fi (s,u1(s),v1(s), DTus(s), Dv1(s)) — fi (s, us(s), va(s), DVus(s), Dvs(s))|
[ (r+4)t37rofr

|73 — T (r+4)|[T'(a+r+1)T' (4 —7)

_|_

supz |fi (s,u1(8),v1(8), DTuyi(s), DPv1(s)) — fi (s, ua(s),v2(s), D us(s), D’vs(s))| .

sed i—1

En conséquence

1 T (r +4) 7o+
D' —-D' v <
1791 0 = D7 010 = (e + T 4T e T A=)

X Z (07 + 65 + 65 + 6;) max ((lur — o, |1 — va|, [|[DYwr — Dus]|, | D1 — DPwsl])) -

=1
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Donc

[ D"y (ug,v1) = D7 Wy (ug, v2)|| < AsSt[[(ur — ug, v1 — v2)|l5- (2.7)

En utilisant les mémes arguments, nous peuvons écrire,
HDP\IJQ (Ul, ’Ul) — Df \IJQ ('LLQ, Ug)” S A4S2 H(u1 — U2, V1 — 'U2)||B . (28)
D’aprés la définition de ||.|| 5, nous avons :

[ (ur,v1) — W (ug,v2)||p = max([| ¥y (ug,v1) — Wi (ug, va)l|, [D7Wy (ur,v1) — W] (ug, va),

[V (ur,v1) — Wo (ug, va)l|, [[DPWy (ur, v1) — DPWy (ug,v2)]]).
Alors, grace([2.52.8) ,nous concluons que
(W (ur,v1), U (uz,v2)| 5 < max (A;Si, AsSs, A3S1, AsSs) |[(ur — uz, v1 — v2)] 5

D’apreés la condition ([2.4]), nous peuvons conclure que 'opérateur ¥ est contractif.
Donc ¥ posséde un point fixe unique qui est une solution unique du probléme (2.1)).

Ceci compléte ainsi la preuve du Théoréeme (2.1.1). =

2.1.2 Existence d’une solution au moins

Nous avons la solution intégrale

-1

_12/ %fz (s,u(s),v(s), DVu(s), D’v(s)) ds + u;,

L(r+4)t (1 — s)otr—1 usT"
. D'Y Dp d - -
e SN A RN O I !

T LT (r 4 4).
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Théoréme 2.1.2 Siles hypothéses (Hy) et (Hz) sont satisfaites et 77" £ T (r 4+ 4) et ¢3T°

I'(p+4). Alors le probléme admet au moins une solution.

Preuve. L'opérateur ¥ est continu quand f; et g; sont continues (hypothése(H)).
Montrons maintenant que 'opérateur¥ est complétement continu.

(A) D’abord, Nous montre que 'opérateur ¥ envoie tout ensemble borné dans B

en un ensemble uniformément borné dans B, pour § > 0 et
Bs :={(u,v) € B : [[(u,v)] 5 < 0}
pour chaque t € J, nous avons :
1 (0,0) (0] < e esup U s (). o), Du(s), Do(s))| + 1
(a+1)ses =

L (r+4) 37" |ug]
6773 —T(r+4)|T(a+r+1)

Grace a(Hs) , nous peuvons écrire

" 1 [ (r+4)r>
192 o)l <3 L (F(a—l—l) T |T’”+3—F(7“+4)|F(oz+7“+1)>
I'(r+4)7" |ugl
T[T (r+4)|T(@+r+1)

Donc

10 (u,0)|| < ALY Li+ Wi (2.9)

1=1

Comme précédemment, nous peuvons montrer que,

W (u, )] < As Z K + Ws. (2.10)

=1
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

D’autre part, pour chacun, nous avons.

| Dy (u,v) ()] < ( ilelgz | fi (5,u1(5),v1(8), D uy(s), DPvy(s))]
[ (r+4) 377t ., ,
" 773 =T (r+4)|T(a+r+1)T s;elgzms e ): Du(s), Du(s))l

L (r+4)33777" |u|
+ sup .
P T (o DT+ D =)

Cela implique que

. 1 F(T+4) atr .
|D"Wy (u,v)]] < (F(a—7+1) + |7_r+3_F(r+4)|r(a+r+1)r(4_7));Lz

L (r+4)7" |uyl
|77+3 — T (r+4)|T(r+ 1T (4 —7)’

+

Donc

=1

De méme, nous peuvons montrer que

1Dy (u,0)[| < Ay K+ Wi, (2.12)

=1

11 résulte de (2.942.12)) que,

|V (u,v)|| 5 < max (AlzLi+W1aAQZKi+W2aASZLi+VVaA4ZKi+W4> :

=1 i=1 =1 =1

Donc,

I (u, 0)]| 5 < 0.
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

(B) deuxiémement, nous montrons que ¥ est équi-continue. Pour tout 0 < ¢; <

t, < 1, nous avons :

W1 (u,0) (t2) = Wi (u,0) ()]

1 N . . )
< T(at1) 1)((252 —11)" + (tg — 17) Sslel?z’fls u1(s),v1(s), Dui(s), D?vi(s))]

1 . ,
Tty (f2 =) s;;gZ | fis,ur(s), vi(s), D7ui(s), D vi(s))|
D+ 4) 7o (6 — £)
I'(4) |TT+3—F(T+4)|F(a+r+1)
X supz |fi (s,u1(8),v1(8), Duyi(s), DPv1(s)) — fi (s, ua($),v2(s), D us(s), D vs(s))|

sed

_|_

r (7“ + 4) 7" Jug| (5 — t3)
6|77t —T(r+4)|T(r+1)

Par conséquent, nous obtenons

Uy (u,v) (t2) — Wy (u,v) ()]

1
< ———((te — )" + (t5 — t¢ Li (t) + = (ta — t1)“ l; (t
S Fragp(t -+ 1>>s;6u;; O+t =t upZ (t)
L (r+4)rt (3 — 1) “

i (t
+r(4)|Tr+3—r(r+4)|r(a+r+1)?61}?; ®)

U(r+4)7" |ug] (15 —t7)
6|73 =T (r+4)|T(r+1)

Donc

101 (u, ) (t2) — Wy (u,v) (8)]] (2.13)
= ta—ta 2(t2—t1)°‘ U (r+4) 77+t — t3)
Z:: ( Tty +6\7T+3—F(r+4)\1“(7"+1+04))
I(r+4)7 |u0|(t§—t§’)
6|77+ —T(r+4)|T(r+1)
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Nous peuvons aussi montrer que

105 (u,v) (2) = s (u,v) (1) (2.14)

Zm: <tﬁ_t1) 2(tr — t1)” L (p+4)c79(8 — 1)
P +1)  T@E+1)  6)#™ —T(p+4)[T(e+[+1)

F(so+4>< | (15 — )
6lc?t3 —T(p+4)|T(p+1)

D’autre part, nous avons

| DYy (u,v) (ta) — D7 Uy (u,v) (t1)]
S ((¢
r (a —v+1)

><supZ|fZ s,u1(s),v(s), Du(s), D v(s))|

57 =177 + (ta —11)*77))

seJ
t2_t1 a ! v p
T 1923ﬁ81t o(s), Du(s), D7us))
F(T+4) a+r(t3 ’Y_tl—’Y , p
TE T+ T (+r+1)T iﬁ?zlﬂ s uls), ). Duts), Drets))

T (r+4)7 |ug| (8577 — t1_7)
|73 =T (r+4)|T(r+ DT (4 —7)

En conséquence

|DYWy (u,v) (t) — DY Wy (u,v) (t1)]| (2.15)
(577 —t977) 2ty —ty)* U (r+4) 7ty —377)
S(F(a—v%—l) Fla+1—7) |73 -T@F+4)|I'r+1+a)l ZL

L (r+4) 7" ugl (7 — )
77 T+ 4|06+ DL A=)’
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

de méme, on peut écrire

(2.16)

B=p _ 4B—p _ +\B-p
Dy (u,v) (t2) — D* Ty (u,v) (t2)]| < (étzﬁ - pti 1; zgiﬁptﬁl)

I(o+4)P (" —17") s

g7+ —F(w+4)|F(6+1+¢)F(4—p))zm
T(o+4)¢" |vgl (6" =177

c#T3 —T (p+4)|T(p+ 1) (4—p)

+

Grace a(2.1342.16)), nous pouvons affirmer que ||V (u,v) (t2) — ¥ (u,v) (t1)||z — 0

quand to — t;.

En combinant (A), (B); et en vertu du Théoréme de Arzela-Ascoli, nous concluons

que V¥ est un opérateur complétement continu.

(C) : Finalement, nous montrons que I’ensemble défini par :
Q:={(u,v) € B: (u,v) = p¥ (u,v),0 < p<1}.

est borné.
En effet, soit (u,v) € €, alors(u,v) = ¥ (u,v),0 < p < 1.

Ainsi, pour tout ¢t € J, nous avons :

u(t) = puWy (u,v) (t) et v(t) = p¥s (u,v) (t).

Alors
L lu(t)] < Lsupzmz | fi (s,u1(s), v1(s), D7us(s), DPvi(s))| + [ugl
1 _F(Oé“—].)sej - % ) ) ) ) 0
[ (r+4) 3ot "
7 ) ) 7D"Y ’DP
+ 6|T7~+3_P(T+4)|F(Q+T+1)i2§;|f (s,u1(s),v1(s) uy(s) v1(s))]

N L (r+4) 7" |ug]
673 —T(r+4)|T(a+r+1)
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Grace a(Hs), nous peuvons écrire

i N U (r+4)rtr Tl
U
— a+1 6773 =T (r+4)|T (a+r+1) 0
C(r+4)7" |ugl
6773 —T(r+4)|T(a+r+1)

+

Par conséquent
||| < p (A1 ZL + W1> . (2.17)

nous avons aussi

vl < p <A2§:K + W2> : (2.18)

=1

D’autre part

1
— | D7 u(t DY D
1700 < e g Y1 (9, 6. D ), D)
[ (r+4)t3 7ot
E ; D7 . D?
+ 73 —T(r+4)|T(a+r+1)T SSIEHJJ | fi (s,u1(s), v1(s) uy () vi(s))|

C(r+4)3777" |uj

B T T+ )T (=)

Donc
1DVl < p (A3 > Li+ Wg) : (2.19)
=1
D] < p <A42Ki + W4) : (2.20)
=1

I1 résulte de( 2.17)-(2.20)) que,

[ (u, )| p < pmax (AlzLi + Wi, Ay Y K+ Wa, Ag Y Li+ W, Ay Y K, +W4> .

=1 =1 =1 =1

En conséquence

1, v)]| 5 < o0
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Chapitre 2. L’existence et 'uncité de la solution de probleme

Ce qui prouve que 2 est borné.

Gréces aux (A), (B), (C) et d’apres le théoréme du point fixe de Scheafer, nous

concluons que 'opérateur ¥ admet au moins un point fixe qui est la solution de

probléme(2.1). m

Corollaire 2.1.1 sopposons que( H3) est valide,7*" # T (r +4) et ¢3¢ £ T (¢ + 4) .si
les fonctions f;, g;sont bornés sur 3 x R*,i = 1,2, ...m, alors le probléme couplé

admet au moins une solution sur ).
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Chapitre 3

Application

nous présentons deux exemples pour illustrer les principaux résultats.

Exemple 3.0.1 pourt € J = [0,1],0n considére le probléme fractionnaire suivant :

( Du(t) = Ju(®) |+ o @)1+ | D3 u(®)|+| D o (t)
(@2425) (e~ 2+l +Ho () [+ D3 u(t) [+ D3 (s))

+5m (sin u(t) 4 sin D2u(t) + cosv(t) + cos D2v(t) +In (1 + t)> 7

Lot = Ju(t) o (8)] 22[DEu() {(|pFo))
70~ s (Hlu(t” R CIIN) (R O R (WP I

—l—m (sin u(t) + sinv(t) + % sin (27ngu(t)) + Lsin (277ng(15))> ,
u(0) = V7, v(0) =v2,

4
| PO =) 0=
(3.1)
Pour cet exzemple, nous avons : a =2 =2 ~1=2p=3r=2p=1717=1 et
¢ = 2. Donc, il est facile de voir que 77" £T (r+4) et ¢**% £ T (p+4)

D’autre part,

[ur| + |ug| + Jus| + |u4l
482 + 25) (72t + Juy | + |ua| + |ug| + |ua|)’

fl <t7 u17u27u37u4) — (
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1
om +t

fo (t, ur, ug, us, ug) = (sinwuy + sinug + cosug + cosuy) ,

Alors, pour t € [0,1] et (uy,us, ug, uq) , (v1, v2,v3,v4) € RY nous avons :

’fl (t7u17 U2, U3, 'Z,L4> - fl (t7vl7027 U3, U4)|

1 1 1 1
<y — T juy— T jug— e luy— .
S aEgam T mEga v T el gy e~ wsl gy e
et
|f2 (t7u17u27u37u4) - f2 (t,vl,UQ,Ug,U4>|
<ty — ] + e iz — 2] + e 13 — 3] + |
Uy — v Uy — U — U3 — VU — |Ugqg — V4| .
— hm2 4t ! ! 5m2 4+ ¢ 2 2 5m2 4+ ¢ 3 3 5m2 4+ ¢ 4 4
nous pouvons prendre
wh(t) = wi(t) = wh(t) = wi(t) = — .
(412 1 25)
W) = w(t) = wd(t) = w3(t) = ——.
5m2 4+t

1
o=th=0 =0} =

1

Nous avons egalment

gl(tv , U, U2, U3, U4) =

1 ( |1 |us| £ Jus| t ua] )

3282+ 1) \ 1+ |ug] 14 |ug] w21+ |us|) 7(1+ |ud]|)
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Chapitre 3.Applications

et

1 2 t
t,, Uy, Uz, Ug, Uy) = —5 | sinuy + sinug + — sin(27ug + — sin(27u .
92( 1, Uz, U3, Ug) 16— ( 1 2T o2 ( 3T ( 4))

Pour t € [0,1] et (uy, us, u3, uy), (v1,v2,v3,v4) € R nous peuvons ecrire

’gl(t7 , Uy, U2, U3, U4) - gl(t7 1, U2, U3, 1}4)‘
1 1 t2

< 99/12 1 1\ - - - .
Smern M aE g e T e us = 04

/
lus = vl + o5y

|92(t, , w1, ug, ug, ug) — g2(t, v1, V2, v3,v4)|

1 1 t2
< Too 11 = il g v = el ¥ gy s = val g fua = va
1l s’ensuit que
1 t? t
1 1 1 1
) =ni(t) = =, () = oo, ni(t) = .
mi(t) = n2(1) 32(2 + 1) 13 (1) 32m2(t2 + 1) 14 (1) 32m(t2 + 1)
1 t? t
2 2 2 2
t)y=mt) = —, n3(t) = c5—3, M) = :
771( ) 772( ) 16612’ ?73( ) 12872612’ 774( ) 16me—t?
et alors
1 1 1
M=M= M= A=
1 27397 7837 39027 74T 39
)\2:)\2:i )\2:—6 )\2:i
L7727 96 737 128727 T 16m
ausst,

max(AlSl, AQSQ, AgSh A4Sz) < 1.

par le théoréme(2.1.1) nous concluons que le systéme couplé fractionnaire a une

unique solution sur [0, 1]
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Chapitre 3.Applications

Exemple 3.0.2 Pour illustrer le deuxiéme résultat principal, on considére le sys-

teme fractionnaire suivant :

( t e~ 2t sin(u(t)+v(t))

Diu(t c
su(t) + 16-+sin u(t)+v(t)+cos(DZfu(t)+D%u(t)) 16-+cos(D u(t)+D1u(t))

z
Dz U(t) + 18+t+t2 164t+t2

u(0) = V2, v(0) = /5,

=0,

sin(u(t)—i—v(t)—i—D%u(t)-‘,—D%v(t)) n cos(u(t)—&-v(t)-&-D%u(t)—&-D%v(t)) _0

Pour cet exemple, nous avons : a« = 3 = %,7 = g,p = %,r = %,gp = 3,7' =

et 3= 10,1}, il est facile de voir que T®T" £ T (r+4) et 3¢ £T (p+4).

D’autre part,

6t

t = .
f1( 7,U1,U2,U3,U4) 16+sin(u1 +u2) +cos(u3 +U4)

e 2t sin ((uy + uz)
16 + cos(us + uyg)

fZ(ta ,Ul,UQ,Ug,U4) =

sin(u1 + ug + usz + U4)
gl(t77U17U2;u37U4) = 18+t+t2

cos(uy + ug + ug + uy)
Ga(t, , u1, uz, uz, ug) = RN

Nous remarquons que
t

(&
t < —.
|f1( ,,Ul,UQ,U3,U4)| =14

—ot
|fi(t, w1, ug, us, ug)| < T

1
t < ——m——.
|gl( 77u17u27u37u4)| —= 18+t+t2

1
t < ———.
’92( >7u17u27u37u4)| — 16—|—t+t2
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Chapitre 3.Applications

Done, d’aprés le théoéme(2.0.5), le systéme(3.9 )a au moins une solution sur [0, 1].
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Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est la présentation des résultats d’existence
et d’unicité pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire
au sens de Caputo avec des conditions initiciles dans des espaces de Banach. Ces

résultats ont été obtenus par 'utilisation du théoréme de point fixe.

Nous prévoyons dans le futur I’étude la stabilité des équations fractionnaire.
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