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Résumé

L�objectif de ce mémoire est d�étudier un système d�équation di¤érentielle fraction-

naire avec multi termes non linéaires.

Nous commençons par introduire un nouvel espace de Banach. Ensuite, nous éta-

blissons de nouveaux résultats d�existence et d�unicité en utilisant le principe de

contraction de Banach. Nous prouvons également un résultat d�existence en utili-

sant le théorème du point �xe de schaefer. En�n, nous donnons quelques exemples

illustratifs.

Mots-clés :

dérivée de Caputo, point �xe, l�existence, système couplé, unicité.
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Abstract

In this paper, we study a coupled system of nonlinear fractional di¤erential equa-

tions involving m nonlinear terms, m 2 N�. We begin by introducing a new Banach

space. Then, we establish new existence and uniqueness results using the Banach

contraction principle. We also prove an existence result using the Schaefer �xed

point theorem. Finally, we give some illustrative examples.

Keywords :

Caputo derivative, �xed point, coupled system, existence, uniqueness.
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0.1 Notations

N Ensemble des nombres entiers naturels.

N� Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

R Ensemble des nombres réels.

R� Ensemble des nombres réels non nuls.

R+ Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

[a; b] Intervalle fermé de R d�extrémités a et b.

(a; b] Intervalle semi-ouvert de R d�extrémités a et b.

(a; b) Intervalle ouvert de R d�extrémités a et b.

C ([a; b] ;R) Espace des fonctions continues de [a; b]à valeurs dans R

k:k1 Norme in�nie.

k:kX Norme de l�espace X.

Dn(oud
n

dt
) Dérivée d�ordre n.

f (n) Dérivée n-ième de f .

|�a Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � > 0.

CD�
a Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre � > 0:

RLD�
a Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � > 0.
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Introduction

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaires a émergé comme un domaine

intéressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a de nombreuses

applications dans la description de nombreux évènements dans le monde réel. Par

exemple, les équations di¤érentielles fractionnaires sont souvent applicables dans l�in-

génierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc [10, 11, 13]. Dans ce mémoire, nous

allons nous inspirer des articles de [2, 5, 6, 7, 3, 8] pour faire le point sur toutes ces

études en donnant plusieurs résultats d�existence des solutions pour certaines classes

d�équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire, moyennant la dérivée fractionnaire

de Caputo.

Les lois physiques de la dynamique ne sont pas toujours décrites par des équations

di¤érentielles d�ordre ordinaire. Dans certains cas, leur comportement est gouverné

par des équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire [19, 22, 25, 28] Récemment,

les dérivées fractionnaires ont joué un rôle central en sciences de l�ingénieur et en

mathématiques appliquées [13, 23, 26, 28, 29] Plus récemment, de nouvelles théories

sur les problémes aux limites des équations di¤érentielles fractionnaires ont attiré

l�attention de nombreux auteurs, voir [9, 14, 17, 23, 24]. De plus, l�étude des systèmes

couplés d�ordre fractionnaire est egalement importante dans divers problèmes de

nature appliquée, voir [1, 4, 30]. Un travail considérable a été fait dans ce domaine,

par exemple, voir [9, 15, 16, 20, 30]

Dans ce travail, nous discutons de l�existence et de l�unicité des solution pour le
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Introduction

système couplé fractionnaire suivant d�équations di¤érentielles non linéaires :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

D�u (t) +
Pm

i=1 fi (t; u(t); v(t); D

u(t); D�v(t)) = 0; t 2 |;m 2 N�

D�v(t) +
Pm

i=1 gi (t; u(t); v(t); D

u(t); D�v(t)) = 0; t 2 |;m 2 N�

u(0) = u�0; v(0) = v�0;

u
0
(0) = u

00
= v

0
(0) = v

00
(0) = 0;

u
000
(0) = |ru(�); v

000
(0) = |�v(&): r > 0; � > 0:

�; � 2 ]3; 4[ ; 
; � 2 ]0; 3[ et �; & 2 ]0; 1[ , J := [0; 1] ; u�0; v�0 2 R

Ce mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons dans la première section les principales

notions de base du calcul fractionnaire. Ensuite, nous consacrons le reste de ce cha-

pitre aux études des di¤érentes dé�nitions mathématiques relatives aux dérivations

et intégrations d�ordre fractionnaire ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions l�existence et l�unicité des solutions des

équations di¤érentielles fractionnaires de type de Caputo.

Le troisième chapitre, la résolution numérique de ces équations.

En�n, nous donnons une conclusion générale.
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Chapitre 1

Les systèmes à dérivée d�ordre

fractionnaire

1.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques concepts de base essentiels à la théo-

rie de calcul fractionnaire puis, nous s�intéressons particulièrement à dé�nir quelques

résultats fondamentaux sur le principe de contraction de Banach, ainsi que les théo-

rèmes du point �xe.

1.2 Fonctions Spéciales en calcul Fractionnaire

Dans cette section, nous avons présenté la fonction Gamma et la fonction Beta

d�Euler qui sont trés utiles dans la théorie des calcules fractionnaires. Ensuite, nous

dé�nissons l�intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville et quelques approches de la

dérivation fractionnaire.

3



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.2.1 soit x � C avec <e (x) > 0 la fonction Gamma est dé�nie par

l�intégrale suivante :

� (x) =

Z 1

0

e�ttx�1dt:

avec � (1) = 1; � (0+) = +1; 1
�(n)

= 0 8 n 2 f�1;�2; :::::g :

Exemple 1.2.1

� (1) =

Z 1

0

e�tt1�1dt;

=

Z 1

0

e�tdt;

= lim
A!1

Z A

0

e�tdt;

= 1:

Remarque 1.2.1

on a x 7! � (x) est une fonction monotone est strictement décroissante sur le demi

plan complexe, où la partie réelle est strictement positive.

Quelques propriétés :

pour tout x > 0; n 2 N�, nous avons :

1

� (x+ 1) = x� (x) :

:

2

� (n� 1) = n!:

4



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

3

�

�
n+

1

2

�
=
(2n)!

22nn!

p
�:

4

� (x) � (1� x) = �

sin (�x)
:

1.2.2 fonction Bêta d�Euler

soient x ; y 2 R�. on dé�nie la fonction Bêta par l�intégrale suivante :

� (x ; y) : =

Z 1

0

(1� t)y�1 tx�1dt: (1.1)

Proposition 1.2.1 pour tout x ; y 2 R�+ , nous avons :

1

� (x ; y) = � (y ; x) :

2

� (x ; y) = 2

Z �
2

0

sin2x�1 � cos2y�1 �d�:

3

� (x+ 1 ; y) =
x

x+ y
� (x ; y) � � (x ; y + 1) =

y

x+ y
� (x ; y) :

4

� (x ; y) = � (x; y + 1) + � (x+ 1; y) :

Relation entre la fonction Gamma et la fonction Beta

5



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

� (x ; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
; 8x > 0; y > 0:

1.3 Intégration et dérivation fractionnaire

1.3.1 Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville

La dé�nition de l�intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se base sur

la formule de Cauchy. Cette dernière aide a calculer n fois l�intégration de la fonction

f

|nf (t) =
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� s)n�1 f (s) ds : n 2 N� (1.2)

Selon l�approche de Riemann-Liouville, la notion d�intégrale d�ordre � > 0 est une

conséquence tout à fait " naturelle " de la formule de Cauchy d�ordre n ci dessus.

Dé�nition 1.3.1 l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre

� > 0, pour une fonction continue f 2 C ([a ; b]) est dé�nie par :

8><>: |�a (f (t)) =
1

�(�)

R t
a
(t� s)��1 f (s) ds;

|0a(f (t)) = f(t):
� > 0: (1.3)

Proposition 1.3.1 (Semi-Groupe et Commutativité)

soit f : [a ; b]! R une fonction continue .Alors, nous avons les deux propositions :

|�a
�
|�a (f (t))

�
= |�+�a (f (t)) : (1.4)

6



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

|�a
�
|�a (f (t))

�
= |�a [|

�
a (f (t))] : (1.5)

pour tout � > 0; � > 0:

Proposition 1.3.2 (La linéarité)

Soient � > 0 ; f ; g 2 C ([a ; b] ;R) ;8� ; � 2 R nous avons :

|�a (�f (t) + �g (t)) = �|
�
af (t) + �|

�
ag (t) :

On applique la Dé�nition (1.3.1) nous obtenons :

|�a (�f (t) + �g (t)) =
1

� (�)

Z t

a

(t� s)��1 (�f (s) + �g(s))ds;

=
�

� (�)

Z t

a

(t� s)��1 f (s) ds+ �

� (�)

Z t

a

(t� s)��1 g (s) ds;

= �|�af (t) + �|
�
ag (t) :

Lemme 1.3.1 soient � > 0; f 2 C ([a ; b]) :Alors,

lim
t!a

|�af (t) = 0;

Preuve.

Nous avons :

j|�af (t)j �
1

� (�)

Z t

a

(t� s)��1 jf (s)j ds

� kfk1
� (�)

Z t

a

(t� s)��1 ds

� kfk1
� (�+ 1)

(t� a)� :

Il est clair que le second membre de l�inégalité précédent tend vers 0 lorsque t tend

7



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

vers a. Par conséquent lim
t!a
|�af (t) = 0: :

1.3.2 Dérivation Fractionnaire

La dérivation d�ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la dériva-

tion d�orde entiére. Il existe plusieurs dé�nitions mathématiques pour la dérivation

d�ordre fractionnaire. nous avons présenté deux théorèmes : Riemann-Liouville et

celle de Caputo.

Dérivation de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.3.2 On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de

Riemann-Liouville d�une fonction f : [a ; b]! R :

RLD�
a f (t) =

8><>: Dn|n��a f (t) ; n� 1 < � < n ; n 2 N�

Dnf (t) ; � = n:
(1.6)

Remarque 1.3.1

La dérivée non entière d�une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n�est

pas nulle, nous avons :

RLD�
a c =

c

� (1� �) (t� a)
�� :

Exemple 1.3.1 calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-

Liouville de la fonction f (t) = (t� a)� avec � > 0; t 2 [a ; b]

RLD�
a

h
(t� a)�

i
= Dn|n��a (t� a)� = � (� + 1)

� (� + 1� �) (t� a)
��� :

Proposition 1.3.3

Soient f et g 2 C ([a; b] ;R) deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

8



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Riemann-Liouville existent , n�1 < � < n ; n 2 N�. Alors l�opérateur RLD�
a possède

les propriétés suivantes :

(a) L�opérateur RLD�
a est linéaire.

RLD�
a [�f (t) + �g (t)] = �

RLD�
a [f (t)] + �

RLD�
a [g (t)] :

En générale, nous avons :

RLD�
a

�
RLD�

a [f (t)]
�
6=RL D�+�

a [f (t)] :

Nous avons aussi :

RLD�
a

�
RLD�

a [f (t)]
�
6= RLD�

a

�
RLD�

a [f (t)]
�
:

(b)

RLD�
a |
�
af (t) = f (t) :

Preuve.

soient n� 1 < � < n; n 2 N� et f 2 C ([a; b] ;R) ;

(b) En Appliquant la dé�nition (1.3.2) et en se basant sur la propriété classique.

Dn|nf(t) = f(t);

Nous obtenons :

RLD�
a |
�
af (t) = D

n|n��a |�f(t);

= Dn|nf(t);

= f(t):

9



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Lemme 1.3.2 Soit f une fonction dé�nie sur [a; b] véri�ant RLD�
a [f (t)] = 0; � 2

]n� 1 ; n[ ; n 2 N�. Alors

f(t) =
n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�� n+ i+ 1) (t� a)
��n+i :

Où les bi, i = 0; 1; ::::::; n� 1 sont des constantes arbitraires.

Preuve.

Appliquant la Dé�nition (1.3.2),nous obtenons :

RLD�
a f(t) = D

n|n��f(t):

si RLD�
a [f (t)] = 0; alors, D

n|n��f(t) = 0

Donc

|n��f(t) =
n�1X
i=0

bi(t� a)i :

On applique(|�a ) aux deux membres sur l�expression précédente nous obtenons :

|naf(t) =
n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�+ i+ 1)
(t� a)�+i : (1.7)

Donc

Dn|naf(t) =
n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�+ i+ 1)
Dn (t� a)�+i :

En utilisant la rélation de dérivation calssique :

dn

dtn
(t� a)p = p (p� 1) :::: (p�m+ 1) (t� a)p�m ; (1.8)

=
� (p+ 1)

� (p� n+ 1) (t� a)
p�n :

10



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

ce qui implique

Dn|naf(t) =
n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�+ i+ 1)

� (i+ 1 + �)

� (�+ i+ 1� n) (t� a)
�+i�n :

D�ou

f(t) =

n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�+ i+ 1� n) (t� a)
�+i�n :

Dérivation de Caputo :

Dé�nition 1.3.3 Soit f 2 Cn ([a ; b]) ; n 2 N�: On dé�nit la dérivée fractionnaire

au sens de Caputo d�ordre � � 0 de la fonction f comme suit :

C D�
a f(t) =

8><>: |n��a Dnf(t); n� 1 < � < n

Dnf(t); � = n:
(1.9)

Exemple 1.3.2 soit f (t) = (t� a)� ; � > �1. On a le même résultat que l�exemple

précedent (la dérivée de Riemann-Liouville).

La dérivée fractionnaire de Caputo d�une fonction constante est nulle. En e¤et, si

f = C; alors :

C D�
a [f(t)] =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 f (n) (s) ds;

C D�
a [f(t)] =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 f (n) (s) ds;

=
1

� (n� �)

Z t

a

((t� s)n���1 � 0)ds = 0;

= D�
a [c] = c D

�
a [1] :

La dérivée de f(t) = (t� a)�au sens de Caputo :

11



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Soient n� 1 < � < n ; � > �1 et t 2 [a ; b], alors nous avons :

C D�
a f(t) = |

n��
a Dn(t� a)�:

On applique la formlue (1:8), nous obtenons :

CD�
a f(t) = |

n��
a (

�(� + 1)

�(� + 1� n)(t� a)
��n;

=
�(� + 1)

�(� + 1� n)�(n� �)

Z t

a

((t� s)n���1 (s� a)��nds:

On suppose s = x(t� a) + a; alors,

C D�
a f(t) =

�(� + 1)(t� a)���
�(� + 1� n)�(n� �)

Z t

a

((1� x)n���1 x���dx;

=
�(� + 1)�(n� �; � � n+ 1)
�(� + 1� n)�(n� �) (t� a)���;

=
�(� + 1)

�(� + 1� �)(t� a)
���:

La relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et ladérivée de

Caputo

Soit n � 1 < � < n, (n 2 N�). Supposons que f est une fonction continue telle que
CD�

a f (t)et
RLD�

a f (t) existent. Alors,

CD�
a f (t) =

RL D�
a

 
f(t)�

n�1X
i=0

(t� a)i

i!
f (i) (a)

!
: (1.10)

Cette dernièr relation peut aussi s�écrire :

CD�
a f (t) =

RL D�
a

 
f(t)�

n�1X
i=0

(t� a)i��

� (i� �+ 1)f
(i) (a)

!
:

12



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

On déduit que si f (i) (a) = 0 pour i = 0; :::; n� 1; nous aurons

CD�
a f (t) =

RL D�
a f (t) :

Preuve.

On part de l�hypothèse que f est de classe Cn; alors nous peuvons écrire

f(t) =

n�1X
i=0

(t� a)i

i!
f (i) (a) + |naD

nf(t):

Et donc, par application de |n��a à cette identité, nous obtenons :

|n��a f(t) =
n�1X
i=0

(t� a)n��+i

� (n� �+ i+ 1)f
(i) (a) + |2n��a Dnf(t):

Ensuite on applique Dn à la formule obtenue, nous aurons :

Dn|n��a f(t) =
n�1X
i=0

f (i) (a)

� (n� �+ i+ 1)D
n (t� a)n��+i +Dn|2n��a Dnf(t);

=
n�1X
i=0

f (i) (a)

� (n� �+ i+ 1)

 
� (n� �+ i+ 1) (t� a)n��+i�n

� (n� �+ i+ 1� n)

!
+Dn|n|n��Dnf(t);

=

n�1X
i=0

(t� a)i��

� (i� �+ 1)f
(i) (a) + |n��Dnf(t):

En utilisant le fait que :

(RLD�
a ) = D

n|n��; (CD�
a ) = |

n��Dn:

Nous obtennons :

(RLD�
a )f(t) = (

CD�
a )f(t) +

n�1X
i=0

(t� a)i��

� (i� �+ 1)f
(i) (a) :

13



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Le lemme suivant est important pour calculer les solutions intégrales des EDFs.

Lemme 1.3.3

|�aD
�
a [f(t)] = f(t) +

n�1X
i=0

ci(t� a)i:

tel que ci sont des constantes arbitraires dans R:

Lemme 1.3.4

soit � > � > 0,f : [a ; b]! R une fonction continue. Alors

D�
a |
�
a [f(t)] = |

���
a [f(t)] ; t 2 [a ; b]

Lemme 1.3.5 soient p; q > 0 et f 2 L1 ([a; b]) :Alors, |p|qf(t) = |p+qf(t); DP |Pf(t) =

f(t); t 2 [a; b] :

Proposition 1.3.4

Soient 0 < � < 1; 0 < � + � < 1 et f 2 Cn ([a; b] ;R) ; Alors

(i) pour tout � > 0; � ; � 2 R ;nous avons :

D�
a [�f (t) + �g(t)] = � D

�
a [f(t)] + �D

�
a [g(t)] :

(ii) Pour tout � > 0, f : [a; b]! R; nous avons :

1

D�
a |
�
a [f(t)] = f(t):

2

si D�
a [f(t)] = 0 alors f(t) =

n�1X
i=0

ci(t� a)i:

14



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

(iii)

C D�
a (

C D�
af(t)) =

C D�+�
a f(t) = C D�

a (
C D�

a f(t)):

Preuve.

a) Il est très facile de démontrer la linéarité de l�opérateur C D�
a , il su¢ t juste

d�appliquer directement les règles de linéarité.

b) Maintenant, nous montrons la deuxième assertion. D�après la dé�nition de

CD�
a , nous avons :

C D�
a (|

�
af(t)) = |

n��
a Dn(|�af(t)):

La relation (1.10) implique :

C D�
a (|

�
af(t)) =

RL D�
a

" 
|�af(t)�

n�1X
i=0

(t� a)i

i!
Di(|�af(a)

!#
:

D�après la linéarité de RLD�
a , nous obtennons :

C D�
a (|

�
af(t)) =

RL D�
a (|

�
af(t))�RL D�

a

 
n�1X
i=0

(t� a)i

i!
Di(|�af(a))

!
:

nous remarquons que 8i = 0; 1:::::; n� 1:

Di(|�af(a)) = |
��i
a f(t) = 0:

Donc :

C D�
a (|

�
af(t)) = f(t):

nous passons maintenant à la troisième assertion. Pour la première égalité, nous

cherchons à déterminer.

|1��a D1|1��D1f(t) = |1�(�+�)a D1f(t):

15



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Tout d�abord,

C D�
a (
C D�

af(t) = |1��a D 1|1��a D1f(t);

= |1�(�+�)+�a D1|1��D1f(t);

= |1�(�+�)a D1��|1��D1f(t);

= |1�(�+�)a f(t):

Pour la deuxième égalité, nous avons :

C D�
a (

C D�
af(t)) =

C D�+�
a f(t) = C D�+�

a f(t) =C D�
a (

C D�
a f(t)):

par conséquent,

C D�
a (

C D�
af(t)) =

C D�+�
a f(t) = C D�

a (
C D�

a f(t)) :

1.4 Quelques Theorémes du Point Fixe

Les théorèmes du point �xe sont des outils extrêmement utiles pour résoudre les

équations di¤érentielles et intégrales. En e¤et, ces théorèmes fournissent des condi-

tions su¢ santes pour lesquelles une fonction donnée admet un point �xe. L�idée

principale de la méthode du point �xe est de transformer le problème posé à un

problème qui admet des points �xes, de plus ces points sont aussi des solutions du

problème originale.

Dans cette section nous avons présenté deux théorèmes du point �xe : le théorème

du point �xe de Banach qui assure l�unicité de la solution et le théorème du point

�xe de Shaefer, qui montre l�existence au moins d�un point �xe.
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Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Dé�nition 1.4.1 (Espace vectoriel normé) Soit ((E ; k:kE) est un espace vec-

toriel E sur un corps . K, (K = R ou C) muni d�une norme. C�est-à-dire, une

application N : R! R satisfait les hypothèses suivantes :

1 Séparation :

8x 2 E;N(x) = 0 =) x = 0:

2 Homogénéité :

8 (�; x) 2 K � E ; N(�x) = j�jN(x):

3 Inégalité triangulaire :

8 (x; y) 2 E2; N(x+ y) � N(x) +N(y):

La norme d�un élément x dans E est noté kxkE .

Dé�nition 1.4.2 Soient (E ; k:kE) et (F ; k:kF ) deux espaces vectoriels normés sur

le même corps K, alors l�espace produit

E�F = f(x ; y : x 2 E ; y 2 F )g est un espace vectoriel normé sur K par l�une des

normes suivantes :

1.

k(x; y)k1 = kxkE + kykF :

2.

k(x; y)kp = (kxk
p
E + kyk

p
F )

1
p ; 1 < p <1:

3.

k(x; y)k1 = max (kxkE + kykF ) :

:

17



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

Dé�nition 1.4.3 (Suite de Cauchy) Une suite (xn)n2N dans un espace vectoriel

normé E muni d�une norme k:kE est dit de Cauchy si,

8" > 0 ;9N � 0 ; p; q � N 8p ; q 2 N ; kxp � xqk � " : (1.11)

Dé�nition 1.4.4 On dit qu�un espace vectoriel normé (E,k:kE) est complet (espace

de Banach) si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

Dé�nition 1.4.5 (Point �xe) Soient E un espace de Banach et A une application

de E dans E, un élément x de E est dit point �xe de A s�il véri�e l�équation

Ax = x:

Dé�nition 1.4.6 (Application lipschitzienne) Soient E un espace vectoriel normé

muni d�une norme k:kE et une application f de E dans E, f est dite lipschitzienne

s�il existe une constante K > 0 tel que :

8x ; y 2 E ; kf(x)� f(y)kE � K kx� ykE :

Dé�nition 1.4.7 (Application contractante) L�application lipschitzienne f est

dit contractante si K 2 [0 ; 1].

Dé�nition 1.4.8 Soit (X ; k:k) ; un espace normé. Un sous-ensemble 
 � X est

borné s�il existe M > 0 tel que pour tout x 2 
 on a :

kxk �M:

Dé�nition 1.4.9 Soient X et Y deux espaces de Banach. L�operateur continu :

18



Chapitre 1.Les systèmes à dérivée d�ordre fractionnaire

A : X ! Y est complètement continu s�il transforme tout borné de X en une partie

relativement compacte dans Y:

Une partie de X est dite relativement compacte si son adherence est compacte. La

défnition suivante va être utlisée dans le théorème de Schaefer pour les EDFs.

Principe de contraction de Banach.

Théorème 1.4.1 Soit X un espace de Banach et A : X ! X un opérateur

contractant . Alors, A admet un point �xe unique.

Théorème de point �xe de Shaefer

Théorème 1.4.2 Soient X un espace de Banach et A : X ! X un opérateur

complètement continu. Si l�ensemble :


 = fx 2 X : x = �Ax 0 < � < 1g :

est borné, alors A admet au moins un point �xe.

Lemme 1.4.1 Soit F � C [(a; b)], supposons que l�ensemble F est équipé de

norme k:k1. Alors, F est relativement compacte dans C [(a ; b)] si F est équicontinue

(c�est-à-dire pour tout " > 0 il existe � > 0 tel que pour tout f 2 F et pour

tout x1; x2 2 [a ; b] avec jx1 � x2j < � on a : jf(x1)� f(x2)j < " et uniformément

borné(c�est-à-dire il existe une constante C > 0 telle que kfk1 < C, pour tout f

2 F )
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Chapitre 2

L�Existence et Unicité de la

solution

Dans ce chapitre, nous avons étudier un système d�équations di¤érentielles fraction-

naires avec multi termes non linéaires. Nous avons des résultats sur l�existence d�une

solution au moins et l�unicite de la solution utilisant le théorème du point �xe de

Schaefer et le théorème du point �xe de Banach.

Nous discutons de l�existence et de l�unicité des solution pour le système couplé

fractionnaire suivant d�équations di¤érentielles non linéaires.

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

D�u (t) +
Pm

i=1 fi (t; u(t); v(t); D

u(t); D�v(t)) = 0; t 2 |;m 2 N�

D�v(t) +
Pm

i=1 gi (t; u(t); v(t); D

u(t); D�v(t)) = 0; t 2 |;m 2 N�

u(0) = u�0; v(0) = v�0;

u
0
(0) = u

00
= v

0
(0) = v

00
(0) = 0;

u
000
(0) = |ru(�); v

000
(0) = |�v(&): r > 0; � > 0:

(2.1)

�; � 2 ]3; 4[ ; 
; � 2 ]0; 3[ et �; & 2 ]0; 1[ , J := [0; 1] ; u�0; v�0 2 R
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

2.1 Propriétés Auxiliaires et Représentation In-

tégrale

Lemme 2.1.1 pour � > 0; la solution générale de l�équation di¤érentielle fraction-

naire D�u(t) = 0 est donnée par :

u(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1:

Où ci 2 R; i = 0; :::; n� 1; et n = [�] + 1;

Lemme 2.1.2 on suppose que (Hi)i=1;:::;m � C ([0; 1] ;R) et on considère le pro-

blème :

D�u(t) +
mX
i=1

Hi(t) = 0; t 2 |; 3 < � < 4;m 2 N�:

Avec les conditions

u(0) = u�0 2 R: u0(0) = u00(0) = 0; u000(0) = |ru(�); r > 0; � 2 ]0; 1[ : (2.2)

Alors

u(t) = �
mX
i=1

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
fi (s; u(s); v(s); D


u(s); D�v(s)) ds+ u�0 (2.3)

+
� (r + 4) t3

6(� r+3 � � (r + 4))(
mX
i=1

Z �

0

(� � s)�+r�1
� (�+ r)

fi (s; u(s); v(s); D

u(s); D�v(s)) ds� u�0�

r

� (r + 1)
);

� r+3 6= �(r + 4):
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

Nous avons

u ((t) = �
mX
i=1

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
Hi(s)ds� c0 � c1t� c2t2 � c3t3:

Où ct 2 R; i = 0; 1; 2; 3:

En utilisant le lemme (2.1.3) nous obtenons :

|ru(�) = �
mX
i=1

|�+rHi (�)� |rc0 � c1|r� � c2|r� 2 � c3|r� 3:

grâce à (2.2), nous obtenons c0 = �u�0 et c1 = c2 = 0: Par conséquent,

|ru(�) = �
mX
i=1

|�+rHi (�) + |ru�0 � c3|r� 3:

Pour la constante c3 nous obtenons :

c3 =
� (r + 4)

6 (� r+3 � � (r + 4))

 
x�0�

r

� (r + 1)
�

mX
i=1

Z �

0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
Hi (s) ds

!
:

nous obtenons donc ( 2.3)

Nous dé�nissons L�espace de Banach comme suit :

B := f(u; v) : u; v 2 C ([0; 1] ;R) ; D
u 2 C ([0; 1] ;R) ; D�v 2 C ([0; 1] ;R)g :

Cet espace est muni de la norme :

k(u; v)kB = max (kuk1 ; kvk1 ; kD
uk1 ; kD�vk1) ;

tel que

kuk1 = sup
t2J
ju (t)j ; kvk1 = sup

t2J
jv (t)j ; kD
uk1 = sup

t2J
jD
u(t)j ; kD�vk1 =
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

sup
t2J
jD�v (t)j :

2.1.1 Existence et Unicité de la Solution

Dans le but d�établir des résultats d�existence et l�unicité de la solution pour le

problème (2.1 ) ; nous imposons les hypothèses suivantes :

(H1) fi et gi : [0; 1]� R4 des fonctions continues.

(H2)Il existe des fonctions non négatives wij, n
i
j 2 C ([0; 1]), j = 1; 2; 3; 4; 5; et

i = 1; :::;m; tel que pour tout t 2 [0; 1] ; (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4:

jfi (t; u1; u2; u3; u4)� fi (t; v1; v2; v3; v4)j �
4X
j=1

wij (t) juj � vjj :

jgi (t; u1; u2; u3; u4)� gi (t; v1; v2; v3; v4)j �
4X
j=1

nij (t) juj � vjj :

Nous avons : �ij = sup
i2J
wij (t) ; et �ij = sup

i2J
nij (t) ; i = 1; :::;m; j = 1; 2; 3; 4:

(H3) Il existe des fonctions continues non négatives li (t) ; ki (t) ; i = 1; :::;m:

jfi (t; u1; u2; u3; u4)j � li (t) ; et jgi (t; u1; u2; u3; u4)j � ki (t) :

t 2 J et (u1; u2; u3; u4) 2 R4

Li = sup
t2J
li(t) et Ki = sup

t2J
ki(t); i = 1; 2; :::;m:

On pose

A1 :=
1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� 3+r � � (r + 4)j� (r + 1 + �) :
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

A2 :=
1

� (� + 1)
+

� ('+ 4) &�+'

6 j&3+' � � ('+ 4)j� (1 + � + ') :

A3 :=
1

� (�� 
 + 1) +
� (r + 4) ��+r

j� 3+r � � (r + 4)j� (r + 1 + �) � (4� 
) :

A4 :=
1

� (� � �+ 1) +
� ('+ 4) &�+'

j&3+' � � ('+ 4)j� (1 + � + ') � (4� �)

S1 :=

mX
i=1

�
�i1 + �

i
2 + �

i
3 + �

i
4

�
; S2 :=

mX
i=1

�
�i1 + �

i
2 + �

i
3

�
:

W1 := ju�0j+
� (r + 4) � r ju�0j

� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

W2 := jv�0j+
� ('+ 4) &' jv�0j

� (4) j&'+3 � � ('+ 4)j� ('+ 1) :

W3 :=
� (r + 4) � r ju�0j

j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1)� (4� 
) :

W4 :=
� ('+ 4) &' jv�0j

j&'+3 � � ('+ 4)j� ('+ 1)� (4� �) :

Notre résultat est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théorème 2.1.1 supposons que (H1) est véri�ée et ��+r 6= � (r + 4) et &3+' 6=

� ('+ 4) : Si l�inégalité

max(A1S1; A2S2; A3S1; A4S2) < 1: (2.4)

est valide alors le problème (2.1) admet une unique solution.
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

Preuve. On dé�nit l�opérateur 	 : B ! B comme suit :

	(u; v) (t) := ( 	1 (u; v) (t) ; 	2 (u; v) (t)) ; t 2 |:

tel que

	1 (u; v) (t) = �
mX
i=1

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
fi (s; u(s); v(s); D


u(s); D�v(s)) ds+ u�0

+
� (r + 4) t3

6(� r+3 � � (r + 4))(
mX
i=1

Z �

0

(� � s)�+r�1
� (�+ r)

fi (s; u(s); v(s); D

u(s); D�v(s)) ds

� u�0�
r

� (r + 1)
); t 2 J:

	2 (u; v) (t) = �
mX
i=1

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
gi (s; u(s); v(s); D


u(s); D�v(s)) ds+ v�0

+
� ('+ 4) t3

6(&'+3 � � ('+ 4))(
mX
i=1

Z &

0

(& � s)�+'�1
� (� + ')

gi (s; u(s); v(s); D

u(s); D�v(s)) ds

� v�0&
'

� ('+ 1)
); t 2 J:

Maintenant, nous montrerons que l�opérateur 	 possède un point �xe unique. Pour

cela, nous prouvons que 	 est un opérateur contractif sur B :

Soient(u1; v1) ; (u2; v2) 2 B . Alors, pour tous t 2 |, nous avons :

j	1 (u1; v1)� 	1 (u2; v2) (t)j

� t�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))� fi (s; u2(s); v2(s); D
u2(s); D

�v2(s))j

+
� (r + 4) t3��+r

� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

� sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))� fi (s; u2(s); v2(s); D
u2(s); D

�v2(s))j :
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

Qui peut être récrite en utilisant(H2), comme suit :

k	1 (u1; v1)� 	1 (u2; v2)k

�
mX
i=1

�
�i1 + �

i
2 + �

i
3 + �

i
4

�� 1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�
�max ((ku1 � u2k ; kv1 � v2k ; kD
u1 �D
u2k ; kD�v1 �D�v2k)) :

Par conséquent

k	1 (u1; v1)� 	1 (u2; v2)k � A1S1 k(u1 � u2; v1 � v2)kB (2.5)

De même, nous peuvons montrer que

k	2 (u1; v1)� 	2 (u2; v2)k � A2S2 k(u1 � u2; v1 � v2)kB : (2.6)

D�autre part, pour chacun t 2 J , nous avons,

jD
	1 (u1; v1)�D
 	1 (u2; v2) (t)j �

t��


� (�� 
 + 1)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))� fi (s; u2(s); v2(s); D
u2(s); D

�v2(s))j

+
� (r + 4) t3�
��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)� (4� 
)

sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))� fi (s; u2(s); v2(s); D
u2(s); D

�v2(s))j :

En conséquence

kD
	1 (u1; v1)�D
 	1 (u2; v2)k �
�

1

� (�� 
 + 1) +
� (r + 4) ��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)� (4� 
)

�
�

mX
i=1

�
�i1 + �

i
2 + �

i
3 + �

i
4

�
max ((ku1 � u2k ; kv1 � v2k ; kD
u1 �D
u2k ; kD�v1 �D�v2k)) :
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Chapitre 2. L�existence et l�uncité de la solution de problème

Donc

kD
	1 (u1; v1)�D
 	1 (u2; v2)k � A3S1 k(u1 � u2; v1 � v2)kB : (2.7)

En utilisant les mêmes arguments, nous peuvons écrire,

kD�	2 (u1; v1)�D� 	2 (u2; v2)k � A4S2 k(u1 � u2; v1 � v2)kB : (2.8)

D�aprés la dé�nition de k:kB ; nous avons :

k	(u1; v1)� 	(u2; v2)kB = max(k	1 (u1; v1)� 	1 (u2; v2)k ; kD
	1 (u1; v1)� 	
1 (u2; v2)k ;

k	2 (u1; v1)� 	2 (u2; v2)k ; kD�	2 (u1; v1)� D�	2 (u2; v2)k):

Alors, grâce(2.5-2.8) ,nous concluons que

k	(u1; v1) ; 	(u2; v2)kB � max (A1S1; A2S2; A3S1; A4S2) k(u1 � u2; v1 � v2)kB :

D�après la condition (2.4), nous peuvons conclure que l�opérateur 	 est contractif.

Donc 	 possède un point �xe unique qui est une solution unique du problème (2.1).

Ceci complète ainsi la preuve du Théorème (2:1:1) :

2.1.2 Existence d�une solution au moins

Nous avons la solution intégrale

u(t) = �
mX
i=1

Z t

0

(t� s)��1

� (�)
fi (s; u(s); v(s); D


u(s); D�v(s)) ds+ u�0

+
� (r + 4) t3

6(� r+3 � � (r + 4))(
mX
i=1

Z �

0

(� � s)�+r�1
� (�+ r)

fi (s; u(s); v(s); D

u(s); D�v(s)) ds� u�0�

r

� (r + 1)
);

� r+3 6= �(r + 4):
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Théorème 2.1.2 Si les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites et ��+r 6= � (r + 4) et &3+' 6=

� ('+ 4) : Alors le problème (2.1) admet au moins une solution.

Preuve. L�opérateur 	 est continu quand fi et gi sont continues (hypothèse(H1)).

Montrons maintenant que l�opérateur	 est complètement continu.

(A) D�abord, Nous montre que l�opérateur 	 envoie tout ensemble borné dans B

en un ensemble uniformément borné dans B; pour � > 0 et

B� := f(u; v) 2 B : k(u; v)kB � �g :

pour chaque t 2 J; nous avons :

j	1 (u; v) (t)j �
t�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u(s); v(s); D
u(s); D�v(s))j+ u�0

+
� (r + 4) t3��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u(s); v(s); D
u(s); D�v(s))j

� (r + 4) t3� r ju�0j
6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1) :

Grâce à(H3) ; nous peuvons écrire

k	1 (u; v)k �
mX
i=1

Li

�
1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�
+ ju�0j+

� (r + 4) � r ju�0j
� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1) :

Donc

k	1 (u; v)k � A1
mX
i=1

Li +W1: (2.9)

Comme précédemment, nous peuvons montrer que,

k	2 (u; v)k � A2
mX
i=1

Ki +W2: (2.10)
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D�autre part, pour chacun, nous avons.

jD
	1 (u; v) (t)j �
t��


� (�� 
 + 1)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j

+
� (r + 4) t3�
��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)� (4� 
)sups2J

mX
i=1

jfis; u(s); v(s); D
u(s); D�v(s))j

+ sup
s2J

� (r + 4) t3�
� r ju�0j
j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1)� (4� 
) :

Cela implique que

kD
	1 (u; v)k �
�

1

� (�� 
 + 1) +
� (r + 4) ��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)� (4� 
)

� mX
i=1

Li

+
� (r + 4) � r ju�0j

j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1)� (4� 
) :

Donc

kD
	1 (u; v)k � A3
mX
i=1

Li +W3: (2.11)

De même, nous peuvons montrer que

kD�	2 (u; v)k � A4
mX
i=1

Ki +W4: (2.12)

Il résulte de (2.9-2.12) que,

k	(u; v)kB � max
 
A1

mX
i=1

Li +W1; A2

mX
i=1

Ki +W2; A3

mX
i=1

Li +W;A4

mX
i=1

Ki +W4

!
:

Donc,

k	(u; v)kB <1:
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(B) deuxièmement, nous montrons que 	 est équi-continue. Pour tout 0 � t1 �

t2 � 1; nous avons :

j	1 (u; v) (t2)� 	1 (u; v) (t1)j

� 1

� (�+ 1)
((t2 � t1)� + (t�2 � t�1 ))sup

s2J

mX
i=1

jfis; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j

+
1

� (�+ 1)
(t2 � t1)� sup

s2J

mX
i=1

jfis; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j

+
� (r + 4) ��+r(t32 � t31)

� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

� sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))� fi (s; u2(s); v2(s); D
u2(s); D

�v2(s))j

+
� (r + 4) � r ju�0j (t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1) :

Par conséquent, nous obtenons

j	1 (u; v) (t2)� 	1 (u; v) (t1)j

� 1

� (�+ 1)
((t2 � t1)� + (t�2 � t�1 ))sup

s2J

mX
i=1

li (t) +
1

� (�+ 1)
(t2 � t1)� sup

s2J

mX
i=1

li (t)

+
� (r + 4) ��+r(t32 � t31)

� (4) j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)sups2J

mX
i=1

li (t)

+
� (r + 4) � r ju�0j (t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1) :

Donc

k	1 (u; v) (t2)� 	1 (u; v) (t1)k (2.13)

�
mX
i=1

li

�
(t�2 � t�1 )
� (�+ 1)

+
2(t2 � t1)�
� (�+ 1)

+
� (r + 4) � r+�(t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1 + �)

�
+

� (r + 4) � r ju�0j (t32 � t31)
6 j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1) :
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Nous peuvons aussi montrer que

k	2 (u; v) (t2)� 	2 (u; v) (t1)k (2.14)

�
mX
i=1

ki

0@
�
t�2 � t

�
1

�
� (� + 1)

+
2(t2 � t1)�
� (� + 1)

+
� ('+ 4) &'+�(t32 � t31)

6 j&'+3 � � ('+ 4)j�('+ � + 1)

1A
+

� ('+ 4) &
' jv�0j (t32 � t31)

6 j&'+3 � � ('+ 4)j�('+ 1) :

D�autre part, nous avons

jD
	1 (u; v) (t2)�D
 	1 (u; v) (t1)j

� 1

� (�� 
 + 1)
��
t��
2 � t��
1

�
+ (t2 � t1)��


�
)

� sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v(s); D
u(s); D�v(s))j

+
(t2 � t1)��

� (�� 
 + 1)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u(s); v(s); D
u(s); D�v(s))j

+
� (r + 4) ��+r(t3�
2 � t3�
1 )

j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)� (4� 
)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u(s); v(s); D
u(s); D�v(s))j

+
� (r + 4) � r ju�0j (t

3�

2 � t3�
1 )

j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1)� (4� 
) :

En conséquence

kD
	1 (u; v) (t2)�D
 	1 (u; v) (t1)k (2.15)

� ( (t
��

2 � t��
1 )

� (�� 
 + 1) +
2(t2 � t1)��

� (�+ 1� 
) +

� (r + 4) � r+�(t3�
2 � t3�
1 )

j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1 + �)� (4� 
))
mX
i=1

Li

+
� (r + 4) � r ju�0j (t

3�

2 � t3�
1 )

j� r+3 � � (r + 4)j�(r + 1)� (4� 
) :
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de même, on peut écrire

kD�	2 (u; v) (t2)�D� 	2 (u; v) (t1)k � (
(t���2 � t���1 )

� (� � �+ 1) +
2(t2 � t1)���
� (��+ 1)

(2.16)

+
� ('+ 4) &�+'(t3��2 � t3��1 )

j&r+3 � � ('+ 4)j�(� + 1 + ')� (4� �))
mX
i=1

Ki

+
� ('+ 4) &

' jv�0j (t
3��
2 � t3��1 )

j&'+3 � � ('+ 4)j�('+ 1)� (4� �) :

Grace à(2.13-2.16), nous pouvons a¢ rmer que k	(u; v) (t2)� 	(u; v) (t1)kB ! 0

quand t2 ! t1:

En combinant (A), (B) ; et en vertu du Théorème de Arzela-Ascoli, nous concluons

que 	 est un opérateur complètement continu.

(C) : Finalement, nous montrons que l�ensemble dé�ni par :


 := f(u; v) 2 B : (u; v) = �	(u; v) ; 0 < � < 1g :

est borné.

En e¤et, soit (u; v) 2 
; alors(u; v) = 	 (u; v) ; 0 < � < 1:

Ainsi, pour tout t 2 J , nous avons :

u (t) = �	1 (u; v) (t) et v(t) = �	2 (u; v) (t):

Alors

1

�
ju(t)j � t�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j+ ju�0j

+
� (r + 4) t3��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j

+
� (r + 4) t3� r ju�0j

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1) :
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Grace à(H3) ; nous peuvons écrire

1

�
ju(t)j �

mX
i=1

Li

�
1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�
+ ju�0j

+
� (r + 4) � r ju�0j

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1) :

Par conséquent

kuk � �
 
A1

mX
i=1

Li +W1

!
: (2.17)

nous avons aussi

kvk � �
 
A2

mX
i=1

Ki +W2

!
: (2.18)

D�autre part

1

�
jD
u(t)j � t��


� (�� 
 + 1)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j

+
� (r + 4) t3�
��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)� (4� 
)sups2J

mX
i=1

jfi (s; u1(s); v1(s); D
u1(s); D
�v1(s))j

+
� (r + 4) t3�
� r ju�0j

j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1)� (4� 
) :

Donc

kD
uk � �
 
A3

mX
i=1

Li +W3

!
: (2.19)

kD�vk � �
 
A4

mX
i=1

Ki +W4

!
: (2.20)

Il résulte de( 2.17)-(2.20) que,

k(u; v)kB � �max
 
A1

mX
i=1

Li +W1; A2

mX
i=1

Ki +W2; A3

mX
i=1

Li +W;A4

mX
i=1

Ki +W4

!
:

En conséquence

k(u; v)kB <1:
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Ce qui prouve que 
 est borné.

Grâces aux (A), (B), (C) et d�après le théorème du point �xe de Scheafer, nous

concluons que l�opérateur 	 admet au moins un point �xe qui est la solution de

problème(2:1).

Corollaire 2.1.1 sopposons que(H3) est valide,��+r 6= � (r + 4) et &3+' 6= � ('+ 4) :si

les fonctions fi; gisont bornés sur |�R4; i = 1; 2; :::m; alors le problème couplé (2.1)

admet au moins une solution sur |:
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Chapitre 3

Application

nous présentons deux exemples pour illustrer les principaux résultats.

Exemple 3.0.1 pour t 2 J = [0; 1] ;On considère le problème fractionnaire suivant :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
10
3 u(t) =

ju(t)j+jv(t)j+
���D 5

2 u(t)
���+���D 3

2 v(t)
���

(4t2+25)
�
e�2t+ju(t)j+jv(t)j+

���D 5
2 u(t)

���+���D 3
2 v(t)

����
+ 1
5�+t

�
sinu(t) + sinD

5
2u(t) + cos v(t) + cosD

3
2v(t) + ln (1 + t)

�
;

D
15
4 v(t) = 1

32(t2+1)

�
ju(t)j
1+ju(t)j +

jv(t)j
1+jv(t)j +

t2
���D 5

2 u(t)
���

�2
�
1+
���D 5

2 u(t)
���� +

t
����D 3

2 v(t)
����

�
�
1+
���D 3

2 v(t)
����
�

+ 1
16 exp(�t2)

�
sinu(t) + sin v(t) + t2

8�2
sin
�
2�D

5
2u(t)

�
+ t

�
sin
�
2�D

3
2v(t)

��
;

u(0) =
p
7; v(0) =

p
2;

u0(0) = u00(0) = v0(0) = v00(0) = 0;

u000(0) = |
4
3

�
1
2

�
; v000(0) = |

1
4

�
5
7

�
:

(3.1)

Pour cet exemple, nous avons : � = 10
3
; � = 15

4
; 
 = 5

2
; � = 3

2
; r = 4

3
; ' = 1

4
; � = 1

2
; et

& = 5
7
: Donc, il est facile de voir que ��+r 6= � (r + 4) et &3+' 6= � ('+ 4) :

D�autre part,

f1 (t; u1; u2; u3; u4) =
ju1j+ ju2j+ ju3j+ ju4j

(4t2 + 25) (e�2t + ju1j+ ju2j+ ju3j+ ju4j)
;
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f2 (t; u1; u2; u3; u4) =
1

5� + t
(sinu1 + sinu2 + cosu3 + cosu4) ;

Alors, pour t 2 [0; 1] et (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4; nous avons :

jf1 (t; u1; u2; u3; u4)� f1 (t; v1; v2; v3; v4)j

� 1

(4t2 + 25)
ju1 � v1j+

1

(4t2 + 25)
ju2 � v2j+

1

(4t2 + 25)
ju3 � v3j+

1

(4t2 + 25)
ju4 � v4j :

et

jf2 (t; u1; u2; u3; u4)� f2 (t; v1; v2; v3; v4)j

� 1

5�2 + t
ju1 � v1j+

1

5�2 + t
ju2 � v2j+

1

5�2 + t
ju3 � v3j+

1

5�2 + t
ju4 � v4j :

nous pouvons prendre

w11(t) = w
1
2(t) = w

1
3(t) = w

1
4(t) =

1

(4t2 + 25)
:

w21(t) = w
2
2(t) = w

2
3(t) = w

2
4(t) =

1

5�2 + t
:

�11 = �
1
2 = �

1
3 = �

1
4 =

1

25
:

�21 = �
2
2 = �

2
3 = �

2
4 =

1

5�2
:

Nous avons egalment

g1(t; ; u1; u2; u3; u4) =
1

32(t2 + 1)

�
ju1j

1 + ju1j
+

ju2j
1 + ju2j

+
t2 ju3j

�2(1 + ju3j)
+

t ju4j
�(1 + ju4j)

�
:
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et

g2(t; ; u1; u2; u3; u4) =
1

16e�t2

�
sinu1 + sinu2 +

t2

8�2
sin(2�u3 +

t

�
sin(2�u4)

�
:

Pour t 2 [0; 1] et (u1; u2; u3; u4); (v1; v2; v3; v4) 2 R4; nous peuvons ecrire

jg1(t; ; u1; u2; u3; u4)� g1(t; v1; v2; v3; v4)j

� 1

32(t2 + 1)
ju1 � v1j+

1

32(t2 + 1)
ju2 � v2j+

t2

32�2(t2 + 1)
ju3 � v3j+

t

32�(t2 + 1)
ju4 � v4j :

jg2(t; ; u1; u2; u3; u4)� g2(t; v1; v2; v3; v4)j

� 1

16e�t2
ju1 � v1j+

1

16e�t2
ju2 � v2j+

t2

128�2e�t2
ju3 � v3j+

t

16�e�t2
ju4 � v4j :

Il s�ensuit que

�11(t) = �
1
2(t) =

1

32(t2 + 1)
; �13(t) =

t2

32�2(t2 + 1)
; �14(t) =

t

32�(t2 + 1)
:

�21(t) = �
2
2(t) =

1

16e�t2
; �23(t) =

t2

128�2e�t2
; �24(t) =

t

16�e�t2
:

et alors

�11 = �
1
2 =

1

32
; �13 =

1

32�2
; �14 =

1

32�
:

�21 = �
2
2 =

e

16
; �23 =

e

128�2
; �24 =

e

16�
:

aussi,

max(A1S1; A2S2; A3S1; A4S2) < 1:

par le théorème(2.1.1) nous concluons que le systéme couplé fractionnaire (3.1)a une

unique solution sur [0; 1]
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Exemple 3.0.2 Pour illustrer le deuxième résultat principal, on considère le sys-

tème fractionnaire suivant :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D
7
2u(t) + et

16+sin
�
u(t)+v(t)+cos(D

7
4 u(t)+D

3
4 v(t)

� + e�2t sin(u(t)+v(t))

16+cos(D
7
4 u(t)+D

3
4 v(t))

= 0;

D
7
2v(t) +

sin
�
u(t)+v(t)+D

7
4 u(t)+D

3
4 v(t)

�
18+t+t2

+
cos
�
u(t)+v(t)+D

7
4 u(t)+D

3
4 v(t)

�
16+t+t2

= 0;

u(0) = 3
p
2; v(0) =

p
5;

u0(0) = u00(0) = v0(0) = v00(0) = 0;

u000(0) = |
2
5 (1
3
); v000(0) = |

3
2 (2
7
):

������������������
(3.2)

Pour cet exemple, nous avons : � = � = 7
2
; 
 = 7

4
; � = 3

4
; r = 2

5
; ' = 3

2
; � = 1

3
;et & = 2

7

et | = [0; 1], il est facile de voir que ��+r 6= � (r + 4) et &3+' 6= � ('+ 4) :

D�autre part,

f1(t; ; u1; u2; u3; u4) =
et

16 + sin(u1 + u2) + cos(u3 + u4)
:

f2(t; ; u1; u2; u3; u4) =
e�2t sin ((u1 + u2)

16 + cos(u3 + u4)
:

g1(t; ; u1; u2; u3; u4) =
sin(u1 + u2 + u3 + u4)

18 + t+ t2
:

g2(t; ; u1; u2; u3; u4) =
cos(u1 + u2 + u3 + u4)

16 + t+ t2
:

Nous remarquons que

jf1(t; ; u1; u2; u3; u4)j �
et

14
:

jf1(t; ; u1; u2; u3; u4)j �
e�2t

15
:

jg1(t; ; u1; u2; u3; u4)j �
1

18 + t+ t2
:

jg2(t; ; u1; u2; u3; u4)j �
1

16 + t+ t2
:
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Donc, d�aprés le théoème(2.0.5), le système(3.2 )a au moins une solution sur [0; 1].
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Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est la présentation des résultats d�existence

et d�unicité pour certaines classes d�équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire

au sens de Caputo avec des conditions initiciles dans des espaces de Banach. Ces

résultats ont été obtenus par l�utilisation du théorème de point �xe.

Nous prévoyons dans le futur l�étude la stabilité des équations fractionnaire.
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