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Résumé

Les équations di¤érentielles fractionnaires EDFS sont trés importantes dans la ré-

solution des problèmes dans di¤érents domaines scienti�ques comme la physique, la

chymique,...etc.

Tout d�abord, nous avons présenté quelques résultats qui consiste à étudier l�éxistence

et l�unicité de la solution d�un système d�équations di¤érentielles fractionnaires et

l�existence au moins de la solution. Ces résultats est basé sur le théorème de contac-

tion de Banach et le théorème de Schaefer.

Ensuit, nous avons introduit un nouveau type de stabilité qui est la stabilité au sens

d�Ulam-Hyers et stabilité généralisée au sens d�Ulam-Hyers.

Abstract :

fractional di¤erential equation are very important in solving problems in di¤erent

scienti�c �elds such as physics, chemistry,..

First of all, we presented some results which consist in studying the existence and

uniqueness of the solution of a system of fractional di¤erential equation and the

existence at least of the solution. These result are based on the contraction theorem

of Banach and Schaefer�s theorem.

Then, we introduce a new type of stability which is stability in the sense of Ulam-

Hyers and generalized stability in the sense of Ulam-Hyers.

Mots clés : Dérivée au sens de Caputo, Dérivée au sens de Riemann-Liouville,

équation di¤érentielle, existence et unicité, calcul fractionnaire, point �xe, stabilité

au sens d�Ulam-Hyers, théorème de point �xe de schaefer.

Key words :

Caputo derivative, Riemann-Liouville derivative, di¤erential equation, existence and

uniquenes, fractional calcul, �xed point, Ulam-Hyers stability, Schaefer �xed point

theorem.
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Notation

N : Ensembles des nombres entiers naturels.

N� : Ensembles des nombres entiers naturels non nuls.

R : Ensembles des nombres réels.

R� : Ensembles des nombres réels non nuls.

R+ : Ensembles des nombres réels positifs ou nuls.

[a; b] : Intervalle fermé de R d�éxtrémités a et b.

(a; b] : Intervalle semi-ouvert de R d�éxtrémités a et b.

(a; b) : Intervalle ouvert de R d�éxtrémités a et b.

C ([a; b] ;R) : Espace des fonctions continues de [a; b] à valeurs dans R:

L1 ([a; b]) : L�ensembles des fonctions intégrables sur [a; b] :

k : k1 : Normes in�nie.

k : kX : Normes de l�espace X:

Dn
�
ou dn

dt

�
: Dérivée d�ordre n.

f (n) : Dérivée ni�eme de f:

J�a : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � > 0:

cD�
a : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre � > 0:

RLD�
a : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � > 0:
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Introduction général

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la di¤érentiation et de l�intégra-

tion ordinaires à un ordre arbitraire, réel ou complexe, ce terme peut être considéré

comme mal-approprié, car une meilleure description pourrait être "la di¤érentiation

et l�intégration à un ordre arbitraire".

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaires (EDFs) joue un rôle important

dans la modélisation de nombreux processus physique, technologiques, biologique,

théorie du controle et traitement du signal, voir par exemple [3] ; [7] ; [29]. Depuis

quelques années, une attention particulière a été focalisée à l�étude de l�éxistence et

l�unicité de solutions des équations di¤érentielles fractionnaires.

Récement, Taieb et Dahmani a étudie l�éxistence et l�unicité des solutions pour cer-

tains systèmes fractionnaires [5] ; [6] ; [16]

D�autre part, la stabilité des équations fonctionnelles a été énoncée par Ulam [27] et

Hyers [27] Ahmed et al [1] ont déclaré que la stabilité d�Ulam-Hyers est indépendante

de la stabilité plus familière de Lyapunov.

Le présent travail est dévoué à la construction de plusieures résultats sur l�éxistence et

l�unicité des solutions voir [25], en plus de l�éxistence d�au moins d�une solution [4] et

de certains types de stabilité d�Ulam-Hyers pour le système d�équations di¤érentielles

fractionnaires non linéaires suivant :
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Introduction général

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

D�1x1(t) = f1(t; x1(t); ::::; xn(t); D
�1x1(t); ::::; D

�nxn(t)); t 2 (0; 1)

D�2x2(t) = f2(t; x1(t); ::::; xn(t); D
�1x1(t); ::::; D

�nxn(t)); t 2 (0; 1)
...

D�nxn(t) = fn(t; x1(t); ::::; xn(t); D
�1x1(t); ::::; D

�nxn(t)); t 2 (0; 1)

xi(0) = ai ; x
(j)
i (0) = 0 j = 1; 2; ::::;m� 2; i = 1; ::::; n

D
ixi(0) +D

ixi(1) = D

pixi(0) +D
pixi(1) = 0; i = 1; ::::; n

(1)

où �i 2 (m� 1;m) ; �i 2 (m� 2;m� 1) ; 
i; pi 2 (0; 1) ; n 2 N�;

D�i ; D�i ; D
i et Dpi sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo, les fonctions

(fi)i=1;:::;n : [0; 1]� R2n ! R sera précisés ultérieurement .

Présentation du mémoire :

Dans ce projet de �n d�étude, nous s�intéressons d�étudier deux sortes du problèmes

des équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire. Notre objectif principale de ce

mémoire est de trouver des résultats analytiques en calcul fractionnaire.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres suivi d�une conclusion.

Chapitre 1 : Dans le premier chapitre, nous allons rappeler quelques notions de

base, dé�nitions et des principaux résultats dans le domaine du calcul fractionnaire

pour le but d�avoir une bonne interprétation de la théorie des EDFs:

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré à l�étude d�éxistence et d�unicité de la solution

d�un système d�équations di¤érentielles fractionnaires qui basé sur le théorème de

point �xe de Banach, et ensuit l�étude d�existence au moins des solutions, pour cela

nous utilisons le théorème du point �xe de Schaefer.

Chapitre 3 : Nous allons étudier la stabilité au sens d�Ulam-Hyers et stabilité

généralisée au sens d�Ulam-Hyers pour notre problème traité.

Chapitre 4 : Dans ce dernier chapitre, nous allons établir des conditions su¢ santes

et des exemples pour illustrer quelques résultats principales.
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Chapitre 1

Notions et préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et lemmes de base sur la

théorie du calcul fractionnaire [7] ; [12] ; et [14]. Ensuit, nous prouvons un résul-

tat auxiliaire qui nous permettrons d�obtenir la représentation intégrale du système

fractionnaire(1). Puis nous s�intéressons particulièrement à dé�nir quelques résul-

tats fandamentaux sur le principe de contraction de Banach ainsi que les théorème

célèbres du point �xe.

1.2 Fonctions spéciales en calcul fractionnaire.

Dans la théorie du calcul fractionnaire, il y a plusièures fonctions qui sont plus

utilisées, dans ce travail nous citons deux fonctions principales : la fonction Gamma

d�Euler et la fonction Betta d�Euler.
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Chapitre 1. Notions et préliminaires

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien Suise Leonhard Euler

(1707� 1783) dans cet objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entières.

Vu que sa importance il fut étudié par d�autre éminents mathématiciens comme

Carl Friedrich Gauss (1777� 1855) ; Charles Hermite (1822� 1901) ; :::ainsi que de

nombres autres.

Dé�nition 1.2.1 la fonction Gamma d�Euler est dé�nie par l�intégrale suivante :

� (�) :=

+1Z
0

e�uu��1du; Re (�) > 0; (1.1)

avec � (1) = 1; � (0+) = +1; pour 0 < x � 1; x 7�! � (x) est une fonction

monotone strictement décroissante.

La fonction Gamma � possède des propriétés importantes.

Quelques propriétés :

pour tout x > 0; n 2 N�, nous avons :

I � (x+ 1) = x� (x)

I � (n� 1) = n!

I �
�
n+ 1

2

�
= (2n)!

22nn!

p
�

Exemple 1.2.1 �
�
1
2

�
=
p
�

nous avons :

� (x) =

+1Z
0

e�ttx�1dt;

= 2

+1Z
0

e�y
2
y2x�1dy; t = y2;

En particulier,

5



Chapitre 1. Notions et préliminaires

�
�
1
2

�
= 2

R +1
0

e�y
2
dy =

p
�:

1.2.2 Fonction Betta d�Euler

Dé�nition 1.2.2 Soient x; y 2 R�, la fonction Bêta d�Euler est dé�nie par l�inté-

grale suivante :

� (x; y) :=

Z 1

0

(1� t)x�1 ty�1dt: (1.2)

Quelques propriétés :

pour tout x; y 2 R�+; on a :

I � (x; y) = � (y; x)

I x� (x; y + 1) = y� (x+ 1; y)

La relation entre les deux fonctions Gamma et Beta est donnée par l�éxpression :

� (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
: (1.3)

1.2.3 Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville :

Dé�nition 1.2.3 [14]L�intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est

basé sur la formule de Cauchy. Cette dernière a aider à calculer n fois l�intégration

de la fonction f :

Jnf (t) =
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� s)n�1 f (s) ds; n 2 N�: (1.4)

La généralisation de la formule de Cauchy à un ordre � réel positif aide à remplacer

la fonction factorielle par la fonction Gamma comme suit :

6



Chapitre 1. Notions et préliminaires

Dé�nition 1.2.4 [14]l�opérateur intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre

� > 0, pour une fonction continue f sur [0;1[ est dé�ni par :

J�f (t) =

8><>:
1

�(�)

R t
0
(t� s)��1 f (s) ds; � > 0; t � 0;

f (t) ; � = 0; t � 0;
(1.5)

Proposition 1.2.1 (propriété de la linéarité)

soient � > 0; f; g 2 C ([a; b] ;R) ; 8 �1; �2 2 R nous avons :

J�a (�1f (t) + �2g (t)) = �1J
�
a f (t) + �2J

�
a g (t) : (1.6)

Preuve. soient � > 0; f; g 2 C ([a; b] ;R) ;

soient �1; �2 2 R

nous avons :

J�a (�1f (t) + �2g (t)) =
1

� (�)

Z t

a

(t� s)��1 (�1f (s) + �2g (s)) ds

=
�1
� (�)

Z t

a

(t� s)��1 f (s) ds+ �2
� (�)

Z t

a

(t� s)��1 g (s) ds

= �1J
�
a f (t) + �2J

�
a g (t) :

Proposition 1.2.2 (propriété de semi groupe )

soit f : [a; b] �! R une fonction continue, alors nous avons :

J�a J
�
a f (t) = J

�+�
a f (t) ; 8�; � > 0: (1.7)

7



Chapitre 1. Notions et préliminaires

Preuve. d�aprés la dé�nition (1:5) nous avons :

J�a J
�
a f (t) =

1

� (�)

Z t

a

(t� s)��1
�
J�a f (s)

�
ds

=
1

� (�) � (�)

Z t

a

Z s

a

(t� s)��1 (s� �)��1 f (�) d�ds:

d�aprés le théoème de Fubini nous obtenons :

J�a J
�
a f (t) =

1

� (�) � (�)

Z t

a

f (�)

�Z t

�

(t� s)��1 (s� �)��1 ds
�
d�: (1.8)

nous appliquons le changement de variable s = x (t� �) + �;

nous trouvons :

Z t

�

(t� s)��1 (s� �)��1 ds = (t� �)�+��1
Z 1

0

(1� x)��1 x��1dx

= (t� �)�+��1B (�+ �)

d�ou :

J�a J
�
a f (t) =

B (�; �)

� (�) � (�)

Z t

a

(t� �)�+��1 f (�) d�

= J�+�a f (t) :

Proposition 1.2.3 (la propriété de commutativité)

soit f : [a; b] �! R une fonction continue, alors nous avons :

8



Chapitre 1. Notions et préliminaires

J�a J
�
a f (t) = J

�
a J

�
a f (t) ; 8�; � > 0: (1.9)

Preuve. nous avons J�a J
�
a f (t) = J

�+�
a f (t) (d�aprés la propriété de semi groupe)

donc

J�a J
�
a f (t) = J

�+�
a f (t) = J�+�a f (t) = J�a J

�
a f (t) (1.10)

d�ou l�égalité .

1.3 Dérivation fractionnaire :

La dérivation d�ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la dériva-

tion d�ordre entière. Dans la littérature, il y a plusieures dé�nitions mathématiques

pour la dérivation fractionnaire. Nous citons deux : dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville et celle de Caputo [14].

1.3.1 Dérivée de Riemann-Liouville :

Dé�nition 1.3.1 la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-Liouville

d�une fonction f : [a; b] �! R est dé�nié par :

RLD�
a [f (t)] =

dn

dtn
(Jn��a [f (t)]) ; n� 1 < � < n;

=

8><>:
1

�(n��)
dn

dtn

R t
a
(t� �)n���1 f (�) d� , n� 1 < � < n; n 2 N�;

dnf(t)
dtn

; � = n:

(1.11)

Exemple 1.3.1 calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0; au sens de Riemann-

9



Chapitre 1. Notions et préliminaires

Liouville de la fonction f (t) = (t� a)� ; t 2 [a; b] avec � > 0;

RLD�
a

h
(t� a)�

i
=

� (� + 1)

� (� � �+ 1) (t� a)
��� ; � > 0; � > 0: (1.12)

nous avons :

RLD�
a

h
(t� a)�

i
= DnJn��a (t� a)�

= Dn
h

�(�+1)
�(���+1+n) (t� a)

���+n
i

En utilisant l�expression de la dérivation entière suivante :

Dn (t� a)� = � (� � 1) ::: (� � n+ 1) (t� a)��n = �(�+1)
�(��n+1) (t� a)

��n

nous avons :

Dn (t� a)� = �(�+1)
�(�+1+n��)

�(�+n��+1)
�(�+n��+1�n) (t� a)

�+n���n ;

ce qui permet d�avoir :

D�
a (t� a)

� = �(�+1)
�(���+1) (t� a)

��� :

la dérivée fractionnaire d�une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n�est

pas nulle.

En e¤et dans cette exemple nous voyons que :

RLD�
a [1] =

1

� (1� �) (t� a)
�� ; � > 0 (1.13)

Proposition 1.3.1 [19] soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires

de Riemann-Liouville existent. Alors pour tout �; � 2 R

RLD�
a [�f + �g] existent et nous avons :

RLD�
a [�f (t) + �g (t)] = �

RLD�
a [f (t)] + �

RLD�
a [g (t)]

En générale, nous avons :

10



Chapitre 1. Notions et préliminaires

RLD�
a

�
RLD�

a [f (t)]
�
6=RL D�+�

a [f (t)]

nous avons aussi :

RLD�
a

�
RLD�

a [f (t)]
�
6=RL D�

a

�
RLD�

a [f (t)]
�

Lemme 1.3.1 [19]soit f une fonction dé�nie sur [a; b] véri�ant RLD�
a [f (t)] = 0;

� 2 ]n� 1; n[ ; n 2 N�;

Alors :

f (t) =
n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�� n+ i+ 1) (t� a)
��n+i ; (1.14)

ou bi; i = 0; :::; n� 1; sont des constantes arbitraires.

1.3.2 Dérivée de Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � 2 ]n� 1; n] s�obtient

par une application de Jn��a suivie d�une dérivation classique d�ordre n. Tandis que

la dérivée de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Dé�nition 1.3.2 soit f 2 Cn ([a; b]) ; n 2 N�. nous dé�nissons la dérivée fraction-

naire au sens de Caputo d�ordre � � 0; de la fonction f par :

CD�
a [f (t)] = J

n��
a ( d

n

dtn
[f (t)])

=

8><>:
1

�(n��)
R t
a
(t� �)n���1 f (n) (�) d� ; n� 1 � � � n ; n 2 N�

dnf
dtn
; � = n:

(1.15)

11



Chapitre 1. Notions et préliminaires

Exemple 1.3.2 Soit f (t) = (t� a)� ; avec � = 5
2
; et nous calculons CD

3
2
a [f (t)] :

Alors :

CD
3
2
a (t� a)

5
2 =

�
J
2� 3

2
a

�� d2
dt2

(t� a)
5
2

�
=
�
J
1
2
a

�� d2
dt2

(t� a)
5
2

�
:

En tenant compte de la relation de la dérivation classique suivant :

dn

dtn
(t� a)� = � (� � 1) ::: (� �m+ 1) (t� a)��m (1.16)

=
� (� + 1)

� (� �m+ 1) (t� a)
��m

nous aurons :

CD
3
2
a (t� a)

5
2 =

�
J
1
2
a

� �
�
5
2
+ 1
�

�
�
5
2
+ 1� 2

� (t� a) 52�2!

=
�
J
1
2
a

� �5
2

� �
3
2

�
�
�
3
2

�
�
�
3
2

� (t� a)
1
2

!

=
15

4

�
J
1
2
a

�
(t� a)

1
2

=
15

4

 
�
�
1
2
+ 1
�

�
�
1
2
+ 1 + 1

2

� (t� a) 12+ 1
2

!

=
15
p
�

8
(t� a) :

Remarque 1.3.1 La dérivée fractionnaire de Caputo d�une fonction constante est

nulle.

En e¤et, si f = c; alors :

12



Chapitre 1. Notions et préliminaires

CD�
a [f (t)] =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d�

= D�
a [c]

= cD�
a [1] :

(i) pour tout � > 0; �; � 2 R, nous avons :

D�
a [�f (t) + �g (t)] = �D

�
a [f (t)] + �D

�
a [g (t)] :

(ii) pour tout � > 0; f : [a; b] �! R; nous avons :

D�
aJ

�
a [f (t)] = f (t) :

Lemme 1.3.2 (relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et

dérivée au sens de Caputo)

soit n � 1 < � < n ; n 2 N�; � 2 R; et f 2 Cn ([a;1)) ; la relation reliant la

dérivée au sens de Riemann-Liouville à celle de Caputo donnée par :

�
RLD�

a

�
f (t) = (cD�

a ) f (t) +

n�1X
j=0

(t� a)j��

� (j � �+ 1)f
(j) (a) (1.17)

cette dernière relation peut aussi s�écrire :

(cD�
a ) f (t) =

�
RLD�

a

� 
f (t)�

n�1X
j=0

(t� a)j

j!
f (j) (a)

!
(1.18)

Remarque 1.3.2 A partir de (1:17) et (1:18), nous déduirons que la dérivée frac-

tionnaire d�ordre � de f au sens de Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo

si a est un point zéro d�ordre n de f:

13
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Plus précisément, nous avons :

�
f (j) (a) = 0; j = 0; 1; :::; n� 1

�
=)

��
RLD�

a

�
f (t) = (cD�

a ) f (t)
�

(1.19)

Preuve. On part de l�hpothèse que f est de classe Cn; alors nous peuvons écrire :

f (t) =
n�1X
j=0

(t� a)j

j!
f (j) (a) + JnaD

nf (t) (1.20)

Et donc, par application de Jn��a à cette identité, nous obtenons :

Jn��a f (t) =
n�1X
j=0

(t� a)n��+j

� (n� �+ j + 1)f
(j) (a) + J2n��a Dnf (t) (1.21)

En suite nous appliquons Dn à la formule obtenue, nous aurons :

DnJn��a f (t) =
n�1X
j=0

f (j) (a)

� (n� �+ j + 1)D
n (t� a)n��+j +DnJ2n��a Dnf (t)

=
n�1X
j=0

f (j) (a)

� (n� �+ j + 1)

 
� (n� �+ j + 1) (t� a)n��+j�n

� (n� �+ j + 1� n)

!
+DnJnJn��a Dnf (t)

=
n�1X
j=0

(t� a)j��

� (n� �+ 1)f
(j) (a) + Jn��a Dnf (t)

En utilisant le fait que :

�
RLD�

a

�
= DnJn��a ; (cD�

a ) = J
n��
a Dn; (1.22)

nous obtenons :

�
RLD�

a

�
f (t) =

�
CD�

a

�
f (t) +

n�1X
j=0

(t� a)j��

� (j � �+ 1)f
(j) (a) : (1.23)

14
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1.4 Quelques résultats du point �xe :

Les théorèmes du point �xe sont des outils extremement utiles pour résoudre des

équations di¤érentielles et intégrales. En e¤et, ces théorèmes fournissent des condi-

tions su¢ santes pour lesquelles une fonction donnée admet un point �xe.

Dans cette section nous allons présenter deux théorèmes du point �xe : le théorème

du point �xe de Banach qui assure l�unicité de la solution et le théorème du point

�xe de Schaefer, ce dernier peuvent de montrer l�éxistence au moins d�un point �xe.

Ces théorèmes sont basés sur les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.4.1 (suite de Cauchy) : Une suite (xn)n2N dans un éspace véctoriel

normé E muni d�une norme k : kEest dite de Cauchy si :

8" > 0; 9N � 0; 8p; q 2 N; k xp � xq kE� ": (1.24)

Dé�nition 1.4.2 On dit que X est complet pour la norme k:kX ; si toute suite de

Cauchy dans X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Dé�nition 1.4.3 soit (X; k:k) un espace normé. Un sous-ensemble 
 � X; est dit

borné s�il existe M > 0; tel que pour tout x 2 
 on a :

kxk �M: (1.25)

Dé�nition 1.4.4 soit F un ensemble de fonctions continues dé�niés sur un inter-

valle I à valeurs dans R :On dit que l�ensemble F est équicontinue si pout tout

" > 0 ;il va exister un � > 0; tel que pour toute f 2 F et pour tous t1; t2 2 I;

15
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n 2 N; j t1�t2 j< �; alors :

j f (t1)� f (t2) j< ": (1.26)

Dé�nition 1.4.5 soit (X; k : k) un espace vectoriel normé. Une application � de X

dans X est dite contractante s�il existe un nombre positif k 2 ]0; 1[ tel que pour tout

x; y 2 X; on a :

k � (x)� � (y) k� k k x� y k : (1.27)

Dé�nition 1.4.6 soient X un espace vectoriel normé, de norme k : ket T une

application d�un ensemble X dans lui même. On appelle point �xe de � tout point

x 2 X tel que :

T (x) = x: (1.28)

Dé�nition 1.4.7 soient X et Y deux espaces de Banach. L�opérateur continue � de

X dans Y est complètement continue s�il transforme tout borné de X en une partie

relativement compact dans Y .

Introduisons maintenant le principe de contraction de Banach.

1.4.1 Théorème d�Ascoli-Arzila :

Lemme 1.4.1 Soit 
 � X . Alors 
 est relativement compact dans X si et seule-

ment si les conditions suivantes sont véri�ées :

1. 
 est uniformément borné .

2. 
 est équicontinu .

1.4.2 Théorème de point �xe de Banach :

Théorème 1.4.1 [19] Soient X un espace de Banach et � : X �! X est un opé-

rateur de contractant. Alors, il existe un point �xe unique x 2 X tel que

16
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�x = x: (1.29)

1.4.3 Théorème du point �xe de Schaefer :

Théorème 1.4.2 [19] Soient X un espace de Banach et � : X �! X un opérateur

complètement continu. Si l�ensemble


 := fx 2 X : x = ��x; 0 < � < 1g (1.30)

est borné, alors � possède au moins un point �xe .

1.4.4 Lemmes auxiliaires :

Dé�nition 1.4.8 Soit n � 1 < � < n; n 2 N� , la solution générale d�équation

dé¤érentielle fractionnaire D�f (t) = 0 est donnée par :

f (t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::::+ cn�1t

n�1 (1.31)

ou ci 2 R; i = 0; 1; ::::; n� 1; n = [�] + 1:

Lemme 1.4.2 soit � > 0; alors

J�D�f (t) = f (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + :::::+ cn�1t

n�1 (1.32)

Lemme 1.4.3 Pour �; � > 0; n� 1 < � < n; n 2 N�; nous avons :

D�t��1 =
� (�)

� (� � �)t
����1; � > n; et D�tj = 0; j = 0; 1; :::; n� 1: (1.33)

17
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Proposition 1.4.1 Soit q > p > 0; et f 2 L1 ([a; b]) , alors

DpJqf (t) = Jq�pf (t) ; t 2 [a; b] (1.34)

18



Chapitre 2

Existence des solutions :

Dans cette section, nous étudions le système fractionnaire(1), et nous éssayons de

trouver la représentation intégrale de la solution. En suite, nous étudions l�éxistence

et l�unicité de la solution on utilisant le théorème de point �xe de Banach. Finalement,

nous étudions l�existence au moins de la solution qui basé sur le théorème de point

�xe de Schaefer [17] ; [22].

2.1 Représentation Intégrale

Lemme 2.1.1 Supposons que �1 < �i < m; i = 1; 2; :::::; n ;n 2 N � f0g ;m 2

N� f0; 1g et Gi 2 C ([0; 1] ;R). Alors le système suivant

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

D�1x1 (t) = G1 (t) ; t 2 (0; 1)

D�nxn (t) = Gn (t) ; t 2 (0; 1)

xi (0) = ai; i = 1; 2; :::::; n

x
(j)
i (0) = 0; i = 1; 2; ::::::; n; j = 1; 2; :::::m� 2

D�ixi (0) +D

xi (1) = D

pixi (0) +D
pixi (1) = 0; i = 1; 2; :::::; n, 
i; pi 2 (0; 1)

(2.1)
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Chapitre 2. Existence et unicité et existence au moins de la solution

a une unique solution (x1; x2; ::::; xn) tel que :

xi (t) = ai +
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) [� (m� pi)� � (m� 
i)]
�

0B@ 1
�(�i�pi)

R 1
0
(1� s)�i�pi�1Gi (s) ds

� 1
�(�i�
i)

R 1
0
(1� s)�i�
i�1Gi (s) ds

1CA� tm�1
(2.2)

+
1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1Gi (s) ds:

Nous utilisons la relation (1:32), nous obtenons l�équation intégrale suivante :

xi (t) =
1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1Gi (s) ds�
m�1X
k=0

cikt
k ; i = 1; 2; :::; n; ou cik 2 R (2.3)

de première et deuxième conditions donnée dans (2:1) nous obtenons :

ci0 = �ai ; cik = 0; k = 1; 2; :::;m� 2 (2.4)

nous utilisons la relation (1:34) et (1:33) et la dernière condition donnée en (2:1)

nous obtenons :

cim�1 =
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) (� (m� pi)� � (m� 
i))
�

0B@ 1
�(�i�
i)

R 1
0
(1� s)�i�
i�1Gi (s) ds

� 1
�(�i�pi)

R 1
0
(1� s)�i�pi�1Gi (s) ds

1CA
(2.5)

substutions l�équation (2:4) et l�équation (2:5) dans l�équation (2:3), nous trouvons

(2:2) ceci termine la preuve.

Introduisons maintenant l�espace :

X =
�
x : x 2 C ([0; 1] ;R) ; Dm�1x 2 C ([0; 1] ;R)

	
;m 2 N� f0; 1g
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muni de la norme :

kxkX = max
�
kxk1; kDm�1xk1

�
avec

kxk1 = max
t2J

j x (t) j

et

k Dm�1x k1= max
t2J

j Dm�1x (t) j; J = [0; 1]

Il est claire que (X; k : kX) est un espace de Banach et l�éspace produit (Xn; k : kXn)

est aussi un espace de Banach avec la norme k (x1; :::; xn) kXn = max (k x1 kX ; :::; k xn kX) :

Maintenant nous allons établir l�éxistence et l�unicité de la solution pour le système

fractionnaire (1) puis nous allons discuter l�éxistence au moins de la solution .

2.2 Existence et unicité :

Dans le but d�établir des résultats d�éxistence et d�unicité de la solution pour le

système (1), nous introduisons les hypothèses suivantes :

(H1) : les fonctions (fi)i=1;:::;n : J � R2n ! R sont continues .

(H2) : Il existe des constantes non négatives (U ik)
i=1;::::;n

k=1;::::;2n

j fi (t; x1; ::::; x2n)� fi (t; y1; ::::; y2n) j�
2nX
k=1

U ik j xk � yk j (2.6)

pour tout t 2 J et tout (x1; x2; ::::; x2n) ; (y1; y2; ::::; y2n) 2 R2n; n 2 N� f0g .

(H3) : Il existe des constantes non négatives Mi; i = 1; 2; :::; n, pour tout

21



Chapitre 2. Existence et unicité et existence au moins de la solution

t 2 J; (x1; x2; ::::; x2n) 2 R2n, nous avons :

j fi (t; x1; :::; x2n) j�Mi (2.7)

On considère les quantities suivantes :


i1 =
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) j � (m� pi)� � (m� 
i) j
�
�

1

� (�i � pi + 1)
+

1

� (�i � 
i + 1)
+

1

� (�i + 1)

�
(2.8)


i2 =
� (m� pi) � (m� 
i)

j � (m� pi)� � (m� 
i) j
�
�

1

� (�i � pi + 1)
+

1

� (�i � 
i + 1)
+

1

� (�i �m+ 2)

�
(2.9)

et :

�i =
nX
k=1

�
U ik +

U ik+n
� (m� �k)

�
i = 1; 2; :::; n: (2.10)

Théorème 2.2.1 Supposons que l�hypothèse (H2) est satisfait. Si l�inégalité sui-

vante :

max
1�i�n

�

i1�i; 


i
2�i
�
< 1 (2.11)

est valide, alors le système (1) a une unique solution en J:

Preuve. nous dé�nissons l�opérateur intégrale fractionnaire T : Xn �! Xn par :

T (x1; ::::; xn) (t) := (T1 (x1; :::; xn) (t) ; ::::; Tn (x1; :::xn) (t)) ; t 2 J

comme :
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Chapitre 2. Existence et unicité et existence au moins de la solution

Ti (x1; :::; xn) (t)

= ai +
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) (� (m� pi)� � (m� 
i))

�

0BBBBBBBB@

1
�(�i�pi)

R 1
0
(1� s)�i�pi�1 fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA ds
_ 1
�(�i_
i)

R 1
0
(1� s)�i�
i�1 fi

0B@ s; x1(s); :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA ds

1CCCCCCCCA
+

1

� (�i)

Z 1

0

(t� s)�i�1 fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn ((s))

1CA ds:
Soit (x1; :::; xn) ; (y1; :::; yn) 2 Xn alors, pour tout t 2 J , et pour tout i = 1; :::; n ,

nous avons :

j Ti (x1; :::; xn)� Ti (y1; :::; yn) j6 �(m�pi)�(m�
i)
�(m)j�(m�pi)��(m�
i)jt

m�1

�

0BBBBBBBB@

1
�(�i�pi+1) maxs2J j fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA� fi
0B@ s; y1 (s) ; :::; yn (s)

D�1y1 (s) ; :::; D
�nyn (s)

1CA j

+ 1
�(�i�
i+1) maxs2J j fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA� fi
0B@ s; y1 (s) ; :::; yn (s)

D�1y1 (s) ; :::; D
�nyn (s)

1CA j

1CCCCCCCCA
+ t�i
�(�i+1)

maxs2J j fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA� fi
0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1y1 (s) ; :::; D
�nyn (s)

1CA j

utilisant l�hypothèse (H2) ; nous obtenons :

j Ti (x1; :::; xn)� Ti (y1; :::; yn) j

� �(m�pi)�(m�
i)
�(m)j�(m�pi)��(m�
i)j

�
1

�(�i�pi+1) +
1

�(�i�
i+1)

�
tm�1

�
Pn

k=1

�
U ik +

U in+k
�(m��k)

�
max

0B@ j x1 � y1 j; :::; j xn � yn j

j Dm�1 (x1 � y1) j; :::; j Dm�1 (xn � yn) j

1CA
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+ t�i
�(�i+1)

Pn
k=1

�
U ik +

U in+k
�(m��k)

�
max

0B@ j x1 � y1 j; :::; j xn � yn j

j Dm�1 (x1 � y1) j; :::; j Dm�1 (xn � yn) j

1CA
par conséquent :

k Ti (x1; :::; xn)� Ti (y1; :::; yn) k1� 
i1
X
i

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn (2.12)

d�autre part nous pouvons montrer que :

k Dm�1 (Ti (x1; :::; xn)� Ti (y1; :::; yn)) k1� 
i2
X
i

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn

(2.13)

par combinaisons de(2:12) et(2:13) nous prouvons :

k Ti (x1; :::; xn)�Ti (y1; :::; yn) kXn� max
 

i1
X
i

; 
i2
X
i

!
k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn

(2.14)

cette inégalité implique que :

k T (x1; :::; xn)�T (y1; :::; yn) kXn� max
1�i�n

 

i1
X
i

; 
i2
X
i

!
k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn

en utilisant la condition(2:11), nous conclurons que T est un opérateur contractive

par conséquent, le théorème du point �xe de Banach garanté que T a un point �xe

qui est la solution du système(1) .
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2.3 Existence au moins d�une solution :

Dans le but d�établir la notion d�éxistence au moins de la solution, nous considèrons

le théorème suivant. Ce résultat d�éxistence est basé sur le théorème de point �xe de

Schaefer.

Théorème 2.3.1 les conditions (H1) et (H3) sont satisfaites, alors le système admet

au moins une solution (x1; :::; xn) (t) ; t 2 J .

Preuve. nous dé�nissons l�opérateur T : Xn �! Xn par :

T (x1; :::; xn) (t) := (T1 (x1; :::; xn) (t) ; :::; Tn (x1; :::xn) (t)) ; t 2 J

avec :

Ti (x1; :::; xn) (t) = ai +
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) (� (m� pi)� � (m� 
i))

�

0BBBBBBBBBBBBBB@

1
�(�i�pi)

R 1
0
(1� s)�i�pi�1

�fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA ds
� 1
�(�i�
i)

R 1
0
(1� s)�i�
i�1

�fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA ds

1CCCCCCCCCCCCCCA
tm�1

+
1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1 fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s)

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA ds:
La continuté des fonctions (fi)i=1;:::;n ; implique que T est continue surX

n (Hypothèse (H1))

:
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Maintenant, nous allons montrer que l�opérateur T est complètement continu.

Etape (A) : D�abord, nous montrons que l�opérateur T envoie tout ensemble borné

dans Xn en un ensemble uniformément borné dans Xn :

Soit R > 0; et (x1; :::; xn) 2 BR := f(x1; :::; xn) 2 Xn :k (x1; :::; xn) kXn� Rg ;et pour

tout t 2 J nous allons :

j Ti (x1; :::; xn) j�j ai j +
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) j � (m� pi)� � (m� 
i) j
� tm�1

�
�

1

� (�i � pi + 1)
+

1

� (�i � 
i + 1)

�
max
s2J

j fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s) ;

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA j

+
t�i

� (�i + 1)
max
s2J

j fi

0B@ s; x1 (s) ; :::; xn (s) ;

D�1x1 (s) ; :::; D
�nxn (s)

1CA j; i = 1; :::; n

en tenant compte de (H3), nous pouvons écrire :

k Ti (x1; :::; xn) k1�j ai j +
� (m� pi) � (m� �i)Mi

� (m) j � (m� pi)� � (m� 
i) j

�
�

1

� (�i � pi + 1)
+

1

� (�i � 
i + 1)

�
+

Mi

� (�i + 1)

Donc :

k Ti (x1; :::; xn) k1�j ai j +
i1Mi ; i = 1; :::; n: (2.15)

Par simularité, nous pouvons obtenir :

k Dm�1Ti (x1; :::; xn) k1� 
i2Mi ; i = 1; :::; n (2.16)

Par utilisation de (2:15) et (2:16) ; nous déduirons que :

k T (x1; :::; xn) kXn� max
1�i�n

�
j ai j +
i1Mi; 


i
2Mi

�
<1 (2.17)
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D�ou T est unifomément borné.

Etape (B) : nous allons établir l�équicontinuité de BR :

soient (x1; :::; xn) 2 BR et t1; t2 2 J ; t1 < t2 , nous avons :

j Ti (x1; :::; xn) (t2)� Ti (x1; :::; xn) (t1) j�
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) j � (m� pi)� � (m� 
i) j
Mi

�
tm�12 � tm�11

�
(2.18)

�
�

1

� (�i � pi + 1)
+

1

� (�i � 
i + 1)

�
+Mi

�
(t�i2 � t�i1 )
� (�i + 1)

+
2 (t2 � t1)�i
� (�i + 1)

�

D�autre part, nous avons :

j Dm�1 (Ti (x1; :::; xn) (t2)� Ti (x1; :::; xn) (t1)) j�Mi

 �
t�i�m+12 � t�i�m+11

�
� (�i �m+ 2)

+
2 (t2 � t1)�i�m+1

� (�i �m+ 2)

!
:

(2.19)

Grace à(2:18)et(2:19), nous peuvons a¢ rmer que :

k T (x1; :::; xn) (t2)� T (x1; :::; xn) (t1) kXn�! 0 quand t2 �! t1:

avec (A) et (B) et le théorème d�Ascoli-Arzila, nous conclurons que T est complète-

ment continu.

Etape (C) : nous montrons que l�ensemble dé�nie par :


 := f(x1; :::; xn) 2 Xn : (x1; :::; xn) = �T (x1; :::; xn) ; 0 < � < 1g : (2.20)

est borné.

soit (x1; :::; xn) 2 
 , alors nous avons :

(x1; :::; xn) = �T (x1; :::; xn) ; 0 < � < 1 (2.21)
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ainsi, pour chaque t 2 J , nous avons :

xi (t) = �Ti (x1; :::; xn) (t) (2.22)

grace à (H3) et par utilsation de(2:17), nous déduirons que :

k (x1; :::; xn) kXn� � max
1�i�n

�
j ai j +
i1Mi


i
2Mi

�
<1 (2.23)

Ceci montre que l�ensemble 
 est borné. Grace à (A) et (B) et (C) et d�aprés le

théorème de point �xe de Schaefer, nous a¢ rmons que T admet au moin un point

�xe qui est la solution de notre système.
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Chapitre 3

La stabilité d�Ulam-Hyers et la

stabilité d�Ulam-Hyers généralisée

3.1 Introduction :

Au cours des dernières années. la stabilité au sens d�Ulam-Hyers a été abordée par

certain nombre de mathématiciens et l�étude de ce domaine a été développée pour

devenir l�un des sujets centraux dans le domain d�analyse mathématique [10] ; [11]. La

stabilité d�Ulam-Hyers est l�un des problèmes importants de la théorie des équations

di¤érentielles et de leurs applications [23].

Dans cette section, nous avons étudié la notion du stabilité d�Ulam-Hyers et stabilité

d�Ulam-Hyers généralisée pour le système fractionnaire (1) :

soit (x1; x2; ::::; xn) avec :

xi (t) = ai +
� (m� pi) � (m� 
i)

� (m) [� (m� pi)� � (m� 
i)]
�

0B@ 1
�(�i�pi)

R 1
0
(1� s)�i�pi�1Gi (s) ds

� 1
�(�i�
i)

R 1
0
(1� s)�i�
i�1Gi (s) ds

1CA� tm�1
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1Gi (s) ds:
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solution de système(1) que nous avons trouver dans chapitre 2.

3.2 La stabilité d�Ulam-Hyers généralisée :

Dé�nition 3.2.1 [22] ; [26] Le système (1)est stable au sens d�Ulam-Hyers, s�il

existe une constante Afi > 0, tel que pour tout ("1; "2; :::; "n) > 0 et pour tout solution

(y1; :::; yn) 2 Xn de :

8>>>><>>>>:
j D�iyi (t)� fi

�
t; y1 (t) ; :::; yn (t) ; D

�1y1 (t) ; :::; D
�nyn (t)

�
j� "i , t 2 J

yi (0) = ai y
(j)
i (0) = 0 ; i = 1; :::; n , j = 1; :::;m� 2 ,

D
iyi (0) +D

yi (1) = D

piyi (0) +D
piyi (1) = 0:

(3.1)

Il existe (x1; :::; xn) 2 Xn la solution de(1), avec

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn� Afi" ; " > 0: (3.2)

Dé�nition 3.2.2 [22] ; [26] Le système(1)est généralisée stable au sens d�Ulam-

Hyers s�il existe 	fi 2 C (R+;R+) ;	fi (0) = 0 tel que :

pour tout " > 0; et pour chaque solution (y1; :::; yn) 2 Xndu système (3:1), il existe

une solution(x1; :::; xn) 2 Xn de(1), avec :

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn� 	fi (") ; " > 0: (3.3)

Théorème 3.2.1 Supposons que l�hypothèse(H3) ; et l�inégalité (2:11) et les inégali-

tées suivantes :

k D�ixi k1� max
1�i�n

�
j ai j +
i1Mi


i
2Mi

�
(3.4)
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�i < 0; i = 1; :::; n (3.5)

sont satisfaits. Alors, le système(1) est généralisé stable au sens Ulam-Hyers en X:

Preuve. supposons que(3:4)est valide, sous l�inégalité(2:11) ; le système(1) a une

solution (x1; :::; xn) 2 Xn utilisant(H3), nous obtenons :

k (x1; :::; xn) kXn� max
1�i�n

�
j ai j +
i1Mi; 


i
2Mi

�
(3.6)

combine(3:4)avec(3:6)rendant que :

k (x1; :::; xn) kXn�k D�ixi k1; i = 1; :::; n: (3.7)

Maintenant, soit (y1; :::; yn) 2 Xn solution de (3:1) utilisant(3:7), nous trouvons :

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn�k D�i (xi � yi) k1

�j
�
D�ixi � fi

�
t; x1 (t) ; :::; xn (t) ; D

�1x1 (t) ; :::; D
�nxn (t)

��
�
�
D�iyi � fi

�
t; y1 (t) ; :::; yn (t) ; D

�1y1 (t) ; :::; D
�nyn (t)

��
j

+fi
�
t; x1 (t) ; :::; xn (t) ; D

�1x1 (t) ; :::; D
�nxn (t)

�
�fi

�
t; y1 (t) ; :::; yn (t) ; D

�ny1 (t) ; :::; D
�nyn (t)

�
j :

De (1)et(3:1)et l�hypothèse (H2) du théorème (2:2:1) nous obtenons :

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn� max "i + �i k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn (3.8)

Ainsi :

k (x1 � y1; :::; xn � yn) kXn� "

1� �i
:= Afi"; " = max

1�i�n
"i (3.9)
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nous remarquons d�aprés(3:5) que Afi > 0. Par conséquent le système (1) est stable

au sens d�Ulam-Hyers, prenant	fi (") = Afi"; nous avons que le système(1)est stable

au sens d�Ulam-Hyers généralisée. Ceci complète la preuve de ce théorème.
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Chapitre 4

Application

Dans ce chapitre, nous présentons qu�elleques exemples pour illustrer des résultats

principales :

Exemple 4.0.1 : considérons le système fractionnaire suivant :

33
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
9
4x1 (t) =

jx1(t)+x2(t)+x3(t)+x4(t)+D
5
4 x1(t)+D

4
3 x2(t)+D

3
2 x3(t)+D

5
3 x4(t)j

9�3
�
1+jx1(t)+x2(t)+x3(t)+x4(t)+D

5
4 x1(t)+D

4
3 x2(t)+D

3
2 x3(t)+D

5
3 x4(t)j

�

D
7
3x2 (t) =

1
24�3e2t+1

0B@ j x1 (t) + x2 (t) + x3 (t) + x4 (t) j + j sin
�
D

5
4x1 (t)

�
+ sin

�
D

4
3x2 (t)

�
+sin

�
D

3
2 sin x3 (t)

�
+ sin

�
D

5
3x4 (t)

�
1CA

D
5
2x3 (t) =

1
16�3e

0B@ sinx1(t)+sinx2(t)+sinx3(t)+sinx4(t)
et+1

+ cos
�
D

5
4x1 (t)

�
+ cosD

4
3x2 (t)

+ sin
�
D

3
2x3 (t)

�
+ sin

�
D

5
4x3 (t)

�
j

1CA
D

2
3x4 (t) =

�
cosx1(t)+sinx2(t)+sinx3(t)�sinx4(t)+cos

�
D
5
4 x1(t)

�
+cos

�
D
4
3 x2(t)�sin

�
D
3
2 x3(t)

�
+cos

�
D
5
4 x4(t)

���
32�2

�
e+cosx1(t)+sinx2(t)+sinx3(t)�sinx4(t)+cos

�
D
5
4 x1(t)

�
+cos

�
D
4
3 x2(t)

�
�sin

�
D
3
2 x3(t)

�
+cos

�
D
5
3 x4(t)

��
t 2 (0; 1) ; j x1 (0) j= 1

4
; j x2 (0) j= �

24
; j x3 (0) j= 3e

26
; j x4 (0) j= �

8

j x01 (0) j=j x02 (0) j=j x03 (0) j=j x04 (0) j= 0

D
1
2x1 (0) +D

1
2x1 (1) = D

1
4x1 (0) +D

1
4x1 (1) = 0

D
2
3x2 (0) +D

2
3x2 (1) = D

1
5x3 (0) +D

1
5x3 (1) = 0

D
5
4x4 (0) +D

5
4x4 (1) = D

1
3x4 (0) +D

1
3x4 (1) = 0

(4.1)

Pour cette exemple, nous avons n = 4; m = 3; J = [0; 1]

�1 =
9
4
; �2 =

7
3
; �3 =

5
2
; �4 =

8
3
; �1 =

5
4
; �2 =

4
3
; �3 =

3
2
; �4 =

5
3


1 =
1
2
; 
2 =

2
3
; 
3 =

3
4
; 
4 =

4
5
; p1 =

1
4
; p2 =

1
2
; p3 =

1
5
; p4 =

1
3

D�autre part, nous avons :

f1 (t; u1; :::; u8) =
j
P8
i=1 uij

9�3(1+j
P8
i=1 uij)

f2 (t; u1; :::; u8) =
1

24�3e2t+1

�
j
P4

i=1 ui j + j
P8

i=5 sinui j
�

f3 (t; u1; :::; u8) =
1

16�3e

�P4
i=1 sinui
et+1

+
P6

i=5 cosui �
P8

i=7 sinui

�
f4 (t; u1; :::; u8) =

(cosu1+sinu2+sinu3�sinu4+cosu5+cosu6�sinu7+cosu8)
32�2(e+cosu1+sinu2+sinu3�sinu4+cosu5+cosu6�sinu7+cosu8)

Il est clair que, pour tout t 2 [0; 1] et (u1; :::; u8) ; (v1; :::; v8) 2 R8

j f1 (t; u1; :::; u8)� f1 (v1; :::; v8) j� 1
9�3

P8
i=1 j ui � vi j

j f2 (t; u1; :::; u8)� f2 (v1; :::; v8) j� 1
24�3e

P8
i=1 j ui � vi j

j f2 (t; u1; :::; u8)� f2 (v1; :::; v8) j� 1
16�3e2

P4
i=1 j ui � vi j + 1

16�3e

P8
i=1 j xi � yi j
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j f2 (t; u1; :::; u8)� f2 (v1; :::; v8) j� 1
32�2

P8
i=1 j ui � vi j

Nous peuvons prendre :

�1k =
1
9�3
; �2k =

1
24�3e

; �4k =
1

32�2
; k = 1; :::; 8;

�3k =
1

16�3e2
; k = 1; :::; 4; �3k =

1
16�3e

; k = 5; :::; 8

On vient que :

�1 = 0; 0294; ;�2 = 0; 0041; �3 = 0; 0042; �4 = 0; 0259;

On a auusi :


11 = 4; 6886; 

1
2 = 9; 6958; 


2
1 = 7; 4605; 


2
2 = 15; 3208;


31 = 2; 0386; 
32 = 4; 6037; 

4
1 = 2; 1494; 
42 = 4; 9081;

Ainsi :


11�1 = 0; 1378; 

1
2�1 = 0; 2851; 


2
1�2 = 0; 0306; 


2
2�2 = 0; 0628;


31�3 = 0; 0086; 

3
2�3 = 0; 0193 
41�4 = 0; 0557 
42�4 = 0; 1271:

La condition(2:11)est satisfait, par utilisation du théorème(2:2:1) ; nous déduirons

que le système(4:1) a une unique solution en J:

Exemple 4.0.2 : considérons le système fractionnaire suivant :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
7
2x1 (t) =

cos
�
x1(t)+D

9
4 x1(t)

�
+jsin

�
x2(t)+D

5
2 x2(t)

�
j

et+jsin
�
x3(t)+D

11
4 x3(t)

�
j

D
11
3 x2 (t) =

jcos(x1(t)x3(t))j+jsin
�
x2(t)D

9
4 x1(t)

�
j

et(t
2+5) + sin

�
D

5
2x2 (t) +D

11
4 x3 (t)

�
D

23
6 x3 (t) = 4�

jcos
�
x1(t)+x3(t)+2D

5
2 x2(t)

�
j+jsin

�
D
9
4 x1(t)+D

11
4 x3(t)

�
j

3e+jcos(x1(t)+x3(t))j

t 2 (0; 1) ; x1 (0) =
�
3
; x2 (0) =

�
4
; x3 (0) =

�
2

D
1
10x1 (0) +D

1
10x1 (1) = D

1
5x1 (1) +D

1
5x1 (0) = 0

D
3
10x2 (0) +D

3
10x2 (1) = D

2
5x2 (1) +D

2
5x2 (0) = 0

D
1
2x3 (0) +D

1
2x3 (1) = D

3
5x3 (1) +D

3
5x3 (0) = 0

x01 (0) = x
0
2 (0) = x

0
3 (0) = x

00
1 (0) = x

00
2 (0) = x

00
3 (0) = 0

(4.2)
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Pour cet exemple : on a n = 3; m = 4; J = [0; 1]

�1 =
7
2
; �2 =

11
3
; �3 =

23
6
; �1 =

9
4
; �2 =

5
2
; �3 =

11
4
;


1 =
1
10
; 
2 =

3
10
; 
3 =

1
2
; p1 =

1
5
; p2 =

2
5
; p3 =

3
5
;

f1 (t; y1; :::; y6) =
cosx1(t)+D

9
4 x1(t)+jsin

�
x2(t)+D

5
2 x2(t)

�
j

et+jsin
�
x3(t)+D

11
4 x3(t)

�
f2 (t; y1; :::; y6) =

jcos(x1(t)x3(t))j+jsin
�
x2(t)D

9
4 x1(t)

�
j

et(t2+5)+sin
�
D
5
2 x2(t)+D

11
4

�
et

f3 (t; y1; :::; y6) = 4�
jcos

�
x1(t)+x3(t)+2D

5
2 x2(t)

�
j+jsin

�
D
9
4 x1(t)+D

11
4 x3(t)

�
j

3e+jcos(x1(t)+x3(t))j

Pour t 2 [0; 1] et i = 1; 2; 3; il est clair que fi sont des fonctions continues bornées,

utilisant le théorème (2:3:1) ; le système(4:2) a au moin une solution en J:
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4.1 Conclusion

Au terme de ce mémoire, nous apprécions que les résultats présentés participeront

au développement de l�étude des équations di¤érentielles fractionnaires. En premier

lieu, on présente quelques dé�nitions et lemmes de base utiles pour une bonne com-

préhension de ce mémoire. Aprés avoir rappelé quelques fonctions spéciales en cal-

cul fractionnaire, et quelques dérivées fractionnaires comme la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville et de Caputo. Ensuit, on a établit un résultat d�éxistence et

d�unicité et d�éxistence au moins de la solution qui sont basée sur deux théorème

principales : théorème de point �xe de Banach pour l�éxistence et l�unicité et théo-

rème de point �xe de Schaefer pour l�étude d�éxistence au moins de la solution d�un

système non linéaire fractionnaire. En �n, dans le troisième chapitre on étudie la

stabilité au sens d�Ulam-Hyers et stabilité généralisée au sens d�Ulam-Hyers.
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