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0.1 Résumé:

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence et 'unicité des solutions
du probléme aux limites concernant les équations différentielles fractionnaire, ces résultats
ont été obtenus par I'utilisation du théoréme de point fixe en particulier on a utilisé le
théoréme de points fixe de Banach.

0.1.1 Mots clés :

EDFs, Points fixe, existence de solution.

Abstract :

In this thesis, we present some results of existence and uniqueness of the solutions of the
boundary value problem concerning the fractional differential equations, these results were
obtained by the use of the fixed point theorem in
particular we used the point theorem Banach fixed.

Key words :

EDF's, Fixed points, existence of solution.



0.2 Introduction :

Le calcul fractionnaire a été développé depuis la premiére conférence sur ce domaine en
1974. Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante due principalement
aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées et de 'ingénierie.
(voir [1]-[14]).

M. Kaid, M. Belhamiti, Z. Dahmani et A.T. Abdulrahman, dans [15], est discuté I'exis-
tence de solutions du system aux limites suivant :

{ DPx(gi(t) D™ + hy(t))u(t) = f(t, ur(t), ua(t), D™ruy (L), D% us(t)), te J=10,1],
{L‘k(O) = —$k<1), DQJZ]CO) = —DalL‘k(l).

Ce mémoire comprend trois chapitres :

Le premier chapitre intitulé “Préliminaires”, contient un ensemble de définitions et résultats
qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

Dans le chapitre deux, nous utilisons le type Caputo de la dérivée fractionnaire pour
résoudre des équations différentielles fractionnaires linéaire suivante :

“Dox(t) = f(z,z(t) + ! ) /Ot(t —8) 7 f(s,2(s))ds, 0<t<b,

I (s
avec conditions aux limites suivantes :
z(0) —zo = >, x(t;), =z €R,
CDox(b) — > n_, “D%z(&,) =0, 0<4 <1,

ou “D% et “D° est la dérivée fractionnaire d’ordre v et § tels que 0 < o < 2. ainsi que
f :]0,0] x R — R est une fonction continue donné. En plus, § est un nombre positif et
0 <t <ty<..<b. voir ([8], [11] et [12]).

Dans le troisiéme chapitre, on étude I'existence analytique de la solution de probléme
suivant :

{ D?*x(t) + 2yDx(t) + Ex(t) = f(t), t€[0,+00][,
z(0) —290=0, D(0)—2,=0, 0<a<l,

ou f : [0, +oo[ — R est une fonction continue et D* est la dérivée conformable fractionnaire

suivante :
'Da(f)(t):?_{% f(t+€(t—c;) )—f(t)

Dans derniér chapitre,on illustre les résultats obtenus,nottament dans le chapitre 2 par
un exemple.



0.3 Notations :

— R : Ensemble des nombres réels.
— N : Ensemble des nombres entiers naturels
— C : Ensemble des nombres complexes.

—  : Domaine borné dans R

— I'(.) : La fonction Gamma.
— D2(f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire gauche de f d’ordre «v & partir de a.

— “Dx(t) :La dérivée fractionnaire de caputo f d’ordre .
— "D, (f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire droit de f d’ordre « se terminant en
b.

— Z2(f)(¢t) : L’intégrale conformable fractionnaire gauche de f d’ordre « & partir de a.

— °I,(f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire droit de f d’ordre o se terminant en b.

— BLT> 1’intégrale de Rimann-Louville.
— F(s) = LY{f(t)}(s) :La transfomation de Laplace conformable fractionnaire de f(t).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension
de cette mémoire telles que, la fonction spéciale comme fonction Gamma, intégration frac-
tionnaire au sens de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens de Hadamard. On conclut
le chapitre par une section réservée aux différents théorémes de point fixe utilisés dans ce
travail.

Définition 1.1 On note par AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continus sur |a, b]
constitué des fonctions [ qui sont des primitives de fonctions Lebesque sommables ie :

f € AC([a,b]) <= Fp € L'([a,b]),
telle que

flz)=c+ /w (t)dt.

Définition 1.2 Pour n € N, on note par AC™(|a,b]) l’espace des fonctions a valeurs com-
plezes f(x) ayant des dérivées jusqu’a lordre (n— 1) continus sur [a,b] telle que f™1(x) €
AC([a,b]), c’est -a-dire :
AC™[a,b) = {f :[a,b] = Cet f " (z) € ACa,b]} .
En prticulier on a AC™[a,b] = AC|a,b].
Définition 1.3 L’espace noté AC§|a,bldéfini par :
ACPla,b) = {f :[a,b] = C et "' f(z) € AC[a,b],6 = xd/dz},

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égalel.

1.1 Fonction spéciale pour la dérivation conformable
fractionnaire

Dans cette partie,nous présentons la fonction Gamma.Cette fonction joune un role trés
important dans la théorie du calcule conformable fractionnaire et ses applications



La fonction Gamma

I'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Eluler I'(2)
qui prolonge naturellement la foctorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres
complexe a parties positives).

Définition 1.4 Pour z € C tel que Re(z) > 0.La fonction Gamma I'(z) est définie par
[intégrale suivante :

+oo
I'(z) = / e "*tdt,
0

avec
I(1)=1, I(0")=+oo,

['(z) est une fonction monotone et strictement décroissante our 0 < z < 1.

Quelques propriétés de la fonction Gamma

Définition 1.5 1. Une propriété importante de la fonction Gamma T'(z) est la relation
de récurrence suivante :

I'(z+1) =2I'(2), Re(z) <0,
qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

+00 +oo
(z+1) = / e MEdt = [—e M + z/ e 't* 7t = 2T'(2)
0 0

La fonction Gamma d’FEuler généralise la factorielle car

F(n+1) =nl,
en effet I'(1) =1, d’ou
r©Q) = 10(1) = 1,
I(3) = 20(2) = 21l1= 2
r'd) = 3r@3)= 32'= 3}

F(n +1) =nl'(n) =n(n — 1) =nl

Iz)=(2—-1)I'(z—1):2>0.

r 1
I'(z) = ﬂ c2>0,2#—1,-2,-3, ...
2z



/.
F(n—l—%)z@ﬁ:neﬁl
d.
(2n — DIl = (2n — 1)(2n — 3)(2n — 5)...5(3)(1).
0.
1 (=2 ,
7.

T(k) =+o0:k=0,—1,-2,....

1.2 Dérivées et intégrales conformable fractionnaires :

Définition 1.6 Etant donné quand fonction f : [0,00[—— R et a € [0,1]. Alors la dérivée
conformable fractionnaire de f d’ordre av pour tout t > 0 est définie par :

Do )(t)  tiog LU = 1)

e—0 £

tel que cette limite existe et terminée.

Définition 1.7 FEtant donné une fonction f : [a,00[— R et a € [0,1]. Alors I'ntégrale
conformable fractionnaire de f d’ordre o pour tout t > 0 est définie par :

.()(t) = / f(a)ade >0,

tel que cette limite existe et terminée.

Lemme 1.1 FEtant donné une fonction continue f : [a,00]— R et a € [0,1]. Alors pour
toutt >0 on a:

DalZa(f) ()] = f(1).

Lemme 1.2 Etant donné une fonction différentiable f : [a,b] — R et a € [0, 1]. Alors pour
t>a ona :



1.3 Transformation de Laplace

Définition 1.8 Soit f une fonction réelle ou compleze de la variable (Temps) t > 0, et soit
s un parameétre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f(t) est :

F(s) = E(O{(t»
= / e S f(t)dt.

0

= lim e "L f(t)dt.

T—00 0

Définition 1.9 Soit 0 < o« < 1 et f : [0,00[— R une fonction a valeur réelle. Alors le
Laplace conformable fractionnaire d’ordre o est défini par :

LAfO)}s) = Fals)
= / e F(t) et

T

= lim [ % f(t)oldt.

T—00 0

Théoréme 1.1 [7]Soit 0 < o < 1 et f : [0,00[— R une fonction a valeur réelle différen-
tiable. Alors :

LoADa(f)()}(s) = sFals) = (0).
Lemme 1.3 [7]Soit f : [0,00[— R tel que Lo {f(t)}(s) = F(s) existe. Alors

F(s) = L{f((at)®)*}(s)

Lemme 1.4 [7/0On a
1.
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J.
c. {sinh(bg)} (s) = ﬁ c. {cosh(bg)] (5) = g 5> .
Proposition 1.1 On a
1
Lo{pf(t) £ Ag(t)}(s) = plals) £ AuGa(s).
2.

Lo (e*k%) F(6) = L) ()% |omorn = 5 > —F.

Exemple 1.1 On a

1.
_pte ﬁ . s 4+ k ]
L, (e cos( a))(s) 1T GRS s>0
2.
Lol sin(C))(s) = —L 1550
° e 1+ (s+ k)2

Proposition 1.2 Nous avons

— La transformation de Laplace conformable fractionnaire de 'intégrale conformable frac-
tionnaire :

Fal(s)

—

Fa<Ia(f)(t)) =

Les dérivées de la transformée de Laplace conformable fractionnaire satisfont :

Soit f(t) et g(t) deux fonctions quelconques, alors la transformée de Laplace confor-
mable fractionnaire de la convolution de f(t) et g(t) est :

Lo(f*g)(t) =Fa(s).Guls), 0<a<l.

— Si f :[0,00[— R la continuellement premiere différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du premiére ordre de f est :

LoADa(f)(1)}(s) = sFals) — f(0) : 0 < a < 1. (1.1)

— Si f : [0,00[— R la continuellement deuxiéme différentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du deuxiéme ordre de f est :

(1.2)

Lo{Daa(f)(t)}(5) = s°Fals) — sf(0) = Da(f)(0) : 0 < & < %
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1.4 Dérivée-Caputo

Définition 1.10 Soit f € C" ([a,b]) ,n € N* | on définit la dérivée fractionnaire au sens de
caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suit :

Dy[f() = L [f" )]

1
— o [ T = 1 <a <nm e

Exemple 1.2 Soit
ft)y=(t—a), 6>-1,

pour o > 0, on a :

D[] = 27 [10)] = iy [ (=7 ey
FIO0) = 15 (= )
alors
) = oo [_DEED
D] =1 i (- )

= rip+1) t ) =) dr
_F(n—a)F(ﬁ—n—i—l)/a(t o r—a)

En effctuant le changement de variable

T=a+z(t—a),

DE (0] = 1 p g gy [, (-0 (= )™ o (= ) e a)ds
- F(B""D _aﬁfa ! _wnfafl X
e e (O G
_ I (ﬂ + 1) (t _ a)ﬂ—a
S I'(B—n+1) '

Pour )
5 = 157 a = 57
d’ou
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Remarque 1.1 Si f = ¢, alors

c= _ t — el ) ar
[ = e
1 ‘ _— -
:—F(n_a)/a((t—T) x 0)dT =0
= D¢ [c] =Dy [1].

Proposition 1.3 1. Pour tout o > 0, A\, u € Ryon a :
Dy [Mf(E) + pg(t)] = ADGLf ()] + nDgg(8)].

2. Pour tout o > 0, f : [a,b] — R,on a :

D7 Iz 18] = £
3. -
DIFW=0 = =3 elt—ay
4.
=1 (0, |
e (1] = 1)+ 3 T ¢~ ay

Lemme 1.5 Soit

Alors

DI L)) = 177 [f(1)] .t € [a,0].

1.5 Théorémes des Points Fixes

Les théorémes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir

I’existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode de point fixe consiste a

transformer un probléme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probléme

transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du oint fixe que nous allons utiliser

pour obtenir des résultats d’existence variés.
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1.5.1 Concepts Essentiels

Définition 1.11 Soit (X, ||.||) un espace vecroriel normé; une application linéaire A de E
dans lui-méme est appellé un opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on
désigne par D4 tel que

Dy={xe€ E:Ax € E}.

Définition 1.12 Soit (X, ||.||) un espace vecroriel normé. Un sous-ensemble 2 C X est dite
borné s’il existe M > 0 telle que pour tout x € Q2 on a :

=] < M.

Théoréme 1.2 Soit (X, |.||) un espace vecroriel normé et ¢ une application d’un élement
de X dans lui méme. On appelle point fixe de ¢ tout point x € X tel que :

YT = .

1.5.2 Principe de Contraction de Banach

Définition 1.13 Soit X un espace de Banch et f : X — X wune contraction. Alors, f
admet un point fire unique.

Définition 1.14 Soient X etY deux espaces de Banach. L’opérateur continue ¢ : X — Y
est complétement continu s’il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte
dans Y .

1.5.3 Théoréme du point fixe de Schaefer
Notre deuxiéme résultat du point fixe est théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 1.3 Soit X un espace de Banach et T : X — X on opérateur complétement
continu. Si l’ensemble
Q={reX:x=pTz, 0<p<l},

est borné, alors T' posséde au moins un poit fize.

1.5.4 Théoréme du point fixe de Schauder
Notre troixiéme résultat du poit fixe est le théoréme du poit fixe de Schauder :

Théoréme 1.4 Soit X un espace de Banach. U un fermé, conveze et non vide de X tel que
Uapplication T : U — U est relativement compact dans X. Alors, T posséde au moins un
poit fixe dans U.

1.5.5 Théoréme du point fixe d’Ascolli-Arzzella
Théoréme 1.5 Soit Q C X. Alors Q) est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Q uniformément borné.

2. Q est équicontinu.
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1.5.6 Théoréme du point fixe Krasnoselskii

Théoréme 1.6 Soient X un espace de Banach, () un sous-ensemble fermé, borné et convexe
de X. On suppose que les opérateurs S et T vérifient :

1. Tx+ Sy e, Vx,yel
2. S est continu et compact.
3. T est contractant.

Alors, il exsite au moins un élément z € ) tel que Sz + Tz = z.

1.5.7 Théoréme d’Oregan

Théoréme 1.7 [19/Soient X un espace de Banach, C C X est un convexe fermé, ainsi
que soient £ un ouvert dans C et v : QQ — C tels que :

1. 0€Q et o(Q) est borné tel que : p = @, + .
2. ¢, : Q — X est continu et complétement continu.

3. Yy Q — X est contractant (i. e, il existe une fonction positive croissante T :
[0, +00) — [0, +00) satisfaite w(x) < x, x > 0, telle que

lea(@) = w2 < 7llz —yll, Vo,yel
Alors,

(i) ¢ admet un point fize; ou bien

(i1) Il eziste x € OL;
r=pp(xr), 0<pu<l.



Chapitre 2

Probléme Différentiel & Condition
Non Locale au sens de Caputo

2.1 Introduction

Dans cette section on s’intéresse a 1’étude de 'existence da la solution pour des classes
d’équations différentielles fractionnaires suivante :

“Dx(t) = f (2, 2(t)) + ! ) /Ot(t —5)P 7 f(s,2(s))ds, 0<t<b, (2.1)

I (s

avec conditions aux limites suivantes :
z(0) —zo = > 0, x(t;), =z €R, (2.2)
CDox(b) — > h_, “D%z(&,) =0, 0<4 <1, '

ol “D* et “D° est la dérivée fractionnaire d’ordre o et § tels que 0 < o < 2. ainsi que
f :]0,b] x R — R est une fonction continue donné. En plus,  est un nombre positif et
O<ti <ty<..<hb

2.2 Probléme intégrale :

Lemme 2.1 On suppose que :
PIRTRE A
k=1

et soit ¢ : [0,0] — R wune fonction continue, donc la solution intégrale pour l’équation
sutvante :

C Do) = (t) ﬁ /O (t— )P \p(s)ds, 0<t<b,

avec conditions aux limites suivantes :

{ 2(0) — w9 = D1, (ti),
“Dox(b) — > p_, “D%x(&;) =0,

15
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est donnée par(utilisé Lemme 2.1 )

x(t)

_ eyl s)ds 1 o
B F<a>/o<t ) ¢()d+F(a+ﬁ)/o(t S els)d
I'(2-9) b o
S 5)r(a—5)/o(b_5> p(s)ds

re-9)t b e
MECEETOR (a+6—5)/<b_5> T p(s)ds
r'2-9) gk o
a2 G

F(2_6 §k a .
(Zk V60— b 5)) I'(a+ 5 —06) Z/ — 5)* 0 p(s)ds.

+Z i)+ To.

Preuve. On considére I’équation suivante :

“D(t) = olt) + 55 /O (t = )P Lio(s)ds, (2.3)

En appliquant opérateur /¢ a 1’équation (2.3), on trouve

RL o Do (p) =B [o(p) 4BL [0 (ﬁ /0 (t s)ﬂ_lgo(s)ds) ,

donc

1

! a—1 1 ! a+p—1
x(t) = m/o (t—s)* "p(s)ds + mfo (t —5)*TFp(s)ds — Ko — K1 t, (2.4)

tels que Ky et K sont des constantes arbitraires. D’aprés les conditions aux limites, on

trouve
m

=1

Maintenant , en appliquant 'opérateur D° aux membres de formule (2.4), il vient

“Dlx(t) = °D° (%a) /Ot(t — s)o‘_lgp(s)ds) +¢ D° (ﬁ /Ot(t — s)o‘+5_1gp(8)ds)
—°D°Ky— K, “D° (1),

on a “DIK, = 0, alors

€ Dix(t) ! ) / (£ — 5) BT Lip()ds

1 t e
5)/0(75—3) 0 gp(s)ds+—r(&+ﬁ_5 i

I'(a—
—K, °D°(1).
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On sait que

Dot = T (1;(3) 5>t1’6 = Const il 1__5 5’
donc
cpd 1 ' a—5—1 1 ' a+f—6-1
x(t) = T(a—70) /0 (t—s) o(s)ds + Tlat5-0) /o (t—s) o(s)ds
F-0
BT
Pour t = b, on trouve
CDip(b) = — / (b= 55 p(s)ds 4 / (b )5 (5)ds
I'(a—6) Jo T(a+6-90)/
pl—o
- m[ﬁ.

En plus, pour t =&, (k=1,...,n), il vient

1 &k 1 &k
Cné _ _ \a—d0— ot B—0—
Da&) = pramg [ =9 s+ s [ (s
1-6
k _
- m[(h k= ].,...,’I’L,
d’ou
Z “Dx(&y)
k=1
B 1 O [ . | not ns
= T(a-9) ;/0 (& — 5) " p(s)ds + T(at 50 2 /0 (& — 5) T p(s)ds
Ki ™ es
T (2-96) ;5’“ '
Puisque
“Dx(b) - “Dx(g,) =0,
k=1
il vient

pl—o P K, iflg
r2-0) ' T(2-6)=""

n

! ; a—0-1 1 [ atp—6-1
- mZ/O (t—s) ¢<3)ds+m;/o (t — 5)* 0" p(s)ds

k=1

e A— b a—6-1 1 a+p—-5-1
+F(a—5)/0(b_8) ¢<3)d5+m/0 (b— )™ 770 p(s)ds,
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ou bien
1 1— —~ 1
@\ ’ - k:1£k 5>Kl
n &k 5k
- e o ] G e Z R O
k=10
_F(al— 5)/0(6 §)2 0 o (s)ds — @ +16 5)/(19 )01 () ds,
Ky
r@-5 e,
(Zk 151 §_b1 5)F< 5)/(;([7 ) @()d
( 6) ’ _Sa+57671 $)ds
R R T 5)/@ )T 5)d
r(2—<5 fk Jo-b-1
(Zk 151 . 6 Z/ — *Lo(s)ds

F(Q_(S) gk _ a+661
+(ZZ:1 & =0T (a+ 8 —0) Z /0 o(s)ds.

En remplagant Ky et K; par leurs expressions dans I’équation (2.4), d’ou le résultat. m

2.3 Probléme de point fixe :

2.3.1 Solution unique :

On introduit l'espace de Banach X = C([0,b],R), c’est-a-dire 1'espace de Banach de
toutes les fonctions continues de [0, b] dans ’ensemble R muni de la norme :

2]l = sup |z(t)].
xz€[0,b]

Ainsi que, on considére 'opérateur H défini par :

H: X — X

r — Hx,
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tel que, pour tout ¢t € [0,b] et 1 < a <2, aussi 5> 0on a
Ha(t)

- = t —8)* (s, x(s))ds o t — 5)*P L f (s, 2(s))ds
_F(a)/o(t ) f(,())d+r(a+5)/0(t )AL (s, 2(s))d

r'2-9) b o
(Zk & o _ pl- 5)F(o¢—5)/0 (b—s) f(s,x(s))ds

T - if!;) t(a T 5-9) / (b= )™ 7 (s, 2(s)ds
— fk
— (Zn_ flr (2 b156 Z/ _ a 6_1f(3, $(S))d$

re-o6 fk 1
_<Zz_1£i—5—(bl—6)) T(a+f8—0) Z / = 5) TP f (s, 2(s))ds.

+Z i) + To.

Ainsi que , on considére les hypothéses suivantes :
— (A;) : La fonction f :[0,b] x R — R est une fonction continues.
— (Ag) : Pour tout t € [0,b] et x1, 25 € R,

Eilu > 07 |f(t>3:1) - f(t>$2)| < 2 |.1'1 - x2’ .

— (Aj3) : 1l existe une fonction continue 7 : [0, +00) — [0, +00) telle que :

di: 0<pm<l, n(z)<pzr, VrelX,

et

m

Z +£B0—Zy — Yo

§7T||$—yH, Zo, 90€R7

— (Ay) : 1 existe une fonction positive W € ([0,b],R) et une fonction croissante ¢ :
[0, +00) — [0, +00), telles que :

|f(t,x)| < W(t)o(|z|), Yt e [0,b], Vo e R.

— (As) : On suppose que

— Aussi, soit 79 € R, telque :

(1 =m)ro = W* ¢(ro) > [x0], (2.5)
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ou

*—LT—sa_lss—l T—so‘ﬁ_l s)ds
W= i [ =9 e+ s [ 9w

r2-6rmT b st
(Zk e 51 )5) T (a —9) /0 (b— s)* "W (s)ds
aiChnl) j;owrﬁ 5 / (b— s)*P0 W (s)ds
I'(2-0) fk Jas-1
) e

(Zk 151 6_b1 6)
F(2—6)T ék RS
(Zk 151 o _ pi- 5)F(a+5 (52/ o - W()d

_|_

Théoréme 2.1 On suppose que les hypothése (A1) — (Asz) sont vérifiées et

> &b £
k=1

Alors, si
Mp+p <1,

ol

N 1 b8
=10 (F(1+a)+F(1+a+ﬁ))

r2-6)b 1 IR s
+ potB 5+ a+p3
S v |Tra5=0) ( 25

1 a—0 - a—90
+F(1+a—5) (b + ;5’“ >]

donc notre probléme (2.1)-(2.2) admet une solution unique sur [0, b] .
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Preuve. En utilisant le théoréme de point fixe de Banach pour montrer que 'opérateur H
admet un point fixe. Soient x,y € X on a :

[Ha(t) — Hy(t)]

1 ! a-1 — f(s.y(s S
'W/ (t— )" [f(s,2(5)) — f(s,y(s))]d

1 ¢ a+p-1
Tla+9 / (£ — ) [ (5,2(5)) — F(s,y(s))] ds

_ b
(Z §1F5(2_ blé)é)tl" (a _ 5) / <b - S)a_6_1 [f(87 l’(s)) - f(S, y(S))] ds
k=1 0

r2-90)t
(Zk 138 - ‘5) (a+p—0

— §k
(Z é1P5<2_ 5166 Z/ — )07 [ f(s,2(s)) — f(s,y(s))] ds

['(2-9) 3 L )R- (g (6)) — F(s u(s))] ds
Mﬂ_d);/o (€ = 5)™*7 7 (75, 2(5)) — F5,(5))) ds.

j / (b— )51 (s, 2(s)) — f(s,y(s))] ds

(Zk 151 6_b1 6) (

m/

+ Zx(ti) = > ylty) + (20 = wo)| .

J=1

ce qui implique

[Hx(t) — Hy(t)]

<m0t - S o)l s
b | € (s - 16w s
T 5;52_;15)5‘? o / b 975 s, 2(5) — syt
s Ffzbfa?rba e [ o) - st
g w@_ Z/ = S5, (s)) — T, (5D ds
=R 52/ = I (5, 0(5)) — (5. y(s) ds

Z Z?J + (2o — %) »

=1
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ou bien

[H(t) — Hy(o)
bl ol yn / oy Al / gy

b
6) bpule—yl /(b_8>a“ds
}zk 15 o _ pi- 5|F (a—08) Jo

I'@2—-26) bpllz—yl P st
}Zk 15 —bl 6|FO¢+5 5)/0<b S) ds

FE-0) bule—yl = (%  asa
+}221§i_6—bl—5|1"(a_5)2/0 (& — ) ds

_ _ Ek
+ - F(12_5 5) bMHx y” Z/ . a+ﬂ 5— lds
}Zk:ﬁk _51_5|F(O‘+B 0)

+flz =yl

IN

A partir de ’hypothése (As), il vient
Tl -yl <mllz—-yl, 0<m<L
donc

[Hx(t) — Hy(t)|

< =l (s [ =) b=l (s [ -t
A (e [ oo e)

I'(2-0) bplle—yl| 1 ’ atfb-
+ ‘ZZ 15176_b1,5| ( Oé—i—ﬁ 5)/(b_5) +B—6 1d3>

F( b,LLHZ'—yH < S o a—5—1d )
+ ‘Zk 15 _pl- 5| Z A (gk S) S
L2-96)b u Iz — | B aksoel )
+ ‘Zk 15 — pl- (Sl Z( O‘“’ﬁ 5)/ (gk S) ds
+rllz —yll-
c’est-a-dire

[ Ha(t) — Hy(t)]
pllz =yl 14 (1)(b) + ||z — yll 1977 (1) (b)
F|(z2:; 5)512# IIH;;;‘JII a=5(1)(b) F\(;j: 5)512# Ibe;;‘/ll [oH8-5(1)(b)
k=1 k=1
I'(2-9) bulll’—y\l Ja-5 L2=0) bpulz =yl N~ jars- 5
I o] e e s ) 2
+allz =yl

IN
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En plus, nous avons

tT
I'Hit) = ——
0= Fara
ce qui implique
[Ha(t) — Hy()]
o k=gl plle =yl o™
- T'(l+a) F'l+a+p)
I'(2—-0) bpullz—yl s I'(2-0) bpullz—yl s
+ n 1-46 1-§ + n 1-46 1-§ b
1Sk &0 =0 T (14 a = 6) Y h & =0 T (1 a+ 5 —96)
I'(2—0) bpulz—y s I'(2—0) bpulz—y| e
+ n 1-46 1-§ ng ’ + n 1-6 1—-6 Z€k+5
S & =0 T (1 + o —0) & > i & =0 T (1 +a+ 8 —6) <
+allz =yl
On a
b‘bafé — b1+a75’
{ b.ba+ﬁ_5 _ bl—&—a—i—,@’—é’
il vient

[Hx(t) — Hy(t)]

IN

ba a—+
<F(1—|—a) +r(1+a+ﬁ)>ﬂ|lx_y“

r2-o) 1+a+A— - -5
+ b +Ot+6 é + b a+ﬁ Tz
ISh 67 b T (L +a+ B —0) ( ;% plle =yl

I'(2-9) s "
* DT 4 b o v
S € BT (1t a— o) ( > e =l

iz =yl

on peut écrire

[Hx(t) — Hy(t)]
he a+p3
- <I‘(1—|—a) + r(1+a+6)>u||x_y”

r@2-40) 0o 1 at+p—o - atp-9
‘1"22:1&1;6_6176} Fl+a+p-9) (b +;£k )

1 n
bafﬁ a—9 _ 77 —
+—F(1+a—5)< + glék )]uﬂw yll +flx =yl

< (Op+m) |z —yll,

on trouve
(Hz(t) — Hy()| < (Hp+w) llz —yll,

car Ilp + 71 < 1, c’est-a-dire 'opérateur H est contractant, alors cet opérateur admet un
point fixe unique qui est la solution de notre probléme. m
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2.3.2 Au moins une solution (theoréme d’O’Regan) :

Théoréme 2.2 On supoose que les hypothéses (A1), (As) — (As) sont vérifiées, ainsi que :

D &7 b,
k=1

Alors, notre probléme (2.1)-(2.2) admet au mois une solution sur [0,0].

Preuve. On considére l'opérateur ¢ : X — X défini par :

pa(t) = ix(t) + por(t), €00,

pr(t)
= i = atens 4 s [ G atoas
o 51F5(2—_1>15)5) T (a—d) /ob(b — )0 (s, 2(s))ds
(Zk L€ 5F—(il_6(;) t(a+ﬁ_5) / b(b_s)a+ﬁ_5_1f(s,x(s))ds
- (Z 1512(2—_1)1 5 Z/Ek —5)* 7 f (s, 2(5))ds
(Cia gil_;;) I (a+8—0) Z/ék — ) I f (s, 1(s))ds, ¢ € [0,0],
et

wox(t ;) + xo, t €]0,0].

HMS

1) On montre que ’opérateur o, : Qm — X est continu, tel que :
={zeX, |z <ry}, 10>0.
On considére une suite x,, C ﬁm tel que :
xn(t) — x(t), n — +oo,

ou bien
|zn — x| = 0, n — 4o0. (2.6)
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Pour tout ¢ € [0,0], on a
||‘;01$n 901$( )i
_ H (1 — 7 (s, 2a(s)) — F(s,2(s))] ds

— 5) P f (s, 20(5)) — f(s,2(s))] ds
i (Mﬁ)/(t Y[ (s, 20(5)) — F(5,5(5))]d
T(2—0) t
(Croi & =0 ) I (a—
N T(2—4) t
Cr & =) T (a+8—-0

— §k
- (Z 512(2—@155 Z/ — )" [f(s,xa(s)) — f(s,2(5))] ds

_ ['(2-9) k )R 0 (6)) — F(s. (s .
(Zzzlf,ﬁ‘s—b15)l“(a+5_5);/o (€ — 55 [£(5, 7n(5)) — F(5, ()] ]

et par la suite, on trouve

+

5) /O (b= )" [f(s,2a(s)) = f(5,2(s))] ds

b
| / (b— 80 [ (5, 20(s)) — f(s,2(5))] ds

ler2a(t) — pre(®)]
1 (5s2a(s)) — £(s2(s))] (T

IN

S
o\&

(b— s)a_lds>

1106~ F s (1t | 077

I'(a+pB)
5o ale) = 0.1 gty T b(b—s)a‘5‘1ds>
O == e "<b-s>a+ﬂ—6—1d8)
(0,000 = S5 ) g i Z [ "6 — 5 d)
156205~ 0,21 | 5 gi_f_(i;;;)r P Z / " s>a+“1ds) |

il vient

12 (t) — r()]

<b°‘< Lo, >||x— |y
= " \T+ta) Ttarp) Y

Ir'(2-46)b 1 RN -
pat+B-0 atf—6
TS e | 1+a+6—5>< e

e <ba6+ Zé’ >]Hfsxn( ) = Sl
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c’est-a-dire
l12n(E) = prx(B)| <TL [ f (s, 2n(s)) — f(s,2(s))]| -
La fonction f est continu grace a I'hypothese (A;) et d’aprés (2.6), on trouve

£ (8, 2n(s)) — f(s,2(5))]| = 0, n — 4o0.

Il vient
[p1(2n) — o1(z)|| = 0, n — +o0.

2) On montre que 'opérateur ¢, (ﬁro) est uniformement borné :
Soit € Q,,, alors

lo1(
H t — 8)* (s, 2(s))ds + ﬁ /0 (t —s)*™P1f(s,2(s))ds

F(2—5) b -
(Zk &Y 5 _pl- 5)F(a_5)/0(b_5) 071 f(s, 2(s))ds

NS (*F—%_;;) t<a+ﬁ 5) / (b= )™ 777 f(s, 2(5))ds
_ gk
_(ZZ—l é_;(s(2 b165 Z/ — )" f(s,2(s))ds

Y

re-o ék + 1
_(Zz—lgllc_é_(bl 5)) I'(a+p— 52/ - a65 f(s,2(s))ds

on trouve
s ()l
< %a)/ob(b—s)a_l|f($,$(s))|ds+ﬁ/ob(b_S)a+ﬁ—1|f(sjz(s))|d8
= 151F5(2—_z)16)6)b I (a—0) /ob(b —8) 7 | f (s, 2(s))| ds
Tl ;—(il_;;) b<a+ 5-0) / (b= 95 (s, ()] ds
T T Z/gk (sl ds

—_ 32
+ (ZZ=1 ,5;511—(?)1;;)11 (a+ 3 —9) ;/0 (&, — )07 f (s, 2(5))| ds,
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et d’aprés I’hypohese (A4), on a

vt
< W6t (i [ 6 5)'as)
W o) (i [ 09
W00 | s a5 . b(b—S)“_‘S_lds>
W) ( a5 . b<b—s>a+ﬁ-é—1ds)
W) ( 5;5(2_;‘55 Z / N 1ds>
donc
vt
< v (rara travass) Pl
A [T (e
TS (ba n Zé )] W 6(ro).
on obtient

lprz@)] < (W] ¢(ro) 11

on déduit que ¢, (ﬁm) est uniformément borné.
3) On établit ’équicontinuité de ¢;.
Soit x € Q,, et
to < t7: tl,t2€[(),b].
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On a
lp12(t1) - p17(ta)] t
_ ’F%) [0 s Gsateas - - |t =9 s ates
| "ty — ) f (s, a(s))ds — S "t — )7 (5, 0(5))ds

F(2_5) (tl_tQ)
(Ch €70 019 T (a -

F(2_5) (tl—t2)
(X (0= b NT(a+p—16

_ _ gk
(Zkrl(;l ‘56—)b1t?S o Z/ —5) 7 f(s,2(s))ds

I'(2—-46) (ta—t1) ék oo )
+(ZZ—1§116(_6—b3 ‘5() I'a+p— 52/ B o f(s,x(s))ds] ,

b — 5)2 707 (s, x(s))ds
5 | =9 ata

;| 0= ot

c’est-a-dire

(ore(ts) — ora(t)
< e [ st = s [ (o
+ﬁ /: (t1 — )L f(s, 2(s))ds + ﬁ /0 %ty — ) (s, 2(s))ds
g [ e s s [ 9 s
iy e (b= 971 15, (5))ds
Ry iy N

— Ek
(Z (521 5i)blti W Z/ —5)"" 671f(s,x(s))ds

re-o9 t2—t1 Ek a B
L - 52/ ]
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ou bien
lpr2(t1) — 901$(t2)|
%74 B w t1 o
< | FH(i()TO) |(t1 — — (tz— ) | ds+ | F||(z(>7"0) /tQ (t, — 5)* 'ds
F / | s)etf-1 _ S)a+,3—1‘d8+ HFM(/O‘J ﬁ(;o)) [tl(tQ—S)a+B_1dS
||W||¢ ro) I'(2 = 9) P sl N
(Zk L€ b 6|P a_(s)/o(b ? ds) for = |
||W||¢ ro) I'(2 — ) P a1 N
+<Zk 15 5 pl- 5|FOL+5 5)/<b s) ds | |t1 — to
W 6(ry) T “e )
+<}Zk1§ _pl- 5|I‘a— Z/ 5) dS) |ty — t1]
’W”¢ ro) I' (2 = 9) Ek g)otho1 _
+<}Zk 15 — pi- 6|Fa+ﬁ 52/ ds | [t2 — ta],
il ient
l12(t1) — ¢r2(t2)]
Wl[o(ro) o oy, IWI(ro) o
S Tlra) BT Ea gy (7R
(W[ o(ro) (,ats  ats Wlle(ro) ,  \ats
T0tatd (17— 5 >+r(1+a+ﬁ) (t — 1)
W[ ¢(ro) T (2 —9) P st B
i rare e A ds) ot
W[ ¢(ro) T (2 —9) L ath—do B
B\ ﬁ”—bl—é(r a+6—5)/(b g & 1 =t
W o) T “e )
+ S €0 —bi- 5{1“04— Z/ d3)|t2 t]
W] 6(r0) T “e )
+ |zk:1£ _pl- 5‘F Oz—l—ﬁ 5 Z/ ds ‘t2 tl’a
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on trouve
%4
lp12(t1) — pra(ta)] < % [t — 5+ (t1 — t2)7]
HWH Cb(ro) a+p a+p a+p
F(l—i—()é—{—ﬁ) [t _t2 +< t2) ]

[Wllé(ro) 02— ) p-d
}Zk L& — b ST (1+a—90)
[Wé(ro) (2 = 3) peti=d
}Zk =0 T (1+a+ 8- 6)
Wl () T (2~ 9) zzzlaz*‘s |
S ohoi & =T (1 4+ o —d)
4 MWl olro) L (2~ >2kls°‘*“

|t1 — o

|t — to]

ty — 1]

e e A rats_g >
Cest-a-dire
ly(t1) — py2(ts)]
= % [t — 15 + (t — t2)"]
+||‘V£%i(£2)_5r_(2bf_fl> <F(1 l—):cj— »tras a1+5 5 Z&‘“B 5) Ity — t]

AWl o(ro) T2 =9) ( i Z - ) t
\Zzzlfk _b1,5| Frl4+a+p8-9) 1—{—04
Pour t; — t5, on trouve :
p1z(th) — pr2(t2)] — 0,
ce qui implique
le12(t1) — pr2(t2)]| — 0,

alors, ¢,(9,,) est équicontinu. D’apreés le théoréme d’Ascolli-Arzella, ¢, est 'opérateur com-
plétement continu. B B
4) On montre que 'opéraetur ¢, : (), — X est contractant : Soit x,y € )., on a

D a(ti) + o - Zy(ti) L)

i=1

o (t) — wa(t)]| = , te0,0].

En utilisant ’hypothése (Aj3) , il vient

([l = yl)
il =yl

lpa(t) — @2y (t)]

IA A
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et puisque 0 < 1z < 1, on déduit que l'opérateur ¢, est contractant.
5) On montre que ’opéraetur ¢, : ), — X est borné : Soit x € (,,, alors

m

Z x(t;) + o

=1

< ol + Zx(tz’)
< ao| + Za:(ti)— (Zx@i)) —l—(Zm(ti))
< zo| + Zm(ti)— (Z

vue 'hypothése (As), il vient

o]l =

ozl < ol + 7 ||z + (Zx(@)
i=1 =0
< ol + 7 ||z
< |xo| + firo,

c’est-a-dire 'opérateur ¢, (ﬁro) , et puisque

¥ =¥ + P2,
on déduit que 'opérateur ¢ est borné.
5) On montre que le cas (i) du théoréme 1.7, n’est pas vérifie :

En utilisant le raisonnement par 1’absurde. soit (i7) est satisfaite, c’est-a-dire Il existe
x € 0f;

u: 0<pu<l; z€0Q,: x=up(x),

donc
B 1)
ainsi que, on a
o) = 0| €9 s+ s [ et

r2-9)t b -
' (> ke &0 — b=0) T (a — b) /0 (b—s) f(s,z(s))ds

(2 5> f ' a+p—0—1
(Zk LT b 5) (a+ﬁ_5)/(b_5> P01 (s, x(s))ds

re-9 5k )
(e ( — b= 6 Z/ —5)* 7 f (s, 2(s))ds

- F(Q_é) ék — §) B0 £ (s, x(s))ds
et DY G (s, 2(s))d

+Z +£U0

Y
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on peut écrire

L T =) (s, (s s ; ' —g)etB-L £ r(s s
el < gy [ st ds e ks [ el
Lot b —8) 0 f(s,2(s))| ds
TS )T <a_5)/0<b ) f (s w())ld
re-orT

b
LG )T (atp- a/xhﬂfw”*vwwwﬂw
k=1

'(2-9) gk .
(Zk 151 (g—bl 5 ( 5 Z/ - a ’f(5,33(8)>|d5

2—90 .
_(Zzzléi‘*—(bl 6)) T(a+f—d) Z / — 5)* T (s, 2(s))| ds

+ ||902:L‘||7

or

L ' —5)*Lo(s)ds 1 ! — B (§)ds
F(a)/o (t —5)* (s)d +F(a+5)/0 (t — 8)*TP1W(s)d
re-6rT

(Ch 670 =% T (a —0) /0 (b—5)* "1 W(s)ds
r@—o) T
(

b
(Zk 151 - bl- 5) o+ 5 5) / (b - S)a—h@)_(s_lW(S)dS

F(2_5 §k a .
+(ZZ:1€}: —b'=0) T (o — 0) Z/ — )" W (s)ds

re-6)rT £k I
(Zk1§16—51 NT (a+ B —90) Z/ N P (s )d]

+ |wo| + Firo,

lall < Mwm{

+

vue (2.7), il vient

T

—— ) —5)* 1o(s)ds b P (6)ds
INCES A b o
e =T -0 /0 (b= )" W(s)ds

|
re-46)T b e
T e T, T s

F(2_5 §k a .
(Zk T =) T (a = 6) Z/ k—8) 0T IW (s)ds

F<2—5)T §k a+ 51
i = T B RN O

+ |'CC0| + Er())
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ou bien

ro < ¢(ro) [ﬁ/o (t — ) Lo(s)ds + ﬁ/@ (t — 8)*TP 1V (s5)ds

re-6)rT b .
+(Zk 16— é)r(a_(;)/o(b—s> W (s)ds
re-6)T b
F(2_5 fk a
T 2,
re-6rT gk B a+561
LG )Tt 5 52/ W (s)ds
+ 2ol + Tiro,
donc
ro < ¢(ro) W* + |zo| + 7iro,
on trouve

(1 =)0 — W™ ¢(ro) < |z

ce qui une contracdiction avec hypothése (2.5), on peut déduire que l'opérateur ¢ admet au

mois un point fixe = € 99, qui est la solution du notre probbléme. m



Chapitre 3

Solution analytique de I’équation
différentielles fractionnaires
conformable

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’équation différentielles fractionnaires suivant :
D (t) + 27D (t) + Ea(t) = f(t), t € [0,+oc],
avec conditions :

JI(O) — To = O,
Dz(0) —z, =0, O0<a<l,

ou
f:]0,4+00[ — R,

est une fonction continue et v et £ des constantes positives :

Lemme 3.1 On suppose que
E—+*>0.
Alors, le probléme (3.1)-(3.2) admet une solution unique donnée sous la forme :

z(t) = z9Cos <—'§a_v2ta> exp(—vta)

«

/& A2
+(W—2i$) Sin < éa 7 ta) eXp(—th)

—i—\/glj/t exp(—gta) Sin < ‘ ga_ 7275&) f(t —s)ds.
— 0

Preuve. En utilisant la défintion 1.9, on a
Lo[z(t)] = Xals),  Lal[f()] = Fuls),
ainsi que, d’apres la relation (1.1)

L,[D(t)] = sXau(s)—x(0)
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aussi, vue la relation (1.2) il vient

L, [D*z(t)] = s5°Xa(s) —z(0) — Dz(0)

= §°Xo(8) — 20 — Ta.

Donc
Lo [D**x(t) + 2yDx(t) + Ex(t)] = Lo [f(t)],
c’est-a-dire
Lo [D**x(t)] +27Lo [D2(t)] + ELo [2(t)] = Fals),
ou bien
{32Xa(s) — Ty — xa} + 27 [SXQ(S) - (EO] + gX(S) = Fa(5)7
on trouve
. Zo 1
Xo(t) = m(s +7) + m(l‘a + 207)
Fo(t)
on peut écrire
Xa = o ! @
¥ (s +7) +£—72(5 ) (s+7)"+¢ 72@ )
F,(t)

On sait que :

. o s+ 7)} — zgexp K%t“) cos(\/ﬁta)}

: {(8+7)2+£—72
aussi

_1{ 1
)t He—?

(o i) exp | (e )il E= 725

(ra+200)| = <5

D’autre part
1 Fa(t)

1
= £t
’ {(5+’Y)2+§—72} VE—2 "
\/ﬁ/ep[( t)sm 5704 ft = 2)dz,

(=) -

s+7)°+€—92

d’ou le résultat. m



Chapitre 4

Exemple

On considére le probléme suivant :

z(0 = ),
D3 (1) =2 5y D3x(§) =0, 0<§ <1,
tels que :
1 2
= — S —-  5==
Zo 137 « 3a 6 3 9
aussi, ona
1 1
f(t,2) = —————tan ' o + =t

(6y/7 +1)° T

On peut écrire, pour ¢t € [0,1] et z,y € R.

1
D)= St S ol
< L |
= 30 b

I 1 . .
d’ott = 3. Ainsi que

pp
2 2

{IH(w)—H(y)I < !Zw(tz) = Dyl < D lalts) —y(t)l-

i=1 i=1

Alors,d’aprés (As) ona :
_ . 1
(1=F)ro = W76(ro) > |5

Donc,d’aprés le Théoreme 2.1 le probléme admet une solution unique sur [0, 1].
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