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0.1 Résumé :

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d�existence et l�unicité des solutions
du problème aux limites concernant les équations di¤érentielles fractionnaire, ces résultats
ont été obtenus par l�utilisation du théorème de point �xe en particulier on a utilisé le

théorème de points �xe de Banach.

0.1.1 Mots clés :

EDFs, Points �xe, existence de solution.

Abstract :

In this thesis, we present some results of existence and uniqueness of the solutions of the
boundary value problem concerning the fractional di¤erential equations, these results were
obtained by the use of the �xed point theorem in
particular we used the point theorem Banach �xed.

Key words :

EDFs, Fixed points, existence of solution.
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0.2 Introduction :

Le calcul fractionnaire a été développé depuis la première conférence sur ce domaine en
1974. Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante due principalement
aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées et de l�ingénierie.
(voir [1]-[14]).
M. Kaid, M. Belhamiti, Z. Dahmani et A.T. Abdulrahman, dans [15], est discuté l�exis-

tence de solutions du system aux limites suivant :�
D�k(gk(t)D

�k + hk(t))u(t) = f(t; u1(t); u2(t); D
�ku1(t); D

�ku2(t)); t 2 J = [0; 1] ;
xk(0) = �xk(1); D�xk0) = �D�xk(1):

Ce mémoire comprend trois chapitres :

Le premier chapitre intitulé �Préliminaires�, contient un ensemble de dé�nitions et résultats
qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

Dans le chapitre deux, nous utilisons le type Caputo de la dérivée fractionnaire pour
résoudre des équations di¤érentielles fractionnaires linéaire suivante :

CD�x(t) = f (x; x(t)) +
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds; 0 < t < b;

avec conditions aux limites suivantes :�
x(0)� x0 =

Pm
i=1 x(ti); x0 2 R;

CD�x(b)�
Pn

k=1
CD�x(�k) = 0; 0 < � < 1;

où CD� et CD� est la dérivée fractionnaire d�ordre � et � tels que 0 < � � 2: ainsi que
f : [0; b] � R ! R est une fonction continue donné. En plus, � est un nombre positif et
0 < t1 < t2 < ::: � b. voir ([8], [11] et [12]).

Dans le troisième chapitre, on étude l�existence analytique de la solution de problème
suivant : �

D2�x(t) + 2D�x(t) + �x(t) = f(t); t 2 [0;+1[ ;
x(0)� x0 = 0; D�x(0)� x� = 0; 0 < � � 1;

où f : [0;+1[! R est une fonction continue et D� est la dérivée conformable fractionnaire
suivante :

Da(f)(t) = lim
"!0

f(t+ "(t� a)1��)� f(t)
"

:

Dans dernièr chapitre,on illustre les résultats obtenus,nottament dans le chapitre 2 par
un exemple.
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0.3 Notations :

� R : Ensemble des nombres réels.
� N : Ensemble des nombres entiers naturels
� C : Ensemble des nombres complexes.

� 
 : Domaine borné dans R

� �(:) : La fonction Gamma.
�D�a (f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire gauche de f d�ordre � à partir de a:

� cD�x(t) :La dérivée fractionnaire de caputo f d�ordre �:
� bD�(f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire droit de f d�ordre � se terminant en
b:

� I�a (f)(t) : L�intégrale conformable fractionnaire gauche de f d�ordre � à partir de a.

� bI�(f)(t) : La dérivée conformable fractionnaire droit de f d�ordre � se terminant en b:

� RLI� :L�intégrale de Rimann-Louville.
� F�(s) = L�ff(t)g(s) :La transfomation de Laplace conformable fractionnaire de f(t).



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension
de cette mémoire telles que, la fonction spéciale comme fonction Gamma, intégration frac-
tionnaire au sens de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens de Hadamard. On conclut
le chapitre par une section réservée aux di¤érents théorèmes de point �xe utilisés dans ce
travail.

Dé�nition 1.1 On note par AC([a; b]) l�espace des fonctions absolument continus sur [a; b]
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables ie :

:f 2 AC([a; b])() 9' 2 L1([a; b]);
telle que

f(x) = c+

Z x

a

'(t)dt:

Dé�nition 1.2 Pour n 2 N; on note par ACn([a; b]) l�espace des fonctions à valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu�à l�ordre (n� 1) continus sur [a; b] telle que f (n�1)(x) 2
AC([a; b]); c�est -à-dire :

ACn[a; b] =
�
f : [a; b]! C et f (n�1)(x) 2 AC[a; b]

	
:

En prticulier on a ACn[a; b] = AC[a; b]:

Dé�nition 1.3 L�espace noté ACn� [a; b]dé�ni par :

ACn� [a; b] =
�
f : [a; b]! C et �n�1f(x) 2 AC[a; b]; � = xd=dx

	
;

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale1.

1.1 Fonction spéciale pour la dérivation conformable
fractionnaire

Dans cette partie,nous présentons la fonction Gamma.Cette fonction joune un rôle trés
important dans la théorie du calcule conformable fractionnaire et ses applications

6
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La fonction Gamma

l�une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonctionGamma d�Eluler �(z)
qui prolonge naturellement la foctorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres
complexe à parties positives).

Dé�nition 1.4 Pour z 2 C tel que Re(z) > 0.La fonction Gamma �(z) est dé�nie par
l�intégrale suivante :

�(z) =

Z +1

0

e�ttz�tdt;

avec
�(1) = 1; �(0+) = +1;

�(z) est une fonction monotone et strictement décroissante our 0 < z < 1:

Quelques propriétés de la fonction Gamma

Dé�nition 1.5 1. Une propriété importante de la fonction Gamma �(z) est la relation
de récurrence suivante :

�(z + 1) = z�(z); Re(z) < 0;

qu�on peut la démontrer par une intégration par parties

�(z + 1) =

Z +1

0

e�ttzdt = [�e�ttz]+10 + z

Z +1

0

e�ttz�1dt = z�(z)

La fonction Gamma d�Euler généralise la factorielle car

�(n+ 1) = n!;

en e¤et �(1) = 1, d�où

�(2) = 1�(1) = 1!;

�(3) = 2�(2) = 2:1! = 2!;

�(4) = 3�(3) = 3:2! = 3!;

...

�(n+ 1) = n�(n) = n(n� 1)! = n!:

2.
�(z) = (z � 1):�(z � 1) : z > 0:

3.

�(z) =
�(z + 1)

z
: z > 0; z 6= �1;�2;�3; ::::
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4.

�(n+
1

2
) =

(2n� 1)!!
2n

p
� : n 2 N:

5.
(2n� 1)!! = (2n� 1)(2n� 3)(2n� 5):::5(3)(1):

6.

�(�n+ 1
2
) =

(�2)n
(2n � 1)!!

p
� : n 2 N:

7.
�(k) = �1 : k = 0;�1;�2; ::::

1.2 Dérivées et intégrales conformable fractionnaires :

Dé�nition 1.6 Etant donné quand fonction f : [0;1[ 7�! R et � 2 [0; 1]. Alors la dérivée
conformable fractionnaire de f d�ordre � pour tout t > 0 est dé�nie par :

D�(f)(t) = lim
"!0

f(t+ "t1��)� f(t)
"

:

tel que cette limite existe et terminée.

Dé�nition 1.7 Etant donné une fonction f : [a;1[! R et � 2 [0; 1]. Alors l�ntégrale
conformable fractionnaire de f d�ordre � pour tout t > 0 est dé�nie par :

I�(f)(t) =
Z t

0

f(x)x��1dx; t � 0;

tel que cette limite existe et terminée.

Lemme 1.1 Etant donné une fonction continue f : [a;1[! R et � 2 [0; 1]. Alors pour
tout t > 0 on a :

D�[I�(f)(t)] = f(t):

Lemme 1.2 Etant donné une fonction di¤érentiable f : [a; b] ! R et � 2 [0; 1].Alors pour
t > a ona :

I�D�(f)(t) = f(t)� f(a):
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1.3 Transformation de Laplace

Dé�nition 1.8 Soit f une fonction réelle ou complexe de la variable (Temps) t > 0, et soit
s un paramètre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f(t) est :

F(s) = L(f(t))

=

Z 1

0

e�stf(t)dt:

= lim
�!1

Z �

0

e�stf(t)dt:

Dé�nition 1.9 Soit 0 < � � 1 et f : [0;1[! R une fonction à valeur réelle. Alors le
Laplace conformable fractionnaire d�ordre � est dé�ni par :

L�ff(t)g(s) = F�(s)

=

Z 1

0

e�s
t�

� f(t)t��1dt

= lim
�!1

Z �

0

e�s
t�

� f(t)t��1dt:

Théorème 1.1 [7]Soit 0 < � � 1 et f : [0;1[! R une fonction à valeur réelle di¤éren-
tiable. Alors :

L�fD�(f)(t)g(s) = sF�(s)� f(0):

Lemme 1.3 [7]Soit f : [0;1[! R tel que L�ff(t)g(s) = F(s) existe. Alors

F(s) = Lff((�t) 1� )�g(s)

Lemme 1.4 [7]On a

1.

L� (1) (s) =
1

s
; L�ftg(s) = �

1
�
�(1 + 1

�
)

s1+
1
�

: s > 0:

2.

L�ftpg(s) = �
p
�
�(1 + p

�
)

s1+
p
�

; L�
�
e
t�

�

�
(s) =

1

s� 1 : s > 0:

3.

L�
�
sin(b

t�

�
)

�
(s) =

b

s2 + b2
; L�

�
cos(b

t�

�
)

�
(s) =

s

s2 + b2
: s > 0:
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4.

L�
�
sinh(b

t�

�
)

�
(s) =

b

s2 � b2 ; L�
�
cosh(b

t�

�
)

�
(s) =

s

s2 � b2 : s > jbj:

Proposition 1.1 On a

1.
L�f�f(t)� �g(t)g(s) = �L�(s)� ��G�(s):

2.
L�
�
e�k

t�

�

�
f(t) = L (f) (�t) 1� js=s+1 : s > �k:

Exemple 1.1 On a

1.

L�(e�k
t�

� cos(
t�

�
))(s) =

s+ k

1 + (s+ k)2
: s > 0:

2.
L�(e�k

t�

� sin(
t�

�
))(s) =

1

1 + (s+ k)2
: s > 0:

Proposition 1.2 Nous avons

� La transformation de Laplace conformable fractionnaire de l�intégrale conformable frac-
tionnaire :

F�(I�(f)(t)) =
F�(s)
s

:

� Les dérivées de la transformée de Laplace conformable fractionnaire satisfont :

F (n)
� (s) = (�1)nL�(

tn�

�n
f(t)):

� Soit f(t) et g(t) deux fonctions quelconques, alors la transformée de Laplace confor-
mable fractionnaire de la convolution de f(t) et g(t) est :

L�(f � g)(t) = F�(s):G�(s); 0 < � � 1:

� Si f : [0;1[! R la continuellement première di¤èrentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du première ordre de f est :

L�fD�(f)(t)g(s) = sF�(s)� f(0) : 0 < � � 1: (1.1)

� Si f : [0;1[! R la continuellement deuxième di¤érentiable, alors la transformée de
Laplace conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle
du deuxième ordre de f est :

L�fD2�(f)(t)g(s) = s2F�(s)� sf(0)�D�(f)(0) : 0 < � �
1

2
: (1.2)
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1.4 Dérivée-Caputo

Dé�nition 1.10 Soit f 2 Cn ([a; b]) ; n 2 N� , on dé�nit la dérivée fractionnaire au sens de
caputo d�ordre � > 0 de la fonction f comme suit :

D�
a [f(t)] = In��a

�
f (n)(t)

�
=

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n)(�)d� ; n� 1 < � < n; n 2 N�:

Exemple 1.2 Soit
f(t) = (t� a)�; � > �1;

pour � > 0; on a :

D�
a [f(t)] = I

n��
a

�
f (n)(t)

�
=

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n)(�)d� ;

comme

f (n)(t) =
� (� + 1)

� (� � n+ 1) (t� a)
��n ;

alors

D�
a [f(t)] = I

n��
a

�
� (� + 1)

� (� � n+ 1) (t� a)
��n
�

=
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��n d� :

En e¤ctuant le changement de variable

� = a+ x (t� a) ;

or

D�
a [f(t)] =

� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z 1

0

(t� a� x (t� a))n���1 (x (� � a))��n(t� a)dx

=
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1) (t� a)
���

Z 1

0

(1� x)n���1 dx

=
� (� + 1)

� (� � n+ 1) (t� a)
��� :

Pour
� = 1�; � =

1

2
;

d�où

D�
a [f(t)] = I

n��
a

�
dn

dtn
f(t)

�
= I

1
2
a

�
d

dt
(t� a)

�
=

1

�
�
3
2

�(t� a) 12 :
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Remarque 1.1 Si f = c; alors

c =
1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n)(�)d�

=
1

� (n� �)

Z t

a

((t� �)n���1 � 0)d� = 0

= D�
a [c] = cD

�
a [1] :

Proposition 1.3 1. Pour tout � > 0; �; � 2 R;on a :

D�
a [�f(t) + �g(t)] = �D

�
a [f(t)] + �D

�
a [g(t)]:

2. Pour tout � > 0; f : [a; b] �! R;on a :

D�
a I

�
a [f(t)] = f:

3.

D�
a [f(t)] = 0 =) f(t) =

n�1X
i=0

ci(t� a)i:

4.

I�aD
�
a [f(t)] = f(t) +

n�1X
i=0

f (i)(a)

i!
(t� a)i :

Lemme 1.5 Soit
� > � > 0; f : [a; b] �! R:

Alors

D�
a I

�
a [f(t)] = I

��� [f(t)] ; t 2 [a; b] :

1.5 Théorèmes des Points Fixes

Les théorèmes de point �xe sont les outils mathématiques de base qui aident à établir
l�existence de solutions de divers genres d�équations. La méthode de point �xe consiste à
transformer un problème donné en un problème de point �xe. Les points �xes du problème
transformé sont ainsi les solutions du problème donné.
Dans cette section nous rappelons les théorèmes célèbres du oint �xe que nous allons utiliser
pour obtenir des résultats d�existence variés.
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1.5.1 Concepts Essentiels

Dé�nition 1.11 Soit (X; k:k) un espace vecroriel normé ; une application linéaire A de E
dans lui-même est appellé un opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on
désigne par DA tel que

DA = fx 2 E : Ax 2 Eg:

Dé�nition 1.12 Soit (X; k:k) un espace vecroriel normé. Un sous-ensemble 
 � X est dite
borné s�il existe M > 0 telle que pour tout x 2 
 on a :

kxk �M:

Théorème 1.2 Soit (X; k:k) un espace vecroriel normé et ' une application d�un élement
de X dans lui même. On appelle point �xe de ' tout point x 2 X tel que :

'x = x:

1.5.2 Principe de Contraction de Banach

Dé�nition 1.13 Soit X un espace de Banch et f : X �! X une contraction. Alors, f
admet un point �xe unique.

Dé�nition 1.14 Soient X et Y deux espaces de Banach. L�opérateur continue � : X �! Y
est complètement continu s�il transforme tout borné deX en une partie relativement compacte
dans Y .

1.5.3 Théorème du point �xe de Schaefer

Notre deuxième résultat du point �xe est théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 1.3 Soit X un espace de Banach et T : X �! X on opérateur complètement
continu. Si l�ensemble


 = fx 2 X : x = �Tx; 0 < � < 1g;
est borné, alors T possède au moins un poit �xe.

1.5.4 Théorème du point �xe de Schauder

Notre troixième résultat du poit �xe est le théorème du poit �xe de Schauder :

Théorème 1.4 Soit X un espace de Banach. U un fermé, convexe et non vide de X tel que
l�application T : U �! U est relativement compact dans X. Alors, T possède au moins un
poit �xe dans U .

1.5.5 Théorème du point �xe d�Ascolli-Arzzella

Théorème 1.5 Soit 
 � X. Alors 
 est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont véri�ées :

1. 
 uniformément borné.

2. 
 est équicontinu.
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1.5.6 Théorème du point �xe Krasnoselskii

Théorème 1.6 Soient X un espace de Banach, 
 un sous-ensemble fermé, borné et convexe
de X. On suppose que les opérateurs S et T véri�ent :

1. Tx+ Sy 2 
; 8x; y 2 
.
2. S est continu et compact.

3. T est contractant.

Alors, il exsite au moins un élément z 2 
 tel que Sz + Tz = z.

1.5.7 Théorème d�Oregan

Théorème 1.7 [19]Soient X un espace de Banach, C � X est un convexe fermé, ainsi
que soient 
 un ouvert dans C et ' : 
! C tels que :

1. 0 2 
 et '(
) est borné tel que : ' = '1 + '2:

2. '1 : 
! X est continu et complètement continu.

3. '2 : 
 ! X est contractant (i. e, il existe une fonction positive croissante � :
[0;+1)! [0;+1) satisfaite �(x) < x; x > 0; telle que

k'2(x)� '2(y)k � � kx� yk ; 8x; y 2 
:

Alors,

(i) ' admet un point �xe ; ou bien

(ii) Il existe x 2 @
;
x = �'(x); 0 < � < 1:



Chapitre 2

Problème Di¤érentiel à Condition
Non Locale au sens de Caputo

2.1 Introduction

Dans cette section on s�intéresse à l�étude de l�existence da la solution pour des classes
d�équations di¤érentielles fractionnaires suivante :

CD�x(t) = f (x; x(t)) +
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds; 0 < t < b; (2.1)

avec conditions aux limites suivantes :�
x(0)� x0 =

Pm
i=1 x(ti); x0 2 R;

CD�x(b)�
Pn

k=1
CD�x(�k) = 0; 0 < � < 1;

(2.2)

où CD� et CD� est la dérivée fractionnaire d�ordre � et � tels que 0 < � � 2: ainsi que
f : [0; b] � R ! R est une fonction continue donné. En plus, � est un nombre positif et
0 < t1 < t2 < ::: � b.

2.2 Problème intégrale :

Lemme 2.1 On suppose que :
nX
k=1

�1��k � b1�� 6= 0;

et soit ' : [0; b] ! R une fonction continue, donc la solution intégrale pour l�équation
suivante :

CD�x(t) = '(t) +
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1'(s)ds; 0 < t < b;

avec conditions aux limites suivantes :�
x(0)� x0 =

Pm
i=1 x(ti);

CD�x(b)�
Pn

k=1
CD�x(�k) = 0;

15
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est donnée par(utilisé Lemme 2.1 )

x(t)

=
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1'(s)ds+ 1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1'(s)ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1'(s)ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1'(s)ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1'(s)ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1'(s)ds:

+

mX
i=1

x(ti) + x0:

Preuve. On considère l�équation suivante :

CD�x(t) = '(t) +
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1'(s)ds; (2.3)

En appliquant l�opérateur I� à l�équation (2.3), on trouve

RLI�D�x(t) =RL I�'(t) +RL I�
�

1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1'(s)ds
�
;

donc

x(t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1'(s)ds+ 1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1'(s)ds�K0 �K1 t; (2.4)

tels que K0 et K1 sont des constantes arbitraires. D�après les conditions aux limites, on
trouve

x(0) = �K0 =

mX
i=1

x(ti) + x0:

Maintenant , en appliquant l�opérateur D� aux membres de formule (2.4), il vient

CD�x(t) = CD�

�
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1'(s)ds
�
+C D�

�
1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1'(s)ds
�

�CD�K0 �K1
CD� (t) ;

on a CD�K0 = 0; alors

CD�x(t) =
1

� (�� �)

Z t

0

(t� s)����1'(s)ds+ 1

� (�+ � � �)

Z t

0

(t� s)�+����1'(s)ds

�K1
CD� (t) :
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On sait que

D�t =
�(2)

� (2� �)t
1�� = Const

t1��

� (2� �) ;

donc

CD�x(t) =
1

� (�� �)

Z t

0

(t� s)����1'(s)ds+ 1

� (�+ � � �)

Z t

0

(t� s)�+����1'(s)ds

� t1��

� (2� �)K1:

Pour t = b; on trouve

CD�x(b) =
1

� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1'(s)ds+ 1

� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1'(s)ds

� b1��

� (2� �)K1:

En plus, pour t = �k; (k = 1; :::; n); il vient

CD�x(�k) =
1

� (�� �)

Z �k

0

(t� s)����1'(s)ds+ 1

� (�+ � � �)

Z �k

0

(�k � s)�+����1'(s)ds

� �1��k

� (2� �)K1; k = 1; :::; n;

d�où

nX
k=1

CD�x(�k)

=
1

� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1'(s)ds+
1

� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1'(s)ds

� K1

� (2� �)

nX
k=1

�1��k :

Puisque

CD�x(b)�
nX
k=1

CD�x(�k) = 0;

il vient

b1��

� (2� �)K1 �
K1

� (2� �)

nX
k=1

�1��k

=
1

� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(t� s)����1'(s)ds+ 1

� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(t� s)�+����1'(s)ds

+
1

� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1'(s)ds+ 1

� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1'(s)ds;
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ou bien

1

� (2� �)

 
b1�� �

nX
k=1

�1��k

!
K1

=
1

� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1'(s)ds+
1

� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1'(s)ds

� 1

� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1'(s)ds� 1

� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1'(s)ds;

or

K1

= � � (2� �)�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1'(s)ds

� � (2� �)�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1'(s)ds

+
� (2� �)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1'(s)ds

+
� (2� �)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1'(s)ds:

En remplaçant K0 et K1 par leurs expressions dans l�équation (2.4), d�où le résultat.

2.3 Problème de point �xe :

2.3.1 Solution unique :

On introduit l�espace de Banach X = C([0; b] ;R), c�est-à-dire l�espace de Banach de
toutes les fonctions continues de [0; b] dans l�ensemble R muni de la norme :

kxk1 = sup
x2[0;b]

jx(t)j :

Ainsi que, on considère l�opérateur H dé�ni par :

H : X ! X
x ! Hx;
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tel que, pour tout t 2 [0; b] et 1 < � � 2; aussi � > 0 on a

Hx(t)

=
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds+ 1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1f(s; x(s))ds:

+

mX
i=1

x(ti) + x0:

Ainsi que , on considère les hypothèses suivantes :
� (A1) : La fonction f : [0; b]� R! R est une fonction continues.
� (A2) : Pour tout t 2 [0; b] et x1; x2 2 R;

9� > 0; jf(t; x1)� f(t; x2)j � � jx1 � x2j :

� (A3) : Il existe une fonction continue � : [0;+1)! [0;+1) telle que :

9� : 0 < � < 1; �(x) � �x; 8x 2 X;

et �����
mX
i=1

x(ti) + x0 �
m0X
j=1

y(tj)� y0

����� � � kx� yk ; x0; y0 2 R;
� (A4) : Il existe une fonction positive W 2 ([0; b] ;R) et une fonction croissante � :
[0;+1)! [0;+1) ; telles que :

jf(t; x)j �W (t)�(jxj); 8t 2 [0; b] ; 8x 2 R:

� (A5) : On suppose que  
mX
i=1

x(ti)

!
x=0

= 0:

� Aussi, soit r0 2 R�+, telque :

(1� �) r0 �W � �(r0) > jx0j ; (2.5)
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où

W � =
1

� (�)

Z T

0

(t� s)��1�(s)ds+ 1

� (�+ �)

Z T

0

(t� s)�+��1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1W (s)ds:

Théorème 2.1 On suppose que les hypothèse (A1)� (A3) sont véri�ées et
nX
k=1

�1��k � b1�� 6= 0:

Alors, si
��+ � < 1;

où

� = b�
�

1

� (1 + �)
+

b�

� (1 + �+ �)

�
+

� (2� �) b��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��
"

1

� (1 + �+ � � �)

 
b�+��� +

nX
k=1

��+���k

!

+
1

� (1 + �� �)

 
b��� +

nX
k=1

����k

!#
;

donc notre problème (2.1)-(2.2) admet une solution unique sur [0; b] :
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Preuve. En utilisant le théorème de point �xe de Banach pour montrer que l�opérateur H
admet un point �xe. Soient x; y 2 X on a :

jHx(t)�Hy(t)j

=

���� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds

+
1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds:

+
mX
i=1

x(ti)�
m0X
j=1

y(tj) + (x0 � y0)
����� :

ce qui implique

jHx(t)�Hy(t)j

� 1

� (�)

Z b

0

(t� s)��1 kf(s; x(s))� f(s; y(s))k ds

+
1

� (�+ �)

Z b

0

(t� s)�+��1 kf(s; x(s))� f(s; y(s))k ds

+
� (2� �) b��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�� �)
Z b

0

(b� s)����1 kf(s; x(s))� f(s; y(s))k ds

+
� (2� �) b��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
Z b

0

(b� s)�+����1 kf(s; x(s))� f(s; y(s))k ds

+
� (2� �) b��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�� �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1 kf(s; x(s))� f(s; y(s))k ds

+
� (2� �) b��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1 kf(s; x(s))� f(s; y(s))k ds

+

�����
mX
i=1

x(ti)�
m0X
j=1

y(tj) + (x0 � y0)
����� ;
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ou bien

jHx(t)�Hy(t)j

� � kx� yk
� (�)

Z b

0

(t� s)��1ds+ � kx� yk
� (�+ �)

Z b

0

(t� s)�+��1ds

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (�� �)
Z b

0

(b� s)����1ds

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
Z b

0

(b� s)�+����1ds

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (�� �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1ds

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1ds:

+� kx� yk :

A partir de l�hypothèse (A3), il vient

� kx� yk � � kx� yk ; 0 < � < 1:

donc

jHx(t)�Hy(t)j

� � kx� yk
�

1

� (�)

Z b

0

(t� s)��1ds
�
+ � kx� yk

�
1

� (�+ �)

Z b

0

(t� s)�+��1ds
�

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��
�

1

� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1ds
�

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��
�

1

� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1ds
�

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�� nX
k=1

�
1

� (�� �)

Z �k

0

(�k � s)����1ds
�

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�� nX
k=1

�
1

� (�+ � � �)

Z �k

0

(�k � s)�+����1ds
�

+� kx� yk :

c�est-à-dire

jHx(t)�Hy(t)j
� � kx� yk I�(1)(b) + � kx� yk I�+�(1)(b)

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�� I���(1)(b) + � (2� �) b � kx� yk��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�� I�+���(1)(b)
+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�� nX
k=1

I���(1)(�k) +
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�� nX
k=1

I�+���(1)(�k)

+� kx� yk :
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En plus, nous avons

I� (1)(t) =
t�

� (1 + �)
;

ce qui implique

jHx(t)�Hy(t)j

� � kx� yk b�
� (1 + �)

+
� kx� yk b�+�
� (1 + �+ �)

+
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (1 + �� �)b��� + � (2� �) b � kx� yk��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (1 + �+ � � �)b�+���
+

� (2� �) b � kx� yk��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (1 + �� �)
nX
k=1

����k +
� (2� �) b � kx� yk��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (1 + �+ � � �)
nX
k=1

��+���k

+� kx� yk :

On a �
b:b��� = b1+���;
b:b�+��� = b1+�+���;

il vient

jHx(t)�Hy(t)j

�
�

b�

� (1 + �)
+

b�+�

� (1 + �+ �)

�
� kx� yk

+
� (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (1 + �+ � � �)
 
b1+�+��� + b

nX
k=1

��+���k

!
� kx� yk

+
� (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (1 + �� �)
 
b1+��� + b

nX
k=1

����k

!
� kx� yk

+� kx� yk ;

on peut écrire

jHx(t)�Hy(t)j

�
�

b�

� (1 + �)
+

b�+�

� (1 + �+ �)

�
� kx� yk

+
� (2� �) b��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��
"

1

� (1 + �+ � � �)

 
b�+��� +

nX
k=1

��+���k

!

+
1

� (1 + �� �)

 
b��� +

nX
k=1

����k

!#
� kx� yk+ � kx� yk

� (��+ �) kx� yk ;

on trouve
jHx(t)�Hy(t)j � (��+ �) kx� yk ;

car �� + � < 1, c�est-à-dire l�opérateur H est contractant, alors cet opérateur admet un
point �xe unique qui est la solution de notre problème.
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2.3.2 Au moins une solution (theorème d�O�Regan) :

Théorème 2.2 On supoose que les hypothèses (A1) ; (A3)� (A5) sont véri�ées, ainsi que :
nX
k=1

�1��k � b1�� 6= 0;

Alors, notre problème (2.1)-(2.2) admet au mois une solution sur [0; b] :

Preuve. On considère l�opérateur ' : X ! X dé�ni par :

'x(t) = '1x(t) + '2x(t); t 2 [0; b] ;

avec

'1x(t)

=
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds+ 1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1f(s; x(s))ds; t 2 [0; b] ;

et

'2x(t) =

mX
i=1

x(ti) + x0; t 2 [0; b] :

1) On montre que l�opérateur '1 : 
r0 ! X est continu, tel que :


r0 = fx 2 X; kxk � r0g ; r0 > 0:

On considère une suite xn � 
r0 tel que :

xn(t)! x(t); n! +1;

ou bien
kxn ! xk ! 0; n! +1: (2.6)
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Pour tout t 2 [0; b] ; on a

k'1xn(t)� '1x(t)k

=

 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds

+
1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds
 ;

et par la suite, on trouve

k'1xn(t)� '1x(t)k

� kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k
�

1

� (�)

Z b

0

(b� s)��1ds
�

+ kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k
�

1

� (�+ �)

Z b

0

(b� s)�+��1ds
�

+ kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1ds
!

+ kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1ds
!

+ kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1ds
!

+ kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1ds
!
;

il vient

k'1xn(t)� '1x(t)k

� b�
�

1

� (1 + �)
+

b�

� (1 + �+ �)

�
� kx� yk

+
� (2� �) b��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��
"

1

� (1 + �+ � � �)

 
b�+��� +

nX
k=1

��+���k

!

+
1

� (1 + �� �)

 
b��� +

nX
k=1

����k

!#
kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k ;
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c�est-à-dire
k'1xn(t)� '1x(t)k � � kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k :

La fonction f est continu grace à l�hypothèse (A1) et d�aprés (2.6); on trouve

kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k ! 0; n! +1:

Il vient
k'1(xn)� '1(x)k ! 0; n! +1:

2) On montre que l�opérateur '1
�

r0
�
est uniformement borné :

Soit x 2 
r0, alors

k'1x(t)k

=

 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds+ 1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1f(s; x(s))ds
 ;

on trouve

k'1x(t)k

� 1

� (�)

Z b

0

(b� s)��1 jf(s; x(s))j ds+ 1

� (�+ �)

Z b

0

(b� s)�+��1 jf(s; x(s))j ds

+
� (2� �) b�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1 jf(s; x(s))j ds

+
� (2� �) b�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1 jf(s; x(s))j ds

+
� (2� �) b�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1 jf(s; x(s))j ds

+
� (2� �) b�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1 jf(s; x(s))j ds;
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et d�après l�hypohèse (A4); on a

k'1x(t)k

� kWk�(r0)
�

1

� (�)

Z b

0

(b� s)��1ds
�

+ kWk�(r0)
�

1

� (�+ �)

Z b

0

(b� s)�+��1ds
�

+ kWk�(r0)
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1ds
!

+ kWk�(r0)
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1ds
!

+ kWk�(r0)
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1ds
!

+ kWk�(r0)
 

� (2� �) b�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1ds
!
;

donc

k'1x(t)k

� b�
�

1

� (1 + �)
+

b�

� (1 + �+ �)

�
� kx� yk

+
� (2� �) b��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��
"

1

� (1 + �+ � � �)

 
b�+��� +

nX
k=1

��+���k

!

+
1

� (1 + �� �)

 
b��� +

nX
k=1

����k

!#
kWk�(r0);

on obtient
k'1x(t)k � kWk�(r0) �;

on déduit que '1
�

r0
�
est uniformément borné.

3) On établit l�équicontinuité de '1.
Soit x 2 
r0 et

t2 < t1 : t1; t2 2 [0; b] :
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On a

j'1x(t1)� '1x(t2)j

=

���� 1

� (�)

Z t1

0

(t1 � s)��1f(s; x(s))ds�
1

� (�)

Z t2

0

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds

+
1

� (�+ �)

Z t1

0

(t1 � s)�+��1f(s; x(s))ds�
1

� (�+ �)

Z t2

0

(t2 � s)�+��1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t1 � t2)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t1 � t2)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t2 � t1)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t2 � t1)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1f(s; x(s))ds
����� ;

c�est-à-dire

j'1x(t1)� '1x(t2)j

�
���� 1

� (�)

Z t2

0

(t1 � s)��1f(s; x(s))ds�
1

� (�)

Z t2

0

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds

+
1

� (�)

Z t1

t2

(t1 � s)��1f(s; x(s))ds+
1

� (�+ �)

Z t1

0

(t1 � s)�+��1f(s; x(s))ds

� 1

� (�+ �)

Z t1

0

(t2 � s)�+��1f(s; x(s))ds+
1

� (�+ �)

Z t1

t2

(t2 � s)�+��1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t1 � t2)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t1 � t2)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t2 � t1)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) (t2 � t1)�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1f(s; x(s))ds
����� ;
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ou bien

j'1x(t1)� '1x(t2)j

� kWk�(r0)
� (�)

Z t2

0

��(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1�� ds+ kWk�(r0)
� (�)

Z t1

t2

(t1 � s)��1ds

+
kWk�(r0)
� (�+ �)

Z t1

0

��(t1 � s)�+��1 � (t2 � s)�+��1�� ds+ kWk�(r0)
� (�+ �)

Z t1

t2

(t2 � s)�+��1ds

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (�� �)
Z b

0

(b� s)����1ds
!
jt1 � t2j

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
Z b

0

(b� s)�+����1ds
!
jt1 � t2j

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (�� �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1ds
!
jt2 � t1j

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1ds
!
jt2 � t1j ;

il ient

j'1x(t1)� '1x(t2)j

� kWk�(r0)
� (1 + �)

(t�1 � t�2 ) +
kWk�(r0)
� (1 + �)

(t1 � t2)�

+
kWk�(r0)
� (1 + �+ �)

�
t�+�1 � t�+�2

�
+

kWk�(r0)
� (1 + �+ �)

(t1 � t2)�+�

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (�� �)
Z b

0

(b� s)����1ds
!
jt1 � t2j

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
Z b

0

(b� s)�+����1ds
!
jt1 � t2j

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (�� �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1ds
!
jt2 � t1j

+

 
kWk�(r0) � (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (�+ � � �)
nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1ds
!
jt2 � t1j ;
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on trouve

j'1x(t1)� '1x(t2)j �
kWk�(r0)
� (1 + �)

[t�1 � t�2 + (t1 � t2)
�]

+
kWk�(r0)
� (1 + �+ �)

h
t�+�1 � t�+�2 + (t1 � t2)�+�

i
+

kWk�(r0) � (2� �) b�����Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (1 + �� �) jt1 � t2j
+

kWk�(r0) � (2� �) b�+�����Pn
k=1 �

1��
k � b1��

��� (1 + �+ � � �) jt1 � t2j
+
kWk�(r0) � (2� �)

Pn
k=1 �

���
k��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (1 + �� �) jt2 � t1j
+
kWk�(r0) � (2� �)

Pn
k=1 �

�+���
k��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��� (1 + �+ � � �) jt2 � t1j ;
c�est-à-dire

j'1x(t1)� '1x(t2)j

� kWk�(r0)
� (1 + �)

[t�1 � t�2 + (t1 � t2)
�]

+
kWk�(r0)
� (1 + �+ �)

h
t�+�1 � t�+�2 + (t1 � t2)�+�

i
+
kWk�(r0) � (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��
 

b���

� (1 + �� �) +
1

� (1 + �+ � � �)

nX
k=1

��+���k

!
jt2 � t1j

+
kWk�(r0) � (2� �)��Pn

k=1 �
1��
k � b1��

��
 

b�+���

� (1 + �+ � � �) +
1

� (1 + �� �)

nX
k=1

����k

!
jt2 � t1j ;

Pour t1 ! t2; on trouve :
j'1x(t1)� '1x(t2)j ! 0;

ce qui implique
k'1x(t1)� '1x(t2)k ! 0;

alors, '1(
r0) est équicontinu. D�après le théorème d�Ascolli-Arzella, '1 est l�opérateur com-
plètement continu.
4) On montre que l�opéraetur '2 : 
r ! X est contractant : Soit x; y 2 
r, on a

k'2x(t)� '2y(t)k =

mX
i=1

x(ti) + x0 �
mX
i=1

y(ti)� y0

 ; t 2 [0; b] :
En utilisant l�hypothèse (A3) ; il vient

k'2x(t)� '2y(t)k � � (kx� yk)
� � kx� yk ;
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et puisque 0 < � < 1; on déduit que l�opérateur '2 est contractant.
5) On montre que l�opéraetur '2 : 
r0 ! X est borné : Soit x 2 
r0 ; alors

k'2xk =


mX
i=1

x(ti) + x0


� jx0j+


mX
i=1

x(ti)


� jx0j+


mX
i=1

x(ti)�
 

mX
i=1

x(ti)

!
x=0

+

 
mX
i=1

x(ti)

!
x=0


� jx0j+


mX
i=1

x(ti)�
 

mX
i=1

x(ti)

!
x=0

+

 

mX
i=1

x(ti)

!
x=0

 ;
vue l�hypothèse (A3); il vient

k'2xk � jx0j+ � kxk+

 

mX
i=1

x(ti)

!
x=0


� jx0j+ � kxk
� jx0j+ �r0;

c�est-à-dire l�opérateur '2
�

r0
�
; et puisque

' = '1 + '2;

on déduit que l�opérateur ' est borné.
5) On montre que le cas (ii) du théorème 1.7, n�est pas véri�e :
En utilisant le raisonnement par l�absurde. soit (ii) est satisfaite, c�est-à-dire Il existe

x 2 @
;
9� : 0 < � < 1; x 2 @
r0 : x = �'(x);

donc
kxk = r0; (2.7)

ainsi que, on a

x(t) = �

�
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds+ 1

� (�+ �)

Z t

0

(t� s)�+��1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1f(s; x(s))ds

+
� (2� �) t�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1f(s; x(s))ds

� � (2� �) t�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1f(s; x(s))ds

+
mX
i=1

x(ti) + x0

#
;
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on peut écrire

kxk � 1

� (�)

Z T

0

(t� s)��1 jf(s; x(s))j ds+ 1

� (�+ �)

Z T

0

(t� s)�+��1 jf(s; x(s))j ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1 jf(s; x(s))j ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1 jf(s; x(s))j ds

� � (2� �) T�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1 jf(s; x(s))j ds

� � (2� �) T�Pn
k=1 �

1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1 jf(s; x(s))j ds

+ k'2xk ;

or

kxk � �(kxk)
�
1

� (�)

Z T

0

(t� s)��1�(s)ds+ 1

� (�+ �)

Z T

0

(t� s)�+��1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1W (s)ds
#

+ jx0j+ �r0;

vue (2.7), il vient

r0 � �(r0)

�
1

� (�)

Z T

0

(t� s)��1�(s)ds+ 1

� (�+ �)

Z T

0

(t� s)�+��1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1W (s)ds
#

+ jx0j+ �r0;
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ou bien

r0 � �(r0)

�
1

� (�)

Z T

0

(t� s)��1�(s)ds+ 1

� (�+ �)

Z T

0

(t� s)�+��1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

Z b

0

(b� s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

Z b

0

(b� s)�+����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�� �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)����1W (s)ds

+
� (2� �) T�Pn

k=1 �
1��
k � b1��

�
� (�+ � � �)

nX
k=1

Z �k

0

(�k � s)�+����1W (s)ds
#

+ jx0j+ �r0;

donc
r0 � �(r0) W � + jx0j+ �r0;

on trouve
(1� �) r0 �W � �(r0) � jx0j

ce qui une contracdiction avec hypothèse (2.5), on peut déduire que l�opérateur ' admet au
mois un point �xe x 2 @
r0 qui est la solution du notre probblème.



Chapitre 3

Solution analytique de l�équation
di¤érentielles fractionnaires
conformable

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�équation di¤érentielles fractionnaires suivant :

D2�x(t) + 2D�x(t) + �x(t) = f(t); t 2 [0;+1[ ; (3.1)

avec conditions : �
x(0)� x0 = 0;
D�x(0)� x� = 0; 0 < � � 1; (3.2)

où
f : [0;+1[! R;

est une fonction continue et  et � des constantes positives :

Lemme 3.1 On suppose que
� � 2 > 0:

Alors, le problème (3.1)-(3.2) admet une solution unique donnée sous la forme :

x(t) = x0Cos

 p
� � 2
�

t�

!
exp(�

�
t�)

+
(x0 + x�)p
� � 2

Sin

 p
� � 2
�

t�

!
exp(�

�
t�)

+
1p
� � 2

Z t

0

exp(�
�
t�) Sin

 p
� � 2
�

t�

!
f(t� s)ds:

Preuve. En utilisant la dé�ntion 1.9, on a

L� [x(t)] = X�(s); L� [f(t)] = F�(s);

ainsi que, d�après la relation (1.1)

L� [D�x(t)] = sX�(s)� x(0)
= sX�(s)� x0;
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aussi, vue la relation (1.2) il vient

L�
�
D2�x(t)

�
= s2X�(s)� x(0)�D�x(0)

= s2X�(s)� x0 � x�:

Donc
L�
�
D2�x(t) + 2D�x(t) + �x(t)

�
= L� [f(t)] ;

c�est-à-dire
L�
�
D2�x(t)

�
+ 2L� [D�x(t)] + �L� [x(t)] = F�(s);

ou bien �
s2X�(s)� x0 � x�

	
+ 2 [sX�(s)� x0] + �X(s) = F�(s);

on trouve

X�(t) =
x0

s2 + 2s+ �
(s+ ) +

1

s2 + 2s+ �
(x� + x0)

+
F�(t)

s2 + 2s+ �
;

on peut écrire

X�(t) =
x0

(s+ )2 + � � 2
(s+ ) +

1

(s+ )2 + � � 2
(x� + x0)

+
F�(t)

(s+ )2 + � � 2
:

On sait que :

L�1�
�

x0

(s+ )2 + � � 2
(s+ )

�
= x0 exp

��
�
�
t�
�
cos(

p
� � 2 t

�

�
)

�
;

aussi

L�1�
�

1

(s+ )2 + � � 2
(x� + x0)

�
=

1p
� � 2

(x� + x0) exp

��
�
�
t�
�
sin(
p
� � 2 t

�

�
)

�
;

D�autre part

L�1�
�

F�(t)

(s+ )2 + � � 2

�
=

1p
� � 2

L�1�

" p
� � 2

(s+ )2 + � � 2

!
(t)

#
� L�1� [F�(t)] (t)

=
1p
� � 2

Z t

0

exp

��
�
�
t�
�
sin(
p
� � 2 t

�

�
)

�
f(t� z)dz;

d�où le résultat.



Chapitre 4

Exemple

On considère le problème suivant :8><>:
D

2
3x(t) = f (x; x(t)) + 1

�( 12)

R t
0
(t� s)� 1

2f(s; x(s))ds; t 2 [0; 1];
x(0)� 1

13
=
P2

i=1 x(ti);

D
2
5x(1)�

P2
k=1 D

2
5x(�k) = 0; 0 < �k < 1;

tels que :

x0 =
1

13
; � =

2

3
; � =

1

2
; � =

2

5
;

aussi, ona

f(t; x) =
1

(6
p
� + t)2

tan�1 x+
1

2
t2:

On peut écrire, pour t 2 [0; 1] et x; y 2 R:

jf(t; x)� f(t; y)j � 1

(6
p
� + t)2

j tan�1 x� tan�1 yj

� 1

36�
jx� yj;

d�où � = 1
36�
: Ainsi que(
jH(x)�H(y)j � j

2X
i=1

x(ti) �
2X
i=1

y(ti)j �
2X
i=1

jx(ti)� y(ti)j:

Alors,d�aprés (A5) ona :

(1� �) r0 �W ��(r0) >

���� 113
���� :

Donc,d�aprés le Théoreme 2:1 le problème admet une solution unique sur [0; 1]:
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