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0.1 Résumé

L�objectif de ce travail est de contribuer au développement de la théorie d�existence
et d�unicité de solutions des équations di¤érentielles fractionnaires. Les résultats obtenus

dans ce travail sont basés sur les techniques du point �xe.

Mots-clés :
Théorème de O�Regan, Equations Di¤érentielles Fractionnaires.

Abstract :

The objective of this work is to contribute to the development of the theory of existe
and uniqueness of solutions of fractional di¤erential equations. The results obtained in this

work are based on �xed point techniques.

Key words :
Theorem O�Regan�Fractional Di¤erential Equations
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0.2 Introduction

Les équations di¤érentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans di¤é-
rents domaines scienti�ques comme la physique, l�ingénierie, la médicine, l�électrochimie, la
théorie du contrôle, etc.. . D�autre part, la théorie des équations di¤érentielles fractionnaires
est l�un des plus important champs d�applications de la théorie du calcul fractionnaire (voir
[1]-[25]). D�autre part, les problèmes aux limites pour des équations di¤érentielles fraction-
niares se posent dans les sciences physiques et les mathématiques appliquées. Ainsi que, il
est parfois préférable d�imposer des conditions non locales puisque les mesures nécessaires à
une condition non locale peuvent être plus précises que la mesure donnée par une condition
locale.

Dans l�article [15], les auteurs M. Kaid et al, ont étudies l�équation fractionnaire suivante :

D�k(gk(t)D
�k + hk(t))u(t) = f(t; u1(t); u2(t); D

�ku1(t); D
�ku2(t)); t 2 J = [0; 1] ;

Avec conditions aux limites : �
D�xk(0) = �D�xk(1);
xk(0) = �xk(1)

Ce mémoire comprend quatre chapitres :

Le premier chapitre :
Contient les principales dé�nitions et notations nécessaires à la compréhension du contenu

de ce travail. On rappellera les dé�nitions et les propriétés essentielles correspondantes à la
notion de l�intégration et la dérivation fractionnaire. Quelques théorèmes du point �xe seront
présentés.

Dans Le chapitre deux :
On présentera des résultats sur le problème d�équation di¤érentielle fractionnaire linéaire

suivant :

D�(D� + 
)x(t)� f(t; x(t)) =

mX
j=1

I�jhj (x; x(t)) ; 0 < t < b;

Avec des conditions aux limites sous la forme :�
x(0)� x0 =

Pp
l=1 x(tl);

I�x(b)�
Pk

i=1 e
�iI�x(�i) = 0; �i 2 R; 0 < �i < b;

où D� et D� sont des dérivées fractionnaires d�ordre �et � tels que :

0 < �; � � 1; 0 < � + � � 2;
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et I� représente l�intégrale fractionnaire d�ordre � > 0. En plus f; hj : [0; b] � R ! R sont
des fonctions continues donnée.le nombre 
 est positif et 0 < t1 < t2 < :::tp � b ( voir [12]).

Dans le troisième chapitre :

Nous donnons des résultats d�existence de solution intégrale pour le problème aux limites
suivant : �

D�(D� + 
)x(t)� f(t; x(t)) = 0; t 2 [1; e] ; 
 2 R;
x(1) + x(e) = 0; D�x(1) +D�x(e) = 0;

tels que :

(i) D� et D� sont des dérivées fractionnaires d�ordre �; � respectevement au sens d�Ha-
damard tel que : 0 < �; � < 1:

(ii) f : [1; e]� R! R est une fonction continue donnée.

Dans dernièr chapitre :
On donne quelques exemples pour illustrer les résultats obtenus.
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0.3 Notations :

� R Ensemble des nombres réels.
� N Ensemble des nombres entiers naturels.
� C Ensemble des nombres complexes.

� 
 Domaine borné dans R

� �(:) La fonction Gamma.
� CD�

a Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre � > 0:
� RLD�

a Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � > 0:
� HD�

a Dérivée fractionnaire au sens d�Hadamard d�ordre � > 0:



Chapitre 1

Rappels

La première et la deuxième section rassemblent les dé�nitions et les propriétés essentielles
correspondantes à la notion de l�intégration et la dérivation fractionnaire (voir [12]).

Dé�nition 1.1 On note par AC([a; b]) l�espace des fonctions absolument continus sur [a; b]
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables ie :

f 2 AC([a; b])() 9' 2 L1([a; b]);
telle que

f(x) = c+

Z x

a

'(t)dt:

Dé�nition 1.2 Pour n 2 N; on note par ACn([a; b]) l�espace des fonctions à valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu�à l�ordre (n� 1) continus sur [a; b] telle que f (n�1)(x) 2
AC([a; b]); c�est -à-dire :

ACn[a; b] =
�
f : [a; b]! C et f (n�1)(x) 2 AC[a; b]

	
:

En prticulier on a ACn[a; b] = AC[a; b]:

Dé�nition 1.3 L�espace noté ACn� [a; b]dé�ni par :

ACn� [a; b] =
�
f : [a; b]! C et �n�1f(x) 2 AC[a; b]; � = xd=dx

	
;

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale 1.

1.1 La fonction Gamma

Dé�nition 1.4 On appelle la fonction Gamma notée �, la fonction dé�nie par l�intégrale
suivante :

� (�) =

+1Z
0

e�uu��1du;Re (�) > 0:

7
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Remarque 1.1 Pour tout � 2 Rnf0;�1;�2:::g et n 2 N on a :

1.
� (�+ 1) = �� (�) :

2.
� (�+ n) = � (�+ 1) :::: (�+ n� 1) � (�) :

3.
� (n+ 1) = n!:

1.2 La fonction Béta

Dé�nition 1.5 La fonction Bêta est donnée par :

B (�; �) =

1Z
0

(1� u)��1 u��1du; Re (�) > 0; Re (�) > 0:

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Bêta sont reliées par la relation suivante :

B(�; �) =
� (�) � (�)

� (�+ �)
; Re(�) > 0; Re(�) > 0:

1.3 Intégration-Riemann-Liouville

L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s�appuie sur la formule de Cauchy pour le
calcul de l�intégrale répétée n fois qui est donnée par :

In[f(t)] =
1

(n� 1)!

tZ
0

(t� �)��1 f(�)d� ; t > 0; � > 0; n 2 N�:

Dé�nition 1.6 L�opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � � 0, pour
une fonction continue f : [a; b] �! R est dé�ni par :

(
I�a [f(t)] =

1
�(�)

R t
a
(t� �)��1 f(�)d� , t > 0, � > 0:

I 0
a [f(t)] = f(t):

Exemple 1.1 Calculons l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonc-
tion suivante :
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f(t) = (t� a)�; � > 1:

On a

I�a
�
(t� a)�

�
=

1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1 (t� a)�d� :

En e¤ctuant le chengement de variable

� = a+ x (t� a) :

Avec la fonction Béta, il résulte x en que :

I�a
�
(t� a)�

�
=

1

�(�)

Z 1

0

(t� a� x (t� a))��1 (t� a)�dx

=
1

�(�)
(t� a)�+�

Z 1

0

(1� x)��1 dx

=
1

�(�)
(t� a)�+�B (�; � + 1)

=
1

�(�)
(t� a)�+�

� (�) � (� + 1)

� (�+ � + 1)

=
� (� + 1)

� (�+ � + 1)
(t� a)�+�

Donc

I�a
�
(t� a)�

�
=

� (� + 1)

� (�+ � + 1)
(t� a)�+� :

Par exemple pour � = 1 et � = 1, il vient

I1a [(t� a)] =
� (2)

� (3)
(t� a)2

=
1

2
(t� a)2 :

Et pour � = 1
2
;on a

I�a
�
(t� a)�

�
=

� (� + 1)

�
�
1
2
+ � + 1

� (t� a)�+
1
2

=
� (� + 1)

�
�
� + 3

2

� (t� a)�+
1
2 :

Lemme 1.1 Soit f [a; b]! R une fonction continue. Alors pour tout � > 0; � > 0 on a :

1.
I�a
�
I�a [f(t)]

�
= I�+�a [f(t)] ;
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2.
I�a
�
I�a [f(t)]

�
= I�a [I

�
a [f(t)]] :

Preuve. On a

I�a
�
I�a [f(t)]

�
=

1

�(�)

Z x

a

(x� �)��1 I�a [f(�)] d�

=
1

� (�) � (�)

Z x

a

�
(x� �)��1

Z �

a

(� � t)��1 f(t)dt

�
d�

=
1

� (�) � (�)

Z x

a

(x� �)��1 d�

Z �

a

(� � t)��1 f(t)dt

=
1

� (�) � (�)

Z x

a

f(t)dt

Z x

a

(x� �)��1 (� � t)��1 d�

En e¤ectuant le changement de variable � = t+ (x� t)p et en utilisant la fonction Béta, on
obtient :

I�a
�
I�a [f(t)]

�
=

1

�(�)�(�)

Z x

a

f(t)dt

Z 1

0

(x� t� (x� t)p)��1 ((x� 1)p)��1 (x� t) dp

=
1

�(�)�(�)

Z x

a

f(t)dt

Z 1

0

(x� t)�+��1dt

Z 1

0

(1� p)��1p��1dp

=
B(�; �)

�(�)�(�)

Z x

a

(x� t)�+��1f(t)dt

=
1

�(�+ �)

Z x

a

(x� t)�+��1f(t)dt

= I�+�a [f(t)] :

Exemple 1.2 Si on prend

f(x) = t� a; � = � =
1

2
:

Il vient

I�a
�
I�a [f(t)]

�
= I�a

�
I�a [(t� a)]

�
= I�a

�
�(2)

�(� + 2)
(t� a)�+1

�
=
1

2
(t� a)2 :

D�autre part, on a

I�a
�
I�a [f(t)]

�
= I�a

�
I�a [(t� a)]

�
=

Z x

a

(t� a)dt =
1

2
(t� a)2 :
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1.4 Dérivation-Riemann-Liouville

Dé�nition 1.7 On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-
Liouville d�une fonction f : [a; b] �! R par :

RLD�
a [f(t)] =

dn

dtn
(In��a [f(t)])

=
1

�(n� �)

dn

dtn

Z t0

a

(t� �)n���1f(�)d� ; n� 1 < � < n; n 2 R�:

Exemple 1.3 Calculons la dérivée fractionnaire d�ordre au sens de Riemann-Liouville de
la fonction

f(t) = (t� a)� ; � > �1:
On a

RLD�
a

�
(t� a)�

�
=

d

dt

�
1

�(1� �)

Z t

a

(t� �)��(� � a)�d�

�
=

d

dt

�
I1��a

�
(t� a)�

��
=

d

dt

�
�(� + 1)

�(� � �+ 2)
(t� a)1��+�

�
=
(� � �+ 1)� (� + 1)

�(� � �+ 2)
(t� a)���:

Par exemple, pour � = 1
2
; il vient

RLD
1
2
a

�
(t� a)�

�
=

d

dt

�
1

�(1� 1
2
)

Z t

a

(t� �)�
1
2 (� � a)�d�

�
=

d

dt

�
I
1
2
a

h
(t� a)�

i�
=

d

dt

 
� (� + 1)

�
�
� + 3

2

�(t� a)�+
1
2

!

=

�
� + 1

2

�
� (� + 1)

�
�
� + 3

2

� (t� a)��
1
2 :

Pour
� =

1

2
; � = 1;

Or
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RLD
1
2
a

�
(t� a)�

�
=

d

dt

�
1

�(1� 1
2
)

Z t

a

(t� �)�
1
2 (� � a)d�

�
=

d

dt

�
I
1
2
a [(t� a)]

�
=

d

dt

 
� (2)

�
�
5
2

�(t� a)
3
2

!
=

3

2�
�
5
2

� (t� a)
1
2 :

Remarque 1.2 La dérivée fractionnaire d�une fonction constant au sens de Riemann-
Liouville n�est pas nulle. On a

RLD�
a [c] =

d

dt

�
c

�(1� �)

Z t

a

(t� �)��d�

�
=

d

dt

�
I1��a [c]

�
=

d

dt

�
c

(1� �) �(1� �)
(t� a)1��d�

�
=

c

� (1� �)
(t� a)�� :

Pour c = 1, on a :

RLD�
a [1] =

1

� (1� �)
(t� a)�� :

Proposition 1.2 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires existent
. Alors pour tous �; � 2 R;on a
1.

RLD�
a [�f (t) + �g (t)] = �RLD�

a [f(t)] + �RLD�
a [g(t)] :

2.
RLD�

a [
RLD�

a [f(t)]] 6=RL D�+�
a [f(t)] :

3.
RLD�

a [
RLD�

a [f(t)]] 6=RL D�
a

�
RLD�

a [f(t)]
�
:

Lemme 1.2 Soit f une fonction dé�nie sur [a; b] vérifant RLD�
a [f(t)] = 0; � 2 ]n� 1; n[ ;

n 2 N�:Alors

f(t) =
n�1X
i=0

bi
� (i+ 1)

� (�� n+ i+ 1)
(t� a)��n+i ; n = [�] + 1; bi 2 R:
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1.5 Dérivée-Caputo

Dé�nition 1.8 Soit f 2 Cn ([a; b]) ; n 2 N� , on dé�nit la dérivée fractionnaire au sens de
caputo d�ordre � > 0 de la fonction f comme suit :

D�
a [f(t)] = In��a

�
f (n)(t)

�
=

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n)(�)d� ; n� 1 < � < n; n 2 N�:

Exemple 1.4 Soit
f(t) = (t� a)�; � > �1:

Pour � > 0; on a :

D�
a [f(t)] = In��a

�
f (n)(t)

�
=

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n)(�)d� :

Comme

f (n)(t) =
� (� + 1)

� (� � n+ 1)
(t� a)��n :

Alors

D�
a [f(t)] = In��a

�
� (� + 1)

� (� � n+ 1)
(t� a)��n

�
=

� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��n d� :

En e¤ctuant le changement de variable

� = a+ x (t� a) ;

Or

D�
a [f(t)] =

� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z 1

0

(t� a� x (t� a))n���1 (� � a)��n (t� a)dx

=
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)
(t� a)���

Z 1

0

(1� x)n���1 dx

=
� (� + 1)

� (� � n+ 1)
(t� a)��� :

Pour
� = 1; � =

1

2
;

D�où

D�
a [f(t)] = In��a

�
dn

dtn
f(t)

�
= I

1
2
a

�
d

dt
(t� a)

�
=

1

�
�
3
2

�(t� a)
1
2 :
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Remarque 1.3 Si f = c; alors

c =
1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n)(�)d�

=
1

� (n� �)

Z t

a

((t� �)n���1 � 0)d� = 0

= D�
a [c] = cD�

a [1] :

Proposition 1.3 1. Pour tout � > 0; �; � 2 R;on a :

D�
a [�f(t) + �g(t)] = �D�

a [f(t)] + �D�
a [g(t)]:

2. Pour tout � > 0; f : [a; b] �! R;on a :

D�
a I

�
a [f(t)] = f:

3.

D�
a [f(t)] = 0 =) f(t) =

n�1X
i=0

ci(t� a)i:n� 1 < � < n

4.

I�aD
�
a [f(t)] = f(t) +

n�1X
i=0

f (i)(a)

i!
(t� a)i :

Lemme 1.3 Soit
� > � > 0; f : [a; b] �! R:

Alors

D�
a I

�
a [f(t)] = I��� [f(t)] ; t 2 [a; b] :

1.6 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard

Dé�nition 1.9 Soit f une fonction continue sur [a; b] à valeurs dans R avec 0 < a < b �
1 et � > 0: Alors,l�intégrale fractionnaire d�ordre � au sens de Hadamard de f est dé�nie
par :

J�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(log
x

t
)��1

f(t)

t
dt; a < x < b;

où � est la fonction Gamma d�Euler.
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1.6.1 Quelques propriétés :

Proposition 1.4 Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b] à valeurs dans R; �1 et
�2 2 R, pour tout � > 0 on a :

J�a (�1f(x) + �2g(x)) = �1J
�
a f(x) + �2J

�
a g(x):

Proposition 1.5 Soit f : [a; b] ! R (log
x

t
) une fonction continue,f 2 LP ([a; b]):8�; � 2

R�+; on a :

J�a J
�
a fx) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z t

a

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

ds

s

dt

t
;

telle que a � t � x; a � s � t:

Proposition 1.6 Soit f : [a; b]! R une fonction continue, f 2 Lp([a; b]): Alors, pour tout
�; � 2 R�+, on a :

J�a J
�
a f(x) = J�+�f(x)

= J��J
�
a f(x):

Preuve. Nous avons

J�a J
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z t

a

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

ds

s

dt

t
:

Puisque

a � t � x;

et
a � s � t;

ce qui implique
s � t � x:

Posons

y =
log(t=s)

log(x=s)
;

Il vient qui

J�a J
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

�Z t

s

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

dt

t

�
ds

s
:

Alors

Z t

s

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

dt

t

=

Z 1

0

h
log x� y log

x

s
� log s

i��1 h
y log

x

s
+ log s� log s

i��1
log
�x
s

�
dy
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Donc

Z t

s

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

dt

t
=

Z 1

0

�
(1� y)��1 y��1

� �
log

x

s

��+��1
dy

= B(�; �)(log
x

s
)�+��1

=
�(�)�(�)

�(�+ �)
(log

x

s
)�+��1:

C�est-à-dire

J�a J
�
a f(x) =

B(�; �)

�(�)�(�)

Z x

a

(log(
x

s
))�+��1

f(s)

s
ds

=
1

�(�+ �)

Z x

a

(log(
x

s
))�+��1

f(s)

s
ds

= J�+�a f(x):

En utilise les memes techniques, on obtient

J�a J
�
a f(x) = J�+�a f(x):

Exemple Soient � > 0; � > 0 et

f(t) =

�
log(

t

a
)

���1
:

Alors

J�a

"�
log(

t

a
)

���1#
=

�(�)

�(�+ �)

�
log(

t

a
)

��+��1
:

Preuve. On a

J�a

�
log(

t

a

�
)��1 =

1

�(�)

Z t

a

(log
t

s
)��1(log

s

a
)��1

ds

s
:

Soit le changement de variable suivant :

u =
(log s=a)

(log t=a)
;

On trouve

J�a (log(
t

a
))��1 =

(log t
a
)�+��1

�(�)

Z 1

0

(1� u)��1u��1

=
B(�; �)

�(�)
(log

t

a
)�+��1

=
�(�)

�(�+ �)
(log

t

a
)�+��1:

Remarque 1.4 En particulier, si � = 1 et � > 0: Alors , on a

J�a (1) (t) =
�(1)

�(1 + �)

�
log(

t

a
)

��
:
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1.7 Dérivation fractionnaire au sens d�Hadamard

Dé�nition 1.10 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est dé�nie
par :

HD�
a f(x) = �nJn��a f(x)

= :(x
d

dx
)nJn��a f(x)

= :
1

�(n� �)
(x

d

dx
)n
Z x

a

(log
x

t
)n���1f(t)

dt

t
;

Où n� 1 < � < n; n = [�] + 1:

Proposition 1.7 Pour � > 0 et f 2 C[a; b];on a :

HD�
aJ

�f(t) = f(t);

mais
J�HD�

a f(t) 6= f(t):

Exemple 1.5 Soit f une fonction dé�nie comme suite :

f(t) = (log
t

a
)��1 avec � > 0:

Alors

HD�
a f(t) =

�(�)

�(� � �)
( log

t

a
)����1 avec � > 0 et � > 0:

On a
HD�

a f(t) = �n(Jn��a (log
t

a
)��1);

on trouve

Jn��a (log
t

a
)��1 =

�(�)

�(n� �+ �)
(log

t

a
)n��+��1;

D�où le résultat.

Remarque 1.5 En particulier, si

� = 1 et � > 0:

Alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d�une fonction constante est en général non
nulle, c�est-à-dire

HD�
a c =

1

�(1� �)
(log

t

a
)��:
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1.8 Lien entre la dérivée fractionnire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Pour tout y 2 ACn� [a; b]; Nous avons :

cD�
a y(x) =

H D�
a

(
y(x)�

n�1X
i=0

�iy(a)

i!
(log

x

a
)

)
:

Où n = [�] + 1:

1.9 Lemmes auxilliares :

Lemme 1.4 Soient f 2 ACn� ([a; b];R) et � > 0; on a :

J�D�f(x) = f(x)�
n�1X
k=1

ck(log x)
k:

Où Ck 2 R; k = 1; 2:::::::::n� 1 et n� 1 < � < n; n = [�] + 1:

1.10 Théorèmes des Points Fixes

Les théorèmes du point �xe sont des outils extremement utiles pour résoudre des équa-
tions di¤érentielles et intégrales. En e¤et, ces théorèmes fournissent des conditions su¢ santes
pour lesquelles une fonction donnée admet un point �xe.
Dans cette section nous allons présenter le théorème l�éxistence au moins d�un point �xe

qui est le théorème de point �xe de O�Regan.
Ce théorème sont basés sur les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.11 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé une application linéaire A de E
dans lui-même est appelleé opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on désigne
par DA tel que

DA = fx 2 E : Ax 2 Eg:

Dé�nition 1.12 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble 
 � X est dite
borné s�il existe M > 0 telle que pour tout x 2 
 on a :

kxk �M:

Dé�nition 1.13 soit f un ensemble de fonctions continues dé�niés sur un intervall I à
valeurs dans R. On dit que l�ensemble f est équicontinue si pout tout " > 0, il va exister un
� > 0;

tel que pour toute f 2 F et pour tout t1; t2 2 I
n 2 N; j t1�t2 j< �; alors

j f(t1)� f(t2) j< �
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Dé�nition 1.14 soit (X; kk) un espace vectoriel normé .Une application � de X dans X
est dite contratante s�il existe un nombre positif k 2]0; 1[ tel que pour tout x; y 2 X; on a

k �(x)� �(y) k� k k x� y k

Dé�nition 1.15 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé et ' une application d�un élément
de X dans lui-même. On appelle point �xe de ' tout point x 2 X tel que :

'(x) = x:

1.10.1 Principe de Contraction de Banach

Dé�nition 1.16 Soit X un espace de Banach et f : X �! X une contraction. Alors, f
admet un point �xe unique.

Dé�nition 1.17 Soient X et Y deux espaces de Banach. L�opérateur continue � : X �! Y
est complètement continu s�il transforme tout borné deX en une partie relativement compacte
dans Y .

1.10.2 Théorème du point �xe de Schaefer

Notre deuxième résultat du point �xe est le théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 1.1 Soit X un espace de Banach et T : X �! X on opérateur complètement
continu. Si l�ensemble


 = fx 2 X : x = �Tx; 0 < � < 1g;
est borné, alors T possède au moins un point �xe.

1.10.3 Théorème du point �xe de Schauder

Notre troisième résultat du point �xe est le théorème du point �xe de Schauder :

Théorème 1.2 Soit X un espace de Banach. U un fermé, convexe et non vide de X tel que
l�application T : U �! U est relativement compact dans X. Alors, T possède au moins un
point �xe dans U .

1.10.4 Théorème du point �xe d�Arzela-Ascoli

Théorème 1.3 Soit 
 � X. Alors 
 est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont véri�ées :

1. 
 uniformément borné.

2. 
 est équicontinu.
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1.10.5 Théorème du point �xe Krasnoselskii

Théorème 1.4 Soient X un espace de Banach, 
 un sous-ensemble fermé, borné et convexe
de X. On suppose que les opérateurs S et T véri�ent :

1. Tx+ Sy 2 
; 8x; y 2 
.
2. S est continu et compact.

3. T est contractant.

Alors, il existe au moins un élément z 2 
 tel que Sz + Tz = z.

1.10.6 Théorème d�Oregan

Théorème 1.5 Soient X un espace de Banach, C � X est un convexe fermé, soient 
 un
ouvert dans C et ' : 
! C tels que :

1. 0 2 
 et '(
) est borné tel que : ' = '1 + '2:

2. '1 : 
! X est continu et complètement continu.

3. '2 : 
 ! X est contractant (i. e, il existe une fonction positive croissante � :
[0;+1)! [0;+1) satisfaite �(x) < x; x > 0; telle que

k'2(x)� '2(y)k � � kx� yk ; 8x; y 2 
:

Alors, des proposition suivants et véri�eé

(i) ' admet un point �xe

(ii) Il existe x 2 @
;
x = �'(x); 0 < � < 1:



Chapitre 2

Problème aux Limites pour des
Equations Di¤érentielles
Fractionnaires

2.1 Introduction

Durant les dernières années, parmi les problèmes aux limites non classiques pour les
équations di¤érentielles aux dérivées fractionnaires une place importante est occupée par les
problèmes avec des conditions non locales. Alors, on considère le problème suivant :

D�(D� + 
)x(t)� f(t; x(t)) =
mX
j=1

I�jhj (t; x(t)) ; 0 < t < b; (2.1)

Avec conditions aux limites suivantes :�
x(0)� x0 =

Pp
l=1 x(tl);

I�x(b)�
Pk

i=1 e
�iI�x(�i) = 0; �i 2 R; 0 < �i < b;

(2.2)

Où D� et D� sont des dérivées fractionnaires d�ordre �; � tel que :

0 < �; � � 1; 0 < � + � � 2;

Et I�j représente l�intégrale fractionnaire d�ordre �j (j = 1; :::;m) avec 0 < �j; � < 1. En
plus f; hj : [0; b] � R ! R (j = 1; :::;m) sont des fonction continues donnée. et 
 est un
nombre positif et 0 < t1 < t2 < :::tp � b.

2.2 Problème intégrale

Lemme 2.1 Soient 0 < �; � � 1: On suppose que

kX
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

�
6= 0:

21
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Alors, la représentation intégrale d�équation suivantes :

D�(D� + 
)x(t) = '(t); t 2 [0; b] ;

Avec conditions aux limites :�
x(0)� x0 =

Pp
l=1 x(tl);

I�x(b)�
Pk

i=1 e
�iI�x(�i) = 0; �i 2 R; 0 < �i < b;

est donnée par :

x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 '(y)dy � 


� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

� � (1 + �+ �)Pk
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

�
� (1 + �)

t�

0@ 1

� (� + �+ �)

kX
i=1

e�i

�kZ
0

(�i � y)�+�+��1 '(y)dy

� 


� (� + �)

kX
i=1

e�i

�kZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy � b�+�+�

� (1 + � + �+ �)
+

b�+� 


� (1 + � + �)

1A
+

� (1 + �+ �)Pk
i=1

�
e�k��+�i � b�+�

�
� (1 + �) � (1 + �)

t�

 
kX
i=1

e�k��i � b� + 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:

Preuve. On a
D�(D� + 
)x(t) = '(t); (2.3)

En appliquant l�opérateur I� à l�équation (2.3), on trouve

I�
�
D�(D� + 
)x(t)

�
= I�'(t);

Ce qui implique
(D� + 
)x(t) = I�'(t)� k0; k0 2 R;

il vient
D�x(t) = I�'(t)� 
x(t)� k0;

encore une fois, on a

I� [D�x(t)] = I�+�'(t)� 
I�x(t)� I�k0 � k1; k1 2 R;

Alors
x(t) = I�+�'(t)� 
I�x(t)� I�k0 � k1;

C�est-dire
x(t) = I�+�'(t)� 
I�x(t)� t�

� (1 + �)
k0 � k1:
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Alors, pour t = 0 on trouve

x(0) = I�+�'(0)� 
I�x(0)� 0�

� (1 + �)
k0 � k1

=

pX
l=1

x(tl) + x0;

Or

k1 = �
 

pX
l=1

x(tl) + x0

!
:

Maintenant, pour t = �i; k = 1; n

x(�i) = I�+�'(�i)� 
I�x(�i)� I�k0 � k1;

Donc
I�x(�i) = I�+�+�'(�i)� 
I�+�x(�i)� I�+�k0 � I�k1;

Alors

I�x(�i) = I�+�+�'(�i)� 
I�+�x(�i)�
��+�i

� (1 + �+ �)
k0 �

��i
� (1 + �)

k1;

C�est-à-dire

e�iI�x(�i) = e�iI�+�+�'(�i)� 
e�iI�+�x(�i)�
e�i��+�i

� (1 + �+ �)
k0 �

e�i��i
� (1 + �)

k1;

Ou bien
nX
i=1

e�iI�x(�i) (2.4)

=
nX
i=1

e�iI�+�+�'(�i)� 

nX
k=1

e�iI�+�x(�i)�
k0

� (1 + �+ �)

nX
i=1

e�i��+�i

� k1
� (1 + �)

nX
k=1

e�i��i :

D�autre part, on a
x(b) = I�+�'(b)� 
I�x(b)� I�k0 � k1;

Donc
I�x(b) = I�+�+�'(b)� 
I�+�x(b)� I�+�k0 � I�k1;

Alors

I�x(b) = I�+�+�'(b)� 
I�+�x(b)� b�+�

� (1 + �+ �)
k0 �

b�

� (1 + �)
k1: (2.5)

De (2.4) et (2.5), il vient

I�+�+�'(b)� 
I�+�x(b)� b�+�

� (1 + �+ �)
k0 �

b�

� (1 + �)
k1

=
kX
k=1

e�iI�+�+�'(�i)� 


kX
k=1

e�iI�+�x(�i)

� k0
� (1 + �+ �)

nX
k=1

e�i��+�i � k1
� (1 + �)

nX
k=1

e�i��i ;



24

D�où

k0
� (1 + �+ �)

kX
i=1

e�i��+�i � b�+�

� (1 + �+ �)
k0

=

kX
i=1

e�iI�+�+�'(�i)� 

kX
i=1

e�iI�+�x(�i)�
k1

� (1 + �)

kX
i=1

e�i��i

�I�+�+�'(b) + 
I�+�x(b) +
b�

� (1 + �)
k1;

C�est-à-dire

1

� (1 + �+ �)

 
kX
k=1

�
e�i��+�i � b�+�

�!
k0

=
kX
k=1

e�iI�+�+�'(�i)� 


kX
k=1

e�iI�+�x(�i)�
k1

� (1 + �)

kX
i=1

e�i��i

� b�+�+�

� (1 + � + �+ �)
+

b�+�


� (1 + � + �)
+

b�

� (1 + �)
k1;

Ce qui implique

k0 =
� (1 + �+ �)Pk

i=1

�
e�i��+�i � b�+�

� " kX
i=1

e�iI�+�+�'(�i)

�

kX
i=1

e�iI�+�x(�i)�
b�+�+�

� (1 + � + �+ �)
+

b�+� 


� (1 + � + �)
� 1

� (1 + �)

 
kX
i=1

e�i��i � b�

!
k1

#
:

Donc

x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 '(y)dy � 


� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

�
 

� (1 + �+ �)Pk
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

�
� (1 + �)

t�

!0@ 1

� (� + �+ �)

kX
i=1

e�i

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1 '(y)dy

� 


� (� + �)

nX
i=1

e�i

�iZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy � 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1 '(y)dy

+



� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A
+

� (1 + �+ �)Pk
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

�
� (1 + �) � (1 + �)

t�

 
kX
i=1

e�i��i � b� + 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:
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Ou bien

x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 '(y)dy � 


0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

1A
�
 

� (1 + �+ �)Pk
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

� 1

� (1 + �)
t�

!

�

24 kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1 '(y)dy

1A
�


kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �)

�iZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy

1A� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1 '(y)dy

+


0@ 1

� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A35
+

� (1 + �+ �)Pn
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

� 1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:

Remarque 2.1 Posons

� =
� (1 + �+ �)Pk

i=1

�
e�i��+�i � b�+�

� ;
On trouve

x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 '(y)dy � 


0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

1A
�
�
�

1

� (1 + �)
t�
�

�

24 kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1 '(y)dy

1A
�


kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �)

�iZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy

1A� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1 '(y)dy

+


0@ 1

� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A35
+�

1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
nX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:
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2.3 Problème du point �xe

On notera l�espace de Banach des fonctions continues sur [0; b] dans R par :

X = C ([0; b] ;R) :

On transforme notre problème à un problème du point �xe, alors on considère l�opérateur
 : X ! X par :

 x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1
"
f(y; x(y)) +

mX
j=1

I�jhj (y; x(y))

#
dy � 


0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

1A
�
�
�

1

� (1 + �)
t�
�

�

24 kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1
"
f(y; x(y)) +

mX
j=1

I�jhj (y; x(y))

#
dy

1A
�


kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �)

�iZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy

1A
� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1
"
f(y; x(y)) +

mX
j=1

I�jhj (y; x(y))

#
dy

+


0@ 1

� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A35
+�

1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:
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Alors

 x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 [f(y; x(y))] dy

+
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1
"
mX
j=1

I�jhj (y; x(y))

#
dy

�


0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

1A
�
�
�

1

� (1 + �)
t�
�

�

24 kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1 f(y; x(y))dy

1A
+

kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1
"
mX
j=1

I�jhj (y; x(y))

#
dy

1A
�


kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �)

�iZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy

1A
� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1 f(y; x(y))dy

� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1
"
mX
j=1

I�jhj (y; x(y))

#
dy

+


0@ 1

� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A35
+�

1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:
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C�es- tà-dire

 x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 f(y; x(y))dy

+

mX
j=1

0@ 1

� (�+ � + �j)

tZ
0

(t� y)�+�+�j�1 hj (y; x(y)) dy

1A
�


0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

1A
�
�
�

1

� (1 + �)
t�
�

�

24 kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1 f(y; x(y))dy

1A
+

mX
j=1

kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ � + �j)

�iZ
0

(�i � y)�+�+�+�j�1 hj (y; x(y)) dy

1A
�


kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �)

�kZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy

1A
� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1 f(y; x(y))dy

�
mX
j=1

0@ 1

� (� + �+ � + �j)

bZ
0

(b� y)�+�+�+�j�1 hj (y; x(y)) dy

1A
+


0@ 1

� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A35
+�

1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:

Remarque 2.2 Nous décomposons l�opérateur  comme suit :

 x(t) =  1x(t) +  2x(t);
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Où

 1x(t)

=
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� y)�+��1 f(y; x(y))dy +

mX
j=1

0@ 1

� (�+ � + �j)

tZ
0

(t� y)�+�+�j�1 hj (y; x(y)) dy

1A
�


0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� y)��1 x(y)dy

1A� �� 1

� (1 + �)
t�
�

�

24 kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ �)

�iZ
0

(�i � y)�+�+��1 f(y; x(y))dy

1A
+

mX
j=1

kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �+ � + �j)

�iZ
0

(�i � y)�+�+�+�j�1 hj (y; x(y)) dy

1A
�


kX
i=1

e�i

0@ 1

� (� + �)

�iZ
0

(�i � y)�+��1 x(y)dy

1A
� 1

� (� + �+ �)

bZ
0

(b� y)�+�+��1 f(y; x(y))dy

�
mX
j=1

0@ 1

� (� + �+ � + �j)

bZ
0

(b� y)�+�+�+�j�1 hj (y; x(y)) dy

1A
+


0@ 1

� (� + �)

bZ
0

(b� y)�+��1 x(y)dy

1A35 ;
et

 2x(t) = �
1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!
:

Notation 2.1 Notons que

�1 =
b�+�

� (�+ � + 1)
+

mX
j=1

b�+�+�j

� (�+ � + �j + 1)

+
j�j

� (�+ 1)

 
kX
i=1

e�i��+�+�i

� (�+ � + � + 1)

+

mX
j=1

kX
i=1

e�i�
�+�+�+�j
i

� (�+ � + � + �j + 1)
+

b�+�+�

� (�+ � + � + 1)

+
mX
j=1

e�i��+�+�+�i

� (�+ � + � + � + �j + 1)

!
;
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Et

�2 = j
j
 

b�

� (�+ 1)
+

j�j b�
� (�+ 1)

"
kX
i=1

e�i��+�i

� (�+ � + 1)
+

b�+��

� (�+ � + 1)

#!
;

Ainsi que

�3 =
j�j b�

� (�+ 1)� (� + 1)

 
kX
i=1

�
e�i��i � b�

�!
+ 1;

Avec

� =
� (�+ � + 1)Pk

i=1

�
e�i��+�i � b�+�

� :
2.4 Les hypothèses

On suppose que :
� (H1) : Les fonctions f; hj : [0; b]� R! R, (j = 1; :::;m) sont continues.
� (H2) : Soient x; y 2 R;tels que

9N0 > 0; jf(t; x)� f(t; x)j � N0 jx� yj ; t 2 [0; b] :

� (H3) : Soient x; y 2 R;tels que

9Nj > 0; jhj(t; x)� hj(t; x)j � Nj jx� yj ; j = 1; :::;m;

� (H4) : Il existe une fonction continue � : [0;+1)! [0;+1) telle que :

�(v) �Mv;

tel que
M�3 +�2 < 1;

Aussi �����
pX
l=1

x(tl)�
pX
l=1

y(tl)

����� � � kx� yk ; x; y 2 C ([0; b] ;R) :

� (H5) : Il existe une fonction continue '; 'j : [0;+1) ! [0;+1) et des fonctions
croissante �;�j sont continués sur [a; b] telles que :

jf(t; x(t))j � �(t)' (jxj) ;

Aussi
jhj(t; x(t))j � �j(t)'j (jxj) :

� (H6) : Soit �0 un nombre réel tel que :

�0

� k�k+
mX
j=1

�j k�jk'j(�0) + �3 jx0j
>

1

1� (�2 +�3M)
;
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tel que

� =
b�+�

� (�+ � + 1)
+

j�j b�
� (�+ 1)

"
kX
i=1

e�i��+�+�i

� (�+ � + � + 1)
+

b�+�+�

� (�+ � + � + 1)

#
;

Et pour j = 1;m; on a

�j =
b�+�+�j

� (�+ � + �j + 1)
+

j�j b�
� (�+ 1)

"
kX
i=1

e�i�
�+�+�j+�
i

� (�+ � + �j + � + 1)
+

b�+�+�j+�

� (�+ � + �j + � + 1)

#
:

2.5 Quelques résultas

Théorème 2.1 On suppose que

kX
i=1

�
e�i��+�i � b�+�

�
6= 0:

Alors, notre problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve. Etape 1 : On montre que  1 : 
�0 ! X est continue avec


�0 = fx 2 C([0; b] ;R) : kxk � �0g :

Soit xn � 
�0, tel que
kxn(t)� x(t)k ! 0; n! +1:

On a
kf(x; xn(t))� f(x; x(t))k ! 0; n! +1;

Aussi, nous avons
khj(x; xn(t))� hj(x; x(t))k ! 0; n! +1:

Il vient
k 1(x; xn(t))�  1(x; x(t))k ! 0; n! +1:

Etape 2 : On montre que  1(
�0) est borné. Pour tout x 2 
�0 ; nous avons

k 1xk � � k�k'(�0) +
mX
j=1

�j k�jk'j(�0) + �3�0;

Ce qui implique que  1
�

�0
�
est borné.
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Etape 3 : On montre que  1 est équicontinu. Donc, soit t1; t2 2 [0; b] tels que t1 > t2;
on a

k 1x(t1)�  1x(t2)k

� k�k'(�0)
� (�+ � + 1)

h
t�+�2 � t�+�1

i
+

mX
j=1

k�jk'j(�0)
� (�+ � + �j + 1)

h
t
�+�+�j
2 � t

�+�+�j
1

i
+

j
j �0
� (�+ 1)

[t�2 � t�1 ] +
j�j

� (�+ 1)
[t�2 � t�1 ]

"
k�k'(�0)

kX
i=1

e�i��+�+�i

� (�+ � + � + 1)

+
mX
j=1

kX
i=1

e�i�
�+�+�j+�
i

� (�+ � + � + �j + 1)
k�jk'j(�0) + j
j �0

kX
i=1

e�i��+�i

� (�+ � + 1)

+
b�+�+�

� (�+ � + � + 1)
k�k'(�0) +

b�+�+�j+�

� (�+ � + �j + � + 1)
k�jk'j(�0) +

j
j �0b�+�
� (�+ � + 1)

�
;

On obtient
k 1x(t1)�  1x(t2)k ! 0; t1 ! t2;

C�est-à-dire  1 est équicontinu.
Etape 4 : On montre que  2 est contractant. D�après l�hypothèse (H4), il est clair que :

j 2x(t)�  2y(t)j =
������ 1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!

�� 1

� (1 + �)

1

� (1 + �)
t�

  
kX
i=1

e�i��i � b�

!
+ 1

! 
pX
l=1

x(tl) + x0

!�����
� kx� yk :

Etape 5 : On montre que  2 est borné. On a

k 2xk � �3 jx0j+M�0:

Etape 6 : On montre que le cas (ii) du théorème 1.5, n�est pas véri�er, tel que en utilisant
le raisonnement par l�absurde. Alors, soit (ii) est satisfaite, c�est-à-dire Il existe x 2 @
;

9� : 0 < � < 1; x 2 @
�0 : x = �'(x);

Donc
kxk = �0;

On obtient
�0

� k�k+
mX
j=1

�j k�jk'j(�0) + �3 jx0j
� 1

1� (�2 +�3M)
;

C�est une contradiction de hypothèse (H6):



Chapitre 3

EDFs au sens Hadamard

3.1 Introduction

Cette section est consacrée à l�étude existence la solution intégrale d�un éqaution di¤é-
rentiel fractionnaire suivante :

D�(D� + 
)x(t)� f(t; x(t)) = 0; t 2 [1; e] ; 
 2 R; (3.1)

Avec conditions suivante : �
x(1) + x(e) = 0;
D�x(1) +D�x(e) = 0;

(3.2)

Où :

(a) D� et D� sont des dérivées fractionnaires d�ordre �; � respectevement au sens d�Ha-
damard tel que : 0 < �; � < 1:

1. f : [1; e]� R! R est une fonction continue donnée.

3.2 Solution intégrale

Lemme 3.1 La représentation intégrale du problème au limite fractionnaire (3.1)-(3.2) est
donnée par :

x(t) =
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s))

ds

s

� 


�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1x(s)

ds

s
� 1
2

1

�(�+ �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1f(s; x(s))

ds

s

+
1

2




�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1x(s)

ds

s
:

Preuve. On considère l�équation suivante :

D�(D� + 
)x(t)� f(t; x(t)) = 0;

maintenant, on applique l�opérateur I� (intégrale au sens Hadamard), il vient

I�
�
D�(D� + 
)x(t)

�
= I� [f(t; x(t))] ;

33
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D�où
D�x(t) = I�f(t; x(t))� 
x(t) + c0; c0 2 R;

Pour déterminer la constante c0, on utilise les conditions aux limites on trouve :

D�x(1) = I�f(1; x(1))� 
x(1) + c0;

Ainsi que
D�x(e) = I�f(e; x(e))� 
x(e) + c0;

Et puisque x(1) + x(e) = 0; on obtient

_ I�f(1; x(1))� 
x(1) + c0

= � I�f(e; x(e)) + 
x(e)� c0;

Donc
c0 = �

1

2
I�f(e; x(e)):

Alors, il vient

D�x(t) = I�f(t; x(t))� 
x(t)� 1
2
I�f(e; x(e)):

On applique l�opérateur I�; on a

I�D�x(t) = I�I�f(t; x(t))� 
I�x(t)� 1
2
I�I�f(e; x(e));

Ou bien
x(t) = I�+�f(t; x(t))� 
I�x(t)� 1

2
I�+�f(e; x(e)) + c1; c1 2 R:

Encore une fois, en utilisant les conditions aux limites, ona

x(1) = I�+�f(1; x(1))� 
I�x(1)� 1
2
I�+�f(e; x(e)) + c1;

Et
x(e) = I�+�f(e; x(e))� 
I�x(e)� 1

2
I�+�f(e; x(e)) + c1;

Donc
c1 =




2
I�x(e):

En�n
x(t) = I�+�f(t; x(t))� 
I�x(t)� 1

2
I�+�f(e; x(e)) +




2
I�x(e);

D�où le résultat.



Chapitre 4

Exemple

On considère le problème suivant :

8>>><>>>:
D

2
5 (D

5
8 +

1

15
)x(t) = f(t; x(t) +

P2
j=1 I

�jhj (t; x(t)) ; t 2 [0; 1];

x(0)� 1

20
=
P2

l=1 x(tl) ;

I
1
2x(1)�

P2
i=1 e

�iI
1
2x(�i) = 0; �i 2 R; 0 < �i < 1:

On a
� =

2

5
; � =

5

8
; 
 =

1

15
; x0 =

1

20
:

Ainsi que

f(t; x) =
exp(�t)x

(10 + exp(t))(1 + x)
;

D�autre part, pour tout t 2 [0; 1] et x; y 2 R nous avons :

jf(t; x)� f(t; y)j � exp(�t)
(10 + exp(t))

j x

1 + x
� y

1 + y
j

� 1

11
jx� yj:
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