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0.1 Résumé

L’objectif de ce travail est de contribuer au développement de la théorie d’existence
et d’unicité de solutions des équations différentielles fractionnaires. Les résultats obtenus
dans ce travail sont basés sur les techniques du point fixe.

Mots-clés :
Théoréme de O’Regan, Equations Différentielles Fractionnaires.

Abstract :

The objective of this work is to contribute to the development of the theory of existe
and uniqueness of solutions of fractional differential equations. The results obtained in this
work are based on fixed point techniques.

Key words :
Theorem O’Regan,, Fractional Differential Equations



0.2 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans diffé-
rents domaines scientifiques comme la physique, 'ingénierie, la médicine, 1’électrochimie, la
théorie du controle, etc.. . D’autre part, la théorie des équations différentielles fractionnaires
est 'un des plus important champs d’applications de la théorie du calcul fractionnaire (voir
[1]-[25]). D’autre part, les problémes aux limites pour des équations différentielles fraction-
niares se posent dans les sciences physiques et les mathématiques appliquées. Ainsi que, il
est parfois préférable d’imposer des conditions non locales puisque les mesures nécessaires a
une condition non locale peuvent étre plus précises que la mesure donnée par une condition
locale.

Dans l'article [15], les auteurs M. Kaid et al, ont étudies I’équation fractionnaire suivante :
DPk (g (£) D + hy(t))u(t) = f(t, ui(t), us(t), D™ ui(t), D*uy(t)), t e J= 0,1],

Avec conditions aux limites :

2k (0) = —zx(1)

Ce mémoire comprend quatre chapitres :

{ Dal’k(O) = —Da$k<1>,

Le premier chapitre :

Contient les principales définitions et notations nécessaires a la compréhension du contenu
de ce travail. On rappellera les définitions et les propriétés essentielles correspondantes a la
notion de I'intégration et la dérivation fractionnaire. Quelques théorémes du point fixe seront
présentés.

Dans Le chapitre deux :
On présentera des résultats sur le probléme d’équation différentielle fractionnaire linéaire
suivant :

DP(D® +y)a(t) — f(t, (1)) = Zm:ﬁjhj (z,2(t)), 0<t<b,

Avec des conditions aux limites sous la forme :

33(0) — Ty = f:l x<tl>7
Prd) =8 eMx(E) =0, L, €R, 0<E <b,

otl D et DP sont des dérivées fractionnaires d’ordre aet 3 tels que :

0<a,B<1, O0O<a+B<2



et I° représente I'intégrale fractionnaire d’ordre § > 0. En plus f, h; : [0,b] x R — R sont
des fonctions continues donnée.le nombre v est positif et 0 < 1 < to < ...t, < b ( voir [12]).

Dans le troisiéme chapitre :

Nous donnons des résultats d’existence de solution intégrale pour le probléme aux limites
suivant :
DP(D* + y)a(t) — f(t,x(t) =0, [1,6], 7 ER,
z(1)+x(e) =0, Dx(1)+ Dﬁx(e) =
tels que :

(i) D et D” sont des dérivées fractionnaires d’ordre a, 3 respectevement au sens d’Ha-
damard tel que : 0 < o, 5 < 1.

(ii) f:[1,e] x R — R est une fonction continue donnée.

Dans derniér chapitre :
On donne quelques exemples pour illustrer les résultats obtenus.




0.3 Notations :

Ensemble des nombres réels.
Ensemble des nombres entiers naturels.
Ensemble des nombres complexes.

Domaine borné dans R

La fonction Gamma.

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre ov > 0.
Dérivée fractionnaire au sens d’Hadamard d’ordre av > 0.



Chapitre 1

Rappels

La premiére et la deuxiéme section rassemblent les définitions et les propriétés essentielles
correspondantes a la notion de I'intégration et la dérivation fractionnaire (voir [12]).

Définition 1.1 On note par AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continus sur [a, b
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque sommables ie :

f € AC(la, b)) == 3p € L'([a,b]),
telle que

flx)=c+ /w o(t)dt.

Définition 1.2 Pour n € N, on note par AC"([a,b]) l’espace des fonctions a valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu’a Uordre (n— 1) continus sur [a,b] telle que f™1(x) €
AC([a, b)), c’est -a-dire :
AC™a,b] = {f :[a,b] —» Cet f " V(z) € AC[a,b]}.
En prticulier on a AC"[a,b] = AC|a, b].
Définition 1.3 L’espace noté AC§|a,b]défini par :
AC}la,b) = {f :[a,b] = C et d" ' f(z) € AC[a,b],6 = zd/dz}

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale 1.

1.1 La fonction Gamma

Définition 1.4 On appelle la fonction Gamma notée ', la fonction définie par l'intégrale
sutvante :



Remarque 1.1 Pour tout o € R\{0,—1,-2..} et n€N ona:

1.
F'a+1) =al(a).
2.
F'a+n)=ala+1)...(a+n—1T(a).
3.

F'(n+1)=

1.2 La fonction Béta

Définition 1.5 La fonction Béta est donnée par :

1

B(a,8) = / (1—w)* " u’tdu, Re(a)>0, Re(B)>0.

0

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation suivante :

B(a, 5) = %, Re(a) >0, Re(f8) > 0.
1.3 Intégration-Riemann-Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s’appuie sur la formule de Cauchy pour le
calcul de 'intégrale répétée n fois qui est donnée par :

t

1
] /(t—r)a1 f(r)dr, t >0, a >0, n€N".

I"f(@t)] = o1

Définition 1.6 L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction continue f : [a,b] — R est défini par :

(t)-

Exemple 1.1 Calculons l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonc-
tion suivante :

{ )fjt—r Yf(r)dr, t >0, a > 0.
Iq [()]



1 t
2 [0- ) = 5 / (t— ) (¢ — a)dr.
En effctuant le chengement de variable
T=a+xz(t—a).

Avec la fonction Béta, il résulte x en que :

I¢ [(t - a)ﬂ]

a

= —(t—a)""B(a,+1)

_ Ly gpel@r@+y
N F'(a+5+1)

Donc
12 [(t — a)’] = % (t — a)*+e.

Par exemple pour a«=1et g =1, il vient

I'(2) 2
IMt—a)] = —==(t —
Hit =) = fg - a)
1
= §(t—a)2
Et pour a = %,on a
+1) 1
1o [(t —a)? L' (5 t—a)’tz
R e
r 1
(5+1) (t—a)’t2.
CES)
Lemme 1.1 Soit fla;b] — R une fonction continue. Alors pour tout « >0, 3 >0 on a :

1.
I I [F )] = 17 [f ()],
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7)) = 12 I [l
Preuve. On a

1o [P 1F0)] = ﬁ / ) I (f ()] dr

:m/j {(:U_T)Q—I/GT(T—t)ﬂ Upe )dt} dr
1

== Iaj—Tafl T TT— A-1
-t | e [ =0

_ ’ xl‘—j'a_lT— A=l dr
P(a)m)/afa)dt/a( G

En effectuant le changement de variable 7 =t 4 (z — t)p et en utilisant la fonction Béta, on
obtient :

Ia [[f[f(t)
/ dt/ (x—t—(z—t)p)* " ((x—1)p)’(x—t)dp

F /f dt/ — )t 1dt/(1 p)*p"dp
0

/ (2 — )L f(0)dt

B r<a>r<m .
= —1 ’ r — )AL
e DR O
= I [f(t)].
Exemple 1.2 57 on prend .
flz)=t—a, a= =3

Il vient

o ) =10 1 [<t—a>]]=fs[ G <t—a>5“] -

D’autre part, on a

2 2] =1z (- )] = [ - ad= 56—
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1.4 Dérivation-Riemann-Liouville

Définition 1.7 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-
Liouville d’une fonction f : [a,b] — R par :

@ " n—ao
FEDE[f(0)] = (1 (@)
1 dn 17
T T(n- a)%/a (t =) f(r)drn—1<a<n, neR.
Exemple 1.3 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre au sens de Riemann-Liouville de

la fonction

fty=(t-a)’, B>-1
On a

RLD [(t — a)?] = % (ﬁ /at(t — 7)1 — a)ﬁdT)
d

== (L7 [(t=a)7])

- d F(6+1) l—a+
@ <m“—a> ﬁ)
ICETESVINCES IR
B I'(f—a+2) ‘

Par exemple, pour a = %, il vient

ok fi1-ar) = 4 (rg [ - avar)

-3(£ge-)
_(B+3)T(B+1) (t—a)*?
T (B+3)
Pour 1
o = 57 p=1,
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Remarque 1.2 La dérivée fractionnaire d’une fonction constant au sens de Riemann-
Liouwville n’est pas nulle. On a

Rhmarg @ c ¢ Y
DY [c] = pr (—F(l — ) /a (t—1) dT)
d 1 o d c 1o
:%(Ia [C]) :E<(1—Q)F(1—Oz)(t_a) dT)
- I'(l—a) (t=a)™
Pour ¢=1,0ona:
RLpe (1] = ﬁ (t—a)™.

Proposition 1.2 Soient f etg deux fonctions dont les dérivées fractionnaires existent
. Alors pour tous \, n € R,on a

1.
RED NS (1) + g (1)) = NPD ()] + 1™ DS [g(2)]
2.
RED2REDR (1)) £ D [1(1).
3.

MDD (O] £ Dy [MEDR (0]

Lemme 1.2 Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifant *LD%[f(t)] =0, a € In — 1,n],
n € N*. Alors
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1.5 Dérivée-Caputo

Définition 1.8 Soit f € C" ([a,b]), n € N* | on définit la dérivée fractionnaire au sens de
caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suit :

Dy[f(O] = L [f"@)]

1
- F(n—a)/ (t_T)n_a_lf(n)(T)dﬂn—l<a<n, n € N*.

Exemple 1.4 Soit
) = (t—a)®, B> —1.

Pour a >0, on a :

D[] = 27 [10)] = iy [ (=7 ey
Comme
F0) = g (= )
Alors
« _ Jn—a F(ﬁ+1) _a,B—n
D1 = 127 | s - o

= L@B+1) t — )" N —a) T dr
_F(n—a)f‘(ﬁ—n—l—l)/a(t ) ey

En effctuant le changement de variable

T=a+x(t—a),

Or
D2 [f(mzf(n—z)(lﬁ“:_ﬁl—)n—l—l)/o (zﬁ—a—:v(t—a))"_a_1 (1—a)” " (t —a)dx

= L(B+1) —a)’® 1 —z)" " e
= T O G
_ r (5 + 1) (t _ a)ﬁ*a
I'(B—n+1) '

Pour 1

B=1, 04257
D’ou
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Remarque 1.3 Si f = ¢, alors

c= _ t — el ) ar
[ = e
1 ‘ _— -
:—F(n_a)/a((t—T) x 0)dT =0
= D¢ [c] =Dy [1].

Proposition 1.3 1. Pour tout a >0, \,u € Rion a :
Dy [Mf(E) + pg(t)] = ADGLf ()] + nDgg(8)].
2. Pour tout a > 0, f : [a,b] — R,on a :

Dy I3 [f()] = f.

Lemme 1.3 Soit

Alors
DI [f()] = 17 [f($)] .t € [a,b].

1.6 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.9 Soit f une fonction continue sur |a,b] a valeurs dans R avec 0 < a < b <
oo et a > 0. Alors,l’intégrale fractionnaire d’ordre v au sens de Hadamard de f est définie
par

JEf(x) = ﬁ /I(log %)0‘1@%; a<xz<b,

ou I' est la fonction Gamma d’Euler.
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1.6.1 Quelques propriétés :

Proposition 1.4 Soient f et g deux fonctions continues sur |a,b] a valeurs dans R, \; et
Ao € R, pour tout a« >0 on a :

Ja Mf (@) + dag(z)) = M7 f () + XS5 g ().

Proposﬂslon 1.5 Soit f : [a,b] — R (log — ) une fonction continue,f € L¥([a,b]).Na, 3 €

R%, on a:
JoJ? ) = / / (log 2105 £y () 2L,

tellequeaﬁtﬁx,agsgt.

Proposition 1.6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, f € LP([a,b]). Alors, pour tout
a,BERL, ona:

JeIlf(@) = Jf(a)
IS f ().
Preuve. Nous avons m
ds dt
Jo I8 f(2) //1og )"~ (log 1) () 2
Puisque
a<t<ux,
et
a < s <,
ce qui implique
s<t<zx
Posons
_ log(t/s)
Y7 log(a/s)

Il vient qui

Alors

[ o) t0g Ly 19T

= /01 [logm — ylogf — 1ogs} ! [ylogg + log s — logs]ﬁllog (%) dy
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Donc
J S L A (e e N R
= B(a,B)(log =)*+7
I'(a)'(8) a1
n F(aJrﬁ)(log )+f3

C’est-a-dire

JoJEf(z) = M/m(log(g))aw 1 /()

D(e)I'(8) Ja s
_ 1 ! o E «@ 1f(8)
 T(a+p) /a ( g(s)) . 5
- )

En utilise les memes techniques, on obtient
T3 I fx) = J3P f(a).
Exemple Soient o > 0, 8 > 0 et

(1) = <log<§>)ﬁ_l.
Alors

Preuve. On a
t 1 t t s ds
o 1 - £—1 - = 1 “ya—1 1 2 6—1_‘
gz (toe(E )77t = s [ o o 1
Soit le changement de variable suivant :
_ (logs/a)
~ (logt/a)’

On trouve

Jf(log(é))ﬁl = —/O (1 — u)* 1P

Remarque 1.4 En particulier, si 3 =1 et a> 0. Alors, on a

W0 = s ()

I'l+ a



17

1.7 Dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard

Définition 1.10 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est définie
par :

"Dy f(w) = "I f(x)

Oun—1<a<n, n=a]+1
Proposition 1.7 Pour a >0 et f € Cla,bl,on a :
"DYIf(t) = f(t),

mais

JDYf(E) # f(1).

Exemple 1.5 Soit f une fonction définie comme suite :

f(t) = (log 2)5_1 avec (> 0.

Alors
I'(3) t ga
H Nna _ “\B—a—1
D“f(t)——l‘(ﬁ—a)uoga) avec >0 et [>0.
On a .
"D f(t) = 8" (Jp 7 (log ) ),
on trouve . F(ﬁ) .
n—ao “\8-1 — “yn—a+p-1
Jo " (log ) Tn—at7) (log ) ,

D’ot le résultat.

Remarque 1.5 En particulier, si
=1 et a>0.

Alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d’une fonction constante est en général mon

nulle, c’est-a-dire
1 t

log —)~“.
] (log )

H na
D=
a® Nl -«
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1.8 Lien entre la dérivée fractionnire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Pour tout y € AC}[a, b], Nous avons :

“Diy(e) = D {y<x> =3 P 1o §>} .

Oun = [a] + 1.

1.9 Lemmes auxilliares :

Lemme 1.4 Soient f € AC§([a,b],R) et >0, on a:

n—1

JDf(z ch log x)*

OuCrLeR, k=1,2........ n—1et n—1<a<n,n:[a]+1.

1.10 Théorémes des Points Fixes

Les théorémes du point fixe sont des outils extremement utiles pour résoudre des équa-
tions différentielles et intégrales. En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes
pour lesquelles une fonction donnée admet un point fixe.

Dans cette section nous allons présenter le théoréme ’éxistence au moins d’un point fixe
qui est le théoréme de point fixe de O’Regan.

Ce théoréeme sont basés sur les définitions suivantes :

Définition 1.11 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé une application linéaire A de E
dans lui-méme est appelleé opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on désigne
par D4 tel que

Dy={x€ E:Ax € E}.

Définition 1.12 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble Q C X est dite
borné s’il existe M > 0 telle que pour tout x € Q2 on a :

] < M.

Définition 1.13 soit [ un ensemble de fonctions continues définiés sur un intervall I a
valeurs dans R. On dit que [”ensemble f est équicontinue si pout tout € > 0, il va exister un
0 >0,

tel que pour toute f € F' et pour tout t1,15 €
neN, |t |< 9, alors

| f(t1) — f(t2) |[< 6



19

Définition 1.14 soit (X, ||||) un espace vectoriel normé .Une application ¢ de X dans X
est dite contratante s’il existe un nombre positif k €]0,1[ tel que pour tout x,y € X, on a

o(x) = oY) 1<k [lz—yll

Définition 1.15 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé et ¢ une application d’un élément
de X dans lui-méme. On appelle point fixe de p tout point x € X tel que :

p(r) = .

1.10.1 Principe de Contraction de Banach

Définition 1.16 Soit X un espace de Banach et f : X — X wune contraction. Alors, f
admet un point fixe unique.

Définition 1.17 Soient X etY deux espaces de Banach. L’opérateur continue ¢ : X — Y

est complétement continu s’il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte
dans Y.

1.10.2 Théoréme du point fixe de Schaefer

Notre deuxiéme résultat du point fixe est le théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 1.1 Soit X un espace de Banach et T' : X — X on opérateur complétement
continu. Si [’ensemble
A={reX:o=pTz, 0<p<l},

est borné, alors T posséde au moins un point fixe.

1.10.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Notre troisiéme résultat du point fixe est le théoréme du point fixe de Schauder :

Théoréme 1.2 Soit X un espace de Banach. U un fermé, conveze et non vide de X tel que
Uapplication T : U — U est relativement compact dans X. Alors, T posséde au moins un
point fixe dans U.

1.10.4 Théoréme du point fixe d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.3 Soit Q2 C X. Alors Q) est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Q uniformément borné.

2. Q est équicontinu.
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1.10.5 Théoréme du point fixe Krasnoselskii

Théoréme 1.4 Soient X un espace de Banach, ) un sous-ensemble fermé, borné et convexe
de X. On suppose que les opérateurs S et T vérifient :

1. Tx+ Sy e, Vx,yel
2. S est continu et compact.

3. T est contractant.

Alors, il existe au moins un élément z € ) tel que Sz + Tz = z.

1.10.6 Théoréme d’Oregan

Théoréme 1.5 Soient X un espace de Banach, C'C X est un conveze fermé, soient € un
ouvert dans C' et p : QQ — C tels que :

1. 0€Q et o(Q) est borné tel que : p = @, + @,.
2. ¢, : Q — X est continu et complétement continu.

3. Yy Q — X est contractant (i. e, il existe une fonction positive croissante T :
[0, +00) — [0, +00) satisfaite w(x) < x, x > 0, telle que

lpa(z) = o < wllz —yll, Yo,y €

Alors, des proposition suivants et vérifieé
(i) ¢ admet un point fize

(i1) Il eziste x € OL;
r=pp(xr), 0<pu<l.



Chapitre 2

Probléme aux Limites pour des
Equations Différentielles
Fractionnaires

2.1 Introduction

Durant les derniéres années, parmi les problémes aux limites non classiques pour les
équations différentielles aux dérivées fractionnaires une place importante est occupée par les
problémes avec des conditions non locales. Alors, on considére le probléme suivant :

DP(D® +y)a(t) — f(t, (b)) = i[‘%‘hj (t,z(t)), 0<t<b, (2.1)

Avec conditions aux limites suivantes :

:L'(O) — Ty = f:l x(tl)v (2 2)
Pxb) =S8 eMl(E) =0, NeR, 0<& <D, '

Ou D* et D” sont des dérivées fractionnaires d’ordre v, 3 tel que :

0<a,0<1, O0<a+p<2,
Et % représente l'intégrale fractionnaire d’ordre 6; (j = 1,...,m) avec 0 < §;, § < 1. En
plus f,h; : [0,0] x R — R (j = 1,...,m) sont des fonction continues donnée. et v est un
nombre positif et 0 < t; <ty < .1, <b.

2.2 Probléme intégrale

Lemme 2.1 Soient 0 < o, 8 < 1. On suppose que

k
Z (ez\igia+5 _ ba+6) £0.

i=1
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Alors, la représentation intégrale d’équation suivantes :
DP(D* +y)x(t) = o(t), te[0,0],

Avec conditions auz limites :

2(0) — 2o = D3, 2(t),
Pad) —F M) =0, NER, 0<¢& <b,

est donnée par :

(1)

1 t a+6-1 i / a—1
= mo/ (t—1) g o(y)dy — m/(t — )" z(y)dy

0

_ I'(l+a+4) . 1 R
> 1 (e/\i§;?‘+5 — b)) T (1 + a)t L'+a+p) ;6 O/(fz y) o(y)dy

1=

k &,
potat+s pote
i 6+a71 i
i dy —
5+a ;6 / z(y)dy Flt0ta+p) TA+rota)

I'(l1+a+0d) o (&= 5 P ) )
+Zk (€*k€?+5—ba+é)r(1+a)r(1+5)t (Ze & —b +1> (Z (t) + o>.

=1 i=1 =1

Preuve. On a
DP(D™ +7)x(t) = (1), (2.3)

En appliquant 'opérateur I° a I’équation (2.3), on trouve
7 [D(D* + y)a(t)] = IPp(t),
Ce qui implique
(D +y)a(t) = I%0(t) — ko, ko € R,
il vient
Dex(t) = IPp(t) — ya(t) — ko,

encore une fois, on a
I [D%x(t)] = I°TPo(t) — yI%(t) — I%ko — k1, ki € R,

Alors
a(t) = 1*Pop(t) — v (t) — Ik — ki,
C’est-dire o

a(t) = I°"Pp(t) — v (t) — T(+a)

ko — ky.
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Alors, pour ¢t = 0 on trouve

z(0) = I°Pp(0) — yI*2(0) —

Maintenant, pour t =&, k =1,n
z(§;) = [aw(ﬁ(fi) —Ix(&;) — I"ko — ka,

Donc
L&) = I Pp(g,) =AM w(E,) — I ko — Ik,
Alors 5 5
Pa(€) = I Pp(e) — q1otea(e) - — S0 _j— S,
! ! Y T(l+a+9) r(1+4) -’
C’est-a-dire
A 76 Xi 7o+t Ai 76+ Mg Mg
if N = M0 N — yeM [T (€) — L ko — L _k
€ ‘I(gz) € Sp(fz) e x(gz) F(1+a+5) 0 F(l—f-(S) 1
Ou bien
S en (e (24)
i=1
n k: n
— Ai [o+a+p N Xi po+a N 0 Ai gatd
Z o (&) 7;63 #(&,) —r<1+a+5);€ 3
ky i i ¢6
—r el
['(1+9) p

D’autre part, on a
z(b) = 1°TPp(b) — vI*x(b) — I"ko — ku,
Donc
IPx(b) = I Pp(b) — I ex(b) — 10T kg — Ik,

Alors
ba+6 b(S

G _ [Stats — AT — ko~ 5=
x(b) p(b) —~ (b) F<1+a+5)k0 I'(1+9)

k. (2.5)

De (2.4) et (2.5), il vient
ba+6 b6
ko — k1
I'(l+a+90) I'(1+9)

k k
= D NITp(g) —y Y NI a(g)
k=1 k=1

](5+a+ﬁg0(b) _ 7[5+ax(b) _

ko - A o+ k1 - X &6
F(l—l—a—i—d);e & r(1+5);e &
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D’ou

k ots ba+6
- i & S —
F(1+a+5);e S L

k k
k
= e)\i15+a+5<ﬁ(fi) - e)\i[Ma:U(fi) - e)‘lff
2 2 ERPS

b6
_[5+a+5 b [6+a b Lk

C’est-a-dire

k
a+5 o+
Fl+a+0) (}; -0 )> o
k k

_ i 76+a+3 i 70+a 1 i &0
= el (&) — eI (&) — 5 eM&;

> > R ) 2

po+a+s bé—i—a,y B

k
T(+0+a+h) T(+d+a) T+ "

Ce qui implique

L1+ a+9) N rota
k’o - k A\ cot+6 o 5 Z I+ +ﬁ
Zi:l (6 &0 — bt

k \; 70+ poto+B b5+a,y 1 k s b5 ’
_’Yizle 1 x(gi)_r(l—i_a—}_a—i_ﬁ)+P(1—‘r5+oz)_F(1+5) Ze & — .

=1

a+ 1 Y a—1
= a+ﬂ0/ - (y)dy—r—&)o/(t—y) z(y)dy

Il+a+9) o 1 - ; +a+f-1
) (Z‘-“ (er?”—b&M)P(Ha)t) (mzek/ &= el

=1
&

SN Sta—1 1 b o+atp-1
e ¢ € - ey / (b= ) p(y)dy

0

b
5+a 1
d
5+a/ *(y) y)
0

I'(l+a+9) 5 P
—i—z’? (6>\i§?+5_ba+5)r(1+a) (1+9) (Ze f —b +1> (;xtl —1—3:0).

i=1 i=1
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Ou bien
x(t)
a+ 1 1 a1
- O/ - y—7 (Wo/(t —Y) :v(y)dy>
_ 14+ a+9) 1 sa
SF (Mgt —pord) T (1 + )
[ & &
Ai 1 a+p8—-1
= (mo/ (& =y <p(y)dy)

k & b
i 1 +a—1 1 +a+p8-1
_7;5\1 (F(5+ a)/ (& — 3/)6 x(y)dy) m/ (b— y)(S A o(y)dy

0

b
+/Y (F (5:_ Oé)/ (b - y)6+a71 x(y)dy)]

0

(14 a+90) 1 k )
e g’ (S0¢ ) 1) (S en)

]
Remarque 2.1 Posons
— I'(l+a+6)
iy (X777 — bt
On trouve
x(t)
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2.3 Probléme du point fixe
On notera 'espace de Banach des fonctions continues sur [0, b dans R par :
X =C([0,0],R).

On transforme notre probléme & un probléme du point fixe, alors on considére 'opérateur
v : X — X par :

1 | a+f—1 < 5 1 / a1
N F(oﬂrﬁ)o/(t_y) ’ [f<yv$(y))+jz_;fth(y,x(y))] dyv(m/(ty) z(y)dy

k §; .
’ [Z ( TG+a+h) / 2 [f 20+ 2T 0 x<y>>] dy)
&

k
1
_ i ] d+a—1
726 (F ST & —y) :v(y)dy)
= 0

5+a+/3 O/ y) [ (y,x(y))+;ﬁjhj (y,x(y))] dy

)

1 p
+HF(1+5) 1—|—a <(Ze igd )—i—l) (;x(tl)—l—xo).
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Alors

m

k 3
Ai 1 S+a+B—1 5
+Z‘Z€ ' (F(5+a+5)0/<£z - y) ’ [Zl ]hj <y7$(y))] dy)

Jj=1
&

1 1 (&=, P
eyt ((Zg_b) H) ( MH%)'
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C’es- ta-dire

Ya(t)

1 a+p-1
F((Hﬁ)o/(t y)* T (2 (y))dy

S 1 / a+pB+8;—1
+;(F(a+ﬁ+5j)0/(t T hg(y,x(y))dy)

—7;@" (F(éia)/(& y)5+“1w(y)dy)

L'+a+p)
m b
N Z (F O+a i‘ B+ 5]')/ (b= )"y (y, 2 (y) dy)

1 1 N k i P
+HF(1+5)F(1+a)t ((;eAff_b(S)J“l) (l 37(tl)+330>-

=1

Remarque 2.2 Nous décomposons l’opérateur 1 comme suit :

Ya(t) = ya(t) + Paa(t),
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O

£
. ; 1 atfo—1
+ZZ€Al( (5+a+ﬁ+5)/(5'_@)(S - hg(y,w(y))dy)

¢,

6a
/ . y)
0

—mo/ (=)™ fly () dy

Notation 2.1 Notons que

patB ptB+d;
[(a+pB+1) +Z I'(a+pB4+0;+1)

N k A£q+,8+5
1) ( Fa+p+0+1)

m, =

Tlart
m k )\.SCX+B+5+5 i ba+5+§
+
+;;r @1f16+0,+1) T(atBrot)

e €a+ﬁ+5+5
Z F'(a+B+0+0+0;+1)
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Et
L= ] e . |A| b° z’“: e)xié“;l+6 . pa+oB
TN T(@+1) T+ |&Tlatotl) Tlatsrl)])
Ainsi que .
|A!ba
II; = 1,
’ I'(a+1) ; *
Avec

I'a+0+1)

A= )
Zf:l (e’\ 5%6 ba”)

2.4 Les hypothéses

On suppose que :
— (H;) : Les fonctions f, h; : [0,b] x R — R, (j =1, ...,m) sont continues.
— (Hy) : Soient z,y € R tels que

ANy > 0, |f(t,z) — f(t,x)] < Nolx —y|, te€]0,0].
— (Hs) : Soient z,y € R tels que
aN; >0, |h;(t,z) —hj(t,z)| < Njlze—y|, j=1,...m
— (Hy) : 1l existe une fonction continue 6 : [0, +00) — [0, 400) telle que :
0(v) < Mo,

tel que
M1l + 11, < 1,

Aussi

Z£(tl)_zy(tl) §9||35—?J||> T,y € C([()?b]vR)

=1 =1

— (Hs) : 1l existe une fonction continue ¢, ¢; : [0,+00) — [0,+00) et des fonctions
croissante @, ®; sont continués sur [a, b] telles que :

[F(tx(6)] < ()¢ (|2]),

Aussi
[ (t, ()] < (), (|]) -
— (Hg) = Soit §p un nombre réel tel que :

o - 1
1— (Tly 4+ T3 M)’

AN@I+ D A 11511 9;(80) + g ||

j=1
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tel que

pats |A| he €A¢§?+ﬂ+5

ba+ﬁ+5

F(a+ﬁ+1)+F(a+1)

Et pour j =1, m, on a

B potB+6; IA| b e/\ilg?+5+5j +0

;F(a+ﬁ+6+1)+F(a+ﬁ+5+1)

J

patB+3;+6

j_F(a+B+5j+1)+F(a+1) —~T(a++06;+6+1)

2.5 Quelques résultas

Théoréme 2.1 On suppose que

k
Z (e/\igioé-‘ré _ boz-i—é) 7£ 0.

i=1
Alors, notre probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.
Preuve. Etape 1 : On montre que v, : Qs5, — X est continue avec

Q5 = {2 € C([0,b],R) : ||z]| < do}-
Soit x,, C Qs,, tel que

|en(t) — z(t)|| — 0, n — +o0.

On a
1f (@, 20(t)) = f(z,2())]| = 0, n — 400,
Aussi, nous avons

Iy, (1)) = by, ()] = 0, n — +oc.

Il vient

+F(a+ﬁ+6j+5+1

Etape 2 : On montre que 9,(Qs,) est borné. Pour tout x € Qs,, nous avons

[r]l < A DI 0(d0) + Y A 191l ;(80) + s,

Jj=1

Ce qui implique que (ﬁ(go) est borné.

|
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Etape 3 : On montre que v, est équicontinu. Donc, soit tq,ts € [0,b] tels que t; > ta,
on a

[12(t1) — Pr2(t) |
[[[] #(do) — 125]19,(00)

B _ t‘”ﬂ 4 [ta+ﬁ+6j _ o8+
- F(a+5+1)[2 ! ;F (a+B+0;+1) !
k a6
|7|50 |A’ 6’\15
— 5 — ¥ — 5 — ¢ d 1) L
i 59+ﬂ+5j +6 k eigatd

=1 3 1=

i b ) i
+Z By w2 L2CORSILID DY o oy ey
potB+o potB+o;+6 |7| 50ba+5
) ) P (5 _—
D(a+B+0+1) 121l °>+F(a+ﬁ+5j+5+1) 1951 5 0)+F(a+5+1) ’

On obtient
[112(t) — hrx(t2)|| — 0, t1 — ty,

C’est-a-dire ¢, est équicontinu.
Etape 4 : On montre que v, est contractant. D’apres ’hypothése (Hy), il est clair que :

1 k \ p
@) vl = M Ty ((Z E ) ) ( xm)”“)
1 - Ai 0
I(1+6)r 1+a (<265 >+1> (;w(tz)ﬂo)‘

< e =yl

=

Etape 5 : On montre que 9, est borné. On a
[yl < T |wo| + M.

Etape 6 : On montre que le cas (i7) du théoréme 1.5, n’est pas vérifier, tel que en utilisant
le raisonnement par I’absurde. Alors, soit (i7) est satisfaite, c’est-a-dire Il existe x € 9€;

du: 0<pu<l; 2€0Q,: == pup(r),

Donc

]| = do,

On obtient
do 1

<
m = 1= (g + M)’
AR+ DA 19511 0;(30) + s o)

=1

C’est une contradiction de hypothése (Hg).



Chapitre 3

EDFs au sens Hadamard

3.1 Introduction

Cette section est consacrée a I’étude existence la solution intégrale d’un éqaution diffé-
rentiel fractionnaire suivante :

DP(D* +)z(t) — f(t,z(t) =0, te(le], yeR, (3.1)
Avec conditions suivante :

z(1) + z(e) =0,
{ Dex(1) + DPz(e) = 0, (3:2)
Ou :
(a) D et D? sont des dérivées fractionnaires d’ordre , 3 respectevement au sens d’Ha-
damard tel que : 0 < o, 8 < 1.

1. f:[1,e] x R — R est une fonction continue donnée.

3.2 Solution intégrale

Lemme 3.1 La représentation intégrale du probléme au limite fractionnaire (3.1)-(3.2) est
donnée par :

Preuve. On considére I’équation suivante :
DP(D* + y)a(t) — f(t, (1) =0,
maintenant, on applique Popérateur I” (intégrale au sens Hadamard), il vient

17 [DP(D” + y)x(t)] = I7[f(t, (1))

33
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D’ou
Dox(t) = 17 f(t,x(t)) — ya(t) + co, o €R,

Pour déterminer la constante ¢y, on utilise les conditions aux limites on trouve :

Dx(1) = I”f(1,2(1)) — ya(1) + <o,

Ainsi que
Dx(e) = 1P f(e, z(e)) — ya(e) + co,

Et puisque z(1) + z(e) = 0, on obtient

_ IPf(a(1) = y2(1) + o
= — IPf(e,z(e)) + yz(e) — co,

Donc
1

co = —§Iﬁf(e,m(e)).
Alors, il vient
Den(t) = 1 (t,2(1)) — 7a(t) — 317 (e, (e)).
On applique 'opérateur /¢, on a

[ Doa(t) = TP £(t, 2(t)) — /1w (t) — %mﬁ Fle,x(e)),

Ou bien .
w(t) = 1P f(t, w(t)) — v I (t) — §fa+5f(€,$(6)) +e1, o €R

Encore une fois, en utilisant les conditions aux limites, ona

P(1) = I F(1,2(1)) = A1%(1) = 31 f(e,2(e) + e,

Et
2(e) = I (e, 2(e)) ~ 1°x(e) — 31 F(e, a(e)) + o,
Donc
= %I “x(e).
Enfin

o(t) = I £, 0(1)) = A T°a(0) — 51 fle,w(e)) + 2 1°(e),

D’ou le résultat. =



Chapitre 4

Exemple

On considére le probléme suivant :

DE(DS + )a(t) = F(t (1) + 2 Ik (t2(t)), t € [0,1],
)

:L‘(O - % = Zl:l x(tl) )
I2x(l) = 32 eMTza(6) =0, N E€R, 0<& < 1.
On a
3 2 5 1
— o = — = — T —_ .
5 g T T T
Ainsi que
exp(—t)x
t,r) = ,
f(t,2) (10 + exp(t))(1 + )
D’autre part, pour tout ¢t € [0,1] et x,y € R nous avons :
exp(—t) x Y
t — f(t < _
1
< —l|x—yl.
< kel
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