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Résumé

Notre but de travail est de faire une synthese sur les résultats de l'article [6] concernant
I’étude des équations différentielles abstraites d’ordre deux de type elliptique

u"(x) + 2Bu/(z) + Au(z) = f(z), pp z€(0,1) (1)
avec une condition de Robin au bord z = 0 et autre de Dirichlet au bord x =1 :
u'(0) — Hu(0) = dp, u(l) = uy; (2)

telles que

* A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.
* [ est une fonction de I'espace L? (0, 1; X') avec p € |1, o0.

On s’intérsse a I’étude de 'existence, I'unicité et la régularité optimale de la solution classique
u du probléme — i.e. on cherche une solution u vérifiant

(i) weW?(0,1: X) N I7(0,1: D(A)), ' € L7(0,1: D(B)). \
{ (ii) u(0) € D(H). (3)

Ce travail améliore et compleéte les résultats obtenus par Chaggag et autres dans [5] et par
Mechden et Labbas dans [I§].
Quelques exemples sont donnés a la fin de ce mémoire.
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Abstract

Our work goal is to make a synthesis on the results of the article [6] concerning the study of
abstract, elliptic type, differential equations of second order

u'(z) + 2By (z) + Au(x) = f(z), pp z€(0,1)

with a Robin condition type at the boundary x = 0 and of type of Dirichlet at the boundary
r=1
uw'(0) — Hu(0) = do, u(1) = uq;

such that :

— A, B and H are closed linear operators in a Banach space X of type UMD.

— [ is a function in the space L” (0,1; X) with p € ]1, 00|

We are interested in studying the existence, uniqueness and optimal regularity of the classical
solution u of the problem — i.e. One finds a solution u that satisfies

{ (1) we W?P(0,1; X)NLP(0,1; D(A)), ' € LP(0,1; D(B)).
(i1) u(0) € D(H).

This work improves and complements the results obtained by Chaggag et al in [5] and by
Mechden and Labbas in [I§].
Some examples are given in the end of this thesis.
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Introduction

Dans ce travail, on étudie le probléme différentiel opérationnel elliptique complet de second

ordre suivant

{ u’(x) + 2Bu/(x) + Au(z) = f(z), pp x€(0,1) (P.1)

w'(0) — Hu(0) = do,  u(l) = uy,
ou
¢ A, B et H sont des operateurs linéaires fermés dans un espace de Banach UMD X.
¢ dy, ug sont des éléments donnés de X.

L’étude se fait dans le cas ot le second membre

FeLP(0,1;X), 1 <p< oo

L’objectif de ce travail est de trouver une solution classique u du probléme (P.1)) ; ¢’est-a-dire

on cherche une fonction u : [0,1] — X telles que :

(i) u € W2(0,1,X) N L7(0,1, D(A)), o € L*(0,1, D(B)).
(i1) u(0) € D(H).
(¢41) u satisfait (P.I)).

Développement historique :

Soit I’équation différentielle astraite du second ordre :
u’(z) + 2Bu/(z) + Au(z) = f(z) pp z€(0,1), (0.0.1)
avec les conditions aux limites de Dirichlet

u(0) = o, (0.0.2)
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tels que A et B sont des operateurs linéaires fermés dans un espace X, ug, u; sont des

éléments donnés de X. Plusieurs auteurs ont cherché 'existence de la solution du probléme

(10.0.1)) — (0.0.2)) qui laisse les termes u”, Bu' et Au bien définis et appartiennent au meme

espace que celui du second membre f. Différent cas sont étudiés, les plus étudiés sont le cas

Holdérien ou
fecd?o,1;X),0<0<1

et le cas LP ou le second membre
ferlr0,1;X), 1 <p< o

quelques études parues dans ce genre de recherche : Krein [I7], El Haial A. et Labbas R. [§],
A. Favini et co-auteurs [11], [12], [13] et [14].

En 2004, par la technique des semi-groupe (Voir Krein [I7]), A. Favini et co-auteurs [10]
ont prouvé que si (B? — A) est un opérateur linéaire fermé densement défini dans X, sous

I’hypothése de positivité

B? — A est un opérateur fermé linéaire dans X

R_C ,O(B2 ) et 3C' > 0 VA >0 (0.0.3)
|or+ B2 - H <<
avec
D(A) C D(B?), (0.0.4)
D((B?— A)2) C D(B), (0.0.5)
B(B* - Ay 'y = (B*- A)"'By, Vyec D(B), (0.0.6)
et
B génére un groupe fortement continu (emB )ZGR. (0.0.7)
Le probleme (0.0.1]) — (0.0.2]) admet une solution stricte
ue C?([0,1]; X)NC([0,1]; D(A)) et v’ € C([0,1]; D (B)), (0.0.8)

si f est Holderienne et ug, uy € D(A).
Dans [I1], la condition ((0.0.7)) dans I’étude précédente est remplacée par la condition

+B—(B*— A)% génére un semi groupe analytique. (0.0.9)

Ils ont prouvé que si
fec(0,1;X),0< 0 <1,

et que
U, U1 € D(A)
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alors le probleme ({0.0.1)) — (0.0.2)) admet une solution stricte (0.0.8).
De plus,si

£(i), Au; € (D(A), X)20 _, i=0, 1 |

5,007

alors u a la propriété de la régularité maximale
u”, B, Au € C([0,1]; X). (0.0.10)

Dans le cadre LP, pour avoir une solution stricte, généralement on suppose que ’espace X
est un espace de Banach UMD, il donne plus de régularité au second membre f. Favini et
co-auteurs [13], assume que X est UMD ( voir ), dans ce cas I'hypothése de positivité
(0.0.3) implique la densité du domaine D(B* — A) ( voir Hass [16] ), sous les assomptions
(0.04) ~ (0.08), (0.0.9) et +B + (B> — A)z € BIP (0, X), le probleme (0.0.1) — (0.0.2)

admet une solution stricte

{ u € W2P(0,1; X) N LP(0,1; D(A)) (0.0.11)

u' € L*(0,1; D(B)). '
si f e LP(0,1;X) et que u,,up € (D(A),X)%jp
Pour simplifier I'ecriture de la solution explicite, Favini et co-auteurs dans [14] ont introduit
(Papproche L et M) les deux opérateurs

S
=

Ly=B—(B*—A)2 et My=—-B— (B*>— A)z.

Sous la condition de la positivité (0.0.3)), telles que Ly et My ont le meme domaine et
commutent entre eux, D (LoMy) C D (A), Ly — My C B, Lo + My est inversible et que

—Lo, =M, € BIP(6,X),

le probléme (0.0.1)) — (0.0.2) admet une solution stricte (0.0.11)), si f € LP(0,1; X) et que
Up, Uy € (D(L%),X)ip.
En 2008, Chaggag et coauteurs dans [5], ont consédéré 1’équation non-compléte (0.0.1)) telle

que B = 0 et ils ont ajouté un parametre spectral & 'opérateur A qui devient A,, = A—wy!,

avec une condition de Robin au bord z = 0
u'(0) — Hu(0) = do, (0.0.12)

elle contient un opérateur fermé linéaire H défini sur D (H) C X ou X est UMD, telle que
H, A,, commutent aux sens des résolventes et sous les hypothéses

— A,,, He BIP(6,X) et inversibles, (0.0.13)

QA/2+9H<7T (0014)
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et
Heo(-V=42) — pe(—v=Ao) g (0.0.15)

avec D<\/——Aw> C D(H)

ils ont prouvé que le probleme

W'(2) + Awu(z) = () pp ¥ € (0,1),
u'(0) — Hu(0) = dy, (0.0.16)
u(l) = uy,

admet une solution stricte pour w suffisament grand et que u(0) € D (H), si et
seulement si f € LP(0,1; X) (co >p > 1) et u, € (D(A),X)ﬁ%,p, uy € (D(A),X)%yp.
Ce mémoire est une étude qui compléte le travail précédent, c’est une synthése sur larticle [6].
On considére dans un espace UMD X, I’équation différentielle abstraite compléte du second
ordre

u"(z) + 2Bu/(x) + Au(z) = f(z), pp x€(0,1) (0.0.17)

avec une condition de Robin au bord z = 0 et autre de Dirichlet au bord z =1
u'(0) — Hu(0) = dy, u(l) = uy; (0.0.18)

telles que
* A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.
* f est une fonction de l'espace L? (0, 1; X) avec p € |1, 00].

On s’intérsse a ’étude de I'existence, 'unicité et la régularité optimale de la solution classique

u du probléme (0.0.17)) — (0.0.18) i.e. on cherche une solution u vérifiant

(i) we W2(0,1, X) N L2(0,1: D(A)), o € L7(0,1; D(B)). ;
{ (i) u(0) € D(H). (3)

La téchnique du travail se base sur le célebre Théoréme de Dore-Venni [7] sur I'inverse de la
somme de deux opérateurs linéaires fermés et BIP et sur le théoréme de réitération en théorie
de l'interpolation [19], [25].

Le plan de ce mémoire est le suivant :

Le premier chapitre est consacré pour quelques rappels des notions fondamentales de la
théorie appliquée, ces notions seront nécéssaire pour comprendre notre travail, telles que :
les opérateurs fermés, les espaces fonctionnels comme ceux de soboléve, la théorie des semi-

groupes, la classe des opérateurs BIP.
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Le chapitre 2 est une synthése sur article [6] ; on donne la formule de représentation de la
solution u. On étudie les deux cas; le cas ou B = 0 qui est un bon modeéle pour clarifications
et le cas de I'équation compléte ot B génére un groupe fortement continu (G (x)), o, Puis on
étudie des différentes situations ot on applique les résultats obtenus pour B = 0 ot B génére
un groupe. A la fin de ce chapitre, on donne deux exemples d’application aux équations

différentielles partielles.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels sur les notions de base concernant les outils
d’analyse fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, les
espaces d’interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus
de détails voir [3], [2], [4], [16], [20], [21]). On donnera aussi quelques résultats sur la théorie

des sommes d’opérateurs linéaires dans le cadre commutatif (voir [7], [15]).

1.1 Les opérateurs fermés
Soient X, F et F' des espaces de Banach.

Définition 1.1.1 Un opérateur linéaire A est fermé si et seulement si son graphe est fermé

i.e. pour toute suite (x,,) C D (A) telle que x,, converge vers x et Ax, converge versy, alors
r€D(A) et Az =1y.

Définition 1.1.2 Soient A : D(A) ¢ X — F, B: D(B) C X — F deux opérateurs

linéaires. On dit que B est une extension de A, et on note A C B si
D(A) C D(B) et A= B sur D(A)
c’est a dire pour tout v € D(A) on a Ax = Bu.

Définition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.
¢ On définit I'ensemble résolvant p (A) de A par

p(A):={AeC: (A —A) estinversible dans L (X)}.
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¢ La résolvante Ry (A) de A au point X € p (A) est définie par
Ry(A):= (M — A"
¢ On note par o (A) au spectre de A, il est défini par
7 (4) = C\p(4).

Proposition 1.1.1 Soient A: D (A) C X — F un opérateur linéaire.
1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L (X, F), l'opérateur

A+B:D(A)CX—F

est fermé.
2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A=t est fermé.
3. Sip(A) # D alors A est fermé.

Définition 1.1.4 Soit A : D(A) C X — F un opérateur linéaire. On peut munir D (A)
d’une norme notée ||.|[, 4 et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D (A)
par :

12l peay = llzllx + [[A2] g -

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D (A), H.HD(A)) est un es-

pace de Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) C D (B). Alors BA € L(X).

Preuve : On a BA est défini sur X. Soit (z,,), une suite d’éléments de X telle que
Ty, — x dans X,
(BA)z, — y dans X.
Alors comme Im (A) C D (B), (Ax,),, est une suite d’éléments de D (B) et comme A € L (X)

on a
{ Az, — Az dans X,

B(Ax,) — y dans X.
B étant fermé et Ax, € D (B), d’aprés la définition (1.1.1), on a B(Az) = y. Ainsi x €
D (BA) et (BA)z =y.
BA est donc un opérateur fermé et définie sur X. D’aprés le théoréme du graphe fermé, on
obtient que BA est borné sur X i.e. BA€ L(X).
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Définition 1.1.5 [16, p. 19] On dit que lopérateur A est sectoriel d’angle 0 < w < 7, i

{ i) o(A) C 5y o
i) M (A,w') ==sup {|AR(\, A)||, A ¢ S} pour tout ' € (w,)

Avec
g . {zeC:|argz| <w} st O<w<T
T 0,00 st w=0
(0,00)

1.2 L’intégrale de Dunford

Notons par H(A) 'espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes

est définie par I'intégrale de Dunford suivante

2z7r/f ) (2l — A)” Ydz

Ou ~ est une courbe simple inclue dans p(A) qui entourne le spectre de A et f € H(A).
L’opérateur f (A) € L£(X) et ne dépend pas du choix de .
Pour plus de détails voir [16].

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C{ semi-groupe)

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X
toute famille (G (t)),», dans L (X) vérifiant les aviomes suivants

(1) Pour tout x € X, application

est continue.
(i1) G (0) = I.
(191) Vs 2 0,Vt =2 0: G(t+s) =G (t)G(s).

On dit aussi que (G (1)), est un Co semi-groupe.

Remarques
i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (i7i) sont vérifiées pour s, ¢ de

signes quelconques.
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i1) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

GO <1

Exemples

1) Soit A un opérateur borné dans X, alors la famille d’opérateurs
G(t)=¢e" teR

est un groupe sur X.
2) Soit X = LP (R) avec 1 < p < oo et

(G@)f)(@)=[f(x—1),
dans ce cas (G (t)),, est un groupe appelé groupe des translations.

Théoréme 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1etw >0 telles que
Vt>0 ||G@)| < Me.

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

(G (1));=0, Uopérateur A défini par

D(A) = {x € X : lim M existe }

t—0+
Az ;= lim M

t—0t t
Remarques
1) Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (G (t)),s,, alors A est fermé a
domaine dense.
2) Le semi-groupe (G (t)),, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A.

4) Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (G (t tel que pour A > w,
t=0
IG @) < Me™,
alors, l’opérateur
(M — A)” / MG (t) zdt,
0
est borné et pour tout A € p (A)

[AT—A) 2| <M —w)™.
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5) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (G (t)),s,, alors
i) St x € D(A) et t > 0 alors G(t)x € D(A).
i1) La fonction t — G(t)x est continiment dérivable sur R si et seulement si x € D(A),
de plus, pour t > 0
%G(t)m = AG(t)r = G(t)Ax.
i11) Pour tout x € X et tout t >0
t t
/G(s)a:ds € D(A) et A/G(S)mds =G(t)r — x,
0 0
et si de plus © € D(A)

t t

A / G(s)zds = / G(s)Azds = G(t)z — .

0 0

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type o € |0, 7/2[ toute application
G définie sur l’ensemble

Yo=4{2€C:largz| <a}

a valeurs dans L (X) telle que
(1) z — G (2) est analytique sur %,,.
(2) Ve e X, G(0)=1 et

lim G(z)z=x
2€8q 2z—0

(13) Vzl, 29 € Za, G (Zl + Zg) == G (21) G (Zg) .
De plus

1 [, o
G(t)x = % e (21 — A)" ' xdz = .
gl
Théoréme 1.3.2 (de Kato) Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X.
(2) p(A) D{A € C*:ReA =0} et AM > 0 telle que
M
Tox
Alors, A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant

(1) 3C >0,V > 0: |G ()]l o) < C-
(2) Vt >0, G(t) € £L(X,D(A)) et |AG ()] <

VA>0:||(M = A)7Y| <

M
o
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1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par {2 un ouvert de R (non nécessairement borné), on pose

n
a = (aq, ag, ....,ap,) un multi-indice, avec |a| = > «; et on utilise la notation
i=1

o a (631 8 Qn
(L) (L)

Définition 1.4.1 Soit 1 < p < +oo. On définit les espaces LP(0, R; X') pour R > 0 par

R
LP(0,R; X) = {g : (0, R) — X mesurable : / g (@)|% dx < oo}
0

La norme de cet espace est

|=

R P
1900, = ( [ o da:)
0

L>(0,R; X) = {g : [0, R] — X, mesurable : sup ess||g(x)]y < —I—OO} ,

Pour p =00 on pose

z€(0,R)
munt de la norme

||9||Loo(0,R,X) = sup ess|g(2)] z.
z€(0,R)

Théoréme 1.4.1 L’espace L? (0, R; X), p € [1,+00] muni de la norme précédente est un

espace de Banach.

1.4.1 Intégrales définies dépendant d’un parameétre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient

i) J un intervalle non trivial de R,

i1) X un espace de Banach,

iii) f:J X [a,b] — X une application continue admettant une dérivée partielle par rapport
a la premiére variable % continue sur J x [a,b].

w) a, 8 deuz fonctions de classe C' sur J et a valeurs dans [a,b].

Alors, Uapplication

h + J—X y
r — h(:):):/ f(z, t)dt
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est de classe C* sur J et pour tout x € J on a
5o
) = B0 (0, 3(a)) — (@) f(aaw) + [ 5 oy

1.4.2 Les espaces d’interpolation

On désigne par X, et X; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé X (c’est a dire Xg — X, X; — X). Considérons les espaces de
Banach

XoN X, et X+ Xj,

munis des normes |7y ~x, = [l x, + 7]y, ; et

Le couple {Xp, X7} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.2 Soit { Xy, X1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire

entre Xo et X tout espace de Banach X tel que
XoNX;CX CXy+ X;.
Les espaces X;, 1 = 0,1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.3 Soient 6 € ]0,1] et p € [1,400]. On appelle espace d’interpolation entre
Xo, X1 Uespace (Xo, X1)g, tel que x € (Xo,Xl)om st et seulement si

i) t™%ug € LP (R, Xo), t'%u; € LP (R4, X4),

ol

+o0
d
LX) = § F3l0.00 = X5 [ IFOI% G < oc
0

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 6,
tel0,1[etp, ¢, re€[l,+]
1) Sio<é6 g w < 1 alors (X07X1)9,p C (XO7X1>

w7q :

2) Sip < q alors (Xo, X1),,, C (Xo, X1)g,, -
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3) Si XO = X1 alors (Xo,X1>97p = XO = Xl.

4)Si0<6<1
(X0, X1)op = (X1, X0)1-0,p- (1.4.1)

5)Si0<w< <1, alors on a ((Xo, X1)op, (Xos X1)wg), .. = (Xo, X1)a.r, avec

t,r
1 1—t ¢
a=(1-t)0+tw et —=—+-.
r p q
Propriété de réitération
Soient X un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. Alors

pour tout 6 € |0, 1[, p € [1,+o0] et n € N*
(X, D(A"))op = (X, D(A))nop (1.4.2)

Cas Particulier (D(4), X), ,
Soient X un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
X. Posons Xy = D(A) et X; = X, alors

XoﬂXl :D<A> et X0+X1 :X,
donc, pour tout 6 € ]0,1[ et p € [1,+00] on a
D(A) C (D(A), X),, C X.

Si p(A) D Ry et sl existe une constante Cy > 0 telle que

_ C
VA> 0 [(A=AD |y < 5
alors
(D(A),X)y, = Da(l—0,p)=(X,D(A))1-0p

= {zeX: Htl_eA (A— t)_leX eL?}.
Définition 1.4.4 Pour tout 6 € ]0,1[, p € [1,400] et k €N, on a
Dy(0+k,p)={x € DA"): Az € Ds(0,p)},

avec la norme

”xHDA(OJrk,p) = [lzf[x + ||AkaDA(0,p)'
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Si 6 ;é =, on a le résultat de réitération suivant
(X, D(A%))pq = (X, D(A))204 (1.4.3)
En utilisant , on obtient
(D(A%), X)pq = (X, D(A*)1-04 = (X, D(A))2-20,4 (1.4.4)

(Pour plus de détails sur les espaces d’interpolation et le théoréme de réitération, voir par

exemple Lions-Peetre [19] et Lunardi [20]).

Théoréme 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-

ment continu (G (t)),, alors pour tout p € [1,+o00] et 6 € ]0, 1]
(D(A), X)y, = {ze X |[t"H(G{#) -1z, € L}

munt de la norme

ol o, =l + / G

Avec les modifications usuelles si p = oco.

1/p

”p dt

1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNet 1l <p<oo:
On note W™? (§2, X) l'espace de Sobolev des fonctions f : 2 — X telles que 0*f € LP (2, X)

pour tout |a| < m et © un ouvert régulier de R". C’est un espace de Banach avec la norme

1/p
B (Z 10 Fll 2o 0. sil1<p<oo
HfHW"hp(QJ() - lal<m
max [|0% f”LooQX) si p = oo.

lalsm

Pour s € ]0,1[et 1 <p < oo :

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev par

s 1S (e Yl
WP, X)=¢ fel”(Q,X): // sp+nXda7dy<oo

On définit les espaces de Besov B} (2, X). Pour s € ]0,1[ et 1 < p,¢q < oo, par
a/p

s 1f (@) = FW)x ,
Bp,q (Q,X)={f€eL(QX) / / y,sq—&-n dy < o0

Avec la modification classique quand p = co et ¢ = 00
Dans le cas ot p =g on a By (€2, X) = WP (Q, X).
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1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach X, connue sous le nom

UMD (Unconditional Martingale Difference property), pour plus de détails voir [?].

Définition 1.4.5 On dit que X est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur LP (R, X) ,
1 <p< oo par

1 _
(Hf) () = — lim / FU=9) 05 vieR, Ve o™ R X)
17T e—0Tt S
e<\3\<%

est bornée.

Définition 1.4.6 X est {-convexe s’il existe une fonction € : X x X — R biconvexe telle

que

i) £(0,0) > 0
i) & (z,y) < ||z +yl| avec [lz]| = [ly| =1, Vz, y € X.

Théoréme 1.4.3 Soit X un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) X est UMD.

i1) Il existe une fonction & symétrique et biconvexe vérifie £ (0,0) > 0 et

§(x,y) < v+l

tel que
lz|| <1< |yll, Vz, yeX.

Exemples

» Les espaces de Hilbert (il suffit de choisir £ (z,y) = 1 + (x,y) ou le crochet (.,.) est le
produit scalaire).

» Les sous espaces fermés d’un espace UMD.

» Les espaces construits sur LP (2, X), 1 < p < oo tel que X est UMD

sont des espaces UMD. Mais les espaces C*(€2; X) (a € N) ne sont pas UMD.
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1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(d; X)

Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur
sectoriel. Si A : X — X est un opérateur borné positif, la puissance complexe de 'opérateur

A est définie par

1 -1
Afx=— [t*(t] — A) " xdt
20T ( ) ’
g
Ou z est un nombre complexe arbitraire.
Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de

partie réelle 0 < Rez < 1 par la représentation de Balakrishnan [I] suivante

—+00
/t“ (t1 — A)~" Axdt,

0

sin 7wz

Axr =

7

pour tout = € D(A) (voir Haase [16], Proposition 3.1.12, page 67).
Si —1 < Rez < 0, on écrit, pour x € D(A),

+o0

/tz (tI — A)~ " adt.

0

sin(z+ 1) 7
m

At = A4 =

Le théoréme suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de A* (voir Dore et Venni [7])

Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes

1) Soient z€ C:Rez <0 etm,neN:m>n+Rez>0 alors

—+00

L (m) / #HL (A (1] — A)) "t A "wdt

X Az =
Vo e v Fn+2)L'(m—n-—2)
0

est absolument convergente.
2) z — A? est holomorphe de {z € C: Rez < 0} dans L (X).
3) SimeN:m>2etzeC:Rez<m alors D (A™) est dense dans D (A?).
4) Soient w,z € C: Rew < 0 < Rez alors

AVA? C AVTF C APAY.

De plus, si Re (w + z) # 0 alors AVT* = A*A".
5) Soient « € RT et x € D (A%) alors z — A*x est holomorphe pour Re z < «.
6) Supposons que A* € L (X) pour s € R donc
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(a) Si Rew < 0 et w+ z =1is alors A¥T* = AV A* = A*A".
(b) Si Rew < 0 alors A®AY = AWTS = AWA'S,
(c) Si Rew > 0 alors A¥AY C A¥Ts C AYA™ et la seconde inclusion
est une égalité st Rew > 0.
9) Soient A C{z€ C:Rez <0} et Ay = AN (iR) # (). On suppose que

sup || A%|| < 400,
zZEA

alors Yw € Ay, A¥ € L(X) et A* — AY ou z — w, z € A (dans la topologie forte de
L(X)).
10) SiT e L(X) alors (A= X)""T =T (A= X", pour tout X € p(A), et

(a) TA* = AT pour Rez < 0.
(b) TA* C AT pour Rez > 0.

11) Si (A= X" et (B —pul)™" commutent alors

(a) A*B* = B"A? pour max {Rew,Rez} < 0.

(b) si A et B € L(X), Vs, t € R alors A*BY = B" A*
pour max {Rew,Rez} < 0.

Définition 1.5.1 On note BIP(X,«) (Bounded Imaginary Powers) ou o € [0,7[, l'en-
semble des opérateurs sectoriels sur X qui admettent des puissances imaginaires bornées (
Pour plus de détail voir [7]), ¢’est a dire U € BIP(X,«), si U est un operateur linéaire fermé
densément défini et satisfaisant :

{ |=00,0[ C p(U), Ker(U) = {0}, Im(U)

)
et Ie<LYA> 0, (U+A) 10< (1.5.1)

Y

>0 ||

ot Ker(U),Im(U) et p(U) sont respectivement le noyau, l'image et l’ensemble résoulvant

de U et ‘
pour tout s € R, U” € L(X)

et (1.5.2)
Je>1,Vs € R, || U™ ||x)< ce?l

On rappelle que l’operateur vérifiant (‘) admet une puissance complexe U* pour tout z € C
(voir Haase [16] p.70).

1.6 Sommes d’opérateurs linéaires dans le cas commu-
tatives

Soient X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés de
domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants p (A) et p (B)

non vides.
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On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes

d’opérateurs linéaires pour résoudre le probléme suivant
Au+Bu—Xdu=f, A>0 (1.6.1)
lorsque les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,
(A=) (B pl) ] = (A= 2D) (Bl — (B—pl) (A= =)t =0

La résolution de ce probléme repose sur la construction de I'inverse de A + B sous des

hypothéses correspondantes a des méthodes différentes

1.6.1 Sommes de Da Prato et Grisvard
Da Prato et Grisvard ont étudié 1’équation (1.6.1]) sous les hypothéses suivantes

((3CA,Cp >0, 04,0p € (0,7 tels que

i)p(A) DEs={2€C":|argz| <m— 04},
_ Ca (0

Vz € Sas (A - 2D) |y < %

(DG.1) it) p(B) DX ={2€C*:|argz| <7 —0p},

Vz € g ||(B - 21 C (6)

)_ch(x) = T
iii) 04 + 0 < .
iv) D(A) + D (B) = X,
VA€ p(A),Yuep(B):
(D&:2) { (A=A (B—ul) '] =0.

\

Les auteurs ont montré, pour f € D (0,q)+Dg (0,q),0 € 10,1 et g € [1,+00] que 'équation
(1.6.1)) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par I'intégrale de Dunford

-1
2
b\

u (A= (z+ N D) (B+zI)" fdz

Ot 7, est une courbe simple orientée de oo e~ & co e avec 0y € |0, ™ — 04[, demeurant

dans ¥ 4_» N X_pg. De plus, la solution a la régularité suivante

Au, Bu e Dy (0,q9) (resp. Dg(0,q)).
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1.6.2 Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier 1’équation (1.6.1)). Ils ont supposé que

(DV.0) X est un espace de Banach de type UM D,
i)p(A) D]—00,0] et IM4>0:|[(A+tD)7}| <

(DV.1)
ii)p(B) D ]—00,0] et IMp >0 (B +tI) H >0
VA€ p(A), pep(B),

(DV2>{ ()\[_A)fl (#I_B)fl _ ([LI—B)il ()\I—A)il
iWseR: A% € L(X) et
K4 =1, 64 >0, Vs € R: ||A®| < Kyefaldl,

(DV.3){ ii)VseR:B* € L(X) et
dKp > 1, 05 >0, Vs € R:||B*| < Kpe?sl*l,
iii) 4+ 0p < .

Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par
1 [A*B*!

21 sin Tz
¥

(A+B)™" dz,

Ou 7 est une courbe verticale contenue dans la bande

{z€eC:0<Rez< 1},

et orientée de ooe /2 vers ooei™/2,

Ce résultat a été généralisé par Priiss et Sohr [22], dans le cas ou 'un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.

Lemme de Trace

Lemme 1.6.1 ([15, p. 678, Theorem 2]) Soit u une fonction telle que
u e W"(a,b; X) N LF(a, b; D(QY)),

oun, k€ N* et p €]1,400|. Puis pour j € N satisfait la condition de Poulsen 0 < ]lj+j <n
et s € {a,b}, on a ul)(s) € (D(QF), X)ija,

n np



Chapitre 2

Principaux Résultats

2.1 Introduction

Ce travail est une étude sur des nouveaux résultats concernant les solutions d’une équa-
tion différentielle abstraite compléte de second ordre avec une condition au limite de Robin
généralisée. On donne une synthése sur les résultats de larticle [6].
On considére dans un espace UMD X, I’équation différentielle abstraite compléte du second
ordre

u"(z) + 2Bu'(x) + Au(z) = f(z), pp z€(0,1) (2.1.1)

avec une condition de Robin au bord z = 0 et autre de Dirichlet au bord z =1
uw'(0) — Hu(0) = do, u(1) = uq; (2.1.2)

telles que
* A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.
* f est une fonction de l'espace L? (0, 1; X) avec p € |1, 00].

On s’intéresse a ’étude de I'existence, 'unicité et la régularité optimale de la solution classique

u du probléme (0.0.17)) — (0.0.18) i.e. on cherche une solution u vérifiant

(i) uwe W??(0,1; X)NLP(0,1; D(A)), ' € L?(0,1; D(B)). )
(17) u(0) € D(H).
On étudie les deux cas; le cas ou B = 0 qui est un bon modeéle pour clarifications et le cas
de I’équation complete ot B génére un groupe fortement continu (G (2)), g, puis on étudie
des différentes situations o on applique les résultats obtenus pour B = 0 ou B génére un

groupe.
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2.2 Hypothéses

Soient X un espace de Banach complexe,
f appartient a LP (0,1; X)) o 1 < p < 00 et dy, uy sont des donnés de X,
A, B et H sont des opérateurs linéaires fermes dans X.

On considere dans 'espace X 1’équation différentielle abstraite complete du second ordre

(2.1.1) , avec les conditions aux limites abstraites de Robin (2.1.2)) .
Pour résoudre (2.1.1)-(2.1.2)) sans plus de régularité sur f, c’est a dire f € L? (0,1; X).
On suppose que

X est un espace UM D (2.2.1)

pour plus de détail sur 'espace UMD voir le premier chapitre [1.4.5] et [2].

Les hypothéses sur les opérateurs sont les suivantes :

B? — A est un opérateur linéaire fermés dans X avec domaine D(A) N D(B?) telle que
] —00,0[C p(B? — A) et supysq || A(B> — A+ M) || @)= 400,

(2.2.2)

B, B+ H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X avec domaine resp. D (B)
et D(B)ND(H),

il existe \g € p(B+ H); p1y € p(B) telle que

(B2—A)"Y B+ H—XNI)"' =(B+H— X\I)}(B?>— A) et

(B2~ A) B+ H — ) = (B+ H — iy ) (B — A) Y,

(2.2.3)
pour toute s € R, (B? — A)* € L(z) il existe 0y €]0; 7 (2.2.4)
telle que sup,cp || e %/(B? — A)" || 1)< +00, -
B génére un groupe fortement continu
(G (X)),eg sur X, (2.2.5)
D ((32 - Aﬁ) c D(B). (2.2.6)

De plus, on utilises des hypotheses d’inversibilité.

On note

=

P =—(B*>— A)
et on considére I'opérateur II défini par

D(I)=D(P)ND(B)ND(H) et U=(P—-B—-H)+e*(P+B+H).
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On suppose que

IT est fermé & inverse borné. (2.2.7)

On cherche ensuite une solution stricte au probléme ([2.1.1)-(2.1.2)), c’est-a-dire une fonction
u telle que

u € W?P(0,1; X)NLP(0,1; D (B)), v € L*(0,1; D (B)) (2.2.8)
et

w satisfait (2.1.1))- (2.1.2)).

Remarque 2.2.1 Sous (2.2.1)et (2.2.2) , on obtient
1. P est densement défini (voir [16], proposition 2.1.1. h, p. 20-21).
2. P est le générateur infinitésimal d’un semigroupe analytique (e””P )$>0 dans X (voir [1]) .

Alors,

P2etp e LP(0,1,X) si seulement si ¢ € (D (P?) ’X)%,p
PePp e LP(0,1,X) si seulement si p € (D (P?) ,X)%Jr%’p
(pour les détails voir le Lemme 4 dans [5], ou l'opérateur A, = A — wl est remplacé par
Uopérateur A — B2).

De plus, eF’¢ € D (Pk) pour tout £ € X, k € N, donc
PEePele = e PRel¢ € LY (0,1; X) (2.2.9)

(voir aussi le Lemme 9 dans [5]).

Remarque 2.2.2 Soient © > 0, y € R, v € p(P), A€ p(B+ H) et p € p(B). Sous les
hypothéses (2.2.1) ~ (2.2.5)) , on obtient
(p—v) " (B+H-X)"=(B+H-X)"(P-vl)"!
(P—vl) " (B—pl) " =(B—pl) " (P—vl)™",
P (B+H—-X)'=(B+H—\)"eP
P (B —pl) ™" = (B —pul) " e,
{ G)(B+H—-X)"'=(B+H-X)"G(y)
Gy)(p—ovl) " =@—v)) " Gy) etG(y)e” =G (y).
On outre pour tout z € D (B? — A), de Az = (B+ P)(B — P)z et (2.2.3) , il s’ensuit que

(B2—A) Az = A(B? - A) 2,
G(y)z€ D (B*—A)

et
G (y) Az = AG (y) =.
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Remarque 2.2.3 On assume (2.2.1) ~ (2.2.7) . On a BII 'est un opérateur linéaire fermé
défini sur X. A partir du théoréme du graphe fermé, nous déduisons que BII™' € L (X).
De méme BITI™! € L (X).

2.3 Le cas de ’équation non compléte B=0

Dans ce cas, le probléme précédent devient

W)+ Au) = F@) pp 7€ (0.1
{ u'(0) — Hu(0) = dp et up(f) — . (2.3.1)

Les hypotheses (2.2.2)) ~ (2.2.6) sont réduit a

{ A est un opérateur lineaire fermés dans X, (2.3.2)

[0; +00[C p(A) et supysg | A(A = A7 @< +00

{ H est un opérateur lineaire fermés dans X et il existe Ao € p (H) (2.3.3)

telle que A~ (H — NI) ™' = (H — NI) " A1

{ pour tout s € R, (—A)* € L (X) et il existe 6 €]0, 7]

| 2.3.4
telle que sup,.p || e /(= A)* || < +o0 | )

On note ) = — (—A)% et on definit 'opérateur A par
DA =DH)ND(Q) et A=(Q—H)+¢*?(Q+H).

Alors 'hypothese (2.2.7)) devient

A est fermé et inversible. (2.3.5)

2.3.1 Conditions nécessaires

La proposition suivante montre que si on veut un résultat d’unicité pour le probleéme (2.1.1))-
(2.1.2) alors I'opérateur A défini précédemment doit étre injectif.

Proposition 2.3.1 On suppose (2.3.2) ~ (2.3.4)) et soit p € |1, 400].

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout f € LP(0,1; X) et tous dy, uy € X, il existe au plus une seule solution stricte

u pour le probléme (12.3.1]).
2. Sl existe une fonction uw € WP(0,1, X) N LP(0,1, D(A)) satisfait

{ u'(x) + 2Bu/(z) + Au(z) =0 pp x€(0,1)
w'(0) — Hu(0) =0, wu(l)=0,

alors u = 0.



2.3 Le cas de ’équation non compléte B=0

19

3. ker A = {0}.

Preuve :
Les affirmations 1. et 2. sont clairement équivalentes.

Maintenant, on suppose l'instruction 2. et on considére gy, € ker A, on a

v € D(Q)ND(H) et ((Q—H)+e*?(Q+H))yo=0.

en raison de (2.3.3), on a
Q 'yo €ker AN D (A).

En posant
up (z) = e"Q yp — e 2eRQyy,  pp. x€(0,1),

on obtient ug € W2P(0,1; X) N L?(0,1; D(A)) avec

{ ug(z) + Aug(z) =0 pp z € (0,1)
up(0) — Hug(0) =0, wup(l) =0

Ainsi, par 'assertion 2. ; ug = 0. Mais uq est une fonction continue sur [0, 1], donc

Q! ([ - 62@) Yo = Q 'yo — e“e?Q " yo = uo (0) = 0,

puisque (I — eQQ) admet un inverse borné (voir [20], p. 60), on obtient yo = 0, par conséquent

KerA ={0}.
Inversement, on suppose ’assertion 3. et on considére une fonction
u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)),

qui est une solution stricte de

{ ug(x) + Aug(z) =0 pp x € (0
up(0) — Hup(0) =0,  up(l) =

1)
0.

En utilisant la méthode de réduction de Krein (voir [14] et [I7]) et en notant que u appartient

a C'([0;1]; X), on fait preuve qu’il existe yy , 21 € X tel que pour tout = € [0;1]

u(z) = ey + e

Mais
u(0) e D(H) et u(l)=0,
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ceci implique que
Yo+ €%z € D(H) et e%yy+ 2z =0, (2.3.6)
ainsi
(I —€*) yo= (yo+e%z) —e? (e“yo+21) € D (H).

Alors, a partir de ([2.3.3]), on déduit qu’il existe £ € X telle que
(I - 62@) Yo = (H - )\0—7)_157

et
yo= (I —e*) " (H—XI) ¢

o= (H —XI) ™ (I —*) ',

qui prouve que yo € D (H) .
On outre, pour tout x €]0, 1|

Q—lul (ZL‘) _ eryO . e(l—w)Qzl’
puisque v’ € C([0,1]; X), on obtient
yo— €%z = Q' (0) € D(Q),

mais e®z; € D (Q) qui donne y5 € D (Q) .

Finalement
u' (0) — Hu (0) = Qo — Qe®z — H (yo + €Q21) =0
u(l) = ero -+ 21 = 0,

et
0=(Q—H)yo— (Q+ H)e% = [(Q — H) + e*? (Q + H)]yo;

Par ’assertion 3., on obtien yy = 0 et & partir de , on obtien z; = 0. Finalement u = 0.
La proposition suivante montre que si on veut un résultat d’existence pour notre probléme
lorsque les données dy , u; sont dans D(A) (en fait on obtient des résultats lorsque
les données sont dans des espaces d’interpolation réels entre D(A) et X) alors I'image de

I'opérateur A doit étre dense en X.

On note que si on suppose (2.2.1), (2.3.2) alors D(A) = X (voir [16], proposition 1.1, p.18 —
19).
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Proposition 2.3.2 On suppose (2.2.1)) avec (2.3.2) ~ (2.3.4) et on suppose que pour tout
do € D(A), il existe une fonction

u € W*P(0,1; X) N LP(0,1; D(A))

qui satisfait

{ u(x) + Au(z) =0 p.p. x€(0,1) (2.3.7)

uw'(0) — Hu(0) = dy, up(l) =0.

Alors R(A) = X (voir que R(A) = A (D (A)) c’est l'image de l'opérateur A ).

Preuve :
On prend dy € D (A). On considére une stricte solution v € W*P(0,1, X) N LP(0, 1, D(A))
de (2.3.7) . Alors, comme dans la preuve de la proposition précédente, il existe yo; 21 € X tel

que
u(x) = e"yy + (I70Qz -y 0; 1],
avec
yo+e®zr € D(H), yo— ez € D(H)
et
e*@yo + 21 = 0,

dont on déduit que yo € D(H) N D(Q). Enfin

v (0) — Hu (0) = Qyo — Qe®z; — H (yo - eQzl) =0
U(l) = ero + 21 = 0,

c’est-a-dire

(Q—H)+e*?(Q+ H)lyo = (Q — H)yo — (Q + H) e?z1 = d,

donc dy € R(A). Alors D (A) C R(A), on conclut ,que D (A) = X.
Pour l'instant, si on assume 0 € p (A) ceci veut dire que ker A = {0}, R(A) = X et A™! est
continu de R (A) dans X.

D’aprés la proposition précédente, on a l'existence et 'unicité de la solution pour notre

probléme ([2.3.1)) .

On note que l'inversibilité dans la supposition (2.3.5))est exactement

A est fermé et 0 € p(A).
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2.3.2 La solution stricte du probléme

On conclut cette section par un théoreme qui résout le probléme et dont la preuve
compléte est donnée dans [5, Théoréme 11]. Dans [5], les auteurs remplacent A et @) parA,, =
A—wlet Q, = — (—Aw)% et ils prouvent, sous une hypothése supplémentaire sur H, que
Ay = (Qu — H) +e*?v (Q, + H) est fermé et inversible pour w > 0 assez grand. Ici, puisque
nous supposons l'inversiilité dans la supposition , le paramétre spectral w n’est pas

nécessaire.

Théoréme 2.3.1 On suppose (2.2.1)) et (2.3.2)) ~ (2.3.5)). Soit f € L7 (0,1; X) avec 1 < p <

+oo. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes,

o € (D)X,

2. Le probléme (2.3.1)) admet une solution stricte u.

De plus, dans ce cas, u est uniquement déterminé par la représentation suivante
u(z) = s1(x,do,ur) + s2 (, f) + R(z,do,ur, f),  ppxe(0,1),

telles que
s1(x, do,uy) = A" 1e™@dy 4 eI

1

so(x, f) = % (Q+ H) A_lQ_lemQ/esQf (s)ds
0
1

_%Qle(lx)Q/G(ls)Qf (s)ds

0
x

1
Q7 [y () ds k5@ [ (9

0
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R(z,do,ur, f) = (Q+H)A Q'™ e%uy — (Q+ H) A 'el! %%y,

1

~5(@+ MATQ e [ (5) ds
0
1

—% (Q+H) A_lQ_le(l_x)QeQ/esQf (s)ds

0
1

1
—i—§ (Q+ H) AlQle(lz)Qew/e(ls)Qf (s)ds.
0

2.4 Le cas ou B génére un groupe
Le cas ot B génére un groupe fortement continu
(G (X)),ep sur X,

avec
D ((32 . A)%) c D(B).

On a le théoréme suivant ;

Théoréme 2.4.1 On suppose (2.2.1) ~ (2.2.7)). Soit f € LP(0,1;X) avec 1 < p < +00.
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes

1.
2 2
dye (D(A-B ),X)%%p , w€(D(A-DB%),X), .

2p
2. Le probléme (2.1.1))-(2.1.2)) admet une solution stricte u. De plus,

ue L”(0,1;D (A - B?).
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Théoréme 2.4.2 Dans ce cas, u est uniquement déterminé par la représentation suivante

u(z) = G(—z)e” [II"'dy + Ke"G(1)u] (2.4.1)
%G(—w)e“’KP_l {/0 PG (s)f(s)ds — eP/O eI (s) f(s)ds

+G(—2)e" P (I — Ke*") G(1)uy — T el dy]

—% (—x)e(lm)PKepPl/o PG (s)f(s)ds

+

+%G(—x)P‘1 { /0 ' e=IPG(s) f(s)ds + / 1 eCIPG(s) f(s)ds|

o
K=(P+B+HI!

Preuve. Soient dy € (D (A — B?) X) 1y

Premiérement, en vertu de (2.2.3), on déduit que

%,p et u; € (D(A—Bz),X)L

2p +7p '

G(l)u; € (D (A - B?),X)

1 1 .
g+§7p

De plus, puisque (2.2.2)) ~ (2.2.7)) sont satisfaites alors (2.3.2)) ~ (2.3.5))) sont satisfaites avec

A remplacé par A — B? et H remplacé par B + H. On remarque aussi que
z+— G(x)f(x) € LP(0,1; X)
Ainsi, par le Théoréme [2.3.1], on peut construire une fonction
v e W?*(0,1;X)NLP0,1; D (A — B?)), (2.4.2)

qui est la solution stricte de

v"(z) + (A — B?)v(z) = G(z)f(z), p.pxe(0,1),
{ v'(0) — (B — H)v(0) = do,v(1) = G (]i)];l. (2.4.3)

Maintenant, pour tout = € (0,1), on pose

et par (?7), adapté au probléme (2.4.3), on obtient

v(z) = s1(z) + 82 (x) +7r(x), (2.4.4)
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ou
sy (z) = e Pdy + eT2PG (1) uy,

1 1
sy (x) = %KPlerP/O eSPG(s)f(s)ds—%PIe(lx)P/o eI (s5) f(s)ds

T 1
4P [ G p(s)ds P [ GG ),

2 0 T

r(z) = Ke'TePG (1) u — Ke' DTG (1) uy — I tel=9FeP g,

1
—%KPle“PeP/ eI G(s) f(s)ds
0

1 1
—§KP_16(1_I)P€P/ PG (s)f(s)ds
0

1 1
+§KP_16(1_$)P€2P/ eI=9PG(s5) f(s)ds.
0

De I’énoncé 2 de la Remarque [2.2.1], on obtient
z+— Pe*Pdy € IP (0,1, X) et .+ P2eU=9Py € LF(0,1; X),
mais, en raison de la Remarque on a

Bs|(z) = BII'Pe*Pdy — BP'P?9PG (1) u,
= BI 'Pe*Pdy — BP7'G (1) P2 =)Py,,

en tenant compte du fait que (voir la Remarque [2.2.3)
BII ' € L(X)

et
BP'G(1)e L(X),
on déduire que

Bs, € L (0,1; X).

De la méme maniére

1 1
2Bsy(x) = BPlKPemP/ e*TG(s)f(s)ds + BPlpe(lx)P/ e1=9PQ(s) f(s)ds
0 0

T 1
+BP_1P/ e CIPG(5) f(s)ds — BP_lP/ e PG (s) f(s)ds
0 T
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mais
BP ' K ¢ L(X),

en appliquant le Théoréeme de [7] (voir Lemme 3 dans [5]), on déduit que
Bsy € L¥(0,1; X) .
— Pour terminer

Br'(zr) = BP'KP?""e"G(1)u,

+BP 'K P20 DF2P G (1) uy + BPIT L P2e-2)P Py,

1 1
—§BP_1KP6‘”P6P/ eI (s5) f(s)ds
0

1 1
+§BP1KP€(1I)P€P/ PG (s)f(s)ds
0

1 1
—§BP_1KP€(1_x)P62P/ 9P G () f(s)ds,
0

et grace a ([2.2.9)), on obtient
Br' e LF(0,1; X),

. ’ L.
puisque Br peut s’écrire comme une somme de termes de la forme
TPFePel ¢, T PRIl

onTeL(X), ke{l,2}, (e X.

Ainsi, on a

Bv' = Bs, + Bs, 4+ Br € L¥(0,1; X). (2.4.5)
Puisque

B(B* - A)7', BYB?*-A)' e L(X),
de (2.4.2) on déduit que

{ Bu = B(B> — A)7(B* - A)v € L"(0,1; X) (2.4.6)

B?v = B*(B?> - A)"Y(B? - Ajv € L7(0,1; X).
Maintenant, pour tout z € (0, 1), on obtient de (2.4.2)), (2.2.3) et de la Remarque

u(z) =G (-z)v(r)eD(A-B%), (A-B)u(z)=G(-2)(4A-B*)v(z),

ue L7(0,1;D (A - B?%)),
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et de (2.4.2), (2.4.5)) et (2.4.6) on obtient

{u:,(x)zG(—x) (=Bv(x)+v'(x))
u'(z) = G (=x) (B (x) = 2Bv' (z) + 0" (v)) ,

— avec

u € WP(0,1; X)

De plus, grace a la Remarque [2.2.2} on obtient pour p. p. = € (0, 1)

Au(z) = G (—x) Av(z),

Et ainsi
u'(z) + 2Bu (x) + Au ()
= G(-z)(B% () — 2BV (z) + V" (z) — 2B*v (z) + 2BV () + Av ()
— G(- x)( (x )+(A—B2)v(x)>
= [f(2).
Puisque

{ u(l)=G(=1)v(l)=wu
'(0) — Hu (0) = —Bv (0) + v/ (0) — Hv(0) = dy,

on a prouver que u est une solution stricte de - vérifiant
u e L7(0,1;D (A - B?)).
Inversement, si u est une telle solution stricte de -, on pose
v(z)=G(x)u(x), p.p. x€(0,1).

Puisque
w € W*(0,1;X) N L7(0,1;D (A - B*)), u' € L"(0,1; D (B)),

on en déduit que v est la solution stricte de

V(@) +(A=B)v(2) =G (2)f(2), ae 2€(01),
v (0) = (B + H)v(0) = do, v(1) = G(1)uy

Encore une fois (2.3.2) ~ (2.3.5) sont satisfaites, avec A étant remplacé par A — B? et H

étant remplacé par B + H, donc par le Théoréme [2.3.1] on obtient
dy € (D (A—-B?),X) uy = G(-1)G(1)us € (D (A— B?),X)

1 1
—+ ’p7 1
2p>
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Pour conclure, on note que si ’assertion 1. ou 2. est satisfaite alors
u(z)=G(-z)v(z), p.p.-xz€(01)

ou v est uniquement déterminé par (2.4.4)). Cela donne ((2.4.1)).

2.5 Lecasou HestlicéaAetB

On rappelle que P = —(B? — A)'/2. On étudie le cas particulier
H=-B—-aP (a«ae€C, Re(a)>0),

et donc considérer le probléme
{ u'(z) + 2B/ (z) + Au(z) = f(z), a.e. z€(0,1)
' (0) + Bu(0) + aPu(0) = dy, u(1l) = uy.
Théoréme 2.5.1 On suppose (2.2.1)) ~ (2.2.6). Soient f € L¥(0,1;X) avec 1 < p < o0
et « € C avec Re (o) > 0.

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. dQG(D(A—B2),X)1 l7p,U1€(D(A—B2),X)1

%+2 ﬁap

2. Le probléme (2.5.1)) admet une solution stricte u. De plus

(2.5.1)

ue L7(0,1;D (A - B?)).
Dans ce cas, u est uniquement déterminé par

u(z) = G(—z)e"II™" [do+ (1 — a) Pe"G(1)u, ]

#5610 [ TG () fe,

S G (1 - ) TP /0 eI (s) [ (s)dy
FG (=) [(I = (1= a) TTHPE?’) G(1yuy — T e
_%G(—x)e(lx)]) (1-a) H16P/ "G (s) f(s)ds

0

—%G(—x)e(l_“”)P (P_1 —(1- a) H_IGZP)/O e1=9P @ (s) f(s)ds

1

+§G(—x)P71 [/Ox eIPG (s) f(s)ds + /Il PG (s) f(s)ds|

ol

1 —«
II=(1 I+ ——e?P)p.
(1+ a)( +1+ae )
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Preuve. On veut appliquer le Théoréeme avec H = —B — aP, mais dans ce cas
L —a 9p
MI=(14«a)DPavec D=1+ ——e*",
1+«

et pour conclure, il suffit de prouver que D est bornée inversible.

Par exemple :

Si a =1 alors D = I est borné inversible.

Si o = 0, puisque P engendre un semi-groupe analytique, on obtient que I — €2 et [ — e*f

sont inversible (voir [20], p. 60), donc
D= (I-¢")(I-¢")

est inversible.
Maintenant, pour a € C, avec Re (a) > 0, on adapte la preuve de A. Lunardi [20], p. 60.

Dans un premier temps, nous étudions la fonction g définie par

11—«
=1+——€* C.
g(2) +1+ae , Z €

Comme Re(a) > 0, on a

)

a—1

o+ 1' - \/ (Re(@))® + 2Re(a) +1 + (Im(a)* _
(Re(a))* = 2Re(a) + L+ (Im ()

donc, il existe p = In |3—fﬂ € [0,+o0] et v € [0, 27[, telle que

a—+1
a—1

— €u+w7

Donc

1
g(Z>:0<:>62z:Z+1<:>3]€EZZ:g_FZ(g_'_kﬂ-)?

d’ou 'on déduit que

g(z) #0 si Re(z) <0 et g¢g(0)#O0. (2.5.2)
De plus il existe Ry > 0 tel que
— | o< =
1+« -2
alors .
lg (2)| > 3 si Re(z) < —Ry. (2.5.3)

Nous étudions maintenant les propriétés spectrales de 'opérateur P.
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Pour 7 € ]0, 7[, on pose
S, ={z € C\ {0}:|argz| <n}.

Puisque P est borné inversible et génére un semi-groupe analytique sur X, il existe 6y €

]%,ﬂ'[, p > 0 tels que

590 UB (O,p) - :O(A)
et

sup ||z (P —zI)”
S0oUB(0,0)

1HL(X) < +00.

On choisit maintenant 6 € ]g, 0o [
De (2.5.2)), (2.5.3)) et (2.5.4), on en déduit qu’il existe C' > 0 et M > 0 tels que

g (2)| > C si z € C\Sy et
-1 . _
|(P — =I) HL(X)S%MSJZGSQ.

Enfin, on construit l'inverse de D = I 4 (72"

1 z)—1 1
Zm/ﬁib (Pl

ou I'y est la courbe frontiére de Sy orientée positivement.
Grace a (2.5.5)), on obtient, pour z = re*? € 'y (r > 0)

, en considérant

11—«
<

e
T |1+«

g(z) -1 !
’ o A

oRe(z) L M M‘l—a

—. < —
Cl+lz] — Cll+a

mais cos f < 0, donc l'intégrale sur I'y est absolument convergente.

Maintenant, on fixe pour € > 0 (suffisamment petit)
e+Tg={ec+re™ r>0},

et en utilisant le calcul de Dunford, on obtient

[P (gN) =1) (P =A)""dA+1,

270 Jeir,

2r cos 6

147’

(2.5.4)

(2.5.5)
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et donc, grace a la deuxiéme identité de la résolvante

9(2) = 1(P M) "HP — 2I)tdzd)

p=hE = <2m> [ ] - 6
_ b g(z) -1
B 27rz 4T, <2m /Fg g(2) )\ ) ) (P =AD" dA
(L a1yt e
+27Ti Ty (27”//““9 A— ) 9(2) (P=zl)d
_ % —(9(2)(;) Y (p - antaa
1 -1 1 g(A) =1 —1
= 5= a+r9(g()\>_1)<P_)\[) d)‘_ﬁ o 9OV (P —XI)""dA
= (I-D)-3%,
c’est-a-dire
DX+1)=1.
De méme
X+1)D=1,

qui est le résultat d’inversibilité attendu.

2.6 Exemples.

2.6.1 Exemple 1. Conditions aux limites périodiques.

Motivation et exemple modéle :
Soit f € LP(0,1; L?(0,1)) avec 1 < p < +00., on considére le probléme aux dérivées partielles
suivant :
( 0%u 0%u 0%u

52 (&> Y) +28y8 (2, y) +28 5 (2,y) —au(z,y) = f(z,y)

(z,y) € (0,1) x (0, 1)
ou ou
— (0, —(0,y) =do(y), O0<y<1,

P) 7 y)+ay( y) = do(y) y
u<17y) = ul(y)a 0< y < 17
u(z,0) =u(x,1), 0 <z <1,

ou ou
L 8_y(x’0) - a_y(x71)7

0<x<l,




2.6 Exemples. 32

On utilise les notations vectorielles usuelles,

pour écrire, le probleme “ P” sous la forme abstraite suivante
u'(x) + 2By (z) + Au(x) = f(z) pp z € (0,1)
posé dans X = L?(0,1), avec les conditions aux limites
u (0)+Bu(0)=dy et u(l)=1u

o { D(B) = {f € H(0.1) : £(0) = F(1)},
Bf =/
et
{ D(A) = {f € HA(0,1): f(0) = £(1) et £'(0) = £ (1)}
Af =2f —af.

Pour cet exemple modeéle, dans I'espace X = L?*(0,1) (UM D), on peut introduire 1'opérateur

T définie par
{ D(T)={f € H'(0,1): f(0) = f(1)},
Tf=1if"

donc on peut réécrire les opérateurs

D(A) = D(T?), Af = (-21%—al)f =2f" —af,

D(H)=D(T) H=1T,

Ainsi 'opérateur

A—B?= (=21 —al) — (—iT)* = —2T% —al + T* = -1 — al

avec

D (A— B?) = D(T?).

or 'opérateur B + H est nul
B+ H =0;
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On a l'opérateur T est auto-adjoint et son spectre o (T') = 27Z, donc B génére un groupe

fortement continu en plus les opérateurs A, B et H vérifient les hypotheses (2.2.2) ~ (2.2.6]).

Proposition 2.6.1 Soit f € LP(0,1; L?(0,1)) avec 1 < p < +oo. Alors, les deux assertions
suivantes sont équivalentes.
1) Le Probléme (P) admet une solution stricte u et u(0,.) € D(T).

2) dy € (D (A), L*(0,1)) 1 11, wi € (D (A),L2(0,1)

1/2p,p

Remarque 2.6.1 Les deux derniers espaces d’interpolation peuvent étre caractérisés en te-

nant compte du fait que B défini par

d
D(B) = H'(0,1) avec u(0) = u(1) et Bu = ﬁ’

qui génére le Cy-groupe (etB)teR dans L*(0,1) avec
(ePu) () =u(z+t—n), n—1<z+t<n, n€Z,
voir [24), p. 93-94. Ainsi d’apreés [25), Théoréme 1.13.2, p. 78 et Théoréme 1.13.6, p. 87. On

en déduit que

1. dy € (D (A),L*0,1)) si dy € L*(0,1) et satisfait pour certains § > 0,

1,1
—_ = b
2p T2P

/06 e ( /0 | do) () — dy (;U)fdx)p/ e

2. uy € (D(A), L*0,1)) siuy € HY(0,1) et satisfait pour certains § > 0

1
%713’

u (0) = uq (1),
et

Jr (1) (@) =y @) de)™ dt < +oc,

ou
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2.6.2 Exemple 2 sur la droite réelle.

Soit X = L 7(R), 1 < ¢ < +00. On introduit les opérateurs A, B définis par

D(A) = W*(R), Au= ad2—u —cu
) dy2
et
d
D(B) = WY (R), Bu= bd—“,
y

ouc>0,a>b>0.
Puisque
(B2 = A)u = (F =)o+ cu, w e D(B = 4) = W2 (R),

1/

on obtient que I'opérateur — (B? — A) 2 génere un semi-groupe de contraction positif sur X,

donc il admet un H*°-calculus borne, d’ou I'hypothese (2.2.4)) est bien vérifice.
De plus, B génére un groupe fortement continu dans X, voir [9], pp. 74-75.
Alors, d’apres le Théoréeme (avec a = 0), on obtient

Proposition 2.6.2 Soit f € (LP((0,1); L% (R)) avec 1 < p, q < +o0. Alors, les deux asser-

tions suivantes sont équivalentes.

1.

do € (W9 (R),L(R)) , , .

u € (W (R), L7 (R)) Lo

2. Le probléme aux limites
P4 (2,y) + 2022 (,y) + a%h (z,y) — cu(z,y)
= f(z,y), (z,y) €(0,1) xR,
% (07y> + bg_z (Ovy) = dO(Z/)a ye R?
uw(ly) =wi(y), yeR,

admet une solution stricte u vérifiant

u € WP (0,1; LY(R)) N LP(0, 1; W>9(R)), g—“ € LP(0,1; W"(R)),
T
et

u(0,.) € WH(R).

Remarque 2.6.2 On remarque que

(W2’Q(R), LQGR)) »= Bs(l—@) (R) ou 0<6<1,

0, P

voir [25], Remarque 4, p. 186.
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