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Résumé

Notre but de travail est de faire une synthèse sur les résultats de l�article [6] concernant
l�étude des équations di¤érentielles abstraites d�ordre deux de type elliptique

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1) (1)

avec une condition de Robin au bord x = 0 et autre de Dirichlet au bord x = 1 :

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1; (2)

telles que
* A; B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.
* f est une fonction de l�espace Lp (0; 1;X) avec p 2 ]1;1[.
On s�intérsse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité optimale de la solution classique
u du problème (1)� (2) i.e. on cherche une solution u véri�ant�

(i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H): (3)

Ce travail améliore et complète les résultats obtenus par Chaggag et autres dans [5] et par
Mechden et Labbas dans [18].
Quelques exemples sont donnés à la �n de ce mémoire.
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Abstract

Our work goal is to make a synthesis on the results of the article [6] concerning the study of
abstract, elliptic type, di¤erential equations of second order

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1)

with a Robin condition type at the boundary x = 0 and of type of Dirichlet at the boundary
x = 1

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1;

such that :
� A; B and H are closed linear operators in a Banach space X of type UMD.
� f is a function in the space LP (0; 1;X) with p 2 ]1;1[
We are interested in studying the existence, uniqueness and optimal regularity of the classical
solution u of the problem (1)� (2) i.e. One �nds a solution u that satis�es�

(i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H):

This work improves and complements the results obtained by Chaggag et al in [5] and by
Mechden and Labbas in [18].
Some examples are given in the end of this thesis.
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Introduction

Dans ce travail, on étudie le problème di¤érentiel opérationnel elliptique complet de second

ordre suivant �
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1;

(P.1)

où

� A, B et H sont des operateurs linéaires fermés dans un espace de Banach UMD X.

� d0; u0 sont des éléments donnés de X.

L�étude se fait dans le cas où le second membre

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

L�objectif de ce travail est de trouver une solution classique u du problème (P.1) ; c�est-à-dire

on cherche une fonction u : [0; 1]! X telles que :8<:
(i) u 2 W 2;p(0; 1; X) \ Lp(0; 1; D(A)); u0 2 Lp(0; 1; D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H):
(iii) u satisfait (P.1).

Développement historique :
Soit l�équation di¤érentielle astraite du second ordre :

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) p:p x 2 (0; 1); (0.0.1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet

u(0) = u0; (0.0.2)

u(1) = u1:
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tels que A et B sont des operateurs linéaires fermés dans un espace X, u0; u1 sont des

éléments donnés de X. Plusieurs auteurs ont cherché l�existence de la solution du problème

(0:0:1) � (0:0:2) qui laisse les termes u00, Bu0 et Au bien dé�nis et appartiennent au meme
espace que celui du second membre f: Di¤érent cas sont étudiés, les plus étudiés sont le cas

Holdérien où

f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1

et le cas Lp où le second membre

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1;

quelques études parues dans ce genre de recherche : Krein [17], El Haial A. et Labbas R. [8],

A. Favini et co-auteurs [11], [12], [13] et [14].

En 2004, par la technique des semi-groupe (Voir Krein [17]), A. Favini et co-auteurs [10]

ont prouvé que si (B2 � A) est un opérateur linéaire fermé densement dé�ni dans X, sous
l�hypothèse de positivité8><>:

B2 � A est un opérateur fermé linéaire dans X
R� � � (B2 � A) et 9C > 0 : 8� � 0


(�I +B2 � A)�1




L(X)
� C

1+�
;

(0.0.3)

avec

D(A) � D(B2); (0.0.4)

D((B2 � A) 12 ) � D(B); (0.0.5)

B(B2 � A)�1y = (B2 � A)�1By; 8y 2 D(B); (0.0.6)

et

B génère un groupe fortement continu
�
exB
�
x2R : (0.0.7)

Le problème (0:0:1)� (0:0:2) admet une solution stricte

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D(A)) et u0 2 C ([0; 1] ;D (B)) ; (0.0.8)

si f est Hölderienne et u0, u1 2 D(A):
Dans [11], la condition (0:0:7) dans l�étude précédente est remplacée par la condition

�B � (B2 � A) 12 génère un semi groupe analytique. (0.0.9)

Ils ont prouvé que si

f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1;

et que

u0; u1 2 D(A):
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alors le problème (0:0:1)� (0:0:2) admet une solution stricte (0:0:8).
De plus,si

f(i); Aui 2 (D(A); X) 2��
2
;1; i = 0; 1 ;

alors u a la propriété de la régularité maximale

u00; Bu0; Au 2 C�([0; 1];X): (0.0.10)

Dans le cadre Lp; pour avoir une solution stricte, généralement on suppose que l�espace X

est un espace de Banach UMD, il donne plus de régularité au second membre f: Favini et

co-auteurs [13], assume que X est UMD ( voir [1:4:5] ), dans ce cas l�hypothèse de positivité

(0:0:3) implique la densité du domaine D(B2 � A) ( voir Hass [16] ), sous les assomptions
(0:0:4) � (0:0:5) ; (0:0:9) et �B + (B2 � A) 12 2 BIP (�;X) ; le problème (0:0:1) � (0:0:2)
admet une solution stricte �

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A))
u0 2 Lp(0; 1;D(B)): ; (0.0.11)

si f 2 Lp(0; 1;X) et que uo; u1 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

Pour simpli�er l�ecriture de la solution explicite, Favini et co-auteurs dans [14] ont introduit

(l�approche L et M) les deux opérateurs

L0 = B � (B2 � A)
1
2 et M0 = �B � (B2 � A)

1
2 :

Sous la condition de la positivité (0:0:3) ; telles que L0 et M0 ont le meme domaine et

commutent entre eux, D (L0M0) � D (A), L0 �M0 � B; L0 +M0 est inversible et que

�L0; �M0 2 BIP (�;X) ;

le problème (0:0:1) � (0:0:2) admet une solution stricte (0:0:11), si f 2 Lp(0; 1;X) et que
uo; u1 2 (D(L20); X) 1

2p
;p:

En 2008, Chaggag et coauteurs dans [5], ont consédéré l�équation non-complète (0:0:1) telle

que B = 0 et ils ont ajouté un parametre spectral à l�opérateur A qui devient A!0 = A�!0I;
avec une condition de Robin au bord x = 0

u0(0)�Hu(0) = d0; (0.0.12)

elle contient un opérateur fermé linéaire H dé�ni sur D (H) � X où X est UMD, telle que

H, A!0 commutent aux sens des résolventes et sous les hypothèses

� A!0 ; H 2 BIP (�;X) et inversibles, (0.0.13)

�A=2 + �H < � (0.0.14)
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et

Hex(�
p
�A!) = ex(�

p
�A!)H; (0.0.15)

avec D
�p

�A!
�
� D (H)

ils ont prouvé que le problème8<:
u00(x) + A!u(x) = f(x) p:p x 2 (0; 1);
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(0.0.16)

admet une solution stricte (0:0:11) pour ! su¢ sament grand et que u(0) 2 D (H), si et

seulement si f 2 Lp(0; 1;X) (1 > p > 1) et uo 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p; u1 2 (D(A); X) 1

2p
;p:

Ce mémoire est une étude qui complète le travail précédent, c�est une synthèse sur l�article [6].

On considère dans un espace UMD X; l�équation di¤érentielle abstraite complète du second

ordre

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1) (0.0.17)

avec une condition de Robin au bord x = 0 et autre de Dirichlet au bord x = 1

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1; (0.0.18)

telles que

* A; B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.

* f est une fonction de l�espace Lp (0; 1;X) avec p 2 ]1;1[.
On s�intérsse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité optimale de la solution classique

u du problème (0:0:17)� (0:0:18) i.e. on cherche une solution u véri�ant�
(i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H): (3)

La téchnique du travail se base sur le célèbre Théorème de Dore-Venni [7] sur l�inverse de la

somme de deux opérateurs linéaires fermés et BIP et sur le théorème de réitération en théorie

de l�interpolation [19], [25].

Le plan de ce mémoire est le suivant :

Le premier chapitre est consacré pour quelques rappels des notions fondamentales de la

théorie appliquée, ces notions seront nécéssaire pour comprendre notre travail, telles que :

les opérateurs fermés, les espaces fonctionnels comme ceux de sobolève, la théorie des semi-

groupes, la classe des opérateurs BIP .
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Le chapitre 2 est une synthèse sur l�article [6] ; on donne la formule de représentation de la

solution u: On étudie les deux cas ; le cas où B = 0 qui est un bon modèle pour clari�cations

et le cas de l�équation complète où B génère un groupe fortement continu (G (x))x2R, puis on

étudie des di¤érentes situations où on applique les résultats obtenus pour B = 0 où B génère

un groupe. À la �n de ce chapitre, on donne deux exemples d�application aux équations

di¤érentielles partielles.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels sur les notions de base concernant les outils

d�analyse fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, les

espaces d�interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus

de détails voir [3], [2], [4], [16], [20], [21]). On donnera aussi quelques résultats sur la théorie

des sommes d�opérateurs linéaires dans le cadre commutatif (voir [7], [15]).

1.1 Les opérateurs fermés

Soient X; E et F des espaces de Banach.

Dé�nition 1.1.1 Un opérateur linéaire A est fermé si et seulement si son graphe est fermé

i.e. pour toute suite (xn) � D (A) telle que xn converge vers x et Axn converge vers y; alors
x 2 D (A) et Ax = y:

Dé�nition 1.1.2 Soient A : D (A) � X ! F; B : D (B) � X ! F deux opérateurs

linéaires. On dit que B est une extension de A, et on note A � B si

D(A) � D(B) et A = B sur D(A)

c�est à dire pour tout x 2 D(A) on a Ax = Bx:

Dé�nition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.

� On dé�nit l�ensemble résolvant � (A) de A par

� (A) := f� 2 C : (�I � A) est inversible dans L (X)g :
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� La résolvante R� (A) de A au point � 2 � (A) est dé�nie par

R� (A) := (�I � A)�1 :

� On note par � (A) au spectre de A, il est dé�ni par

� (A) := Cn� (A) :

Proposition 1.1.1 Soient A : D (A) � X ! F un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B 2 L (X;F ) ; l�opérateur

A+B : D (A) � X ! F

est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.

3. Si � (A) 6= ; alors A est fermé.

Dé�nition 1.1.4 Soit A : D (A) � X ! F un opérateur linéaire. On peut munir D (A)

d�une norme notée k:kD(A)et appelée norme du graphe, elle est dé�nie pour tout x 2 D (A)
par :

kxkD(A) := kxkX + kAxkF :

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors
�
D (A) ; k:kD(A)

�
est un es-

pace de Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A 2 L (X) et B : D (B) � X ! X un opérateur linéaire fermé

tels que Im (A) � D (B). Alors BA 2 L (X) :
Preuve : On a BA est dé�ni sur X. Soit (xn)n une suite d�éléments de X telle que�

xn ! x dans X,
(BA)xn ! y dans X:

Alors comme Im (A) � D (B), (Axn)n est une suite d�éléments de D (B) et comme A 2 L (X)
on a �

Axn ! Ax dans X,
B(Axn)! y dans X:

B étant fermé et Axn 2 D (B) ; d�après la dé�nition (1:1:1) ; on a B(Ax) = y. Ainsi x 2
D (BA) et (BA)x = y:

BA est donc un opérateur fermé et dé�nie sur X: D�après le théorème du graphe fermé, on

obtient que BA est borné sur X i.e. BA 2 L (X) :
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Dé�nition 1.1.5 [16, p. 19] On dit que l�opérateur A est sectoriel d�angle 0 6 ! 6 �; si�
i) �(A) � S!
ii) M (A; !0) := sup

�
k�R(�;A)k ; � =2 S!0

	
pour tout !0 2 (!; �)

Avec

S! :=

�
fz 2 C� : jarg zj < !g si 0 < ! 6 �
(0;1) si ! = 0

1.2 L�intégrale de Dunford

Notons par H(A) l�espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le

spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes

est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivante

f (A) =
1

2i�

Z



f (z) (zI � A)�1 dz

Où 
 est une courbe simple inclue dans �(A) qui entourne le spectre de A et f 2 H(A):
L�opérateur f (A) 2 L(X) et ne dépend pas du choix de 
:
Pour plus de détails voir [16].

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C0 semi-groupe)

Dé�nition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X

toute famille (G (t))t>0 dans L (X) véri�ant les axiomes suivants
(i) Pour tout x 2 X; l�application

R+ ! X
t 7! G (t)x

est continue.

(ii) G (0) = I:

(iii) 8s > 0;8t > 0 : G (t+ s) = G (t)G (s) :
On dit aussi que (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe.

Remarques

i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (iii) sont véri�ées pour s; t de

signes quelconques.
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ii) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

kG (t)k 6 1:

Exemples

1) Soit A un opérateur borné dans X; alors la famille d�opérateurs

G (t) = etA; t 2 R

est un groupe sur X.

2) Soit X = Lp (R) avec 1 6 p <1 et

(G (t) f) (x) = f (x� t) ;

dans ce cas (G (t))t>0 est un groupe appelé groupe des translations.

Théorème 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes

M > 1 et ! > 0 telles que
8t > 0 kG (t)k 6Me!t:

Dé�nition 1.3.2 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu

(G (t))t>0, l�opérateur A dé�ni par8><>:
D (A) =

�
x 2 X : lim

t!0+
G (t)x� x

t
existe

�
Ax := lim

t!0+
G (t)x� x

t
:

Remarques

1) Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0, alors A est fermé à

domaine dense.

2) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniquement déterminé par son générateur in�nitésimal A:

4) Si A est le générateur in�nitésimal du semi-groupe (G (t))t>0 tel que pour � > !,

kG (t)k 6Me!t;

alors, l�opérateur

(�I � A)�1 x =
1Z
0

e��tG (t)xdt;

est borné et pour tout � 2 � (A)

(�I � A)�1 x

 6M (�� !)�1 :
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5) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu (G (t))t>0, alors

i) Si x 2 D(A) et t > 0 alors G(t)x 2 D(A):
ii) La fonction t 7! G(t)x est continûment dérivable sur R+ si et seulement si x 2 D(A);

de plus, pour t > 0
d

dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax:

iii) Pour tout x 2 X et tout t > 0
tZ
0

G(s)xds 2 D(A) et A
tZ
0

G(s)xds = G(t)x� x;

et si de plus x 2 D(A)

A

tZ
0

G(s)xds =

tZ
0

G(s)Axds = G(t)x� x:

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type � 2 ]0; �=2[ toute application
G dé�nie sur l�ensemble

�� = fz 2 C : jarg zj < �g

à valeurs dans L (X) telle que
(1) z 7! G (z) est analytique sur ��:

(2) 8x 2 X; G (0) = I et
lim

z2�� z!0
G (z)x = x

(1:3) 8z1; z2 2 ��; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :
De plus

G (t)x =
1

2i�

Z



etz (zI � A)�1 xdz = etAx:

Théorème 1.3.2 (de Kato) Soit A : D (A) � X ! X un opérateur linéaire véri�ant

(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X:

(2) � (A) � f� 2 C� : Re� > 0g et 9M > 0 telle que

8� > 0 :


(�I � A)�1

 6 M

1 + �
:

Alors, A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique G véri�ant

(1) 9C > 0; 8t > 0 : kG (t)kL(X) 6 C:

(2) 8t > 0; G (t) 2 L (X;D (A)) et kAG (t)k 6 M

t
:
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1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 
 un ouvert de Rn (non nécessairement borné), on pose

� = (�1; �2; ....,�n) un multi-indice, avec j�j =
nP
i=1

�i et on utilise la notation

@� =

�
@

@x1

��1
::::

�
@

@xn

��n
:

Dé�nition 1.4.1 Soit 1 � p < +1: On dé�nit les espaces Lp(0; R;X) pour R > 0 par

Lp(0; R;X) =

�
g : (0; R) �! X mesurable :

Z R

0

kg (x)kpX dx <1
�

La norme de cet espace est

kgkLp(0;R;X) =
�Z R

0

kg (x)kpX dx
� 1

p

Pour p =1 on pose

L1(0; R;X) =

(
g : [0; R] �! X; mesurable : sup

x2(0;R)
ess kg (x)kX < +1

)
;

muni de la norme

kgkL1(0;R;X) = sup
x2(0;R)

ess kg (x)kx:

Théorème 1.4.1 L�espace Lp (0; R;X) ; p 2 [1;+1] muni de la norme précédente est un

espace de Banach.

1.4.1 Intégrales dé�nies dépendant d�un paramètre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient

i) J un intervalle non trivial de R;
ii) X un espace de Banach,

iii) f : J � [a; b] ! X une application continue admettant une dérivée partielle par rapport

à la première variable @f
@x
continue sur J � [a; b] :

iv) �; � deux fonctions de classe C1 sur J et à valeurs dans [a; b].

Alors, l�application

h : J �! X

x �! h(x) =

Z �

�

f(x; t)dt
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est de classe C1 sur J et pour tout x 2 J on a

h0(x) = �0(x)f(x; �(x))� �0(x)f(x; �(x)) +
Z �

�

@f

@x
(x; t)dt:

1.4.2 Les espaces d�interpolation

On désigne par X0 et X1 deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un

espace topologique séparé X (c�est à dire X0 ,! X; X1 ,! X). Considérons les espaces de

Banach

X0 \X1 et X0 +X1;

munis des normes kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 ; et

kxkX0+X1 = inf
x=x0+x1; xi2Xi

�
kx0kX0 + kx1kX1

�
:

Le couple fX0; X1g est dit couple d�interpolation.

Dé�nition 1.4.2 Soit fX0; X1g un couple d�interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre X0 et X1 tout espace de Banach X tel que

X0 \X1 � X � X0 +X1:

Les espaces Xi; i = 0; 1 sont des espaces intermédiaires.

Dé�nition 1.4.3 Soient � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1]. On appelle espace d�interpolation entre
X0; X1 l�espace (X0; X1)�;p tel que x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si�

i) 8t > 0;9ui (t) 2 Xi (i = 0; 1) : x = u0 (t) + u1 (t)
ii) t��u0 2 Lp� (R+; X0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; X1) ;

où

Lp�(X) =

8<:f : ]0;1[! X :

+1Z
0

kf(t)kpX
dt

t
<1

9=; :
Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout !; �;

t 2 ]0; 1[ et p; q; r 2 [1;+1] :
1) Si 0 < � 6 ! < 1 alors (X0; X1)�;p � (X0; X1)!;q :

2) Si p 6 q alors (X0; X1)�;p � (X0; X1)�;q :
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3) Si X0 = X1 alors (X0; X1)�;p = X0 = X1:

4) Si 0 < � < 1

(X0; X1)�;p = (X1; X0)1��;p: (1.4.1)

5) Si 0 < ! < � < 1, alors on a ((X0; X1)�;p; (X0; X1)!;q)t;r = (X0; X1)�;r; avec

� = (1� t) � + t! et
1

r
=
1� t
p

+
t

q
:

Propriété de réitération

Soient X un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X. Alors
pour tout � 2 ]0; 1[, p 2 [1;+1] et n 2 N�

(X;D(An))�;p = (X;D(A))n�;p (1.4.2)

Cas Particulier (D(A); X)�;p
Soient X un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans

X. Posons X0 = D(A) et X1 = X; alors

X0 \X1 = D(A) et X0 +X1 = X;

donc, pour tout � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1] on a

D(A) � (D(A); X)�;p � X:

Si � (A) � R+ et s�il existe une constante CA > 0 telle que

8� > 0 :


(A� �I)�1

L(X) 6 CA

�
;

alors

(D (A) ; X)�;p = DA (1� �; p) = (X;D(A))1��;p
=

�
x 2 X :



t1��A (A� t)�1 x


X
2 Lp�

	
.

Dé�nition 1.4.4 Pour tout � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] et k 2 N; on a

DA (� + k; p) =
�
x 2 D(Ak) : Akx 2 DA (�; p)

	
;

avec la norme

kxkDA(�+k;p) = kxkX +


Akx



DA(�;p)
:
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Si � 6= 1
2
; on a le résultat de réitération suivant

(X;D(A2))�;q = (X;D(A))2�;q (1.4.3)

En utilisant (1.4.3), on obtient

(D(A2); X)�;q = (X;D(A
2))1��;q = (X;D(A))2�2�;q (1.4.4)

(Pour plus de détails sur les espaces d�interpolation et le théorème de réitération, voir par

exemple Lions-Peetre [19] et Lunardi [20]).

Théorème 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe forte-

ment continu (G (t))t>0, alors pour tout p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[

(D(A); X)�;p =
�
x 2 X :



t��1 (G (t)� I)x


X
2 Lp�

	
muni de la norme

kxk(D(A);X)�;p = kxkX +

0@ +1Z
0



t��1(G (t)� I)x

p
X

dt

t

1A1=p

:

Avec les modi�cations usuelles si p =1.

1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

Pour m 2 N et 1 6 p 61 :

On noteWm;p (
; X) l�espace de Sobolev des fonctions f : 
! X telles que @�f 2 Lp (
; X)
pour tout j�j 6 m et 
 un ouvert régulier de Rn: C�est un espace de Banach avec la norme

kfkWm;p(
;X) =

8>><>>:
 P
j�j6m

k@�fkpLp(
;X)

!1=p
si 1 6 p <1

max
j�j6m

k@�fkL1(
;X) si p =1:

Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p <1 :

On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev par

W s;p (
; X) =

8<:f 2 Lp (
; X) :
Z



Z



kf(x)� f(y)kpX
jx� yjsp+n

dxdy <1

9=; :
On dé�nit les espaces de Besov Bmp;q (
; X) : Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p; q 61, par

Bsp;q (
; X) =

8><>:f 2 Lp (
; X) :
Z



0@Z



kf(x)� f(y)kpX
jx� yjsq+n

dx

1Aq=p

dy <1

9>=>; :
Avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1:
Dans le cas où p = q on a Bsp;p (
; X) =W

s;p (
; X) :



1.4 Les espaces fonctionnels 10

1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach X, connue sous le nom

UMD (Unconditional Martingale Di¤erence property), pour plus de détails voir [?].

Dé�nition 1.4.5 On dit queX est UMD si la transformation de HilbertH dé�nie sur Lp (R; X) ;
1 < p <1 par

(Hf) (t) =
1

i�
lim
�!0+

Z
�6jsj< 1

�

f (t� s)
s

ds; 8t 2 R; 8f 2 C1 (R; X)

est bornée.

Dé�nition 1.4.6 X est �-convexe s�il existe une fonction � : X � X ! R biconvexe telle

que

i) � (0; 0) > 0

ii) � (x; y) 6 kx+ yk avec kxk = kyk = 1; 8x; y 2 X:

Théorème 1.4.3 Soit X un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) X est UMD.

ii) Il existe une fonction � symétrique et biconvexe véri�e � (0; 0) > 0 et

� (x; y) 6 kx+ yk ,

tel que

kxk 6 1 6 kyk ; 8x; y 2 X:

Exemples

I Les espaces de Hilbert (il su¢ t de choisir � (x; y) = 1 + hx; yi où le crochet h:; :i est le
produit scalaire).

I Les sous espaces fermés d�un espace UMD.

I Les espaces construits sur Lp (
; X) ; 1 < p <1 tel que X est UMD

sont des espaces UMD. Mais les espaces C�(
;X) (� 2 N) ne sont pas UMD.
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1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(�;X)

Dans cette sous section, on donne la dé�nition des puissances complexes d�un opérateur

sectoriel. Si A : X ! X est un opérateur borné positif, la puissance complexe de l�opérateur

A est dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z



tz (tI � A)�1 xdt;

Où z est un nombre complexe arbitraire.

Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on dé�nit la puissance fractionnaire de

partie réelle 0 < Re z < 1 par la représentation de Balakrishnan [1] suivante

Azx =
sin �z

�

+1Z
0

tz�1 (tI � A)�1Axdt;

pour tout x 2 D(A) (voir Haase [16], Proposition 3.1.12, page 67).
Si �1 < Re z < 0, on écrit, pour x 2 D(A);

Azx = Az+1A�1x =
sin (z + 1) �

�

+1Z
0

tz (tI � A)�1 xdt:

Le théorème suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de Az (voir Dore et Venni [7])

Théorème 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes

1) Soient z 2 C : Re z < 0 et m; n 2 N : m > n+Re z > 0 alors

8x 2 X Azx =
� (m)

� (n+ z) � (m� n� z)

+1Z
0

tz+n�1 (A (tI � A))�1A�nxdt

est absolument convergente.

2) z ! Az est holomorphe de fz 2 C : Re z < 0g dans L (X) :
3) Si m 2 N : m > 2 et z 2 C : Re z < m alors D (Am) est dense dans D (Az) :

4) Soient w; z 2 C : Rew < 0 < Re z alors

AwAz � Aw+z � AzAw:

De plus, si Re (w + z) 6= 0 alors Aw+z = AzAw:
5) Soient � 2 R+ et x 2 D (A�) alors z ! Azx est holomorphe pour Re z < �:

6) Supposons que Ais 2 L (X) pour s 2 R donc
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(a) Si Rew < 0 et w + z = is alors Aw+z = AwAz = AzAw:
(b) Si Rew < 0 alors AisAw = Aw+is = AwAis:
(c) Si Rew > 0 alors AisAw � Aw+is � AwAis et la seconde inclusion
est une égalité si Rew > 0:
9) Soient � � fz 2 C : Re z < 0g et �1 = � \ (iR) 6= ;: On suppose que

sup
z2�

kAzk < +1;

alors 8w 2 �1; A
w 2 L (X) et Az ! Aw où z ! w; z 2 � (dans la topologie forte de

L (X)).
10) Si T 2 L (X) alors (A� �I)�1 T = T (A� �I)�1 ; pour tout � 2 � (A) ; et

(a) TAz = AzT pour Re z < 0:

(b) TAz � AzT pour Re z > 0.

11) Si (A� �I)�1 et (B � �I)�1 commutent alors
(a)AzBw = BwAz pour max fRew;Re zg < 0:
(b) si Ais et Bit 2 L (X) ; 8s; t 2 R alors AzBw = BwAz
pour max fRew;Re zg 6 0:

Dé�nition 1.5.1 On note BIP (X;�) (Bounded Imaginary Powers) ou � 2 [0; �[; l�en-

semble des opérateurs sectoriels sur X qui admettent des puissances imaginaires bornées (

Pour plus de détail voir [7]), c�est à dire U 2 BIP (X;�); si U est un operateur linéaire fermé
densément dé�ni et satisfaisant :(

]�1; 0[ � �(U); Ker(U) = f0g ; Im(U) = X
et 9c 6 1;8� > 0; k (U + �I)�1 kL(X)6

c

�
;

(1.5.1)

où Ker(U); Im(U) et �(U) sont respectivement le noyau, l�image et l�ensemble résoulvant

de U et 8<:
pour tout s 2 R; U is 2 L(X)

et
9c > 1;8s 2 R; k U is kL(X)6 ce�jsj

(1.5.2)

On rappelle que l�operateur véri�ant (1.5.1) admet une puissance complexe U z pour tout z 2 C
(voir Haase [16] p.70).

1.6 Sommes d�opérateurs linéaires dans le cas commu-
tatives

Soient X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés de

domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants � (A) et � (B)

non vides.
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On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes

d�opérateurs linéaires pour résoudre le problème suivant

Au+Bu� �u = f; � > 0 (1.6.1)

lorsque les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,�
(A� zI)�1 ; (B � �I)�1

�
:= (A� zI)�1 (B � �I)�1 � (B � �I)�1 (A� zI)�1 = 0

La résolution de ce problème repose sur la construction de l�inverse de A + B sous des

hypothèses correspondantes à des méthodes di¤érentes

1.6.1 Sommes de Da Prato et Grisvard

Da Prato et Grisvard ont étudié l�équation (1.6.1) sous les hypothèses suivantes

(DG:1)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

9 CA; CB > 0; �A; �B 2 [0; �[ tels que
i) � (A) � �A = fz 2 C� : jarg zj < � � �Ag ;

8z 2 �A;


(A� zI)�1

L(X) 6 CA (�)

jzj :

ii) � (B) � �B = fz 2 C� : jarg zj < � � �Bg ;

8z 2 �B;


(B � zI)�1

L(X) 6 CB (�)

jzj .

iii) �A + �B < �.
iv) D (A) +D (B) = X;

(DG:2)

�
8� 2 � (A) ;8� 2 � (B) :�

(A� �I)�1 ; (B � �I)�1
�
= 0:

Les auteurs ont montré, pour f 2 DA (�; q)+DB (�; q) ; � 2 ]0; 1[ et q 2 [1;+1] que l�équation
(1.6.1) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par l�intégrale de Dunford

u =
�1
2i�

Z

�

(A� (z + �) I)�1 (B + zI)�1 fdz

Où 
� est une courbe simple orientée de 1 e�i�0 à 1 ei�0 avec �0 2 ]�B; � � �A[, demeurant
dans �A�� \ ��B. De plus, la solution a la régularité suivante

Au; Bu 2 DA (�; q) (resp. DB (�; q)) :
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1.6.2 Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier l�équation (1.6.1). Ils ont supposé que

(DV:0) X est un espace de Banach de type UMD;

(DV:1)

8><>:
i)� (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 :



(A+ tI)�1

 6 MA

1 + t
;8t > 0

ii)� (B) � ]�1; 0] et 9MB > 0 :


(B + tI)�1

 6 MB

1 + t
;8t > 0

(DV:2)

�
8� 2 � (A) ; � 2 � (B) ;
(�I � A)�1 (�I �B)�1 = (�I �B)�1 (�I � A)�1 :

(DV:3)

8>>>><>>>>:
i)8s 2 R : Ais 2 L (X) et
9KA > 1; �A > 0; 8s 2 R : kAisk 6 KAe

�Ajsj;
ii)8s 2 R : Bis 2 L (X) et
9KB > 1; �B > 0; 8s 2 R : kBisk < KBe

�B jsj;
iii) �A + �B < �:

Alors, la somme A+B est fermée, inversible et son inverse est dé�ni par

(A+B)�1 =
1

2i

Z



A�zBz�1

sin �z
dz;

Où 
 est une courbe verticale contenue dans la bande

fz 2 C : 0 < Re z < 1g ;

et orientée de 1e�i�=2 vers 1ei�=2:
Ce résultat a été généralisé par Prüss et Sohr [22], dans le cas où l�un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.

Lemme de Trace

Lemme 1.6.1 ([15, p. 678, Theorem 2]) Soit u une fonction telle que

u 2 W n;p(a; b;X) \ Lp(a; b;D(Qk));

où n; k 2 N� et p 2]1;+1[. Puis pour j 2 N satisfait la condition de Poulsen 0 < 1
p
+ j < n

et s 2 fa; bg, on a u(j)(s) 2 (D(Qk); X) j
n
+ 1
np
;p:



Chapitre 2

Principaux Résultats

2.1 Introduction

Ce travail est une étude sur des nouveaux résultats concernant les solutions d�une équa-

tion di¤érentielle abstraite complète de second ordre avec une condition au limite de Robin

généralisée. On donne une synthèse sur les résultats de l�article [6].

On considère dans un espace UMD X; l�équation di¤érentielle abstraite complète du second

ordre

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1) (2.1.1)

avec une condition de Robin au bord x = 0 et autre de Dirichlet au bord x = 1

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1; (2.1.2)

telles que

* A; B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.

* f est une fonction de l�espace Lp (0; 1;X) avec p 2 ]1;1[.
On s�intéresse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité optimale de la solution classique

u du problème (0:0:17)� (0:0:18) i.e. on cherche une solution u véri�ant�
(i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H): (3)

On étudie les deux cas ; le cas où B = 0 qui est un bon modèle pour clari�cations et le cas

de l�équation complète où B génère un groupe fortement continu (G (x))x2R, puis on étudie

des di¤érentes situations où on applique les résultats obtenus pour B = 0 où B génère un

groupe.
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2.2 Hypothèses

Soient X un espace de Banach complexe,

f appartient a Lp (0; 1;X) où 1 � p � 1 et d0, u1 sont des donnés de X,

A, B et H sont des opérateurs linéaires fermès dans X.

On considère dans l�espace X l�équation di¤érentielle abstraite complète du second ordre

(2:1:1) ; avec les conditions aux limites abstraites de Robin (2:1:2) :

Pour résoudre (2:1:1)-(2:1:2) sans plus de régularité sur f; c�est à dire f 2 Lp (0; 1;X) :
On suppose que

X est un espace UMD (2.2.1)

pour plus de détail sur l�espace UMD voir le premier chapitre [1:4:5] et [2].

Les hypothèses sur les opérateurs sont les suivantes :

�
B2 � A est un opérateur linéaire fermés dans X avec domaine D(A) \D(B2) telle que
]�1; 0[� �(B2 � A) et sup��0 k �(B2 � A+ �I)�1 kL(x)� +1;

(2.2.2)

8>>>><>>>>:
B, B +H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X avec domaine resp. D (B)
et D(B) \D(H),
il existe �0 2 �(B +H) ; �0 2 �(B) telle que
(B2 � A)�1(B +H � �0I)�1 = (B +H � �0I)�1(B2 � A)�1et
(B2 � A)�1(B +H � �0I)�1 = (B +H � �0I)�1(B2 � A)�1;

(2.2.3)�
pour toute s 2 R; (B2 � A)is 2 L(x) il existe �0 2]0;�[
telle que sups2R k e��jsj(B2 � A)is kL(x)� +1;

(2.2.4)

B génère un groupe fortement continu

(G (X))x2R sur X; (2.2.5)

D
�
(B2 � A) 12

�
� D (B) : (2.2.6)

De plus, on utilises des hypothèses d�inversibilité.

On note

P = �(B2 � A) 12

et on considère l�opérateur � dé�ni par

D (�) = D (P ) \D (B) \D (H) et � = (P �B �H) + e2P (P +B +H):
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On suppose que

� est fermé à inverse borné. (2.2.7)

On cherche ensuite une solution stricte au problème (2:1:1)-(2:1:2), c�est-à-dire une fonction

u telle que

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D (B)), u0 2 Lp (0; 1;D (B)) (2.2.8)

et

u satisfait (2:1:1) - (2:1:2) :

Remarque 2.2.1 Sous (2:2:1)et (2:2:2) ; on obtient

1. P est densement dè�ni (voir [16], proposition 2.1.1. h, p. 20-21).

2. P est le générateur in�nitésimal d�un semigroupe analytique
�
exP
�
x�0 dans X (voir [1]) :

Alors, (
P 2e:P' 2 Lp(0; 1; X) si seulement si ' 2 (D (P 2) ; X) 1

2p
;p

Pe:P' 2 Lp(0; 1; X) si seulement si ' 2 (D (P 2) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p

(pour les détails voir le Lemme 4 dans [5], où l�opérateur Aw = A � wI est remplacé par
l�opérateur A�B2).
De plus, eP � 2 D

�
P k
�
pour tout � 2 X, k 2 N; donc

PKe:P eP � = e:PPKeP � 2 LP (0; 1;X) (2.2.9)

(voir aussi le Lemme 9 dans [5]).

Remarque 2.2.2 Soient x � 0; y 2 R; v 2 � (P ) ; � 2 � (B +H) et � 2 � (B). Sous les
hypothèses (2:2:1) � (2:2:5) ; on obtient�

(p� vI)�1 (B +H � �I)�1 = (B +H � �I)�1 (P � vI)�1
(P � vI)�1 (B � �I)�1 = (B � �I)�1 (P � vI)�1 ;�

exP (B +H � �I)�1 = (B +H � �I)�1 exP
exP (B � �I)�1 = (B � �I)�1 exP ;�

G (y) (B +H � �I)�1 = (B +H � �I)�1G (y)
G (y) (p� vI)�1 = (p� vI)�1G (y) et G (y) exP = exPG (y) :

On outre pour tout z 2 D (B2 � A) ; de Az = (B + P ) (B � P ) z et (2:2:3) ; il s�ensuit que�
B2 � A

��1
Az = A

�
B2 � A

�
z;

G (y) z 2 D
�
B2 � A

�
et

G (y)Az = AG (y) z:
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Remarque 2.2.3 On assume (2:2:1) � (2:2:7) : On a B��1est un opérateur linéaire fermé
dé�ni sur X. À partir du théorème du graphe fermé, nous déduisons que B��1 2 L (X) :
De même B��1 2 L (X) :

2.3 Le cas de l�équation non complète B=0

Dans ce cas, le problème précédent devient�
u00(x) + Au(x) = f(x) p:p: x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0 et u(1) = u1:

(2.3.1)

Les hypothèses (2:2:2) � (2:2:6) sont réduit à�
A est un opérateur lineaire fermés dans X;
[0; +1[� �(A) et sup��0 k �(A� �I)�1 kL(x)� +1

(2.3.2)

�
H est un opérateur lineaire fermés dans X et il existe �0 2 � (H)
telle que A�1 (H � �0I)�1 = (H � �0I)�1A�1

(2.3.3)�
pour tout s 2 R; (�A)is 2 L (X) et il existe � 2]0; �]
telle que sups2R k e��jsj(�A)is kL(x)� +1

(2.3.4)

On note Q = � (�A)
1
2 et on de�nit l�opérateur � par

D (�) = D (H) \D (Q) et � = (Q�H) + e2Q (Q+H) :

Alors l�hypothèse (2:2:7) devient

� est fermé et inversible. (2.3.5)

2.3.1 Conditions nécessaires

La proposition suivante montre que si on veut un résultat d�unicité pour le problème (2:1:1)-

(2:1:2) alors l�opérateur � dé�ni précédemment doit être injectif.

Proposition 2.3.1 On suppose (2:3:2) � (2:3:4) et soit p 2 ]1;+1[.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout f 2 Lp (0; 1;X) et tous d0; u1 2 X, il existe au plus une seule solution stricte
u pour le problème (2:3:1).

2. S�il existe une fonction u 2 W 2;p(0; 1; X) \ Lp(0; 1; D(A)) satisfait�
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = 0 p:p x 2 (0; 1)

u0(0)�Hu(0) = 0; u(1) = 0;

alors u = 0:
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3. ker� = f0g :

Preuve :

Les a¢ rmations 1. et 2. sont clairement équivalentes.

Maintenant, on suppose l�instruction 2. et on considère y0 2 ker�, on a

y0 2 D (Q) \D (H) et
�
(Q�H) + e2Q (Q+H)

�
y0 = 0:

en raison de (2:3:3) ; on a

Q�1y0 2 ker� \D (A) :

En posant

u0 (x) = e
xQQ�1y0 � e(1�x)QeQQ�1y0; p:p: x 2 (0; 1) ;

on obtient u0 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)) avec�
u000(x) + Au0(x) = 0 p:p x 2 (0; 1)
u00(0)�Hu0(0) = 0; u0(1) = 0

Ainsi, par l�assertion 2. , u0 = 0. Mais u0 est une fonction continue sur [0; 1], donc

Q�1
�
I � e2Q

�
y0 = Q

�1y0 � eQeQQ�1y0 = u0 (0) = 0;

puisque
�
I � e2Q

�
admet un inverse borné (voir [20]; p. 60), on obtient y0 = 0; par conséquent

Ker� = f0g :

Inversement, on suppose l�assertion 3. et on considère une fonction

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A));

qui est une solution stricte de�
u000(x) + Au0(x) = 0 p:p x 2 (0; 1)
u00(0)�Hu0(0) = 0; u0(1) = 0:

En utilisant la méthode de réduction de Krein (voir [14] et [17]) et en notant que u appartient

à C([0; 1];X), on fait preuve qu�il existe y0 , z1 2 X tel que pour tout x 2 [0; 1]

u (x) = exQy0 + e
(1�x)Qz1:

Mais ,

u (0) 2 D (H) et u (1) = 0;
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ceci implique que

y0 + e
Qz1 2 D (H) et eQy0 + z1 = 0; (2.3.6)

ainsi �
I � e2Q

�
y0 =

�
y0 + e

Qz1
�
� eQ

�
eQy0 + z1

�
2 D (H) :

Alors, à partir de (2:3:3), on déduit qu�il existe � 2 X telle que�
I � e2Q

�
y0 = (H � �0I)�1 �;

et

y0 =
�
I � e2Q

��1
(H � �0I)�1 �

d�où

y0 = (H � �0I)�1
�
I � e2Q

��1
�;

qui prouve que y0 2 D (H) :
On outre, pour tout x 2]0; 1[

Q�1u0 (x) = exQy0 � e(1�x)Qz1;

puisque u0 2 C ([0; 1];X) ; on obtient

y0 � eQz1 = Q�1u0 (0) 2 D (Q) ;

mais eQz1 2 D (Q) qui donne y0 2 D (Q) :
Finalement �

u0 (0)�Hu (0) = Qy0 �QeQz1 �H
�
y0 + e

Qz1
�
= 0

u (1) = eQy0 + z1 = 0;

et

0 = (Q�H) y0 � (Q+H) eQz1 = [(Q�H) + e2Q (Q+H)]y0;

Par l�assertion 3., on obtien y0 = 0 et à partir de (2:3:6); on obtien z1 = 0: Finalement u = 0:

La proposition suivante montre que si on veut un résultat d�existence pour notre problème

(2:3:1) lorsque les données d0 , u1 sont dans D(A) (en fait on obtient des résultats lorsque

les données sont dans des espaces d�interpolation réels entre D(A) et X) alors l�image de

l�opérateur � doit être dense en X:

On note que si on suppose (2:2:1); (2:3:2) alors D(A) = X (voir [16], proposition 1:1, p.18�
19).
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Proposition 2.3.2 On suppose (2:2:1) avec (2:3:2) � (2:3:4) et on suppose que pour tout

d0 2 D(A), il existe une fonction

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A))

qui satisfait �
u00(x) + Au(x) = 0 p:p: x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0; u0(1) = 0:

(2.3.7)

Alors R (�) = X (voir que R (�) = � (D (�)) c�est l�image de l�opérateur �).

Preuve :

On prend d0 2 D (A) : On considère une stricte solution u 2 W 2;p(0; 1; X) \ Lp(0; 1; D(A))
de (2:3:7) : Alors, comme dans la preuve de la proposition précédente, il existe y0 ; z1 2 X tel

que

u (x) = exQy0 + e
(1�x)QZ1 ; x 2 [0; 1];

avec 8<:
y0 + e

Qz1 2 D (H) ; y0 � eQz1 2 D (H)
et
exQy0 + z1 = 0;

dont on déduit que y0 2 D(H) \D(Q). En�n�
u0 (0)�Hu (0) = Qy0 �QeQz1 �H

�
y0 + e

Qz1
�
= 0

u (1) = eQy0 + z1 = 0;

c�est-à-dire

[(Q�H) + e2Q (Q+H)]y0 = (Q�H) y0 � (Q+H) eQz1 = d0;

donc d0 2 R (�) : Alors D (A) � R (�) ; on conclut ,que D (A) = X:
Pour l�instant, si on assume 0 2 � (�) ceci veut dire que ker� = f0g, R (�) = X et ��1 est

continu de R (�) dans X:

D�après la proposition précédente, on a l�existence et l�unicité de la solution pour notre

probléme (2:3:1) :

On note que l�inversibilité dans la supposition (2:3:5)est exactement

� est fermé et 0 2 � (�) :
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2.3.2 La solution stricte du problème

On conclut cette section par un théoreme qui résout le problème (2:3:1) et dont la preuve

complète est donnée dans [5, Théorème 11]. Dans [5], les auteurs remplacent A et Q parAw =

A � wI et Qw = � (�Aw)
1
2 et ils prouvent, sous une hypothèse supplémentaire sur H; que

�w = (Qw �H)+ e2Qw (Qw +H) est fermé et inversible pour w � 0 assez grand. Ici, puisque
nous supposons l�inversiilité dans la supposition (2:3:5) ; le paramètre spectral w n�est pas

nécessaire.

Théorème 2.3.1 On suppose (2:2:1) et (2:3:2) � (2:3:5). Soit f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 � p �
+1: Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes,

1. d0 2 (D (A) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p; u1 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p:

2. Le problème (2:3:1) admet une solution stricte u.

De plus, dans ce cas, u est uniquement déterminé par la représentation suivante

u (x) = s1 (x; d0; u1) + s2 (x; f) +R (x; d0; u1; f) ; p:p x 2 (0; 1) ;

telles que

s1 (x; d0; u1) = �
�1exQd0 + e

(1�x)Qu1 ;

s2 (x; f) =
1

2
(Q+H) ��1Q�1exQ

1Z
0

esQf (s) ds

�1
2
Q�1e(1�x)Q

1Z
0

e(1�s)Qf (s) ds

+
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds+
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds;
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R (x; d0; u1; f) = (Q+H) ��1Q�1exQeQu1 � (Q+H) ��1e(1�x)Qe2Qu1
���1e(1�x)QeQd0

�1
2
(Q+H)��1Q�1exQeQ

1Z
0

e(1�s)Qf (s) ds

�1
2
(Q+H) ��1Q�1e(1�x)QeQ

1Z
0

esQf (s) ds

+
1

2
(Q+H) ��1Q�1e(1�x)Qe2Q

1Z
0

e(1�s)Qf (s) ds:

2.4 Le cas où B génère un groupe

Le cas où B génère un groupe fortement continu

(G (X))x2R sur X;

avec

D
�
(B2 � A) 12

�
� D (B) :

On a le théorème suivant ;

Théorème 2.4.1 On suppose (2:2:1) � (2:2:7): Soit f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p < +1:
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes

1.

d0 2
�
D
�
A�B2

�
; X
�
1
2p
+ 1
2
;p

; u1 2
�
D
�
A�B2

�
; X
�
1
2p
;p
:

2. Le problème (2:1:1)-(2:1:2) admet une solution stricte u: De plus,

u 2 Lp
�
0; 1;D

�
A�B2

��
:
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Théorème 2.4.2 Dans ce cas, u est uniquement déterminé par la représentation suivante

u(x) = G(�x)exp
�
��1d0 +Ke

PG(1)u1
�

(2.4.1)

+
1

2
G(�x)expKP�1

�Z 1

0

esPG(s)f(s)ds� eP
Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds

�
+G(�x)e(1�x)P

��
I �Ke2P

�
G(1)u1 � ��1ePd0

�
�1
2
G(�x)e(1�x)PKePP�1

Z 1

0

esPG(s)f(s)ds

�1
2
G(�x)e(1�x)P

�
I �Ke2P

�
P�1

Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds

+
1

2
G(�x)P�1

�Z x

0

e(x�s)PG(s)f(s)ds+

Z 1

x

e(s�x)PG(s)f(s)ds

�
;

où

K = (P +B +H)��1:

Preuve. Soient d0 2 (D (A�B2) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p et u1 2 (D (A�B2) ; X) 1

2p
+;p :

Premièrement, en vertu de (2:2:3); on déduit que

G(1)u1 2
�
D
�
A�B2

�
; X
�
1
2p
+ 1
2
;p
:

De plus, puisque (2:2:2) � (2:2:7) sont satisfaites alors (2:3:2) � (2:3:5)) sont satisfaites avec
A remplacé par A�B2 et H remplacé par B +H. On remarque aussi que

x 7! G(x)f(x) 2 Lp(0; 1;X)

Ainsi, par le Théorème 2:3:1, on peut construire une fonction

v 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D
�
A�B2

�
); (2.4.2)

qui est la solution stricte de�
v00(x) + (A�B2) v(x) = G(x)f(x); p: p:x 2 (0; 1) ;
v0(0)� (B �H) v(0) = d0; v(1) = G (1)u1:

(2.4.3)

Maintenant, pour tout x 2 (0; 1), on pose

u (x) = G (�x) v(x);

et par (??), adapté au problème (2:4:3), on obtient

v(x) = s1 (x) + s2 (x) + r (x) ; (2.4.4)
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où

s1 (x) = �
�1exPd0 + e

(1�x)PG (1)u1;

s2 (x) =
1

2
KP�1exP

Z 1

0

esPG(s)f(s)ds� 1
2
P�1e(1�x)P

Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds

+
1

2
P�1

Z x

0

e(x�s)PG(s)f(s)ds+
1

2
P�1

Z 1

x

e(s�x)PG(s)f(s)ds;

r (x) = KexP ePG (1)u1 �Ke(1�x)P e2PG (1)u1 � ��1e(1�x)P ePd0

�1
2
KP�1exP eP

Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds

�1
2
KP�1e(1�x)P eP

Z 1

0

esPG(s)f(s)ds

+
1

2
KP�1e(1�x)P e2P

Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds:

De l�énoncé 2 de la Remarque 2:2:1, on obtient

x 7! PexPd0 2 Lp (0; 1;X) et x 7! P 2e(1�x)Pu1 2 LP (0; 1;X) ;

mais, en raison de la Remarque 2:2:2; on a

Bs01(x) = B��1PexPd0 �BP�1P 2e(1�x)PG (1)u1
= B��1PexPd0 �BP�1G (1)P 2e(1�x)Pu1;

en tenant compte du fait que (voir la Remarque 2:2:3)

B��1 2 L (X)

et

BP�1G (1) 2 L (X) ;

on déduire que

Bs01 2 LP (0; 1;X) :

De la même manière

2Bs02(x) = BP�1KPexP
Z 1

0

esPG(s)f(s)ds+BP�1Pe(1�x)P
Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds

+BP�1P

Z x

0

e(x�s)PG(s)f(s)ds�BP�1P
Z 1

x

e(s�x)PG(s)f(s)ds
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mais

BP�1; K 2 L(X);

en appliquant le Théorème de [7] (voir Lemme 3 dans [5]), on déduit que

Bs02 2 LP (0; 1;X) :

� Pour terminer

Br0(x) = BP�1KP 2exP ePG (1)u1

+BP�1KP 2e(1�x)P e2PG (1)u1 +BP
�1��1P 2e(1�x)P ePd0

�1
2
BP�1KPexP eP

Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds

+
1

2
BP�1KPe(1�x)P eP

Z 1

0

esPG(s)f(s)ds

�1
2
BP�1KPe(1�x)P e2P

Z 1

0

e(1�s)PG(s)f(s)ds;

et grâce à (2:2:9), on obtient

Br
0 2 LP (0; 1;X);

puisque Br
0
peut s�écrire comme une somme de termes de la forme

TP ke�P eP �; TP ke(1��)P eP �;

où T 2 L (X) ; k 2 f1; 2g ; � 2 X:
Ainsi, on a

Bv
0
= Bs

0

1 +Bs
0

2 +Br
0 2 LP (0; 1;X): (2.4.5)

Puisque

B(B2 � A)�1; B2(B2 � A)�1 2 L (X) ;

de (2:4:2) on déduit que�
Bv = B(B2 � A)�1(B2 � A)v 2 LP (0; 1;X)
B2v = B2(B2 � A)�1(B2 � A)v 2 LP (0; 1;X): (2.4.6)

Maintenant, pour tout x 2 (0; 1), on obtient de (2:4:2), (2:2:3) et de la Remarque 2:2:2

u (x) = G (�x) v (x) 2 D
�
A�B2

�
;

�
A�B2

�
u (x) = G (�x)

�
A�B2

�
v (x) ;

donc

u 2 LP (0; 1;D
�
A�B2

�
);
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et de (2:4:2); (2:4:5) et (2:4:6) on obtient�
u0(x) = G (�x)

�
�Bv (x) + v0 (x)

�
u
00
(x) = G (�x)

�
B2v (x)� 2Bv0 (x) + v00 (x)

�
;

� avec

u 2 W 2;p(0; 1;X)

De plus, grâce à la Remarque 2:2:2, on obtient pour p. p. x 2 (0; 1)

Au (x) = G (�x)Av(x);

Et ainsi

u00(x) + 2Bu0 (x) + Au (x)

= G (�x)
�
B2v (x)� 2Bv0 (x) + v00 (x)� 2B2v (x) + 2Bv0 (x) + Av (x)

�
= G (�x)

�
v
00
(x) +

�
A�B2

�
v (x)

�
= f(x):

Puisque �
u (1) = G (�1) v (1) = u1
u0 (0)�Hu (0) = �Bv (0) + v0 (0)�Hv(0) = d0;

on a prouver que u est une solution stricte de (2:1:1)-(2:1:2) véri�ant

u 2 LP (0; 1;D
�
A�B2

�
):

Inversement, si u est une telle solution stricte de (2:1:1)-(2:1:2), on pose

v (x) = G (x)u (x) ; p. p. x 2 (0; 1) :

Puisque

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ LP (0; 1;D
�
A�B2

�
); u0 2 LP (0; 1;D (B));

on en déduit que v est la solution stricte de(
v
00
(x) + (A�B2) v (x) = G (x) f (x) ; a. e. x 2 (0; 1) ;

v
0
(0)� (B +H) v(0) = d0; v(1) = G(1)u1:

Encore une fois (2:3:2) � (2:3:5) sont satisfaites, avec A étant remplacé par A � B2 et H
étant remplacé par B +H, donc par le Théorème 2:3:1; on obtient

d0 2
�
D
�
A�B2

�
; X
�
1
2p
+ 1
2
;p
; u1 = G(�1)G(1)u1 2

�
D
�
A�B2

�
; X
�
1
2p ;p

:
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Pour conclure, on note que si l�assertion 1. ou 2. est satisfaite alors

u (x) = G (�x) v (x) ; p. p. x 2 (0; 1)

où v est uniquement déterminé par (2:4:4). Cela donne (2:4:1).

2.5 Le cas où H est lié à A et B

On rappelle que P = �(B2 � A)1=2: On étudie le cas particulier

H = �B � �P (� 2 C; Re (�) � 0) ;

et donc considérer le problème�
u
00
(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); a. e. x 2 (0; 1)
u0(0) +Bu(0) + �Pu(0) = d0; u(1) = u1:

(2.5.1)

Théorème 2.5.1 On suppose (2:2:1) � (2:2:6). Soient f 2 LP (0; 1;X) avec 1 < p < +1
et � 2 C avec Re (�) � 0:
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. d0 2 (D (A�B2) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p ; u1 2 (D (A�B2) ; X) 1

2p ;p
:

2. Le problème (2:5:1) admet une solution stricte u: De plus

u 2 LP (0; 1;D
�
A�B2

�
):

Dans ce cas, u est uniquement déterminé par

u(x) = G(�x)exP��1
�
d0 + (1� �)PePG(1)u1

�
+
1

2
G(�x)exP (1� �)��1

Z 1

0

esPG (s) f(s)ds

�1
2
G(�x)exP (1� �)��1eP

Z 1

0

e(1�s)PG (s) f(s)ds

+G(�x)e(1�x)P
��
I � (1� �)��1Pe2P

�
G(1)u1 � ��1ePd0

�
�1
2
G(�x)e(1�x)P (1� �)��1eP

Z 1

0

esPG (s) f(s)ds

�1
2
G(�x)e(1�x)P

�
P�1 � (1� �

�
��1e2P )

Z 1

0

e(1�s)PG (s) f(s)ds

+
1

2
G(�x)P�1

�Z x

0

e(x�s)PG (s) f(s)ds +

Z 1

x

e(s�x)PG (s) f(s)ds

�
;

où

� = (1 + �)(I +
1� �
1 + �

e2P )P:
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Preuve. On veut appliquer le Théorème 2:4:1 avec H = �B � �P , mais dans ce cas

� = (1 + �)DP avec D = I +
1� �
1 + �

e2P ;

et pour conclure, il su¢ t de prouver que D est bornée inversible.

Par exemple :

Si � = 1 alors D = I est borné inversible.

Si � = 0, puisque P engendre un semi-groupe analytique, on obtient que I � e2P et I � e4P

sont inversible (voir [20], p. 60), donc

D =
�
I � e4P

� �
I � e2P

�
est inversible.

Maintenant, pour � 2 C, avec Re (�) � 0, on adapte la preuve de A. Lunardi [20], p. 60.
Dans un premier temps, nous étudions la fonction g dé�nie par

g (z) = 1 +
1� �
1 + �

e2z; z 2 C:

Comme Re(�) � 0, on a�����+ 1�� 1

���� =
s
(Re(�))2 + 2Re(�) + 1 + (Im (�))2

(Re(�))2 � 2Re(�) + 1 + (Im (�))2
� 1;

donc, il existe � = ln
���+1
��1

�� 2 [0;+1[ et v 2 [0; 2�[ ; telle que
�+ 1

�� 1 = e
�+i� ;

Donc

g(z) = 0, e2z =
�+ 1

�� 1 , 9k 2 Z : z = �

2
+ i
��
2
+ k�

�
;

d�où l�on déduit que

g(z) 6= 0 si Re(z) < 0 et g(0) 6= 0: (2.5.2)

De plus il existe R0 > 0 tel que ����1� �1 + �

���� e2R0 � 1

2
;

alors

jg (z)j � 1

2
si Re(z) � �R0: (2.5.3)

Nous étudions maintenant les propriétés spectrales de l�opérateur P .
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Pour � 2 ]0; �[, on pose
S� = fz 2 Cn f0g : jarg zj < �g :

Puisque P est borné inversible et génère un semi-groupe analytique sur X, il existe �0 2�
�
2
; �
�
; � > 0 tels que

S�0 [B (0; �) � � (A)

et

sup
S�0[B(0;�)



z (P � zI)�1


L(X)

< +1: (2.5.4)

On choisit maintenant � 2
�
�
2
; �0
�
.

De (2:5:2); (2:5:3) et (2:5:4); on en déduit qu�il existe C > 0 et M > 0 tels que(
jg (z)j � C si z 2 CnS� et

(P � zI)�1



L(X)
� M

1+jzj si z 2 S�:
(2.5.5)

En�n, on construit l�inverse de D = I + 1��
1+�
e2P ; en considérant

X
=

1

2�i

Z
��

g (z)� 1
g (z)

(P � zI)�1 dz;

où �� est la courbe frontière de S� orientée positivement.

Grâce à (2:5:5); on obtient, pour z = re�i� 2 �� (r � 0)����g (z)� 1g (z)
(P � zI)�1

���� � ����1� �1 + �

���� e2Re(z): 1C : M

1 + jzj �
M

C

����1� �1 + �

���� e2r cos �1 + r
;

mais cos � < 0, donc l�intégrale sur �� est absolument convergente.

Maintenant, on �xe pour " > 0 (su¢ samment petit)

"+ �� =
�
"+ re�i�; r � 0

	
;

et en utilisant le calcul de Dunford, on obtient

D = � 1

2�i

Z
"+��

(g (�)� 1) (P � �I)�1 d�+ I;
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et donc, grâce à la deuxième identité de la résolvante

(D � I) � = �
�
1

2�i

�2 Z
"+��

Z
��

(g (�)� 1) g(z)� 1
g(z)

(P � �I)�1(P � zI)�1dzd�

= � 1

2�i

Z
"+��

�
1

2�i

Z
��

g(z)� 1
g(z)

1

�� zdz
�
(g (�)� 1) (P � �I)�1 d�

+
1

2�i

Z
��

�
1

2�i

Z
"+��

g(�)� 1
�� 1 d�

�
g(z)� 1
g(z)

(P � zI)�1dz

=
1

2�i

Z
"+��

(g(�)� 1)2

g(�)
(P � �I)�1d�

=
1

2�i

Z
"+��

(g (�)� 1) (P � �I)�1 d�� 1

2�i

Z
"+��

g(�)� 1
g(�)

(P � �I)�1d�

= (I �D)� �;

c�est-à-dire

D(� + I) = I:

De même

(� + I)D = I;

qui est le résultat d�inversibilité attendu.

2.6 Exemples.

2.6.1 Exemple 1. Conditions aux limites périodiques.

Motivation et exemple modèle :

Soit f 2 Lp(0; 1;L2 (0; 1)) avec 1 < p < +1:; on considère le problème aux dérivées partielles
suivant :

(P )

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) + 2

@2u

@y@x
(x; y) + 2

@2u

@y2
(x; y)� au (x; y) = f(x; y)

(x; y) 2 (0; 1)� (0; 1) ;

@u

@x
(0; y) +

@u

@y
(0; y) = d0(y); 0 < y < 1;

u(1; y) = u1(y); 0 < y < 1;

u(x; 0) = u(x; 1); 0 < x < 1;

@u

@y
(x; 0) =

@u

@y
(x; 1) ; 0 < x < 1;
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On utilise les notations vectorielles usuelles,�
u (x; y) = (u (x)) (y)
f (x; y) = (f (x)) (y)

pour écrire, le problème
00
P

00
sous la forme abstraite suivante

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) p:p x 2 (0; 1)

posé dans X = L2 (0; 1) ; avec les conditions aux limites

u
0
(0) +Bu (0) = d0 et u (1) = u1

où �
D(B) = ff 2 H1(0; 1) : f(0) = f(1)g ;
Bf = f 0:

et �
D(A) =

�
f 2 H2(0; 1) : f(0) = f(1) et f

0
(0) = f

0
(1)
	

Af = 2f
00 � af:

Pour cet exemple modèle, dans l�espace X = L2(0; 1) (UMD); on peut introduire l�opérateur

T dé�nie par �
D(T ) = ff 2 H1(0; 1) : f(0) = f(1)g ;
T f = if 0:

donc on peut réécrire les opérateurs

D (B) = D (T ) B = �iT;

D(A) = D(T 2); Af = (�2T 2 � aI)f = 2f 00 � af;

D (H) = D (T ) H = iT;

Ainsi l�opérateur

A�B2 =
�
�2T 2 � aI

�
� (�iT )2 = �2T 2 � aI + T 2 = �T 2 � aI

avec

D
�
A�B2

�
= D(T 2):

or l�opérateur B +H est nul

B +H = 0;
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On a l�opérateur T est auto-adjoint et son spectre � (T ) = 2�Z, donc B génère un groupe

fortement continu en plus les opérateurs A; B et H véri�ent les hypothèses (2:2:2) � (2:2:6):

Proposition 2.6.1 Soit f 2 Lp(0; 1;L2 (0; 1)) avec 1 < p < +1: Alors, les deux assertions
suivantes sont équivalentes.

1) Le Problème (P ) admet une solution stricte u et u(0; :) 2 D(T ):

2) d0 2 (D (A) ; L2(0; 1)) 1
2p
+ 1
2
;p ; u1 2 (D (A) ; L2(0; 1))1=2p;p :

Remarque 2.6.1 Les deux derniers espaces d�interpolation peuvent être caractérisés en te-

nant compte du fait que B dé�ni par

D(B) = H1(0; 1) avec u(0) = u(1) et Bu =
du

dx
;

qui génère le C0-groupe
�
etB
�
t2R dans L

2(0; 1) avec�
etBu

�
(x) = u(x+ t� n); n� 1 � x+ t < n; n 2 Z;

voir [24], p. 93-94. Ainsi d�après [25], Théorème 1.13.2, p. 78 et Théorème 1.13.6, p. 87. On

en déduit que

1. d0 2 (D (A) ; L2(0; 1)) 1
2p
+ 1
2
;p ; si d0 2 L2(0; 1) et satisfait pour certains � > 0;Z �

0

t�p
�Z 1

0

���etBd0� (x)� d0 (x)��2 dx�p=2 dt < +1
2. u1 2 (D (A) ; L2(0; 1)) 1

2p
;p ; si u1 2 H1(0; 1) et satisfait pour certains � > 08><>:

u1 (0) = u1 (1) ;
etR �
0
t�p
�R 1

0

���etBu01� (x)� u01 (x)��2 dx�p=2 dt < +1;
où

u01 (x) =
du1
dx

(x) :
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2.6.2 Exemple 2 sur la droite réelle.

Soit X = L q (R), 1 < q < +1. On introduit les opérateurs A; B dé�nis par

D(A) = W 2;q (R) ; Au = a
d2u

dy2
� cu

et

D(B) = W 1;q (R) ; Bu = b
du

dy
;

où c > 0; a > b2 > 0:

Puisque �
B2 � A

�
u =

�
b2 � a

�
u00 + cu; u 2 D(B2 � A) =W 2;p (R) ;

on obtient que l�opérateur � (B2 � A)1=2 génere un semi-groupe de contraction positif sur X,
donc il admet un H1-calculus borne, d�où l�hypothèse (2:2:4) est bien véri�ée.

De plus, B génère un groupe fortement continu dans X, voir [9], pp. 74-75.

Alors, d�après le Théorème 2:5:1 (avec � = 0), on obtient

Proposition 2.6.2 Soit f 2 (Lp((0; 1) ;Lq (R)) avec 1 < p; q < +1: Alors, les deux asser-
tions suivantes sont équivalentes.

1.

d0 2
�
W 2;q (R) ; Lq (R)

�
1
2p
+ 1
2
;p
; u1 2

�
W 2;q (R) ; Lq (R)

�
1
2p
;p
:

2. Le problème aux limites8>><>>:
@2u
@x2
(x; y) + 2b @

2u
@y@x

(x; y) + a@
2u
@y2
(x; y)� cu (x; y)

= f(x; y); (x; y) 2 (0; 1)� R;
@u
@x
(0; y) + b@u

@y
(0; y) = d0(y); y 2 R;

u(1; y) = u1(y); y 2 R;

admet une solution stricte u véri�ant

u 2 W 2;p (0; 1;Lq(R)) \ Lp(0; 1;W 2;q(R));
@u

@x
2 Lp(0; 1;W 1;q(R));

et

u(0; :) 2 W 1;q(R):

Remarque 2.6.2 On remarque que�
W 2;q(R); Lq(R)

�
�;p
= B2(1��)q;p (R) où 0 < � < 1;

voir [25], Remarque 4, p. 186.
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- روبن من الشكل لشروط الحدية اب مؤثرات خطيةمعاملات  ذاتمسائل إهليجية 

  
طبيقاتتو  خاصةفضاءات في  -و ديركلي   

حول نتائج هو تقديم ملخص هدفنا من العمل 

بشأن دراسة المعادلات التفاضلية  (6)المقال  

المجردة من الرتبة الثانية من النوع 

 : الإهليلجي

 u′′(x)+2Bu′ (x)+Au(x)=f(x),  p.p  x∈ (0,1)    

وآخر من  Robin من شكل  x = 0 بشرط عند الحد 

 :x = 1 عند الحد Dirichletشكل  

u′(0)-Hu(0)=d0,   u(1)=u1; 

ثبحي :                                                

A ,B,H ؤتراث خطية مغلقة في فضاء بناخ م

 UMDمن النوع 

f  الفضاءدالة في( L^{P}(0,1;X  معp∈[∞,1 )  

والانتظام  انيةدلوحبدراسة الوجود وا هتمن

أي  السابقةللمشكلة  uالأمثل للحل الكلاسيكي 

أننا نبحث للحصول على حل الذي يحقق الشروط 

 : التالية

(i)  u∈W^{2,p}(0,1;X)∩L^{p}(0,1;D(A)),   u′∈L^{p}(0,1;D(B)). 

(ii) u(0)∈D(H). 

هذا العمل يطور ويكمل النتائج التي تم 

 (11) و (5) ينعليها في العملالحصول 

يتم إعطاء بعض الأمثلة في نهاية هذه 

 .المذكرة
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