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Introduction

Plusieurs mathématiciens ont appliqué les inégalités usuelles dans le domaine de g-analogue

ou bien Le calcul quantique ou g-calcul est I'’étude du calcul sans limites. Au 18 siecle, Euler a
initié I’étude du g-calcul en introduisant le nombre g dans le travail de Newton sur les séries
infinies. De nombreux résultats remarquables tels que I'identité du triple produit de Jacobi et la
théorie des fonctions g-hypergéométriques ont été obtenus au 19 siecle. Au début du 20 siécle,
Jackson (1910) [12] avait commencé une étude symétrique du g-calcul et introduit les inté-
grales g-définies. Le sujet du calcul quantique a de nombreuses applications dans différents
domaines des mathématiques et de la physique tels que la théorie des nombres, la combina-
toire, les polynomes orthogonaux, les fonctions hypergéométriques de base, la théorie quan-
tique, la mécanique et la théorie de la relativité.

Ce sujet a recu une considération exceptionnelle par de nombreux chercheurs et il est donc
apparu comme un sujet interdisciplinaire entre les mathématiques et la physique. Les lecteurs
intéressés sont renvoyés a Ernst (2012) [7], Gauchman (2004)[9] et Kac et Cheung (2002)[13]
pour certains développements récents dans la théorie du calcul quantique et la théorie des
inégalités dans le calcul quantique. Les inégalités jouent un role important dans le développe-
ment de toutes les branches de la mathématique. Il a été observé que la théorie des inégalités
et la théorie des fonctions convexes sont profondément dépendantes I'une de l'autre et, par
conséquent, une vaste littérature sur les inégalités a été produite par un certain nombre de
chercheurs utilisant des fonctions convexes, voir Dragomir et Pearce (2000) [6].

Les inégalités d’Hermite-Hadamard sont largement étudiées au cours des trois dernieres
décennies et les inégalités suivantes, connues sous le nom d’inégalités d’'Hermite-Hadamard
[11], fournissent une condition nécessaire et suffisante pour une fonction continue f:IcR—R
est une fonction convexe sur [a, b], tels que a, b € [a,b] avec a< b

a+b 1 b f(a)+ f(b)
1155 ) s e, rwax =B 52, 0.

Notre objectif est de développer davantage cette théorie pour les fonctions de deux variables et
de fournir quelques analogues quantiques de l'inégalité Hermite-Hadamard des fonctions de
deux variables sur des rectangles finis. A I’étape suivante, nous fournirons également des es-
timations quantiques pour la partie droite de I’analogue g de 'inégalité d'Hermite-Hadamard
des fonctions de deux variables utilisant la convexité et r-convexité. (voir [14],[19],[15],[4],[1]).

Ce mémoire se compose essentiellement de quatre chapitres et d'une conclusion.

Dans le premier chapitre Elément de base quantique, nous définissons les notions de g-
analogue, la q-dérivée ainsi que la g-intégrale.
Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons le type de convexité et le type de r-convexité pour
une fonction a une variable et a deux variables ainsi que leurs propriétés .
Le troisieme chapitre , nous traitons quelques résultats sur I'inégalité d’'Hermiete hadamard
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dont le cas convexe et r-convexe.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux nouvelles inégalités d’'Hermite
Hadamard dont le cas a deux variables par leux deux types convexe et r-convexe.

Finalement, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une bibliographie
est donnée a la fin de ce document.



Chapitre 1

Eléments de base de calcul quantique

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des notions et des
concepts fondamentaux de la théorie du calcul quantique ou bien g-analogue (g-calcul), qui
représentent un outil indispensable dans notre étude. Il y a deux groupes principaux de g-
analogue, les g-analogues classiques et les g-analogues non-classiques nous donnons les défi-

nitions et des concepts fondamentaux nécessaires de g-analogue classique.

Dans la deuxiéme section, on introduit la définition de g-dérivée et dans la troisieme 'inté-

grale de Jackson.

1.1 Généralités
La g-théorie classique commence par [13]

Définition 1.1.1 Soit n un entier positifet0 < g < 1, on définit le g-analogue de n par

n

qq =l+qg+qg°+..+q""', geC.

[n]q: 1

En faisant tendre q vers 1, on a bien lim1 [nlg=n.
q—>

Pour tout n € N, la q-shift factorielle est définit par

szo(l_aq)k) 7’121,2,...,00

(a;q)n

(a;q)0 = 1.

On peut définir le g-analogue de la factorielle connue sous le nom de q-factorielle, par

L (@ Dn , n-l k
[nlg!=[]1klg= — neN, ou (G@,=]]0-g".
k=1 (1-q) k=0

Pour tout n €N, le g-analogue de la fonction (x — a)"" est définie comme suit

x-a) = [, (x-aqgh),
(x—a)g = 1.
on a aussi pour toutn € N
1-97
(1 N q)Z_l = qn qoo'

(1.1.1)
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Définition 1.1.2 Le théoreme de q-binomial est définit par

S (a, Pn n_ (az, q)o
= (g, qn) (2, Poo

lz] <1 (1.1.2)

avec (a, q) , est un symbole q-Pochhammer.

1.2 Q-Dérivée
Définition 1.2.1 [13] On définit la q-dérivée d’'une fonction f par

dq f(x) _f®-fgx)

Dqf 0= dgx 1-q)x

, Xx#0. (1.2.1)

Exemple 1.2.1 La g-dérivée de f(x) = x", oit n est un entier positif

(qx)n_xn_qn_lx 1
(g-Dx qg-1

n—-1_ n—
=[nlgx™ .

D, f(x)=

Définition 1.2.2 La q-dérivée du produit de la fonction f(x) et la fonction g(x) comme suit

D, (f(x)g(x)) = f(x)Dyg(x) + g(gx)Dg f (x). 1.2.2)
Proposition 1.2.1 Pour tout entier n, on a
i)
Dq(x—a)Z: [n]q(x—a)Z_l. (1.2.3)
i)
Dy(a—x)}=~[nlga—qx);". (1.2.4)
Preuve.

1. On raisonne par récurrence :
La propriété est vraie pour n = 0, car [0]; = 0, et on suppose qu’elle est vraie pour un
certain rang k
(i.e):
Dy(x-a)k = [klg(x- )k,

On vérifie la propriété pour k + 1, sachant que (x — a) ’f,“ =(x— a)’;(x -q*a).
En utilisant la dérivée du produit (1.2.2), on obtient

Dq(x—a)]f,“L1 = Dq(x—a)’;(x—qka)
= -k +(gx- gD x - )f
= (x—a)';+c](x—qk_la)[l’dq(x—61)5_1
= (1+qlklg)x-a);
= [k+1]4x-a)y

2. Selon la définition (1.1.1), pour n=1.0On a

(a—x)y (a-x)(a-qgx)(a-q*x)..(a-q" ' x)

(a-x).9(g ta-x.q*(g%a-x)..q" Y g " a-x)
(_l)nqn(n—l)/2(x_ q—l’l+1

a)...(x— q_za)(x— q_la)(x— a).
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D’ou,

(a-x)g= x—q ""a)). (1.2.5)

De (1.2.5) et (1.2.3), on obtient

— _[n]qq -1 x (_Dn—lq(n—l)(n—Z)/Z(x_ q—l’l+2(q—1a))g—l

Dq(a—x)i;

— _[n]qqn—lx(q—la_x)g—l

= —lnlgla—qx)}~"

Définition 1.2.3 [17] Soit f : [a, b] — R est une fonction continue, on définit q,-dérivée de f sur

la, b] par
flgx+(1-g)a) - f(x)

1-g)(a—x)

aDgf(x)= , x#a. (1.2.6)

Exemple 1.2.2 Soient a, b, s des réels et soit f une fonction définie sur R par
fX)=x*+x+s.
Alors, pour x#a.Ona

([qx+(1—q)a] +lgx+(Q—-q)al+s)— X2—x-25)

aDqf (0 = (1-q)a-x
(@ -Dx*+(0-qPa®+(1-q)2qax)+(1-q)(a—X)
- 1-q)(a-x)
_ —(g+Dx*+(1-q)a®+2qgax+(a-x)
- (a—x)

= Ql+g)x+(1-qgla+1.
Pour x = a, on obtient ;D f (x) =2a+ 1.

Définition 1.2.4 [17] Soit f : [a, b] — R est une fonction continue, on définit q"-dérivée de f sur

la, b] par
flgx+Q-q)b)— f(x)

1-g)b-x)

Exemple 1.2.3 Soient a, b, s des réels et soit f une fonction définie sur R par

"D, f(x) = x#b. (1.2.7)

f(x):x2+x+s.
Alors, pour x#b. On a
([gx+ (1 - q)bl* +[gx+ (1~ @bl +5)—x*~x~3)

b
Pafl9) = 1-q)b-x)
(@ -Dx*+(1- @b+ Q- q)2qbx) + (1 - q)(b-x)
- (1-q)(b-x)
—(g+1)x*>+(1—q)b*+2qbx+ (b—Xx)
) (b-x)

= 1+g9)x+Q-q)b+1.

Pourx=>b, on obtienthqf(x) =2b+1.
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Remarque 1.2.1 Si on prend a = 0 dans (1.2.6), ou si on prend b = 0 dans (1.2.7). Alors nous
obtenons la formule (1.2.1).

Propriétés 1.2.1 Soient f et g deux fonctions arbitraire, et soient a, b deux réelles

1. Dy est un opérateur linéaire, ie
Dy(af(x)+bg(x)) =aDy(f(x)) + bDy(g(x)).
2. La q-dérivée de produit entre deux fonctions f et g est donnée par :
Dy (f(x).8(x)) = f(gx)D4(g(x)) + g(x)Dy(f (x)).

Eton a aussi:
Dy (f(x).8(x)) = f(x)Dg4(g(x)) + g(gx)Dy(f (x)).

3. La g-dérivée de quotient entre deux fonctions f et g est donnée par :

f(x)) g(X)Dgy(f(x)) = f(x)Dg4(g(x))
D = : 0.
I (g(x) g(x)g(qx) 8nglgx)+

4. Soiento,p € R, on définit la fonction u par u(x) = axP, alors
Dyl f (u(x)] = (qu’f)(u(x))Dq(u(x)).

Preuve.
1. Ona

af(gx)+bg(gx)—af(x)—bg(x)
(g—1)x
a(f(gx)— f(x)) b(g(gx) — g(x))
(g—Dx (g—Dx
aDy(f (x)) + bDy(g(x)).

Dy(af(x)+ bg(x))

2. Ona

dg(f(x)g(x))
(g—Dx
fgx)dqy(g(x) +g(x)dyf(x)
(g—Dx
f(gx)Dg(g(x)) + g(x)Dgy(f (x)).

Dy (f(x)g(x))

3. Il est claire que g(x)]g% = f(x), alors
D, (g(x) )P,
ce qui implique
@) BACY) _
g(gx)Dy (g(x) + 2(x) D4 (g(x)) =Dy (f(x)).

Donc

D (f(x)) _ 8(x)Dy(f(x)) = f(x)Dy(g(x))
Ngx)) ™ g(x)g(gx) '
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4. Ona
Dylf(ux)] = Dglf(axP)]
flagPxP) — flaxP)
) gx—x
_ fagPxP) - foxP) agPxP —axP
B agPxP — axP gx—x
_ F(@Pu) - f(w) u(gx) — u(x)
- qPu—u gx—x
= (D /) w(x)Dg(u(x)).
|

1.3 Q-intégrale de Jackson

Définition 1.3.1 [12] La q-intégrale d'une fonction f définie sur un intervalle [0, b] (l'intégrale
de Jackson ), est définie comme

b 00
fo fX)dgx=01-q)b)_ q"f(bg"). (1.3.1)

n=0

La fonction f définie sur un intervalle [a, b] par

b b a
ff(xqu:‘[o f(x)cqu—f0 fx)dgx.

Définition 1.3.2 [13] Soient f et g sont deux fonctions qg-dérivables sur [a, b], la g-intégration
par partie est définie par

b b
ff(x)Dqg(x)dqx:f(b)g(b)—f(a)g(a)—[ g(qx)Dyf(x)dgx.

Définition 1.3.3 [17] Soit f : [a, b] — R est une fonction continue, on définit la q,-intégrale de f
surla, bl par

t [es)
f fXadgx=0-q)t-a) Y. " f(g"t+(1-qg"a), tela, bl. (1.3.2)
a k=0

La q®-intégrale d’une fonction f définie sur un intervalle [a, b
b 00 " "
f f@Pdx=0-9b-0) q*f(g"t+0-q"Db), tela bl (1.3.3)
t k=0
Remarque 1.3.1
e Pour a=0 dans (1.3.2) ou pour b =0 dans (1.3.3). On obtient la q-intégrale classique définie en

(1.3.1).
e Poura=0ett=1dans (1.3.2),ona

1 [e’e)
f fWodgt=0-q) Y. q*f(g"),
0 k=0
e Pourb=1ett=0dans (1.3.3). Ona

1 o0
fo f@ldt=0-q9) Y g*ra-q".
k=0
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Exemple 1.3.1 Soienta,b, m, k des réels et soit f : R — R, f(x) = mx+k. Alors, on a pour g €]0, 1]
et pourtouta<b

b 00
ff(x)adqx - (l—q)(b—a)zqk{m[bqk+(1—qk)a]+k}
a k=0
= (l—q)(b—a)qu{m(b—a)qk+(ma+k)}
k=0
mb-a) ma+k
= (l—q)(b—a)( T + l—q)
_ (b—a)(—m(b +“‘7)+k). (1.3.4)
+4q
De méme, on a
b o)
ff(x)bdqx = (1—q)(b—a)qu{m[aqk+(1—qk)b]+k}
a k=0
_ (b—a)(—m(“+b‘7)+k). (1.3.5)
1+gqg

» On remarque que pour q tend vers 1, on obtient le résultat classique dans les deux cas
b b2 2
f Fldx= M + k(b a).
a

Propriétés 1.3.1 Soit f : [a, b] — R est une fonction continue. Alors pour q €]10,1[, on a

1. La q,-dérivée d’'une q,-intégrale de fonction f surla, x| est donnée par
X
adqf f(t)adqt:f(x) - fla).
a
2. Soita < c < x, alors la q,-intégrale de q,-dérivée d’'une fonction f sur]a, x[ est donnée par
X
f adqf(t)adqt:f(x)_f(c)-
C
3. La q"-dérivée d’'une q°-intégrale de fonction f surlx, b| est donnée par
b b b
dqf fldye=fb) - f(x).
X
4. Soitx < ¢ < b, alors la q°-intégrale de q° -dérivée d’une fonction f surlx, b[ est donnée par

[ bd,f)Pdgt=f(o) - ).

5. Soita e R. Alors, on a

X

X X
f[((xf)(t)+g(t)]adqt:(xf f(t)adqt+f g()adgt.
a a a

6. SoitaeR. Alors, ona

b b b b b b
f [(af) () +g(D)] dqt:af f@ dqt+f g(n’dyt.
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7. Soit f < g. Alors,ona

x X b b
ff(t)adqtsf g(t)adqt,f f(t)bdqtsf gbd,t.

Définition 1.3.4 [16] Soit f : [a, b] — R est une fonction continue, on définit la q-intégrale de
type de Riemann d’'une fonction f par

b 00
R,(f,a,b) :f fdix=b-a)1-q) ) fla+b-a)g"q". (1.3.6)
a k=0

Dans [18], S. Taf et al. ont définis une nouvelle intégrale par la division d'un intervalle en

deux parties a partir de la g-intégrale de type de Riemann.

Lemme 1.3.1 [18] Soit f : [a, b] — R est une fonction continue, alors par la q-intégrale de type
de Riemann. On définit l'intégrale suivante

2 b S a+b b—a a+b b-a
b—afa f(x)df;x:u_q)z(f(_z +qk( 5 ))+f( : —c/’“( > )))qk. (1.3.7)
k=0

Par la g-intégrale de Jackson, on obtient
2 (b U (1-t 1+t !
— dix= f (— +——Db|d,t= f
b—afa fdgx —1f 5 a gt _1f
Preuve. D’apres la g-intégrale de type Riemann, on a

2
b R
fa fdit

1+¢ 1-¢
TLZ-I-TI?) dql’. (1.3.8)

atb
fz f@dle+ bf(t)dR
T

_bf(t)dR _hf(t)dR

( a+b - )Zf(ch ( %bqk)qk
o e e
om0 155 (e o[ 55

D’autre part, d’apres la g-intégrale de Jackson. On a

1 0 1
1 -1
= f f(t)dqt—f fdgt
0 0
= 1-9 ) fgNg"+0-q) ) f(=q"Mq"=0-q Y (fgm+f(=9™)q"
n=0 n=0 n=0
Donc,

2 2 2 2 2

[.s

ce qui est équivalent,

a+b+ta;b)dqt:(1—q)z(f(a+b+q”b_a)+f(a+b—qnb_a))an
n=0

b 1 —
ﬁf f(t)dgt:flf(a-;b+tazb)dqt (1.3.9)

10
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Lemme 1.3.2 Pour p =1, on a l'inégalité suivante

! q
f (1-0Pdyt<
0 [p+1l4

Preuve. Soit la fonction f définie par

fO=0-0P =t,q)p; peRP=1

Alors, par la g-dérivée. On obtient

Dy f(H)=Dy(1- t)(f’ :—[p]q(l—qt)(q’”'”
donc
qu(t):—[p]q(qt; q)p—l-
Alors
(gt,qn q primitive [n+1]q
D’autre part, on a
(p) (tyq)oo
t)= ].—t =

avec (1, oo =132, (1 — g*1) et (rqp,q)oo:(1—qpt)(l—qP“t)....:l‘[f;;p(l—qkt).

Donc,
eSi(1- t)(qp) < (t,q)p, alors

1 1 1
f(l—t)pdqtsf (1—t)(qp)dqtsf (t,q) pdyt =
0 0 0

Or

c 1 n-p = 19790
eSi(l-0"P= . , alors

aep_ °°p(p+1)...(p+k—1)tk
1-n _1+k§1 " :

etla g-bindme (1.1.2). On obtient

1-0" P = (q, P

p ) p
1 (tq ,q)oo_HZ(q ,Q)ktk.

Or,

(t) Q)n-kl-

_ 49
p+11,

tel0, 1],

(q”,q)n 3 (l—qp)(l—qpﬂ)m(l_qp+s—1)

G 9n 1-91-4¢?...1—g"

(1-gP)(1-gPhy @A -qP™h

-9 1-¢ = (1-g%

Donc, on considére maintenant la fonction

1-— up+k—1
() = ——; O<u<l.
8k 11—k
La fonction gj est croissante sur ]0, 1[ et liIIll gr(u) = 4 +Ikc_1, alors
o
1-gPt*1 p+k-1
q <P ,0<g<l1.

1-gk =k

(1.3.10)

(1.3.11)

(1.3.12)

(1.3.13)
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1.3. Q-INTEGRALE DE JACKSON

D’apreés la relation (1.3.11),(1.3.12) et(1.3.13) on trouve

1-nr<— L@ _q_ 0 (1.3.14)

(tgP, 9o

On intégré (1.3.14) sur [0, 1], on obtient

1 1
q
(1-0Pd tsf a-0Pd, t= .
fo 7= Jo 77 p+1l,

Définition 1.3.5 [3]
Supposons que f : [a,b] x [c,d] c R?> — R est une fonction continue, alors qg,q? et "% intégrale
surla, bl x [c,d] est défini par

x pd
f f f(t»s)ddqzsudqlt = 1-g)A-qg)(x—a)d-y)
aJy

x Y Y flgix+0-qgha.q)'y+1-qdql gy (1.3.15)

n=0m=0

b ry
f f f(t,S)chIszdqlt = A-g)A-g)b-x)(y-c)
X C

oo 0
x Y3 flgrtx+1-ghb,q)'y+1-qi)0ql'qy (1.3.16)

n=0m=0

o

et
b pd
fff(r,s)ddqzsbdqlt - (-q)(-g)b-0d-y)
x Jy

x Y ) flgix+0-qDb gy + (1 -gNd)gy g3, (1.3.17)

n=0m=0

pour tout (x,y) € [a, b] x [c, d]
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Chapitre 2

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous définissons les fonctions convexes ,r-convexes et donnons quelques
propriétés qui nous seront utiles par la suite.

2.1 Fonction Convexe

Définition 2.1.1 Soit f:1c R — R est dite convexe si
fax+A-0y<tfx)+A-DfWy), 2.1.1)
pourtous x,y€lette€|0,1].

Exemple 2.1.1
i) La fonction f(x) = e* est une fonction convexe surR .

ii) La fonction f(x) = x* est une fonction convexe sur R.

Définition 2.1.2 (Inégalité de pente)
On suppose que f est une fonction convexe définie sur1 — R . Si a, b, ¢ sont trois points de telle

quea<b<c,ona
fb) - f(a) - flo)-f(a) - fle)-f(b)

< < 2.1.2
b—a c—a c—b ( )

Propriétés 2.1.1
1. Une fonction f est convexe surl — R si et seulement si d f (t) est croissante.
2. Soient f, g :1— R sont deux fonctions convexes, alors f + g convexes aussi.

3. Si f et g sont deux fonctions convexes sur [a, b], alors (f o g)(x) nest pas nécessairement
convexe. Une condition nécessaire est que f soit croissante.

Preuve.
1. On suppose que f est convexe sur [a, b]; a < b. D’apres I'inégalité de pente on a

f)-fla _fb)-fla _fb)-fx

< < , v » Ol
xX—a b—a b—x xela, bl

En faisant tendre x vers a, on obtient
_fB)-fla)

af
ar' = ma

et en faisant tendre x vers b on en déduit que

fB)-f@ _df
b-a i

13



2.1. FONCTION CONVEXE

donc

af af
dt(a) = dt(b)’

D’olu %(t) est croissante. Réciproquement, si %(t) est croissante, pour tous a< b el et
tout x €]a, bl.
D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe a €]a, x[, P €]x, b[ tels que

f)-fla) _ ﬂ(a)

x—a dt
. f)-f) _df
- flx
Thmx Car
puisque a < f3. Donc
af af
dt(ooS dt(ﬁ)'
D’ou
fx)-fla - fb)—-f(x)
b-a =~ b-x
Alors

b-x xX—a xX—a
fx) Smf(d)‘i‘mf(b):f(d)‘i‘m(f(b)—f(d)),
d’apres (2.1.2) , on conclut que f est convexe.
2. Supposons que f et g sont convexes sur I, alors on a

fx+A-ny)<tfx)+A-0f(),

gltx+(1-nNy)=tgx)+(1-1g(y),

pour tous x,y €1, t € [0, 1].
Ce qui implique

A

fax+A-Dpy)gtx+(1-0y) < tfx)+A-f+tgx)+1-1gly
) +8gxN)+A-D(f () +8g).

IA

oo (f+8x+A-D=t(f+X)+1-(f+ 8.
3. Soit g une fonction convexe sur [a, b] et t € [0, 1] alorson a:
gltx+ DNy =tgx)+ (1 -1gy), X,y €la, b],
par application de la fonction f et puisque f est croissante. Alors
fx+1-0y) = frg(x)+1-0gWy)).

D’ou
flgltx+A-0y)<tf(gx)N+A-0f(g).

Définition 2.1.3 /5] Soit f : A :=[a, b] x [c, d] — R? est une fonction convexe coordonnée avec
a<betc<d si

fx+Q-Dz,ty+Q-DHw)<tf(x,y)+Q-1f(z,w), (2.1.3)

pour tout (x,y),(z, w) € Riette [0, 1].

14



2.1. FONCTION CONVEXE

o Considérons Uintervalle bidimensionnel A := [a, b] x [c, d] sur R? tels que a < b et ¢ < d. une
fonction f : A — R sera dit convexe sur les coordonnées si l'application partielle

fy:la,bl =R, fy(x) := f(x, )
et
feile, dl =R, fx(1):= f(x,y)

sont convexes ou définis pour tout y € [c, d] et x € [a, D]

Exemple 2.1.2
i) La fonction f(x,y) = x> + y* est une fonction convexe surR?.

ii) La fonction g(x,y) = x> + y* est une fonction convexe surR?.

Propriétés 2.1.2

1. Toute application convexe f : A — R est convexe sur les coordonnées, mais l'inverse n'est
généralement pas vrai.

2. Si f"(x) =0 surl, alors f est convexe surl.

Preuve.

1. Supposons que f: A — R est convexe sur A. Soit f : [c,d] = R fy(v) := f(x, v). Alors pour
toutte0,1]etv,we(c,dlona:

frtv+(1-Hw)

fx, tv+(1-Hw)
fax+AQ-0x,tv+(1-Hw)
tfx,y+AQ-1f(x,w)

tfx () + (1= 1) fr(w)

IN

qui montre la convexité de f.
e Lefait que fy: [a, bl — R, f,(u) := f(u, y), est aussi convexe sur [a, b] pour tout y € [c, d]

o D’autre part I'application f: [0, 1]> — [0, co[, est donnée par fy(x, y) = xy.
C’est évident que f est convexe sur les coordonnées mais n’est pas convexe sur [0, 1]2.
En effet, si (©,0), (0, w) € [0, 1]% et £ € [0, 1], on obtient

f(u,00+1-00,w)=f(tu,A-Dw)=t(1-t)xw

et
tf(u,0)+ (1— 1) f(0, w) =0.

Ainsi, pour tout £ €]0, 1[, u, w€]0, 1[. On a
fw,00+A-00,w)>tf(u,00+1-1f0,w),

Ainsi f n’est pas convexe sur [0, 1]2.
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2.2. FONCTION R-CONVEXE

2.2 Fonction r-convexe

Définition 2.2.1 [10] Soit f : [a,b] — R est une fonction positive. Alors [ est dite r-convexe si
pour tous x,y € [a, b], t €10, 1] et r € R, on obtient
(tf+Q0Q- t)[f(y)]r)% r#0
fx+(1-ny < (2.2.1)

f@I ! r=0

Remarque 2.2.1
* Les fonctions 0-convexes sont simplement des fonctions log-convexes.

ftx+A-Dy<f@ fYL,  Vvtelo,1l.

Exemple 2.2.1 Soit f une fonction définie sur ] %, %
1. La fonction f(x) =sinx est une fonction oo-convexe sur R.
2. La fonction f(x) =tanx est une fonction 1-convexe sur R.
3. La fonction f(x) =In(secx) est une fonction —1-convexe sur R.

4. La fonction f(x) =|secx +tan x| est une fonction 1-convexe surR.

Propriétés 2.2.1

1. Si0<a<1et0<r <s,alorsl'inégalité suivante est vérifiée pour chaque paire des nombres
réels non négatifsx ety. Ona

XY (@ + (- 0y < (ax’ + (1 - 0)y)s.

2. Soit f :[a, b] — [0, +oo[ une fonction r-convexe sur [a, b] et0 < r < s, alors fest s-convexe.
fax+A-ny<t’fxX)+QA-0°f(y), re0,1].
En particulier si f est r-convexe et <r <1 alors f est convexe.

Preuve.

1. Le coté gauche de 'inégalité est clair par I'inégalité de Young. Le coté droit est évident si
x=0ouy=0.
Soit x >0 et y > 0, on considere f : [0, +oo[— R définie par

f=(@t"+1-a)’—(at’+1+a), (r,s > 0).

Donc df(t
% =rsaft’ Hat" +1-) T - @t + 1) . (2.2.2)
Alors ¢ =1 est un point critique de f on voit que
dzf(l) (1—o)( )=0
— ) =rsa(l-a)(r—s) <0.
dr?

il s’ensuit que f atteint son maximum lorsque ¢ =1, ainsi f(¢) < f(1) = 0. Alors

(" +1-a)’<(at’+1-a)". (2.2.3)
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2.2. FONCTION R-CONVEXE

Maintenant, si on prend ¢ = % dans l'inégalité (2.2.3). On obtient
(ax"+(1 -y ) <ax*+(1-a)y")’,
ce qui implique que
((ax” + (1 -0 y")7 < (ax’ + (1 - )y,

Donc X .
(ax"+(1 -y < (ax*+ (1 - y’)s.

2. Puisque f est r-convexe alors par (2.2.1), on a pour tous x, y € [a, b] et t € [0, 1].

fx+AQ-1y)
@ +A=-0fNT <Ef@S+(A-DFW)s , O0<r<s
(2.2.4)

IA

1
(=)

FOUFO < tf @S+ A= Df )5, r
| |

Définition 2.2.2 /8] Soit f : A =a, b] x [c, d] — R4, on dit que f est une fonction r -convexe sur
le rectangle A si pour tout t, A € [0,1] et (x, ), (z, w) € A.
fx+Q-0Dz,Ay+(1-Nw)

[EALF G, YV + 61 =) F1Gx, )]+ (1= OAf 1z Y17+ (L= DAL=V 1z w7 r#0
(2.2.5)

FIG I FIGe, w)PAN iz, 1D Fl(z, w)) DA r=0

IA

« Considérons lintervalle bidimensionnel A := [a, b] x [c, d] sur R, tels quea< b et c < d. Une
fonction f : A — R, sera dite r -convexe sur les coordonnées si les applications partielles

fy:[a,b] _’R+>fy(u):f(u)y)

Et
fiile,dl =Ry, fx(v) = f(x,v)

sont r-convexes pour tout y € [c,d] et x € [a, b].

Remarque 2.2.2
e Pourr =0, on trouve la fonction log-convexe

fEx+(1-Dz, Ay+1-NDw) < Fl(x, PI FLee )TN £l 1T Flz, w00V A0, 1.
e Pour r =1, on trouve la fonction convexe coordonnée.

Propriétés 2.2.2 Toute fonction r-convexe f : A =[a, b] x [c, d] — R est une fonction r -convexe
sur les coordonnées et t, \ € [0, 1] .

Preuve. Supposons que f: A=[a, b] x [c, d] — R, est une fonction r-convexe sur A, donc

fyl [a, b] —’R+yfy(u) :f(u»y)
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2.3. CONTINUITE, DIFFERENTIABILITE ET QUELQUES INEGALITES

e Sir=0etu;, u € la, b], on obtient

fytuy + (1 - uy) fGur+ (1 =10uy,y)
fuy+Q=-Du, Ay+(1-AN)y)
Ty, » YNy, ) F57 P (wg, ) fA70V 1y, )

1- 1- 1-0(1-
M) £ M wg) 0N (wp).

IN

e Sir#0etuy, uy € [a, b], on obtient

fy(tuy + (1 =D up) fGui+1Q-1Du,y)

fuy+A—-tu, Ay+(1-A)y)
A fT(uy, )+t =N [T (u, A= OAf (u, y) + 1 -0 —)\)f’(ug,y)]%
[t)\fy’(ul) +1(1 —)\)fyr(lh) +(1- t))\fy’(ug) +(1 -0 —Mf;(uz)]%.

IA

Donc fy(u) = f(u,y) est r-convexe sur [a, b]. Par un argument similaire, on peut voir fy(v) =
f(x,v) est r-convexe sur [c, d]. =

2.3 Continuité, différentiabilité et quelques inégalités

Définition 2.3.1 (Continuité )
Soient1 un intervalle réel, f :1— R une fonction définie surl a valeurs réelles et a € 1. La fonction
f estdite continue en a si

Ve>0,An>0Vxel(x—al)<n=|f(x)— f(a)l <e).

Définition 2.3.2 ( Fonction différentiable)
Soit u < E un ouvert non vide, et soit f : u — F. On dit que la fonction f est différentiableen a € u
si et seulement s'il existe une application linéaire et continue L. € £ (E,F) telle que

lim I f(x)— f(a)—Lx—a)llp _o.

x—a llx—allg

On peut aussi écrire, en posant x—a=h

lim Ifta+h) - fla)-LWlle _

0.
h—0g h#0g Iklg

Lapplication L est alors unique, elle est appelée différentielle de f en a et elle est notée d f,.

Définition 2.3.3 (L'équation tangente)
Soit f une fonction dérivable en a. L'équation réduite de la tangente Tx a la courbe de [ au point
abscisse a est

y=f'(0)(x-a)+ f(a).

Théoreme 2.1 (Inégalité de convexité)
Soient [ une fonction convexe, (x1,...,X,) un n-uplet de réels appartenant a l'intervalle de défi-
nitionde f et (Ay,...,\,) un n-uplet de réels positifs tels que

n
Z)\i =1
i=1

Alors

f(Xn:)\ixi) =< Xn:)\if(xi).
i=1 i=1
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2.3. CONTINUITE, DIFFERENTIABILITE ET QUELQUES INEGALITES

Définition 2.3.4 (Inégalité de Minkowski)
Soit f,g € Lyla, b, alors pourp>1.0Ona

b 5 b » b ;
(f |f(x)+g(x)|pdx) S(f If(x)lpdx) +(f Ig(x)lpdx) . (2.3.1)

Définition 2.3.5 (Inégalité de Cauchy )
Soient a, b deux réels, alors on a

=

1
a’+ Ebz' (2.3.2)

N | =~

lab| <
Définition 2.3.6 (Inégalité de Hélder)

Soient f et g deux fonction continue et intégrable sur [a, b], Soient1 < p , q < +oo avec % + % =1.
Alors

b b 5 b :
(f f(x)g(x)dx)ﬁ(f (f(x))pdx) (f (g(x))"dx) . (2.3.3)
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Chapitre 3

Q-Inégalites d’Hermite Hadamard

Dans ce chapitre, nous traitons quelques résultats liés au chapitre précédent. Commencgons
par le premier cas :

3.1 Cas Convexe

Dans [18], S.Taf et al. ont introduit I'inégalité suivante :

Théoréme 3.1 Soit f : [a, b] — R est une fonction convexe, alors pour tout0 < g < 1. On obtient

l'inégalité suivante
a+b 1 (P fla)+ f(b)
— = i< — = 3.1.1
)<b—afa fdgt= 2 (3-1.1)

N

Preuve. D’apres la définition d’'une fonction convexe, on a

)

X+y)5f(x)+f(y)

f(Z 2 2

pour tout x € [a, b] .
_ 1=t 1+¢ _ 1+t 1-¢ :
Alors, posons x=—5-a+ —-bet y==-a+ b, on obtient

f(“;’b) lf(—ta+%b

1
2

1+¢ 1-¢
—a+—b), te[-1,1].
2 2

>

Puis, on integre I'inégalité sur [-1, 1] par rapport a ¢, on trouve

a+b 1-¢ 1+¢ 1Y (141t 1-t¢
( qu < f_ (Ta+ . b)dq Zf_lf Ta+7b)dqt.
Ce qui implique
a+b b
2 < ndlr, 3.1.2
f(2)<b_afaf()q (3.1.2)

qui prouve la premiére inégalité.
la preuve de la seconde inégalité est donnée par

f(l—ta+1+tb) (1 )f( )+(1 )f(b),

2 2

on integre 'inégalité sur [-1, 1] par rapport a £, on obtient
— f fdgt< f(a)f —dqt f(b)f —dqt.
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3.1. CAS CONVEXE

Donc b
2 R
—b—afa f(x)dqxsf(a)+f(b). (3.1.3)

De (3.1.2) et (3.1.3), on trouve (3.1.1). =
Dans [1], N. Alp et al. ont prouvé l’ inégalité g, -Hermite-Hadamard suivante pour les fonctions

convexes dans le cadre du calcul quantique :

Théoreme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable convexe sur un ]a, b[. Alors pour

0O<g<l,ona
ga+b 1 fb qf(a)+ f(b)
f( 1+q )s b—al. f(x)adqxs—“_q . (3.1.4)

Preuve. On a par la définition d'une suite géométrique

a+qb
1+g¢g

= Y g**a-q)+ (Z g--> c/Zk) (1-g)b
k=0 k=0 k=0

= Y [ a0 -+ " - a0 - b
k=0

= Y d*a-q@lgfa+1-4"n),
k=0

telle que Zi‘;o(l - q)qk =1car Z}E‘:’S k_ ﬁ,

Donc, par la continuité d'une fonction f sur ]a, b|, et par 'inégalité de Jensen. On obtient

b o0
f(qa+ )s Y gk - @Ia - gha+ g bl.
1+g¢g =0

Ainsi, par g,-Intégration sur [a, b]. On trouve

f(qa+b

1 b
g )5 b_afa FX)adgx (3.1.5)

D’oti la premiere inégalité est prouvé.

ha (z)

T+g

ha ()

FIGURE 3.1 - Tangente et ligne de corde pour une fonction convexe.
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3.1. CAS CONVEXE

D’autre part, par la convexité d'une fonction f, telle que
f(x) < h(x)

ol h(x) estla sécante qui relié entre les points (a, f(a)) et(b, f (b)),

_ f(b)—f(a)er af(a)—af(b)-

fb)-f@
h(x) = —(x—
()= fla)+ b—a (x~a) b—a b-—a
Alors, selon la définition de la q,-intégrale, on a
b b b) — b _ b b
f FX)adgx < f hadgx= LD I@D (7 4 A @af®) (7 4 G1e
a a b-a a b-a a
Ainsi la tenant compte de la formule (1.3.4) en prenant m =1 et k =0, on obtient.
b +f(b
f f(x)adqxs(b—a)M. (3.1.7)
a 1+
De (3.1.5) et (3.1.7) on obtient I'inégalité (3.1.4) . m
Dans [2], S. Bermudo et al.ont introduit I'inégalité suivante :
Théoreme 3.3 Soit f : [a, b] — R une fonction convexe. Alors pour0< g<1,ona
+qb 1 b +qf(b
FlAEe )s f Fbdx< @ al®) (3.1.8)
1+qg b-ala l1+q

Preuve. On a par la définition d’'une suite géométrique

qga+b
1+¢

=Y "0 -9l -g5a+q"p),
k=0

+oo Lk _ _1

telle que, 322 ,(1 - q)g* =1 car 24 = 7
Donc, par la continuité d’'une fonction f sur ]a, b|, et par 'inégalité de Jensen. On obtient

a+qboo_kk_k_1fbb
f(1+q)5§)(1 Dq"flg a+(1 q)b)_—b_a af(x) dgx.

Ainsi par qb—intégration sur [a, b], on trouve

a+qb
(5

1 b b
< b_afa fx)dgx (3.1.9)

D’ou la premiére inégalité est prouvé.
D’autre par, par la convexité d'une fonction f, telle que

J(x) = s(x)
ol1 s(x) est la sécante qui relié entre les points (a, f(a)) et (b, f (D)),

_ f(b)—f(a)x+ bf(a)—af(b).

_ fo-fla
s@) = f+ b—a (x=b) b—a b—a
Alors, selon la définition de la qb -intégrale, on a
b b _ b _ b
f f(x)bdqxsf s(x)bdqx:w xbdqx+w lbdqx. (3.1.10)

Ainsi la tenant compte de la formule (1.3.5) en prenant m =1 et k=0, on obtient

)f(a)+qbf(b)

(3.1.11)
1+gqg

b
f f(x)bdqxs (b—a
a
De (3.1.9) et (3.1.11), on obtient I'inégalité (3.1.8) . m
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3.2. CAS R-CONVEXE

Remarque 3.1.1 D’apres les conditions du Théoreme 3.3, on peut éliminer 'hypothese de la dif-
férentiabilité du Théoreme 3.2.

La somme des résultats des Théoremes 3.2 et 3.3 donne le corollaire suivant

Corollaire 3.1.1 Soit f : [a, b] — R une fonction convexe et q €10, 1[. Alors on a

ga+b a+qb) 1 {fb fb , }
f( 1+q )+f( 1+ q < b—all. f(X)adgx+ ; fx)?dgxy < f(a)+ f(b). (3.1.12)

On va montrer que nous pouvons changer la bande inférieure dans (3.1.13) a deux fois la bande
inférieure dans (0.1).

Corollaire 3.1.2 Pour toute une fonctions convexe f : [a,b] — R et g €]0, 1[. Alorson a

a+b
2

b b
2f ) < ﬁ {f f(x)adqx+f f(x)bdqx} < f(a)+ f(b). (3.1.13)
- a a

Preuve. D’apreés le corollaire (3.1.2), et par la convexité de f, on a

a+b lga+b 1la+qgb\ 1 _[(qa+b\ 1 _(a+qgb
() ) ) )
qg 21+q 2 1+gqg 2 1+g¢g

Remarque 3.1.2 Si dans (3.1.12) ou (3.1.13), en faisant tendre q vers 1, on obtient l'inégalité
d’Hermite-Hadamard classique (0.1).
On note aussi que pour la q°-intégrale, l'inégalité

a+b 1 (. fla)+ f(b)
f( 5 )SEL f(X) quST, (3.1.14)

n'est pas vrai en général pour f une fonction arbitraire convexe.

Exemple 3.1.1 Pourla, b]=[0,1], f(x)=xetqg= %, f est convexe sur [0, 1] donc

(034 oS )

Etpour(a, b1=1[0,1],f(x)=1—xetq= %, f est convexe sur [0, 1] donc on obtient

1 0o 2k
Lf f(x)ldlx:(l_l)z(l) _2_fOo+fm) 1
1-0Jo 2 2) & \2 3 2 2

Alors, nous donnons des bornes pour la somme des intégrale g* et g de la fonction convexe.

3.2 C(Casr-Convexe

Dans [4], K. Brahim et al.ont introduit 'inégalité suivante :

Théoréme 3.4 Soit f : [a, b] —]0,00[ est une fonction r-convexe sur [a, b], Alors on a l'inégalité
pour tout0<r=<1

1

1,

1 [P 1
m[ fdyx < (lgf@1" +1f)1")". (3.2.1)
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3.2. CAS R-CONVEXE

Preuve. Selon la définition de r-convexe, pour tout ¢ € [0,1], on a

[ =Da+ b= (A= DIf @) +tfBI),

puis,on integre I'inégalité par rapport a ¢ sur [0, 1]. On obtient
1

1 1
fof((l—t)aﬂb)dqtsfo (A-DIf @] +t[f (D)7 dgt.

D’apres I'inégalité de Minkowski (2.3.1), on a

1 ) 1 . r 1 r
fo((l—t)[f(a)]r+t[f(b)]r)7dqts((fo (l—t)7dqt) [f(a)]’+(f0 t%dqf) [f(b)lr)

ainsi, par le Lemme 1.3.2, nous avons

(fol(”ﬁ%‘)rs([%fﬂ )

Donc

(3.2.2)

1

T

)

1 b R q ' , 1 . 1 . . 1
b_—afa f(x)dqxs(( \) [f(a)] +—[l+1]r[f(b)] ) < [%+1]q(q (f(@] +[fb)])r.

T+,

D’ol le Théoréme 3.4 est prouvée. m
Dans [4], K. Brahim et al.ont introduit l'inégalité suivante :

T q

Théoreme 3.5 Soit f : [a, b] — R, est une fonction r-convexe sur [a, b]. Alors on a l'inégalité

pourtout0<r<1et0<q<1onobtient

1 b 1
m[ f(X)adgx < (gf@l"+(fb")r.

[+ +1q

Preuve. Par la g-intégrale de I'inégalité (3.2.2) par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

1 b 1
fof(ta+(1—l‘)b)dqt5f (tlf (@] + A= D[fD])" dgt.

Puis, d’apres la définition 1.3.2 On trouve

b 1
f FX)adyx < fo (tlf @) + A= OLF D) dgt.

Ainsi, par I'inégalité de Minkowski pour le c6té droit de I'inégalité (3.2.5) Nous avons

1 1 r
(tLf @1+ =D B) dgt< ||| tFdgt| (F@1 +
0 0

et par le Lemme 1.3.2, on obtient
1 1 r

1 r 4
(f (l—t)%dqt) s( 4 ) .
0 [F+1]q

De (3.2.7) et (3.2.8) dans (3.2.6) , on obtient

b . RN ) g\ . g
<
faf(x)a gX = I, [f(@]” + I+, [f(b)]

1 r
fo (1—t)%d,,t) [f(b)]’)

D’otuile résultat. m

T

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)
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3.2. CAS R-CONVEXE

Dans [19], Xuexiao You et al. ont introduit I'inégalité suivante :

Théoreme 3.6 Soit f : [a,b] — R, est une fonction r-convexe sur [a, b], Alors on a l'inégalité
pourtoutO<r=let0<qg<l1

1
b—a

b
f fobdx< (IF @) +1qfb)) 3.2.9)
a

T+,

Preuve. Par la g-intégrale de I'inégalité (3.2.2) par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient (3.2.4)
Puis, d’apres la définition 1.3.3. On trouve

b 1
ff(x)bdqxsfo (t[f(a)]r+(1—t)[f(b)]r)%dqt. (3.2.10)

Ainsi, par I'inégalité de Minkowski pour le c6té droit de 1'inégalité (3.2.10), Nous avons

1 ) 1, 1 X r q
fo (t[f(a)]r+(1_t)[f(b)]r);dqts((fo [7dq1) [f(a)]r+(f0 (l—l‘)7dqt) [f(b)]r) , (3.2.11)

et par le Lemme 1.3.2, on obtient

(fltldt)— L) (3.2.12)
)= ) 2.

1 . r q r
(f (1- t)7dq t) < ( 1 ) . (3.2.13)
0 [;+1]q

De (3.2.12) et (3.2.13) dans (3.2.11), on obtient 3.2.9.
D’ou le résultat. m
Dans [19], Xuexiao You et al. ont introduit les inégalités suivantes :

Théoreme 3.7 Soient f, g : [a, b] — R, sont deux fonctions ry -convexe et r,-convexe respective-
ment sur [a, b]. Alors pour0 < ry,r2 < 2, on a l'inégalité suivante

R

; 1 1 7
((Ft@n™ +1q2 Fon™) e (lg@1™+1q7gmn™?)".

2 fb b
— | fgx)’dgx<
b—a a i [E ]q

[7+1],
(3.2.14)

Preuve. Par les hypotheéses que f est une r;-convexe et g est une r,-convexe, on peut écrire
1
flta+1—-0b) < (tlf @1+ A= DIfF BT,

glta+(1-0b) < (tig@™*+ 1 -lg]™?)7?,

pour tout ¢ € [0,1] et r1, 12 > 0.
Alors

flta+(1-0bgta+(1-0b) < (tIf @™ +A-0If BT (tig@)™+ (1 - DIgb)]™?) 72,

et puis on fait une intégration pour les deux cotes par rapporta ¢ sur [0, 1] et d’apres la définition
1.3.3. On obtient

1 [P 1 L N
7—a f fg0dgx < fo (el f @1 + A= DIF ™) (tlg(@]™ + (A - DIgb)]™?) ™ dyt.
(3.2.15)
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3.2. CAS R-CONVEXE

Ainsi par I'inégalité de Cauchy pour le c6té droit de I'inégalité (3.2.15), nous avons

1 1 1
fo (tlf @™ +A=DIFBI) 7 (tig@]™ + Q- DIgb)] ™) dyt

2
rl

1! 1 N
Sifo (tlf @)™ + A= f D))" dgt + fo(t[g(a)]r2+(1—t)[g(b)]rz)’zdqt.

N =

Maintenant par I'inégalité de Minkowski (2.3.1), on trouve

2

8}
[f(b)]“)

n
2

1, 1 2
U tﬁdqt) [f (@)™ + f (1—t)ﬁdqt)
0 0

r n =

1 2 q 2 "
- n pIn|
([%+1]q) [f (a)] +([%+1]q) [f (D)]

n
2

IA

1
fo(t[f(a)]”+(1—r)[f(b)]’1)%dqt

De méme on a

r 2

) [g(a)]’2+([2 ‘71] ) [g(b)]”) . (3.2.16)

n e

1 2 1
f (tlg@1?+(1-0[gb)]™)m dgt < ( 5
0 [r_z +1l4
Ainsi d’apres I'inégalité (3.2.15) et (3.2.16) on obtient le résultat m

Théoreme 3.8 Soient f, g : [a, bl — Ry sont deux fonctions r-convexe et rp-convexe respective-
ment. Alors on a l'inégalité suivante

(@)™ + [qf(b)]”)fl_l ([g(a)]rz n [qg(b)]’z)fl_z

(3.2.17)
(214 214

1 b
mfa f)gx)Pd,x < (

izzlavecr1>1.

ou0<g<lers+

Preuve. On applique I'inégalité de Holder (2.3.3) dans (3.2.15), on obtient

L
2

1 7ol ;
(fo (t[f(a)]”+(1—t)[f(b)]”)dqt) (fo (tlg(@) + (1 - DIgB)Hdgt

IA

1 [P b
mfa fgx)"dgx

rl rl % r2 r2 r_lz
([f(a)] +[qf(b)] ) ([g(cm +1qgb)] ) _ (3.2.18)

21, 21,

D’otuile résultat. m
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Chapitre 4

Q1,Q,-Inégalites d’Hermite Hadamard

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux inégalités, connues sous le nom Q; et Q, d'Her-
mite Hadamard, relatives aux fonctions a deux variables dans les cas convexes et r-convexes

4.1 Casconvexe

Dans [14], M.A. Latif et al. ont introduit I'inégalité suivante

Théoréme 4.1 Soit f : [a, b] x [c, d] < R?> — R une fonction convexe coordonnées sur[a, b x[c, d],
Alors on a les inégalités suivantes

a+b c+d 1[ 1 b c+d L asb
f( 2 2 2 b_afa f(x,—2 )ad%x‘l‘—d_cfc f( 5 ,y) cdqzy]
1 b rd

= mfafc f(JC,y) Cdthyadqlx

< 2(1+CI1)(d c) Y) clgyy 2(1+6]1)(d 3 ,Y) cdg,y

’ 2(1+c/z)(b a)f SO0 adg x+ 2(1+q2)(b a)f T d) adg,x

- 914@:f@0+aqifad+dgfbc)+fbd)

B A+q0(+q2) :

(4.1.1)

Preuve. Comme f : [a,b] x [c,d] < R? — R est une fonction convexe sur les coordonnées sur
la, b] x [c,d], Alors on a
a+b c+d) _ f(ta+(1— Hb+tb+(1-1ta c+d

2 2 2 2

M )

IA

1 c+d) 1 c+d
Ef(ta—l_(l_t)b’T)—l_Ef(ta—l_(l_t)b’T).

Par g;-intégration par rapport a ¢ sur [0, 1], et par g»-intégration par rapport a y sur [c,d] en
deux cotés de I'inégalité ci-dessus. on obtient par le changement de variables

a+b c+d 1 b c+d
’ = e 4.1.2
f( 2 2 )<b—afaf(x 5 ) adax (4.1.2)
Maintenant,
(a+b c+d _ (a+b cs+(1—s)d+sd+(1—s)c)
27 2 B 2’ 2
1 b 1 b
< zf(a-i_ ,cs+(1—s)d)+§f(a+ ,cd+(1—s)c).
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4.1. CAS CONVEXE

Par g;-intégration par rapport a x sur [0, 1], et par g»-intégration par rapport a s sur [c, d] en
deux cotés de I'inégalité ci-dessus. on obtient par le changement de variables

1 (% (a+Db
_d—cf f(T,y) cdg,y (4.1.3)
C

a+b c+d
<
f( 27 2

En additionnant (4.1.2) et(4.1.3) et en divisant les deux cotés par 2, on obtient

a+b c+d)< 1 fb ( c+d) 4 f (a+b ) 4 414
> 2 )% 2m-al, ¥ n* 2(d 0 p V) el -

On Considere maintenant,

f

( c+d) _ ( CS+(1—s)d+sd+(1—s)c) g
2(b a) - 2b-a) Ja 2 alq
b 1 b
4(b—a)f f(x,cs+(1—s)d)adq1x+mf fx,sd+(1=s)c) qdg, x
a a

(4.1.5)

Par g-intégration par rapport a s sur [0, 1], on obtient

( adi 1 fbfdf(X)d dg, x+ 1 fbfdf(x)d d. x
2(b a) 4(b_a) a c )yC 6]2yd q1 4(b—a) a c )yc qua q
1 b rd
) mfafc [ Y)edg, Yadg X (4.1.6)
De la méme manieére
1 d (a+b 1 b rd
2d—-0 ). f(—z ,y) cdg,y =< m[g fc f(x,Y) cdg,yadg x 4.1.7)

De (4.1.6) et (4.1.7), on trouve

1 d (a+b 1 b pd
+2(d—c)f; f( 2 ’y) cdq,y = m[a j; F6,Y)cdg, yadg, x.
(4.1.8)

( c+d
2

2(b—a) Jg

On a aussi

b pd 1 pd
f f f6, ) edg,yadg, x (b- a)fo f ftb+(1-0a,y), dgydg,
a C C

IA

1 pd 1 pd
(b—a)ff(1—t)f(a,y)cdq2yodqlt+(b—a)ff tf(b,y)cdg,yodg, t

qi1(b—a) (b—a)

= 1+ a1 ff(ay)déhy"'

f fb,y)cdg,y.
(4.1.9)

Et

b pd b pl
f f f ) edg,yadg x (d—c)f fo fx,sd+(1-s)c)cdg,Sodg, x
a C a

IA

b pl b pd
(d—c)f f sf(x,d)cdqzsodq1x+(d—c)f f (1-9)f(x,¢)cdg,Sodg x

d—c _
. )f £ d)adg, x + qZ( )f £, C)adg,x

1+2

(4.1.10)
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4.1. CAS CONVEXE

En additionnant (4.1.9) et (4.1.10) et multipliant I'inégalité trouvée par m

1 b rd p p ¢ d p
(b—a)(d—c)fafc S Vel Yadan =< 2(1+c/1)(d c)f 1@ Veda,y

ffwde/

2(1+ ql)(d )

2(1"'6]2)(17 a)f J 6 d)adg, x

2(1+ 6/2)(19— a) fa J (0 Qadg, .

Alors,

f f(a J/) dqzy f f(b J/) dﬂ]zy

2(1+q1)(d ) 2(1+6/1)(d c)

b b
’ 2(1+612)(b—61)fa f(x’d)“dql“2(1+q2)(b-a)fa S0 Oadgx
< 2(1641:671) Olf(a,5d+(]._s)c)0dqzs+ 2(%ql)folf(b, sd+(1—5)C)odg,s
+ 20+ folf(tlo+(l—lt)a,d)oclqlt+2(1 Z)flf(tbﬂl—t)ayc)odqlt
< % 0180 4 Zt{(aqf))f (1-8)odg,s 2{1(1122) 0130 a2 2(f1(b ;)l)f (1-5)odg,s
" 2](0%2) 01 ot ZJ(CI(aT,iZ) 0 (l_t)odqu% olto ! Z?{J(r“q;)f (1= Dodg, t
qlqgf(a,c)+q1f(a,d)+q2f(b,c)+f(b,d).

1+q1)1+qg2)

D’ou le résultat. m

Exemple 4.1.1 Soit f:[0,1]x[0, 1] cR? — R, f(x,y) = 1—x—y est une fonction convexe continue
sur les coordonnées sur [0, 1] x [0, 1].
D’apres (4.1.1), pour tout g1, q2 €]0,1[. On a

0+1 0+1 17 1 1 0+1 1 1 (041
f(T’T) = E[mj; f(x’T) odq1x+1 Of f(T’y) odqzy]
1 1 el
oo ) | A==y edeyedys
20+qn-0) Jo TV YT oa T gna—oy Jy T e

qz 1 1 fl
’ ,1
2(1+612)(1—0)f0 a0 oo+ o a0y Jo 101 0o

7192f(0,0)+q1 f(0,1) + g2 f(1,0) + f(1,1)
(1+4g1)1+4g2) '

En calculant les intégrales quantiques suivantes

0+1 0+1

11
I = a0 1____:0,
= f ) o

2 2
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4.1. CAS CONVEXE

Et
17 1 1 0+1 1 L 0+1
b = —|— ——| od — ——v|od
2 = Sizoky T 2)°q1x+1—0f0f(2 J’)OqZYI
1[r1(1 11
- 51 (a‘x) oo+ | (E‘y) 0a. Y
L1 1) @ige-d
T2 l+q1 1+q2] 20+q)A+q2)’
D’autre part
Ll 1 1 qi1q2—1
I:f f 1-x—-vy)od d;,x=1- — = ,
3 o Jo ) 0ta. Y 0tq, 1+g1 1+q» (A+g1)A+q2)
Ainsi
i fl i fl q192
L, = 0,9) cdg,y = (1=y) cdg,y= ,
@ = Savgna-0 o TOVday=5q 05 | OV ey = 50T T g
1 1 1 1 1
I = f (L,y) cdg,y = f(— ) Qg y=— )
% = S0rgna=o o TV ey =55y | OV ey = o i g
q2 fl q2 fl qnqz
I = (x,0) 0dg x=———| (1—x)ody x= ,
T 20+ g (1-0) o 1,00 odg, 2(1+q2) Jo 08" o+ g (1+ o)

1 1 1 1 1
4d 2(1+Q2)(1—0)f0 Feodax =507 Jy OO 0= =50 0+ a0

Dot
qig2—1
(1+qg)(+q2)’

Iy=I4q+1gp +1g4c+14q=

Et
_ q1q2—1
T A+qA+q)

En utilisant I'égalité ci-dessus, on obtient

I = L=<lzsh=<lIs,
$1g2-1  _  qq-l  _ @qe—-1 gl

< < < . 4.1.11
20+q1)(1+q2) A+qg)(1+q) A+q1)1+q) A+qg1)(1+qg2) ( )

Sion poseqy =q» = % dans (4.1.11), alors on a la contradiction suivante

0s——-<——==——=<-

=
W -
w|
w.|.—-

30



4.1. CAS CONVEXE

Dans [3], H. Budak et al. ont introduit les inégalités suivantes

Théoréme 4.2 Soit f : [a, b] x[c,d] < R?> — R une fonction convexe sur les coordonnées sur [a, b] x
[c,d]. Alors pour tout q, q2 €10, 1], Alors on a les inégalités suivantes

aq +b cq2+d) l[ 1 fb ( qu+d) 1 fd (ach+b ) ]
f ]‘+q1 , 1+q2 = 2| b-a a f L 1+q2 adq1x+ _ c f 1+q1 Y quzy

1 b rd
mﬁ j; f(ny/) quzy adQ1x

<
b d
= ) cd b,y) .d
= 2(1+q1)(d—c)fc J@y e "2y+2(1+q1)(d—c)fc S y) cdg.y
) d ,d) ,d
’ 2(1+q2)(b—a)fa J* 0 a "1x+2(1+q2)(b—a)fa SO0 @) adg, x
- qlqu(a,C)+q1f(a,d)+qu(b,0)+f(b,d). 4.1.12)
1+qg1)(+qg2)
Preuve. Soit g, : [c, d] — R, gx(y) = f(x, y) est une fonction convexe.
Alors d’apres le Théoreme 3.2, on a
cqo+d 1 fd q28x(c) + gx(d)
dg,y< )
(1+q2) d—c), 8V etey=""r"
donc p J f fod
cqz+ 1 f q:f(x,0)+ f(x,d)
) = ) d < , 4.1.13
Pl St < o [ gy < BLEES @.1.13)
Pour tout x € [a, b] et q1,g2 €]0,1].
Par g, -intégration par rapport a x sur [a, b], on obtient
1 [P cgo+d 1 b rd
) d S — , d d
b—afa f(x 1+qz)“ nx = (b—a)(d—c)fafc FG9) cdgyy adg,x
1 b , ,d
< @A fod (4.1.14)
b—alg 1+q»

et soit g, : [a, b] — R, g,(x) = f(x, y) est une fonction convexe. Alors de la méme maniere, on
trouve

aqi+b 1 fb q1f(a,y)+ f(b,y)
Y| < ) < . 4.1.1
! 1+q )<b—a af(xy)“quX< 1+q: (4.1.15)
pour tout y € [c, d] et q1, g2 €]0, 1].
Par la g, »-intégration sur [c, d], on obtient
1 d (ag,+b 1 b rd
, d S — ,Y) cd d
d_Cfc f( 1+q, y)c %y = (b—a)(d—C)fafc S0 y) eddz) adgx
1 [ : :
< D@D+ IOY) G0y (4.1.16)

d—cJe 1+q
De (4.1.14) et (4.1.16), on obtient
1 1 b 66]2+d 1 d 6l6]1+b )
- y————— | adg x+ , d
b—afa f(x 1+612)a e d—C]; f( I+q V) ea:l

b prd
f f(x,y) Cdthy adchx

“wwsecs)
(b a)(d )
ff(x C) adq1x+

f F6d) adg x

2(1+6]2)(b a) 2(1+6]z)(b a)

f fla,y) cdqzy f f,y) Cdtn

2(1+6]1)(d ) 2(1+6[1)(d )
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4.1. CAS CONVEXE

Ainsi, posant x = alqj;lb ety= Cqu;rzd dans (4.1.14) et (4.1.15), alors on obtient
+b
ag+b cqo+d 1 (% (agi+D g2 f (F 1+q1 c)+f(“1‘qul
f ) < f f V| gy < , (4117
l+q1 1+¢q d-c); 1+q 1+g-
et
+d
+b cqp+d) 1 [P +d 0 f(a, T8+ f (b, L
f(aql i )s f f( ,qu—) oty x < 5 ) (4.1.18)
1+q1 1+q2 b-ala 1+ g I+ q

De (4.1.17) et (4.1.18), alors on obtient
aq1+b CC]2+d) 1[ 1 fb ( Cq2+d) 1 fd (aq1+b ) ]
f( l+q1 1+¢o = 2|b=al. Fi® 1+ g “dq1x+d—c c ! l+q Y| eda.y
Q2f (22, 0) + fF(GE22, ) Ll L) 4 fib, G ]

1+q2 1+q1

<

2

D’apres I'inégalité(4.1.17), on a

2(1+q2)(b—a) fabﬂx’c) adgx = 2(1(126]2) qlf(alcl;f(b .0 (4.1.19)
2(1+qz)(b—a)fa Jod)adqx < g(liqz) qlf(a’ldj;f(b’d), (4.1.20)
201+ qi])l(d—c) fcdf(“' V) edg,y = 2(1(-]:6,1) qu(a,lcizzf(a’ 4 (4.1.21)
2(1+671)(d—c)fc fb,y) cdgry < Z(qul) qgf(bﬁt,j(b’d)- 41.22)

Maintenant, I’addition de (4.1.19) et (4.1.20) et (4.1.21) et (4.1.22) on trouve I'inégalité (4.1.12).
D’olile résultat. m

Théoréme 4.3 Soit f :[a,b] x[c,d] c R? — R une fonction convexe coordonnées sur [a, b] x [c, d],
Alors on a les inégalités suivantes

gia+b c+q2d) 1 1 fb ( c+q2d) 1 fd (q1a+b )d ]
) —= - y d - d
1+6]1 1+6]2 = b—a afx 1+6]2 a q1x+d—C c f 1+6]1 Y 42y

1 b rd )
mﬁfc f,y) g,y adg x

L fdf(a ) d,, v+ 1 fdf(b Vg
20 +q)(d~c) Je V) ey 20+ q)(d-o) Je Y) “agy

+ ! fbf(xc) dg, x+ g2 fbf(xd) dg, x
20+g)b-a)Joa 77T 20+ g b-a) Jo T
q1f(a,c)+qiqz2f(a,d)+ f(b,c)+q2f(b,d)
1+g1)1+qg2) ’

f

IA

IA

IA

(4.1.23)

Pour tout q1,9> €]0, 1.

Preuve. Soit ¢ : [c,d] — R, ¢, (y) = f(x, y) est une fonction convexe sur [c, d] en utilisant I'in-
égalité (3.1.8) pour l'intervalle [c, d] et g, €]0, 1], on obtient (4.1.13)
On integre cette derniére inégalité sur [a, b],, on obtient donc:

1 (b c+qod 1 b rd d
r@d) oo L nid v d
b—afafx 1+qz)“ n* = (b—a)(d—c)fafc Jy) " dq,y adgx

1 fb f(x,0)+qaf (x,d)
b—a 1+q»

alg x.
(4.1.24)
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4.1. CAS CONVEXE

Soit ¢y : [a, b] — R, ¢y (x) = f(x,y) est une fonction convexe sur [a, b], alors d’apres I'inégalité
(3.1.4) pour ¢q; €]0,1[, On obtient (4.1.15)
Parla q;, en intégrant les deux cotés de I'inégalité (4.1.15), pour q; €]0, 1[ on trouve

dl—c_[cdf

qira+ b
) ddﬂlzy

b pd
d
1+q, (—a)(d- c)[ f f6)) " dg,y adgyx

1 qiflay)+f(by 4
d—cf 1+ q; dg.y.

IA

(4.1.25)

De (4.1.24) et (4.1.25), on obtient

1 (P C+qod 1 (% (qa+b 4
b_aL f(x} 1+q2 adqlx-i_d—cj; f( 1+q1 yy) dqzy
2 b rd .
Smf f f(X,y) dCIz.Vadqlx
d
<(1+q1)(d c)f f@y) *dy (1+q1)(d c)[ Jb,y) " dg.y

+—(1+q2)(b_a)L f(X;C) adq1x+mfu f(x,d) adqlx.

Ce qui prouve la deuxieme et la troisieme inégalité dans (4.1.23).
Par la premiere inégalité de (3.1.4), on trouve

qgia+b c+q2d)< 1 fb
1+ql ’ 1+q2 “b-a a

C+Q2d
1+q2

f ) adg, x. (4.1.27)

)

Et par I'inégalité de (3.1.8), on trouve

qia+b c+q2d) 1 fd (q1a+b )d
, < , dg,y. 4.1.28
f( l+q1 1+ =d—cl. / 1+q ) ‘¥ ( )

De (4.1.27) et (4.1.28), on obtient la premiere inégalité en (4.1.23).
Enfin en utilisant les deuxiémes inégalités de (3.1.4) et (3.1.8), on obtient
1 qgi1f(a,c)+ f(b,c)
f fx,0) qdgyx =< 20+ 0 a0 , (4.1.29)
q qifla,d)+ f(bd)
2(1+q2) 1+aq
g1 fla,c)+q2f(a,d)
2(1+q1) 1+q
1 f(b,c)+qa2f(b,d)

b,y) %d < , 4.1.
(b.y) dey = 2(1+q1) 1+qg» (4.1.30)

2(1+ qz)(b a)

qz
20+ g (b— a)fa J0d) adg,x

d
fla,y) *dg,y

IA

2(1+q)d—o) fc

21+ q1)(d—-c) fc !
De I'inégalité (4.1.29) et (4.1.30), on trouve

f fx,0) Pdg x+ f flx,d) bdy x

2(1+q2)(b a) 2(1+q2)(b a)

d
+2(1+q1)(d—c)fc Jay) “dey+ 2(1+q1)(d c)f f(b,y) “dy,y

- qi1f(a,0)+qiq2f(a,d)+ f(b,c)+ q.f (b, d)
B (1+q1)(+qgo)

(4.1.31)
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4.2. CAS R-CONVEXE

Théoréme 4.4 Soit f : [a, bl x[c, d] = R? — R une fonction convexe coordonnées sur [a, bl x[c, d],
Alors on a les inégalités suivantes

1 (b Goct+d) 1 4 (a+qb
) d , d
b—al;fh 1+@) mx+d—0£ f(1+m y)c%y]
1 b pd b
. —— , d d
(b—a)(d—c)fafc Ty edq,y ~da ¥

: fd( ) edgyy+ 5k fdf(b)d
20rqud—o e 1@Vl 5 gyama ), OV e

+ 42 fbf(x c)bd X+ L fbf(xd)bd X
20+qg)b-a)Joa 77 TP 20+ gb-@) Jo T "
q2f(a,c)+ f(a,d)+q1q>f(b,c) + q1 f (b, d)
1+g1)1+qg2) '

f a+qb q20+d)

1+Q1 ’ 1+q2

IA

IA

<

(4.1.32)
Preuve. La démonstration du Théoreme 4.4, passant par deux intégration ¢, et g.. est de
meéme que la démonstration du Théoréme 4.3. m

Théoréme 4.5 Soit f : [a, b] x [c, d] € R> — R est une fonction convexe coordonnée sur [a, b] x
[c, d], Alors on a les inégalités suivantes

1[ 1 P 1[4 b
Y R RN TR P
q1 1+L]2 2|b-a a 1+CI2 d—c c 1+q1

1 b pd d b
(b—a)(d—c)fajc T y) “dey "dg,x

<
1 d d 7 d d
= 2(1+q1)(d—c)fc J@y) d"zy+2(1+q2)(d—c)fc Jb.y) dg.y
+ L fbf(x c)bd X+ 2 fbf(x,d)bd X
20+q)(b—a) Ja * 7 TN 20+ go)(b-a) Ja N
- ﬂ%d+@ﬂm@+mﬂhd+m@ﬂhm' (4.1.33)

1+q1)1+g2)

Preuve. La démonstration du Théoréme 4.5, passant par deux intégration g, et g, est de
meéme que la démonstration du Théoréme 4.3. m

4.2 C(Casr-convexe
Dans [19], Xuexiao You et al. ont introduit les inégalités suivantes

Théoreme 4.6 Soient f : [a, b] x [c,d] — R, est une fonction r -convexe coordonnée positive sur
[a, b] x [c,d]. Alors on a l'inégalité suivante

1 b pd 1 1 b . .
(b—a)(d—c)fafc flxy) Vg xdgy < 1] 2(b—a)fa (Lf(x, O + (g2 f (x,d17)7 Py x
r q2

1 L r N
[T+1] 2(d—c)fc (U@ yn+ a1 f(b,y)')" “dg,x.
r q

(4.2.1)

Preuve. Puisque f : [a,b] x [c,d] — R, est une fonction r-convexe coordonnée alors on a les
applications suivante

fo[C, d]_)IR+) fx(U):f(x, V)
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4.2. CAS R-CONVEXE

fyl[a, b]—’R+, fy(u):f(u;y)

sont r-convexe et par I'inégalité (3.2.9). On peut écrire

1 d 1
E[ fx(y)ddqzy ([fx(C)]r+ [6]2fx(d)])’

1
ST
[7+1]5/2

ce qui implique

1 (4 1
Ef feuy?dg,y < ([f(x,c)]’+[qu(x,d)]’)} (4.2.2)

1
1
[;+1]f72

On devise les deux cotés de 'inégalité (4.2.2) sur (b—a) et par g b -intégration par rapport a x sur
[a, b]. On obtient

b pd 1 1 b 1
|| reentdastanys To1] o [ o)+ (e )] ) P x
r
* (4.2.3)

(b—d)(d—C)];

De méme par similarité pour I'application

fy:la, bl =Ry, fy(w)=fwy),

nous avons

1 b ord 1 1 [ r Pl
mfa f f69) gy = [L+1] [d—cfc [(Flan] +[afb,y])7 Ydg,y
r q1

(4.2.4)
De (4.2.3) et (4.2.4), on obtient I'inégalité (4.2.1). m

Théoreme 4.7 Soient f : [ 1 x [c, d] — Ry est une fonction r-convexe coordonnée positive sur
[a,b] x [c,d]. Alorsonal’ megalzte suivante

b pd 1
Gma@=al, ) Jedardny = NETRETO— )f (192 (5O +[f 5, DIV} adgyx
! r L
[%+1]q1 2(01—0)_[C (g f (@ PV +1f (5,17 cdy, y.

(4.2.5)

Pourtout0<r=let0<q;,q2<1
Preuve. De méme maniere que la démonstration du Théoréeme 4.6 m

Théoreme 4.8 Soient f : [a, b] x [c,d] — R, est une fonction r -convexe coordonnée positive sur
[a, b] x [c,d]. Alors on a l'inégalité suivante

1 b rd 1 1 b 1
mf f f05 Vo ¥y < [L+1]g,2(b- )f (2 e, OV +1f (6, DI adg,x
a Jc T 2
1
[ +11q) 2(d - )f (@) + 1 f P gy
1

(4.2.6)

Pourtout0<r=let0<q;,q2<1

Preuve. De méme maniere que la démonstration du Théoréme 4.6 m
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4.2. CAS R-CONVEXE

Théoreme 4.9 Soient f : [a, b] x [c,d] — R, est une fonction r-convexe coordonnée positive sur
[a, b] x [c,d]. Alors on a l'inégalité suivante

1 b X
[3 +11g2 2(b—a) fa (f G0N + (G2 f (6, N7 Vg x

1 1 d 1
N+ F BT cdy,.
[%+11q12(d—c)fc ] @+ I eda,
(4.2.7)

b pd
e, | S ey =

Pourtout0<r=<let0<q,q2<1

Preuve. De méme maniere que la démonstration du Théoréme 4.6 m

Théoreme 4.10 Soient f,g : [a,b] x [c,d] — Ry est une fonction ry-convexe coordonnée et r»-
convexe coordonnée respectivement sur [a, b] x [c, d]. Alors on a l'inégalité suivante

1 b prd 1 1 b 1
Gma@=a ), |, 178 g s 2] b o), (o siag rewar
—a)(d=0)Ja Je 4[24+1] b-ala
n 773

(g(x, 01" + (g glx, )|~ Pdgx

_+_
S
[\
+ |~
—
S
| —
Q
N
>
—_——

fla ) +1g2 fib, ™| Ydg,y

2
1 >
[ga, 1" +1gigb, 12|~ Ydg,y.

~
-
{
—
—_—— —

(4.2.8)

avecO0<ry,rp<2et0<q,q2<1.

Preuve. Comme f : [a, b] x [c,d] — R, est une fonction r,-convexe coordonnée sur [a, b] x [c, d],
puis les correspondances partielles

fiile, dl =Ry, fx(v) = f(x,v),

fy . [a, b] - R+;fy(u) :f(U,J/),

Sont ri-convexe fonction sur [a, b] x [c,d], si g est fonction r,-convexe coordonnée, puis les

correspondances partielles
8x:lc, d]l — Ry, 8x (V) = f(x, ),

gy:la, bl =Ry, gy(w) = f(u,y),

Sont r,-convexe fonction sur [a, b] x [c, d] d’apres I'inégalité (3.2.14) on obtient

2 [d 1 1 2 1 1 2
d_cj; fx(J’)gx(J/)ddqzys —[2 T ([fX(C)]r1+[q22fx(d)]rl)rl)+W([gx(c)]r2+[q22gx(d)]rz)rz,

I a2 7 Ta

et

1
. ff(xy)g(x, ) dqzy_[2 1, ([f(x, 01" +Ig f(x,d)]“)’1+[ ]([g(x C)]r2+[q2g(x,d)]'2)’2

r2
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4.2. CAS R-CONVEXE

En divisant les deux cotés de I'inégalité sur (b — a) et g” -intégration par rapport a x sur [a, b]
on obtient

2[%"'1]672 b-ala ’ 2 ' o

d
. p ,
(b‘“)(d—c)fafc feng,ydg,y’dgyx <

1 1 b Y : oz
[b—aL ([g(X,C)] +[q2 g(x’d)] )72 dqlx .

1
_l_ —_
2[ +1]QZ

(4.2.9)

et

b pd | . 5
| reepgnn fanyta, = — [Car@m + g . m? ddqzy]

(b—a)(d—C)fa

1 d 1 2
d—c[c (1g(a, y1"™ +q; g(b, y)]") ddqzy] .
(4.2.10)
En additionnant les inégalités (4.2.9) et (4.2.10) on obtient le résultat. m

Théoreme 4.11 Soient f,g : [a,b] x [c,d] — Ry est une fonction ry-convexe coordonnée et r,-
convexe coordonnée respectivement sur [a, b] x [c, d]. Alors on a l'inégalité suivante

1 b pd . - i
S DBy Py < [0+ ooy o
(b—a)(d—c)fafc Jengtanedny dax =y g ), O+l /o drn i
1 1 b 2 % ra 2 b
MTENST b—af (g0x, 1" + a4, 8%, DIF)™ “dg
1
' 42 +1], f([qlf(“y) BT edgyy
1
+ 1Z+1], f([cllg(a W1 +1g(b, y)]rz)fz cdg, .
(4.2.11)
Théoréme 4.12 Soient f,g : [a,b] x [c,d] — R, est une fonction ry-convexe coordonnée et r, -
convexe coordonnée respectivement sur [a, b] x [c, d]. Alors on a l'inégalité suivante
1 [ L n r
mﬁfc Fx1)8% Ve, y adgyx = a1, f([qu(x O+ [ G DI adg,
1
* 4[ +11, f ([ng(x ol +[g(x, d)]rz)rz adg x
1
* aZ+1, f([ql (a, M1 +[f (b, y)] 0 cdg,y
1

1 % 2 2 %
4[%2+1]6]1 d_cfc ([ql g(a»J/)] +[g(b,J/)] ) 2 quzy'

(4.2.12)
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Théoreme 4.13 Soient f,g : [a,b] x [c,d] — Ry est une fonction ry-convexe coordonnée et r»-
convexe coordonnée respectivement sur [a, b] x [c, d]. Alors on a l'inégalité suivante

1 b rd
mf f f6,1)8x, g,y adg,x

1

1 ’ 2 r n Z
42 +1]g, b—afa (g, [ O + [f (6 DN adg,x

1

1 (b1 . 2
y 24 ,d 2y 7r ad
4[%2+1]q2b—afu“”’2g(x AN +[g(x, d)"™)7 adg,x

1
412 +1lg

1 1
412 +1], d-

1 d 1 2
— f (Lf (@ 1™ +1q2 Fb, I T dg,y

d 1 2
Cf ([g(a, 1 +1qi gb, Y™ Ydg,y.
C

(4.2.13)

Preuve. La démonstration du Théoréeme 4.11et Théoréme 4.12 et le Théoréme 4.13 est de méme

que Théoreme 4.10. m
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Conclusion

Ce mémoire est censé faire découvrir les notions de base du g-calcul (g-dérivée, g-intégrale
de jackson), en se basant sur le theme choisis avec mon encadrante qui est les g-inégalités
d’Hermite Hadamard et ¢q;, g»-inégalités d’'Hermite Hadamard, en utilisant les fonctions dans
le cas convexes et r-convexes, les résultats obtenus dans ce travail sont les raffinements des
résultats actuels.
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Résumé

Dans ce mémoire, on va étudier I'inégalité Hermite Hadamard dans le calcul quantique en
utilisant la notion de q-dérivé et q-intégrales nouvellement définies, cité par S. Taf et all [18],
et J. Tariboon [17] passant par deux type convexe et r-convexe, avec un seul variable ainsi
avec deux variable.

Mots-Clés. Fonction Convexe, Fonction r-convexe, Q-Dérivée, Q-intégrale de Jackson.

On Some Quantum Inequalities of the Hermite-Hadamard Type for
Coordinated Convex Functions

Abstract :In this thesis, we will study the Hermite Hadamard inequality in quantum calculus
using the notion of q-derivatives and newly defined q-integrals, cited by S. Taf et all [18], and
J. Tariboon [17] passing through two types convex and r-convex, with only one variable thus
with two variables.

Key Words. Convex function, r-convex function, q-derivatives, q-integrals.
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