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Ondelettes de Gabor et Analyse Discriminante de Fisher pour
l’identification d’un visage

Résumé : Les travaux menés durant la préparation de ce mémoire concernent l’ap-
plication de la méthode d’Analyse Discriminate de Fisher dans le système de la détec-
tion faciale. L’Analyse discriminante de Fisher (ADF) est réputée pour être le classifieur
optimale lorsque les données sont linéairement séparables. L’étude de ce projet est donc
double.
Tout d’abord, nous étudierons ADF comme algorithme de classification supervisé, une
étude comparative avec d’autres classifieurs. Nous montrons ensuite que l’approche
d’associer le filtre de Gabor pour l’extraction des caractéristiques avec ADF est ro-
buste pour l’identification faciale.

Mots-Clés. Analyse discriminante, classification, filtre de Gabor, identification fa-
ciale.

Gabor wavelets and Fisher Discriminant Analysis for face
identification

Abstract : The work carried out during the preparation of this thesis concerns the
application of Fisher’s Discriminate Analysis method in the facial detection system.
Fisher Discriminant Analysis (FDA) is known to be the optimal classifier when the
data are linearly separable. The study of this project is therefore twofold.
First, we will study FDA as a supervised classification algorithm, a comparative study
with other classifier. We then show that the approach of combining Gabor’s filter for
feature extraction with FDA is robust for facial identification.

Keywords. Discriminant analysis, classification, Gabor filter, face identification.

الوجه لتحديد التمييزي فيشر تحليل و غابور مرشح

: ملخص
الـكشف نظام في التمييزي للتحليل فيشر يقة طر بتطبيق يتعلق الأطروحة هذه إعداد أثناء به تم الذي العمل
فإن لذلك خطيا. منفصلة البيانات تكون عندما الأمثل المصنف هو التمييزي فيشر تحليل أن المعروف من الوجه. عن

مضاعفة. المشروع هذا دراسة
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Introduction

La détection d’un visage dans une image par un ordinateur, est un problème qui
se pose depuis la naissance des sciences informatiques. Il s’agit d’identifier les critères
qui permettent de certifier que quelque chose est un visage ou non. Ainsi, la question
posée dans ce mémoire est de savoir comment une machine peut reconnaitre un visage
dans une image ?

L’être humain, utilise pour reconnaître un visage, différentes caractéristiques qui
varient entre la géométrie, la texture et les couleurs des différentes régions du visage :
les yeux, les lèvres, le nez et les joues. Grâce à cette remarque, plusieurs études ont vu
le jour dans le but de rapprocher ce concept sur une machine.

La détection de visage est un domaine de la vision par ordinateur consistant à
détecter un visage humain dans une image numérique. C’est un exemple de la recon-
naissance d’objet, où l’on cherche à développer un programme informatique qui, dans
une image arbitraire, peut détecter et localiser des visages humains.

La détection de visage a de très nombreuses applications directes dans les domaines
de la sécurité, le contrôle d’accès, l’interaction personne-machine et d’autres domaines
de la vision par ordinateur et de l’apprentissage automatique.

La majorité des approches utilisées pour la détection de visage reposent sur deux
tâches. La première concerne la description numérique précise de ce qui distingue les vi-
sages humains des autres objets, cette tâche est appelée extraction des caractéristiques
dans le domaine du traitement d’image numérique. La deuxième tâche est générale-
ment un algorithme de classification, qu’il soit supervisé ou non suivant la méthode,
qui devra reconnaitre avec une bonne précision un visage d’un non-visage.

L’étape de l’extraction des caractéristiques est une étape primordiale dans le pro-
cessus de la reconnaissance faciale. En traitement d’images numériques, on extrait les
caractéristiques par des filtres ou des ondelettes, par exemple les filtres de Gabor, les
ondelettes de Haar,..., etc, qui sont des techniques qui permettent d’extraire à par-
tir d’une image un vecteur de grande dimension, nous fournissant des informations
importantes qui nous aident à faire notre classification.

Plusieurs méthodes de classification ont été appliquées dans ce contexte afin d’ob-
tenir plus de performances, parmi ces méthodes les méthodes des machines à vecteurs
de support (SVMs) [20], les méthodes de la régression logistique,..., etc.

La méthode d’Analyse Discriminante de Fisher (ADF) [10] cherche à effectuer une
réduction de dimension. De plus, ADF est considérée comme une méthode d’apprentis-
sage supervisée, donc capable de faire une classification avec réduction de dimension. Ce
travail représente une étude approfondie des analyses discriminantes, particulièrement
ADF.

Dans ce mémoire, nous étudierons deux méthodes de classification qui sont basées
sur la notion de la réduction de dimension ADF et la méthode d’Analyse Discriminante
de Fisher Généralisée (GDA) [16] qui est une extension de ADF, dans le cas des données
non linéairement séparables, ensuite nous étudierons les méthodes d’extraction des
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caractéristiques par les filtres de Gabor, et enfin nous appliquons la méthode ADF et
GDA dans le contexte de la détection de visage.

Nous décrivons maintenant brièvement le contenu du manuscrit :
Dans le premier chapitre, nous introduisons d’abord l’Analyse en Composantes

Principales (ACP) [13], comme méthode de réduction de dimension. Ensuite nous rap-
pelons la théorie de ADF introduite par Fisher [10]. À la fin de ce chapitre nous
exposerons une exécution sur un problème réel.

Le second chapitre est dédié à une extension de ADF dans le cas où les données
sont non linéairement séparables. En effet une introduction à la technique des noyaux
est nécessaire pour l’étude. Ces deux premières parties représentent le travail théorique
et le reste de ce travail est didié à la pratique.

Dans le troisième chapitre, nous présentons les outils du traitement d’images nu-
mériques et décrivons les étapes fondamentales de la détection faciale.

Le quatrième et le dernier chapitre est dédié aux simulations numériques, essentiel-
lement une comparaison entre les deux méthodes de classification ADF et GDA dans
le contexte de la détection faciale est présenté.



Chapitre 1

Analyse Discriminante de Fisher

1 Introduction
La classification vise à générer une fonction (appelé un classifieur) sur un ensemble

de donné (appelé ensemble d’entrainement) préétiqueté pour les classifier correctement.
Il existe plusieurs approches et méthodes de classification : nous nous intéressant prin-
cipalement à la méthode dite Analyse Discriminante de Fisher (ADF) est une méthode
de réduction de dimension pour des fins de classification. Comme introduction nous
allons d’abord présenter une méthode classique de réduction de dimension.

2 Analyse en Composantes Principales
L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une méthode de réduction de

dimension qui permet de projeter les données d’un espace de dimension d à un nouvel
espace de dimension inférieur p, où p ¿ d .
Il s’agit en fait, de filtrer les données non pertinentes et bruités, afin de réduire la taille
des données et garder uniquement les variables contenants des informations utiles, ap-
pelées : Composantes Principales.
Évidemment, qui dit réduction de dimension dit perte d’informations. C’est là tout
l’enjeu que représente une analyse en Composantes Principales. Il faut pouvoir réduire
la dimension des données tout en conservant le maximum d’informations.

2.1 Principes de l’Analyse en Composantes Principales
Considérons une matrice des données X ∈Rd×n, où chaque donnée X: j est un vecteur

unidimensionnel de Rd , pour tout j = 1,n.
La technique ACP consiste à projeter les données sur une direction u ∈ Rd , tout en
maximisant la variation des données.
En effet :
La projection des données sur le vecteur u ∈Rd est uTX: j ∈R, pour j = 1,n.
La matrice de variance de X est donnée par [15] :

S =
1

d
X̃X̃T ∈Rd×d , (1.1)
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où X̃i j = Xi j −µi , avec X̃i j ∈ R, pour i = 1,d et j = 1,n, où µi =
1

n

n∑
j =1

Xi j est la moyenne

de Xi :, pour i = 1,d .
La variance des données projetées [15] :

var (uTX) = uTSu. (1.2)

Le vecteur directeur u donnant une variance maximale, est solution du problème d’op-
timisation : {

maxuTSu ;
u ∈Rd ,

(1.3)

comme la fonction objective du problème (1.3) est semi définie positive, ce dernier est
mal posé, car la fonction objective tend vers +∞. Pour résoudre ce problème, on peut
se restreindre au u vérifiant ‖u‖ = 1, vu que nous cherchons une direction qui peut être
définie par n’importe quel vecteur u de norme finie. (1.3) devient :{

max
u∈Rd

uTSu ;

‖u‖2 = 1.
(1.4)

La maximisation de la variance de la projection des données, sous condition que le
vecteur u soit de norme égale à 1, est un problème d’optimisation quadratique sous
contraintes égalités qui peut être résolu au moyen de la méthode des multiplicateurs
de Lagrange [14]. Sous cette dernière forme, le problème d’optimisation sous contrainte
égalité maximisant la variance de la projection des données est formulé par la fonction
de Lagrange :

L(u,λ) = uTSu −λ(uTu −1), (1.5)
où λ ∈ R est le multiplicateur de Lagrange. Donc la solution optimale u du problème
(1.4) est obtenue en annulant les dérivées premières de la fonction de Lagrange.

∂L
∂u

(u,λ) = 0,

∂L
∂λ

(u,λ) = 0.

(1.6)

Ceci implique la solution du système


Su = λu,

uTu = 1.
(1.7)

La résolution de ce système consiste à trouver les valeurs propres et les vecteurs propres
de la matrice de variance S sous contrainte de normalisation des vecteurs propres.
Comme uTSu = λ, alors la valeur optimale du problème (1.4) est λ. Notons par u1,u2, ...,ud

les d vecteurs propres qui sont associés au λ1,λ2, ...,λd , les d valeurs propres de la ma-
trice de variance S (avec λ1 > λ2 > ... > λd ).
Les vecteurs propres ui sont appelées les Composantes Principales pour
i = 1,2, ...,d .



CHAPITRE 1. ANALYSE DISCRIMINANTE DE FISHER 13

Comme S est une matrice symétrique et semi définie positive par définition, alors les
valeurs propres λ1,λ2, ...,λd de S sont non négatives. La direction du vecteur propre
u1 associée à la plus grande valeur propre λ1 contient le maximum d’informations. In-
versement, la direction du vecteur propre directeur ud associée à la plus petite valeur
propre λd est celle qui présente le minimum d’informations.
Nous pouvons également utiliser la décomposition en valeurs singulières (SVD) [9] de
la matrice 1p

d
X̃ pour trouver les composantes principales qui sont les solutions du pro-

blème (1.4).
La décomposition de 1p

d
X̃ en valeurs singulières est donnée par :

1p
d

X̃ = UΣVT, (1.8)

où :
• Les colonnes de U sont les vecteurs propres de S = 1

d X̃X̃T .
• Σ est une matrice diagonale qui contient les valeurs propres de 1

d X̃X̃T en ordre dé-
croissant.
• Les colonnes de VT sont les vecteurs propres de 1

d X̃TX̃.
Comme Σ contient les valeurs propres de 1

d X̃X̃T en ordre décroissant, alors la i eme

colonne de U représente la i eme Composante Principale.

Algorithm 1.1 Analyse en Composantes Principales (ACP)
Données : La matrice des données X ∈Rd×n et p ∈N avec p < d .
Résultat : Z.

1: Calculer m, la moyenne des colonnes de X ;
2: Calculer X̃ = X−m ∗ones(1,n) ;
3: Calculer les matrices U, Σ et V par la décomposition en valeurs singulières de 1p

d
X̃ ;

4: ui = U(:, i ), i = 1, p, les p Composantes Principales ;
5: Calculer Z = uTX.

L’algorithme (1.1), donne la projection des données sur les p composantes princi-
pales.

La méthode de réduction de dimension présentée précédemment, ne prend cepen-
dant pas compte de la classe des données, c’est une méthode non supervisée. L’Analyse
Discriminante de Fisher combine quant à elle, la réduction de dimension et la classifi-
cation.

3 Analyse Discriminante de Fisher (ADF)
L’Analyse Discriminante de Fisher (ADF) est un classifieur linéaire qui projette un

vecteur de caractéristique de dimension d sur un hyperplan qui divise l’espace en deux
demi-espaces, chaque demi-espace représente une classe. Donc ADF est une méthode
de réduction de dimension mais à but de classification [8].

3.1 Principes de l’Analyse Discriminante de Fisher
Supposons que nous n’ayons que deux classes yi ∈ {0,1}, i = 1,n. Soit X la matrice

des données telle que X = [X:1 X:2 ... X:n] ∈ Rd×n, dans tout ce qui suit, nous allons re-
présenter l’ensemble des données de la classe 0 par l’indice 0 et ceux de la classe 1 par
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l’indice 1.
L’idée de l’Analyse Discriminante de Fisher est de réduire la dimensionnalité des don-
nées à une seule dimension. C’est-à-dire, nous projetons toutes les données de dimension
d en une dimension en trouvant w TX avec w ∈Rd et X: j ∈Rd tel que :

Z j = w TX: j ,

=
d∑

i =1
wi Xi j .

(1.9)

Z ∈ Rn est la nouvelle représentation des données de dimension 1 que nous utiliserons
pour la classification.
Le but de ADF est de trouver une direction telle que les données projetées w TX: j soient
bien séparé.
Notons par :

µ0 =
1

n0

∑
j :y j =0

X: j , µ1 =
1

n1

∑
j :y j =1

X: j ,

où :
n0 est le nombre des données de la classe 0,
n1 est le nombre des données de la classe 1,
et
µ0 est la moyenne des données de la classe 0,
µ1 est la moyenne des données de la classe 1.
Le principe de ADF est de trouver une représentation des données qui permette de
discriminer les classes le mieux possible. Pour ce faire, il faut :

1- Maximiser la distance entre les moyennes de classes projetées ;
2- Minimiser la variance de chaque classe.

La distance entre les moyennes de classe projetées est :

(d(w Tµ0, w Tµ1))2 = ‖w Tµ0 −w Tµ1‖2,

= (w Tµ0 −w Tµ1)T(w Tµ0 −w Tµ1),

= (w Tµ0 −w Tµ1)(w Tµ0 −w Tµ1)T,

= w T(µ0 −µ1)(µ0 −µ1)Tw,

= w TSBw, (1.10)

où SB = (µ0 −µ1)(µ0 −µ1)T est la matrice de variance entre-classes [8].
La variance de projection des données de la première classe est : w TΣ0w et de la
deuxième classe est : w TΣ1w , où Σ0 est la variance des données de la première classe
et Σ1 est la variance des données de la deuxième classe (voir 1.1).
Minimiser la variance de projection de chaque classe équivaut à minimiser la somme
de toutes les variances.
La somme de projection des variances est :

w TΣ0w +w TΣ1w = w T(Σ0 +Σ1)w,

= w TSw w, (1.11)

où Sw =Σ0 +Σ1 est la matrice de variance intra-classes [8].
Afin de maximiser la distance entre les moyennes de classes projetées (max

w∈Rd
w TSBw)
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et minimiser la variance de projection de chaque classe (min
w∈Rd

w TSw w) en même temps
dans un seul critère, nous pouvons maximiser la quantité :

max
w∈Rd

w TSBw

w TSw w
, (1.12)

de plus, comme ∀α ∈R∗ :

(αw)TSB(αw)

(αw)TSw (αw)
=

w TSBw

w TSw w
.

Si w∗ est solution du problème (1.12), alors ∀α ∈R∗, αw∗ est aussi solution. On s’inté-
resse à une infinité de solutions normalisée (w TSw w = 1) de ce problème, on considère
la solution vérifiant w TSw w = 1. Le problème (1.12) devient :


max
w∈Rd

w TSBw ;

w TSw w = 1.

(1.13)

Le problème (1.13) est un problème d’optimisation quadratique avec contrainte égalité
qui peut être résolu par la méthode des multiplicateurs de Lagrange, avec L représente
la fonction de Lagrange associée au problème (1.13) [14] :

L(w,λ) = w TSBw −λ(w TSw w −1), (1.14)

où λ ∈R représente le multiplicateur de Lagrange. La fonction de Lagrange permet de
trouver les solutions optimales du problème (1.12) sous la contrainte
w TSw w = 1.
Les valeurs optimales de (1.13) sont obtenues en annulant la dérivée première de L par
rapport à w :

∂L

∂w
(w,λ) = 2SBw −2λSw w,

donc,

∂L

∂w
(w,λ) = 0 ⇐⇒ SBw = λSw w,

⇐⇒ S−1
w SBw = λw. (1.15)

w est le vecteur propre de S−1
w SB associé à la valeur propre λ dans le cas où la matrice

Sw est inversible. Dans le cas de non inversibilité ceci est un autre problème, dans
l’algorithme ADF nous allons uniquement considérer le cas inversible.
Trouver un vecteur propre est souvent un problème couteux en grande dimension, il
est souvent préférable de contourner ce problème.
Comme le rang de la matrice SB est égal à 1, alors le rang de S−1

w SB est égal à 1 (par
propriété du rang de produit de matrices). Alors il existe un seul vecteur propre w qui
représente la meilleure direction qui sépare les données projetées.
Revenons à nos problème :

S−1
w SBw = λw.
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Nous allons réécrire le problème précédent sous la forme suivante :

S−1
w (µ0 −µ1)(µ0 −µ1)Tw = λw ⇔ S−1

w (µ0 −µ1)C = λw, C = (µ0 −µ1)Tw,

⇔ S−1
w (µ0 −µ1) ∼ λw. (1.16)

Donc, w est représenté par S−1
w (µ0 −µ1), alors :

w∗ = S−1
w (µ0 −µ1), (1.17)

est la solution du problème 
max
w∈Rd

w TSBw ;

w TSw w = 1.

(1.18)

Algorithm 1.2 Analyse Discriminante de Fisher (ADF)
Données : La matrice de données X0 de la classe 0 et la matrice de données X1 de la
classe 1.
Résultat : Z.

1: Calculer µ0 et µ1, les moyennes de X0 et X1 respectivement ;
2: Calculer Σ0 et Σ1, les variances de X0 et X1 respectivement ;
3: Calculer S−1

w = (Σ0 +Σ1)−1 ;
4: Calculer w = S−1

w (µ0 −µ1) ;
5: Calculer Z = w TX.

L’algorithme (1.2), nous donne une projection des données sur une droite, où les
données associées aux deux classes sont bien séparées par un seuil. La méthode ADF
est ullistré par l’exemple illustratif ci-dessous.

3.2 Exemple illustratif
Base de donnée MNIST

MNIST Handwritten Digit [19] est une base des données des chiffres écrits manuelle-
ment. C’est un jeu de données très utilisé en apprentissage automatique. Elle regroupe
60000 images d’apprentissages et 10000 images de tests. Chaque image dans cette base
de donnée représente une calligraphie différente des chiffres entre 0 et 9. Ces images
sont en niveaux de gris (28×28 pixels). La classification revient à pouvoir correctement
reconnaitre le nombre associé à la calligraphie. C’est un problème multi-classes. Dans
notre exemple nous nous contentons d’une classification binaire en appliquant ADF
uniquement sur deux chiffres, à savoir le deux et le trois (voir 1.1).
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Figure 1.1 – Différentes représentations des nombres 2 et 3 dans MNIST.

Classification par ADF

Nous allons dans un premier temps scinder les données en deux sous ensembles,
notée X2 et X3, contenant les vecteurs des données relatives aux images de 2 et 3
respectivement. La figure (1.2) représente l’application de l’algorithme (1.2) sur les
bases des données X2 et X3. La projection des images sur l’axe des x, donne l’indice
des données. Alors que, la projection des images sur l’axe des y , donne le point Z
de l’algorithme (1.2). Tous les points entre l’intervalle [−40,0] peuvent être considérer
comme un seuil. Cependant, le seuil peut être calculer par l’expression suivante :

δ =
w Tµ2 +w Tµ3

2
, (1.19)

où µ2,µ3 représentent les moyennes de X2 et X3 respectivement.
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Figure 1.2 – Discrimination des classes avec la fonction ADF

Nous avons calculé la valeur du δ dans MATLAB qui est égale à −22.67, nous
remarquons dans la figure (1.2) que les valeurs des données projetées de la classe 2 sont
supérieurs à δ et les valeurs des données projetées de la classe 3 sont inférieurs à δ et
les données projetées sont bien séparées.

Dans ce chapitre, nous avons vu une méthode utile sur les problèmes de la classifica-
tion, mais cette méthode échoue lorsqu’il s’agit d’un problème où les données sont non
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linéairement séparables. Dans le chapitre suivant, nous allons discuter une méthode qui
généralise l’Analyse Discriminante de Fisher.



Chapitre 2

Analyse Discriminante Généralisée

1 Introduction
La méthode ADF étant une méthode robuste dans le cas linéaire, elle reste non

fiable dans le cas où les données sont non linéairement séparables. Dans ce contexte,
une nouvelle méthode a été introduite [4] afin d’exploiter les propriétés des noyaux.
Dans ce chapitre nous allons d’abord introduire les notions relatives aux noyaux et
généraliser celles de ADF pour le cas des noyaux et enfin développer la méthode GDA
qui généralise ADF, dans le cas non linéaire.
Soit X la matrice des données, tel que X = [X0,X1] ∈Rd×n,
où Xi = [X(i )

:1 X(i )
:2 ... X(i )

:ni
] ∈Rd×ni , avec ni = car d(Xi ) pour i = 0,1 et n = n0 +n1.

2 Introduction aux noyaux
Les méthodes des noyaux consistent à projeter les données de l’espace Rd dans

un autre espace de dimension plus élevée où les données qui étaient non linéairement
séparables peuvent le devenir.
Soit E un ensemble non vide, une fonction k est dite fonction noyau s’il existe un
R-espace de Hilbert F et une transformation ϕ : E → F telle que [1] :

k : E×E −→ R

(x, y) 7−→ k(x, y) =<ϕ(x),ϕ(y) >F,

F est appelé l’espace des caractéristiques. Dans notre cas E = Rd .
Le théorème suivant permet de caractériser les fonctions noyaux sans passer explicite-
ment par l’espace caractéristique.

Théorème de Mercer

Une fonction k : Rd ×Rd → R est un noyau si et seulement si k est symétrique et
semi-définie positive [1].

Exemples de noyaux

• Noyau polynomial [1] : Soient m ∈N, d ∈N∗ et c ≥ 0. Alors la fonction k définie
par :

k(x, y) = (xT y + c)m, pour tout x, y ∈Rd .
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est un noyau polynomial de degré m sur Rd .
• Noyau RBF [1] : Pour d ∈N, σ> 0, x ∈Rd et y ∈Rd , le noyau RBF sur Rd est

définie par :

k(x, y) = e− ||x−y ||2
σ2 ,

où ‖.‖ représente la norme 2 (distance euclidienne) dans l’espace Rd .
Le noyau RBF est appelé aussi le noyau Gaussien.

3 Notations
La matrice de variance de X est donnée par :

C =
1

n

n∑
j =1

X: j XT
: j .

Supposons que l’espace Rd soit mappé dans un espace de Hilbert F au moyen d’une
fonction caractéristique ϕ [4] :

ϕ : Rd −→ F

X: j 7−→ϕ(X: j ).

La matrice de variance de X dans l’espace des caractéristiques F est donnée par [4] :

Q =
1

n

n∑
j =1

ϕ(X: j )ϕT(X: j ).

Nous supposons que les données sont centrées en F. Cependant, la façon de centrer les
données dans l’espace F est donnée dans la référence [4].
La matrice de variance des moyennes de classes dans l’espace F est donnée par [4] :

B =
1

n

1∑
l=0

nlϕl ϕT
l , (2.1)

où B représente l’inertie inter-classes et ϕl est la moyenne de la classe l dans l’espace
F pour l = 0,1, tel que :

ϕl =
1

nl

nl∑
k=1

ϕ(X(l )
:k ). (2.2)

La somme des variances des données (X0 et X1) dans l’espace des caractéristiques F est
donnée par [4] :

V =
1

n

1∑
l=0

nl∑
k=1

ϕ(X(l )
:k )ϕT(X(l )

:k ), (2.3)

la matrice V représente l’inertie intra-classe.
Afin de pouvoir généraliser ADF au cas non linéaire, une reformulation basée sur le
produit scalaire est nécessaire. Par conséquent, nous considérons une expression de
produit scalaire sur l’espace F donnée par la fonction de noyau suivante [4] :

k(X:i ,X: j ) = ki j = ϕT(X:i )ϕ(X: j ).
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Pour des classes p et q données, on exprime cette fonction noyau par :

(ki j )pq = ϕT(X(p)
:i )ϕ(X(q)

: j ).

Soit K une matrice (n ×n) définie sur les éléments de classe par (Kpq )p=0,1; q=0,1, où
(Kpq ) est une matrice composée de produit scalaire dans l’espace des caractéristiques
F :

K = (Kpq )p=0,1; q=0,1 où Kpq = (ki j )i =1,...,np ; j =1,...,nq ,
Kpq est une matrice (np ×nq) et K est une matrice (n ×n) symétrique.
Nous présentons également la matrice :

W = (Wl )l=0,1, (2.4)

où Wl est une matrice carré (nl ×nl ), d’éléments égaux à : 1
nl

. W est une matrice carré
(n ×n).

4 Principes de l’Analyse Discriminante Généralisée
L’idée de base de l’Analyse Discriminante Généralisée est de résoudre le problème

de l’Analyse Discriminante de Fisher (1.12) dans l’espace F. En utilisant les fonctions
noyau, nous généralisons ADF. Le but de GDA est donc de maximiser l’inertie inter-
classes et minimiser l’inertie intra-classes [4, 16] :

max
v

vTBv

vTVv
. (2.5)

Pour maximiser le quotient de (2.5), il faut que la dérivée relative à v disparaisse [4] :

(vTVv)(2Bv)− (vTBv)(2Vv)

(vTVv)2
= 0 =⇒ (vTVv)(2Bv)− (vTBv)(2Vv) = 0,

=⇒ (vTVv)(Bv) = (vTBv)(Vv),

=⇒ Bv =
vTBv

vTVv
Vv. (2.6)

Posons,

λ =
vTBv

vTVv
, (2.7)

nous obtiendrons :
Bv = λVv, (2.8)

v est le vecteur propre de B−1V associée à la plus grande valeur propre λ.
Puisque les vecteurs propres v sont des combinaisons linéaires des éléments de F, alors
il existe des coefficients αpq (p = 0,1 et q = 1,np) tels que :

v =
1∑

p=0

np∑
q=1

αpqϕ(X(p)
:q ). (2.9)

Le quotient de (2.7) est équivalent au quotient suivant (voir référence [4]) :

λ =
αTKWKα

αTKKα
. (2.10)

Le but est de résoudre le système de vecteur propre (2.10), qui nécessite une décom-
position algébrique de la matrice K.



CHAPITRE 2. ANALYSE DISCRIMINANTE GÉNÉRALISÉE 22

5 La résolution en valeur propre
Nous utilisons la décomposition en valeurs propres de la matrice K :

K = PΓPT, (2.11)

où Γ la matrice diagonale contenant les valeurs propres non nulles de K et P la matrice
composée des vecteurs propres. Ainsi Γ−1 existe. P est une matrice orthonormale
(PTP = Id ).
En remplaçant K dans l’équation (2.10), on obtient [4] :

λ =
(ΓPTα)TPTWP(ΓPTα)

(ΓPTα)TPTP(ΓPTα)
. (2.12)

Posons
β =ΓPTα. (2.13)

En remplaçant cette dernière formule dans l’équation (2.12), on obtient :

λ =
βTPTWPβ

βTPTPβ
. (2.14)

Nous obtenons donc :
λPTPβ = PTWPβ. (2.15)

Comme P est orthonormale, cette dernière équation peut être simplifiée et donne (2.16),
pour laquelle des solutions doivent être trouvées en maximisant λ :

λβ = PTWPβ, (2.16)

β est le vecteur propre de PTWP associée à la plus grande valeur propre λ. Pour un
vecteur β donné, il existe au moins un α satisfaisant (2.13) sous la forme :

α = PΓ−1β. (2.17)

Les coefficients α sont normalisés avec la normalisation des vecteurs propres v en F :

vTv = 1.

En utilisant l’équation (2.9) :

vTv =
1∑

p=0

np∑
q=1

1∑
l=0

nl∑
h=1

αpqαlhϕ
T(X(p)

:q )ϕ(X(l )
:h ) = 1,

vTv =
1∑

p=0

1∑
l=0

αT
p Kplαl = 1,

vTv = αTKα = 1. (2.18)

Les coefficients α sont divisés par
p
αTKα afin d’obtenir des vecteurs normalisés v .

La projection de x sur v est :

vTϕ(x) =
1∑

p=0

np∑
q=1

αpq K(X(p)
:q , x). (2.19)
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Algorithm 2.1 Analyse Discriminante Généralisée (GDA)
Données : La matrice de données X0 de la classe 0 et la matrice de données X1 de la
classe 1.
Résultat : La projection des données.

1: Calculer K et W ;
2: Calculer Γ et P ;
3: Calculer β, le vecteur propre de PTWP ;
4: Calculer α = PΓ−1β ;
5: Calculer v ;
6: Calculer la projection des données.

L’algorithme (2.1), offre une projection des données sur une droite permettant de
maximiser leur séparation et génère un seuil de classification Ψ. Nous pouvons calculer
le seuil Ψ comme suit :
Pour un point x donnée (à classifier),

1. Nous calculons Z = vTϕ(x), la projection de x sur v .
2. Nous calculons la moyenne des données projetées de chaque classe, soit µ0 la

moyenne des données projetées de la classe 0 et soit µ1 la moyenne des données
projetées de la classe 1.

3. Nous calculons les distances suivantes :
d0 = d(µ0,Z) : la distance entre la moyenne des données projetées de la classe 0
et la projection de x sur v .
d1 = d(µ1,Z) : la distance entre la moyenne des données projetées de la classe 1
et la projection de x sur v .

4. Nous calculons le seuil de la classification :

Ψ = min(d0,d1). (2.20)



Chapitre 3

Détection faciale

1 Introduction
L’une des applications les plus importantes de la classification est la reconnais-

sance d’objets. Dans notre étude, nous nous intéressons principalement à la détection
faciale. Dans sa définition exacte, un système de détection faciale est un programme
capable de reconnaitre dans une image quelconque de façon indépendante les visages
humains présents sur cette image. Ce processus présente plusieurs aspects dont le trai-
tement d’image et la classification. Nous allons dans un premier temps introduire une
méthode d’extraction des caractéristiques utilisant les filtres de Gabor, ensuite nous
allons détailler le processus d’obtention du vecteur de données pour la classification.

2 Traitement d’image
Le traitement d’images est l’ensemble des techniques permettant de modifier une

image dans le but de l’améliorer ou d’en extraire des informations.

2.1 Image numérique
Une image numérique est représentée par un tableau, chaque case de ce tableau

stock une valeur, se nomme un pixel [12].
Il existe trois types d’images :

1. Les images en noir et blanc : si chaque pixel prend deux valeurs 0 ou 1, 0 pour
le noir et 1 pour le blanc ;

2. Les images en niveau de gris : si chaque pixel prend des valeurs entre 0 et 255, 0
pour le noir, 255 pour le blanc et entre 0 et 255 pour des niveaux de gris allant
du noir au blanc ;

3. Les images en couleurs (RVB) : si chaque pixel prend trois valeurs, soient R la
valeur du rouge, V la valeur du vert et B la valeur du blue.

2.2 Filtrage d’une image
Le principe du filtrage est de modifier les valeurs des pixels d’une image, généra-

lement dans le but d’améliorer son aspect. En pratique, il s’agit de créer une nouvelle
image en se servant des valeurs des pixels de l’image d’origine. L’un des buts du filtrage
est d’éliminer plus de bruit possible tout en préservant le maximum d’informations. La
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figure (3.1) montre une application du filtre médian sur une image (de gauche) bruité
(bruit poivre et sel) qui résulte en une image nette (image de droite).

Figure 3.1 – Application d’un filtre médian.

Le filtre médian est utilisé pour la réduction de bruits [12], la fonction MATLAB
utilisée pour ce filtre est ”medfilt2”.
Comme il existe des filtres pour la réduction de bruits, il existe aussi des filtres qui
rajoutent le bruit sur une image, par exemple le bruit poivre et sel, le flou,... etc.
La figure (3.2) illustre une application d’un bruit poivre et sel sur l’image de gauche
donnant l’image de droite.

Figure 3.2 – Application d’un bruit poivre et sel.

Le bruit poivre et sel est obtenu en ajoutant des pixels noirs et des pixels blancs
aléatoirement dans une image [12]. La fonction MATLAB utilisée pour ajouter le bruit
à une image est ”imnoise”.

2.3 Filtrage par convolution
Le filtrage par convolution se pratique couramment sur les images numériques, par

exemple pour rendre les images légèrement floues afin de réduire le bruit, ou bien au
contraire pour accentuer les détails.

La convolution

La convolution est liée à la notion du filtrage et le traitement du signal, lorsque l’on
utilise des filtres.
En traitement d’image numérique, la convolution est l’opérateur de base du traitement
linéaire des images. C’est le remplacement de la valeur d’un pixel par une combinaison
linéaire de ses voisins. Elle consiste à faire balayer une fenêtre (masque) sur l’ensemble
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des points de l’image [2].
Sa formule est définie par :

( f ∗ g )(x, y) =
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f (x −u, y − v)g (u, v)du d v, (3.1)

et dans le cas discret :

( f ∗ g )(x, y) =
+∞∑

u=−∞

+∞∑
v=−∞

f (x −u, y − v)g (u, v), (3.2)

g : masque de convolution. La figure (3.3) montre un exemple de convolution entre
deux images.

Figure 3.3 – Exemple de convolution.

La convolution entre une image et un filtre est appelé aussi masque de convolution.

Transformée de Fourier

Soit une fonction f définie sur R2, avec f ∈ L1(R2). On appelle la transformée de
Fourier de f , la fonction notée TF, définie sur R2 par

TF( f (x, y)) = f̃ (u, v) =
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f (x, y)e−2πi (ux+v y)dud v. (3.3)

Théorème de Plancherel

La transformée de Fourier du produit de convolution de deux signaux f (x, y) et
g (x, y) est égale au produit des transformées de Fourier de ces deux signaux [6].

TF(( f ∗ g )(x, y)) = TF( f (x, y)) TF(g (x, y)). (3.4)

Il est possible de calculer le produit de convolution de deux signaux, en calculant
l’inverse de la transformée de Fourier.

( f ∗ g )(x, y) = TF−1(TF( f (x, y)) TF(g (x, y))). (3.5)

Le calcul de produit de convolution par transformée de Fourier au lieu de calculer
directement le produit de convolution nous permet de réduire le temps de calcul.
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Convolution entre deux images

Dans le domaine du traitement d’images, la convolution 2D est un outil puissant
en traitement d’images, il s’applique sur une image à travers un noyau pour améliorer
différentes caractéristiques telles que le contraste, la netteté...etc. Le principe est basé
sur des calculs purement mathématiques et matriciels.
Le produit de convolution est une opération entre deux images en niveau de gris f et
g , noté f ∗ g défini dans l’expression (3.2).
La figure (3.4) montre un produit de convolution d’une image (matrice gauche) avec
noyau (matrice centre) fournit une image filtrée (matrice droite).

Figure 3.4 – Convolution d’une image avec un noyau.

Sur MATLAB la fonction utilisée pour le produit de convolution 2D est ”conv2”.
Le filtrage d’une image peut se pratiquer dans deux domaines différents : spatial ou
fréquentiel (voir la figure 3.5)

Figure 3.5 – Le filtrage dans le domaine fréquentiel et spatial.

Le filtrage dans le domaine spatial consiste à multiplier (convolution) le signal
(image) par le filtre, la figure (3.6) représente le filtrage dans le domaine spatial.
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Figure 3.6 – Le filtrage dans le domaine spatial.

Et le filtrage dans le domaine fréquentiel consiste à multiplier la transformée de
Fourier du signal (image) par la transformée de Fourier du filtre, après on applique
l’inverse de la transformée de Fourier (voir 2.3), la figure (3.7) représente le filtrage
dans le domaine fréquentiel.

Figure 3.7 – Le filtrage dans le domaine fréquentiel.

Il existe des filtres linéaires et non-linéaires, mais nous nous intéressons à des filtres
linéaires.

2.4 Filtre linéaire
Un filtre linéaire transforme un ensemble de données d’entrée en un ensemble de

données de sortie selon une opération mathématique linéaire nommée convolution.
Le filtrage linéaire sera effectué en convoluant un filtre exprimé dans le domaine spatial
à l’image. Parmi les filtres linéaires nous avons le filtre gaussien, le filtre moyenneur et
le filtre de Gabor,..., etc.

Filtre moyenneur

Le filtre moyenneur est utilisé pour réduire le bruit dans une image et/ou flouter
une image [12]. La figure (3.8) montre une application d’un filtre moyenneur sur l’image
de gauche donne l’image de droite.
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Figure 3.8 – Application d’un filtre moyenneur sur une image.

Ce filtre remplace chaque pixel par la moyenne des valeurs des pixels adjacents.

Figure 3.9 – Filtre moyenneur.

Avec un filtre moyenneur de largeur 3, pour calculer la nouvelle valeur du pixel rouge
de l’image originale de gauche, nous calculons la valeur moyenne des pixels situés dans
un carré de dimension 3×3 centré sur ce pixel. Cela donne la nouvelle valeur du pixel
sur l’image transformée (pixel vert sur l’image de droite) :

42+111+154+23+123+176+63+145+134

9
= 108.

Filtre Gaussien

Ce type de filtre est utilisé pour diminuer le bruit ou appliquer un flou sur une
image. Le Filtre Gaussien est donnée par la formule suivante [12] :

g (x, y,σ) =
1

2πσ2
e

x2+y2

2σ2 . (3.6)

σ représente la déviation standard de l’enveloppe Gaussienne (elle permet de contrôler
l’ampleur de la cloche Gaussienne).
x représente la distance entre l’origine et laxe (xx ′).
y représente la distance entre l’origine et laxe (y y ′).
La figure (3.10) montre une application d’un filtre Gaussien sur l’image de gauche
donne l’image de droite.
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Figure 3.10 – Application d’un filtre Gaussien sur une image.

2.5 Filtres de Gabor
Un filtre du Gabor, du nom physicien anglais d’origine hongroise Dennis Gabor,

est un filtre linéaire. Dans le domaine spatial, un filtre Gabor est un noyau gaussien
modulé par une onde sinusoïde [11].

g (x, y) = s(x, y)wr (x, y), (3.7)

où s(x, y) est une sinusoïde complexe, connue sous le nom de support, et wr (x, y) est
une fonction gaussienne en forme de 2-D, connue sous le nom d’enveloppe.

Figure 3.11 – Gaussiene × Sinusoïde = Gabor.

• La sinusoïde complexe : la fonction s(x, y) est définie par :

s(x, y) = e j (2π(u0x+v0 y)+P), (3.8)

où les paramètres (u0, v0) et P représentent la fréquence spatiale et la phase du sinu-
soïde respectivement.
Nous pouvons considérer cette sinusoïde comme deux fonctions réelles distinctes, dis-
tribué dans la partie réelle et imaginaire d’une fonction complexe (voir la figure 3.12).
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Figure 3.12 – La partie réelle et imaginaire d’une sinusoïde.

Les équations de la partie réelle et la partie imaginaire de la sinusoïde sont :

Re(s(x, y)) = cos(2π(u0x + v0 y)+P)

Im(s(x, y)) = sin(2π(u0x + v0 y)+P)

Les paramètres u0 et v0 définissent la fréquence spatiale de la sinusoïde en coordonnées
cartésiennes. Cette fréquence spatiale peut également être exprimée en coordonnées
polaires comme magnitude F0 et direction w0 :

F0 =
√

u2
0 + v2

0

w0 = tan−1(
v0

u0
)

c’est-à-dire

u0 = F0 cos w0

v0 = F0 sin w0

Donc, la sinusoïde complexe devient

s(x, y) = e j (2πF0(x cos w0+y sin w0)+P). (3.9)

• L’enveloppe Gaussienne : la fonction wr (x, y) est définie par :

wr (x, y) = ke−π(a2(x−x0)2
r +b2(y−y0)2

r )), (3.10)
où k l’amplitude, (x0, y0) les sommets de la fonction, a,b sont des paramètres de la
Gaussienne, et l’indice r représente une opération de rotation, telle que :

(x −x0)r = (x −x0)cosθ+ (y − y0)sinθ,
(y − y0)r = (x −x0)sinθ+ (y − y0)cosθ.

Transformée de Fourier d’un Filtre de Gabor 2D

La transformée de Fourier pour un filtre de Gabor 2D est donnée par la formule
suivante [11] :

g̃ (u, v) =
k

ab
e j (−2π(x0(u−u0)+y0(v−v0))+P)e−π(

(u−u0)2

a2 + (v−v0)2

b2 ). (3.11)
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3 Filtre de Gabor 2D pour la détection de visage
La méthode de reconnaissance que nous avons adoptée repose, principalement, sur

l’extraction des caractéristiques du visage par les filtres de Gabor 2D.

3.1 Filtre de Gabor 2D
Un filtre de Gabor 2D est une fonction à noyau Gaussienne modulé par une onde

plane sinusoïde orientée selon un angle [16] :

φπ( f ,θ,γ,η)(x, y) =
f 2

πγη
e(−(α2x ′2+β2 y ′2))e( j 2π f x ′), (3.12)

où :

x ′ = x cosθ+ y sinθ,

y ′ = −x sinθ+ y cosθ.

avec, f la fréquence de l’onde plane sinusoïde, θ l’angle de rotation de la Gaussienne
et l’onde plane, α la netteté, le long du grand axe gaussien (parallèle à l’onde), β la
netteté, le long du petit axe (perpendiculaire à l’onde), γ = f

α et η = f
β sont définis pour

conserver le rapport entre la fréquence et la netteté constante.
Chaque filtre se présente sous la forme d’ondes planes de fréquence f , limité par une
fonction d’enveloppe Gaussienne avec la largeur relative à α et β. Pour extraire des
caractéristiques utiles d’une image (visage), il faut normalement une banque de filtres
Gabor avec des fréquences et des orientations différentes :

φuv = φπ( fu ,θv ,γ,η), (3.13)

fu =
fmaxp

2
u ,

θv =
v

8
π,

u = 0, ...,U−1,

v = 0, ...,V −1.

(3.14)

L’expression de φπ( fu ,θv ,γ,η) dans (3.13) est obtenue en remplaçant f par fu et θ par θv .

3.2 Filtres Gabor pour l’extraction des traits du visage
Pour la reconnaissance faciale nous choisissons fmax = 0.25. Les paramètres γ et η

déterminent le rapport entre la fréquence centrale et la taille de l’enveloppe Gaussienne.
Nous supposons α = β et γ = η =

p
2 (à la même hypothèse que l’on trouve dans la lettéra-

ture scientifique). Comme il n’existe pas de base théorique pour le choix des échelles et
des orientations, plusieurs travaux ont été effectués pour évaluer les performances sous
différentes paramètres. Les résultats montrent que 5 échelles et 8 orientations doivent
être utilisées à des fins de reconnaissance faciale (voir la figure (3.13)) [16].
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Figure 3.13 – Filtres de Gabor

3.3 La représentation des visages
La représentation de Gabor d’une image de visage I(x, y) est obtenue par la convo-

lution de l’image avec la famille des filtres de Gabor, définie par [16] :

Gu,v (x) = I(x, y)∗φu,v , (3.15)

où Gu,v (x) représente le résultat de la convolution de l’image par le filtre de Gabor à
l’orientation u et l’échelle v . La figure (3.14) montre le résultat de la convolution d’une
image de visage avec deux filtres de Gabor à différentes orientations et échelles.

Figure 3.14 – Résultat de convolution d’une image visage avec deux filtres de Gabor.

4 Principe de la détection faciale
La reconnaissance faciale comporte trois étapes principales. La première étape ex-

plique le prétraitement effectué pour préparer les imagettes. La deuxième étape est
l’extraction des caractéristiques pour extraire les informations les plus pertinentes de
l’imagette en utilisant les filtres de Gabor. Et la dernière étape est la classification. La
figure (3.15) montre un résumé général du système de la reconnaissance faciale [5].
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Figure 3.15 – Processus de classification des visages.

La figure (3.16) représente l’exemple utilisé dans ce chapitre (extraite de [18]).

Figure 3.16 – Exemple d’une image sur laquelle on cherche à détecter les visages.

5 Prétraitement
Dans le contexte de la détection faciale, le point de départ est de faire un prétrai-

tement qui permet d’extraire depuis une image un ensemble d’imagettes. À partir de
ces imagettes, il faut extraire les caractéristiques que l’on appelle signature pour faire
la différence entre un visage et un non-visage [5]. La figure (3.17) illustre quelques
exemples d’imagettes extraites de notre image originale (3.16).

Figure 3.17 – Exemples de résultats du prétraitement
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Pour la détection faciale, cette étape est essentielle parce qu’elle permet de classer
les données sous la forme la plus appropriée pour l’algorithme. Dans les expériences
numériques, nous utilisons une application de la détection de visage qui extrait les ca-
ractéristiques par filtres de Gabor à travers l’implémentation MATLAB faite par Omid
Sakhi [18].
Nous employons un noyau en tant qu’image (en particulier un visage), qui sera appli-
quée dans la convolution (le processus est précisé dans la figure (3.18)).

Figure 3.18 – Produit de convolution avec un noyau visage.

Ensuite, une fois que l’amélioration a été faite sur l’image, le prétraitement doit
détecter les parties de l’image qui peuvent représenter un visage, puis les extraire
sous forme d’imagettes. Pour ce faire, l’algorithme doit rechercher les points de forte
intensité. Pour un bon fonctionnement, il est important que toutes les imagettes soient
de taille 27×18. Dans MATLAB, la fonction utilisée est ”imregionalmax” qui retourne
le maximum d’une certaine région.

Figure 3.19 – Les points de forte intensité.

6 Extraction par filtres de Gabor
L’extraction consiste à extraire les informations les plus pertinentes afin de faire

notre classification. Pour une image, on peut la transformer en un vecteur potentiel-
lement de grande dimension, mais qui doit nous donner des informations importantes
peuvent nous aider à faire notre classification. Dans le domaine du traitement d’image,
il est possible de le faire par des filtres ou des ondelettes. Dans notre travail, nous em-
ployons l’extraction avec les filtres de Gabor. La figure (3.20) montre une application
d’un filtre de Gabor sur une image (visage).
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Figure 3.20 – Application d’un filtre de Gabor à un visage par convolution.

Il s’agit d’abord de générer une banque de filtres de Gabor, dans notre exemple nous
utilisons 40 filtres de Gabor, résultant de 5 échelles différentes et 8 angles employés dans
la paramétrisation de la fonction de Gabor [17]. La figure (3.21) montre les 40 filtres
de Gabor utilisés dans l’extraction des caractéristiques.

Figure 3.21 – Filtres de Gabor

L’étape suivante consiste à appliquer le filtre à l’imagette (résultante du prétraite-
ment) que l’on souhaite classifier. Pour cela nous appliquons le produit des transformées
de Fourier entre l’image et la banque de Filtres de Gabor (voir (3.4)), sur MATLAB la
fonction utilisée est ”fft2”. Comme le produit de convolution est très ”couteux”, nous
appliquons l’inverse de transformée de Fourier (voir (3.5)), nous utilisons la fonction
MATLAB ”ifft2” pour calculer l’inverse de la transformée de Fourier. L’image résul-
tante est nommée une signature qui est de taille 135×144. La figure (3.22) illustre le
processus.
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Figure 3.22 – Application des filtres de Gabor sur une imagette.

Lorsque cette partie est terminée, tout ce qui reste est de vectoriser l’image résul-
tante (135×144) à un vecteur de dimension 19440 et classifier ou entrainer le classifieur
sur les données numériques qui est la dernière étape de la détection faciale. La figure
(3.23) récapitule les étapes de l’extraction des caractéristiques par les filtres de Gabor.

Figure 3.23 – Extraction des caractéristiques par les filtres de Gabor.

7 Classification
La dernière étape dans la détection faciale est la classification. Dans le code d’Omid

Sakhi [18], la méthode de la classification utilisée est la méthode basée sur les ma-
chines à vecteurs de support (SVMs) [20], la fonction MATLAB utilisée dans ce cas
est ”svmtrain”. Dans ce chapitre nous utilisons les méthodes vues en chapitres 1 et
2 au lieu SVM. Il s’agit de comparer les signatures obtenues grâce à l’application de
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filtres de Gabor à une base de données déjà étiquetée comme visage ou non-visage.
Dans notre cas, nous employons d’abord une base de 69 visages et 55 non-visages, la
figure (3.24) donne quelques exemples de la base de visages et non-visages (extraite de
[18]).

Figure 3.24 – Exemples de visages et non visages.

Une fois la classification terminée, l’algorithme encadrera les visages en vert et
donnera ainsi le résultat de la détection faciale. La figure (3.25) montre le résultat de
la reconnaissance faciale par la méthode ADF sur l’exemple.

Figure 3.25 – Résultat de la détection faciale sur l’exemple.



Chapitre 4

Application au problème de la
détection faciale

1 Introduction
Dans ce chapitre, nous expliquerons les fonctions MATLAB contenues dans le code

d’Omid Sakhi [18] pour la détection de visage. Ensuite, nous appliquons les méthodes
d’analyse discriminante vues aux chapitres 1 et 2 à la reconnaissance faciale du chapitre
3. Nous utilisons le code d’Omid Sakhi [18] avec une légère modification. Nous allons
appliquer l’algorithme de ADF (voir chapitre 1, algorithme 1.2), ensuite l’algorithme
de GDA (voir chapitre 2, algorithme 2.1) au lieu de l’algorithme de SVM.

2 Méthode d’évaluation
2.1 Précision

Pour tester la performance de la méthode ADF et GDA pour la détection faciale
dans notre code, nous calculons le taux d’exactitude (accuracy en anglais) qui est donné
dans l’expression (4.1) :

accur ac y =
Nombr e de données cor r ectement pr édi tes

Nombr e de données tot al es
×100. (4.1)

Nous choisissons des exemples d’images contenant plusieurs visages qui peuvent être
détectés, ensuite nous calculons l’accuracy de la méthode ADF et GDA.
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2.2 Code MATLAB

Figure 4.1 – Organisation du code MATLAB des tests numériques.

• main.m : Cette fonction représente la fonction d’exécution principale, elle pro-
pose un menu contextuel permettant de sélectionner l’action à exécuter.

• gabor.m : Cette fonction contient l’équation de Gabor pour générer les 40 filtres
de Gabor suivant une paramétrisation que l’on définit (la figure (3.20)).

• create_gabor.m : Cette fonction fait appel à la sous fonction ”gabor.m”. La
fonction ne devrait s’exécuter qu’une seule fois, après elle générera un fichier
”gabor.mat” contenant les filtres de Gabor déjà générés dans les exécutions
précédentes.

• loadimages.m : Cette fonction permet de préparer les images de la base de
données pour entrainer le classifieur, elle génère une base de données sous forme
d’une ”cellule” de 3 lignes, chaque colonne représente un visage ou un non-visage,
la première ligne contient le nom de l’image, la deuxième ligne contient la classe
de l’image ”visage” ou ”non-visage” (1 pour visage, 0 pour non-visage), et la
troisième ligne contient les données numériques de l’image.
L’algorithme reçoit les données numériques de chaque image dans la ligne 3 à
l’aide de la fonction ”imread” de MATLAB. Après exécution, la fonction sau-
vegarde la cellule résultante sous le nom ”imgdb.mat” pour des utilisations
ultérieures.

• im2vec.m : Cette fonction permet de traiter l’imagette pour la préparer à la
classification en appliquant des filtres de Gabor. Cette fonction utilise les transfor-
mées de Fourier et les transformées de Fourier inverse 2D (les fonctions MATLAB
utilisées ”fft2” et ”ifft2”). La variable ”Features135x144” contient le résultat
de la convolution vue dans le chapitre précédent.
Enfin, le résultat ”Features135x144” est transformé en vecteur ”IMVECTOR”
à l’aide de la fonction ”reshape” de MATLAB.

• adf.m : Cette fonction consiste à appliquer l’algorithme (1.2) de la méthode
ADF (voir chapitre 1).

• gda.m : Cette fonction consiste à appliquer l’algorithme (2.1) de la méthode
GDA (voir chapitre 2).

• trainnet.m : Cette fonction consiste à utiliser la base de données résultante de
la fonction ”loadimages.m” afin d’entraîner le classificateur. Nous employons
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les deux méthodes présentées aux chapitres 1 et 2. Cette fonction fait appel à
la sous fonction ”adf.m” pour la méthode ADF et ”gda.m” pour la méthode
GDA.

• drawrec.m : Cette fonction permet d’encadrer les visages détectés.
• classification_adf.m : Cette fonction reprenait la direction w résultante de

l’exécution de ”adf.m” et la moyenne des données de chaque classe (µ0 et µ1),
après elle calcule le seuil de classification δ (voir chapitre 1, l’équation 1.19), afin
de classifier le point x (dans notre cas image).
En effet, si w Tx > δ, cette fonction retourne 1 (cette image est un visage), sinon
elle retourne 0 (cette image est un non-visage).

• classification_gda.m : Cette fonction reprenait la direction v résultante de
l’exécution de ”gda.m” et la moyenne des données projetées de chaque classe
(µ0 et µ1), après elle calcule le seuil de classification Ψ (voir chapitre 2, l’équation
2.20), afin de classifier le point x (dans notre cas image).
En effet, si vTϕ(x) > Ψ, cette fonction retourne 1 (cette image est un visage),
sinon elle retourne 0 (cette image est un non-visage).

• imscan.m : Cette fonction doit scanner et détecter les imagettes qui seront
ensuite classifiées suivant les méthodes vues aux chapitres 1 et 2. La figure (4.2)
illustre la convolution et la recherche de points d’intensité, comme on l’a vu au
chapitre 3.

Figure 4.2 – Étapes d’exécution de la fonction imscan.

Ensuite, cette fonction fait appel à la sous fonction ”classification_adf.m” ou
bien ”classification_gda.m” pour classifier les imagettes. Une fois les visages
détectés, la fonction fait appel à la fonction ”drawrec.m” afin d’encadrer les
visages détectés.

Nous appliquons les méthodes ADF et GDA sur les trois images extraitent dans le
code d’Omid [18].

Exemple 1 : Dans cet exemple le nombre de visages est 7.

Figure 4.3 – Exemple 1.
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Exemple 2 : Dans cet exemple le nombre de visages est 15.

Figure 4.4 – Exemple 2.

Exemple 3 : Dans cet exemple le nombre de visages est 8.

Figure 4.5 – Exemple 3.

3 Résultat d’exécution
Le tableau suivant récapitule les résultats des expériences.

Méthodes ADF GDA
accuracy_training(%) 100% 100%
Exemple 1 85.71% 100%
Exemple 2 93.33% 93.33%
Exemple 3 100% 87.50%

Tableau 4.1 – Résultats d’exécution.

Les figures (4.6), (4.8) et (4.7) montrent les résultats d’exécution de l’algorithme
avec ADF et GDA dans la détection des exemples 1,2 et 3 respectivement.



CHAPITRE 4. APPLICATION AU PROBLÈME DE LA DÉTECTION
FACIALE 43

Exemple 1 :

(a) ADF (b) GDA

Figure 4.6 – Détection faciale de l’exemple 1.

Exemple 2 :

(a) ADF (b) GDA

Figure 4.7 – Détection faciale de l’exemple 2.

Exemple 3 :

(a) ADF (b) GDA

Figure 4.8 – Détection faciale de l’exemple 3.



Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié la détection d’un visage en donnant une mo-
délisation mathématique. Des méthodes de réduction de dimension à des fins des clas-
sifications ont été donné.

Dans ce travail nous confirmons d’abord les résultats obtenus dans la référence [3]
que les données visages et non-visages sont linéairement séparables, vue que dans le
cadre des SVMs uniquement le noyau linéaire a donné une satisfaction, là aussi GDA
n’a pas donné une grande amélioration par rapport à ADF.

En général, dans le cadre de la méthode ADF, directement l’inverse ou la résolution
d’un système est utilisé pour obtenir le vecteur de projection. Quand les données sont de
petite dimension et il n’y a pas de corrélation entre les données, la matrice intra-classes
est de rang maximal, ceci implique que la matrice de variance est automatiquement
inversible et donc ADF donne de bons résultats. Par contre, dans ce contexte-là, les
données sont de grande taille et il y a une grande corrélation entre les données et
donc la matrice intra-classes n’est pas forcément inversible, donc la méthode ADF
ne fonctionne pas correctement dans le système de la détection faciale (voir la figure
4.9). Pour résoudre ce problème d’inversibilité, nous avons utilisé le pseudo-inverse de
Moore-Penrose [7] qui donne de bons résultats mais qui est très couteux. Ceci représente
une voix de recherche intéressante qui a le compromis d’utiliser une méthode d’inverse
généralisée et être très rapide.

Figure 4.9 – Résultat de ADF.



Annexe A

Dans cette annexe on réécrit l’équation (2.11) sous forme matricielle pour obtenir
l’équation (2.10). On développe chaque terme de l’équation (2.11) selon les matrices K
et W. A partir des équations (2.3) et (2.9), le terme de gauche de (2.11) donne :
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αpqϕ(Xp
:q ),

=
1

n

1∑
p=0

np∑
q=0

αpq

1∑
l=0

nl∑
k=1

ϕ(Xl
:k )[ϕT(Xl

:k )ϕ(Xp
:q )].

λϕT(Xm
: j )Vv =

λ

n

1∑
p=0

np∑
q=0

αpqϕ
T(Xm

: j )
1∑

l=0

nl∑
k=1

ϕ(Xl
:k )[ϕT(Xl

:k )ϕ(Xp
:q )],

=
λ

n

1∑
p=0

np∑
q=0

αpq

1∑
l=0

nl∑
k=1

[ϕT(Xm
: j )ϕ(Xl

:k )][ϕT(Xl
:k )ϕ(Xp

:q )].

En utilisant cette formule pour toute classe m et pour tout son élément j , on obtient :

λ(ϕT(X0
:1), ...,ϕT(X0

:n1
),ϕT(X1

:1), ...,ϕT(X1
:n1

) =
λ

n
KKα. (4.2)

D’après les équations (2.1), (2.2) et (2.9), le terme de droite de l’équation (2.11) donne :

Bv =
1

n

1∑
p=0

np∑
q=0

αpqϕ(Xp
:q )

1∑
l=0

nl [
1

nl

nl∑
k=1

ϕ(Xl
:k )][

1

nl

nl∑
k=1

ϕ(Xl
:k )]T,

=
1

n

1∑
p=0

np∑
q=0

αpq

1∑
l=0

[
nl∑

k=1
ϕ(Xl

:k )][
1

nl
][

nl∑
k=1

ϕT(Xl
:k )ϕT(Xp

:q )].

ϕT(Xm
: j )Bv =

1

n

1∑
p=0

np∑
q=0

αpq

1∑
l=0

[ϕT(Xm
: j )

nl∑
k=1

ϕ(Xl
:k )][

1

nl
][

nl∑
k=1

ϕT(Xl
:k )ϕT(Xp

:q )]. (4.3)

En utilisant cette formule pour toute classe m et pour tout son élément j , on obtient :

(ϕT(X0
:1), ...,ϕT(X0

:n1
),ϕT(X1

:1), ...,ϕT(X1
:n1

)Bv =
1

n
KWKα. (4.4)

En combinant 4.2 et 4.4 ,on obtient :

λKKα = KWKα (4.5)

On multiplions 4.5) par un αT pour obtenir (2.10).
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