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Résumé

Ce mémoire, est consacré pour l�étude des résultats de l�article [12] ; concernant l�étude de
certains opérateurs di¤érentielles à puissances imaginaires bornées. On fait preuve, pour
� > 0 su¢ samment grand, que les opérateurs di¤érentiels de la forme

P = a0
@n

@tn
+ a1

@n�1

@tn�1
+ � � �+ an

@

@t
+ �

où
(Pu) (t) := a0u

(n) (t) + a1u
(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) ;

telle que
u 2 W n;p (R; E) ;

avec a0 = �1 et ai 2 C; i 2 f1; 2; :::; ng ; n 2 N�, ont des puissances imaginaires bornées
dans l�espace Lp (R; E) ( sont dans la classe BIP (E; �) ), où p 2 (1;1) et E est un espace
de Banach UMD.
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Abstract

This dissertation, is devoted for the study of the results of the article [12] ; concerning the
study of some di¤erential operators with bounded imaginary powers. We prove, for large
� > 0, that the di¤erential operators of the form

P = a0
@n

@tn
+ a1

@n�1

@tn�1
+ � � �+ an

@

@t
+ �;

where
(Pu) (t) := a0u

(n) (t) + a1u
(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) ;

such that
u 2 W n;p (R; E) ;

with a0 = �1 and ai 2 C; i 2 f1; 2; :::; ng ; n 2 N�, have bounded imaginary powers in the
space Lp (R; E) ( are in the class BIP (E; �) ), where p 2 (1;1) and E is a UMD Banach
space.
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Introduction

Le but de ce mémoire est de prouver que certains opérateurs di¤érentiels ont des puissances

imaginaires bornées dans l�espace Lp (R; E), où E est un espace de Banach UMD et p 2
(1;1) (voir les dé�nitions précises dans le premier chapitre).
L�importance des opérateurs à puissances imaginaires bornées a accru après le travail de Dore

et Venni, 1987 (voir [10] ), où ils ont trouvé que le caractère borné des puissances imaginaires

des deux opérateurs A et B in�ue de manière signi�cative sur le comportement des solutions

de l�équation

Au+Bu = g;

en particulier leur régularité ( l�inversibilité de la somme A + B telle que g 2 Lp ([0; 1] ; E)

et E un espace UMD). Depuis ce temps, les résultats de Dore et Venni ont trouvé plu-

sieurs applications, par exemple Clément et Prüss, 1990 [19], ils ont prouvé pour p 2 (1;1)
l�estimation ��Aip �� � Cp

�
1 + jj2

�
ejj

�
2 ;  2 R;

qui signi�e que le générateur négatif Ap du semigroupe de Feller Fp (�) admet des puissances

imaginaires bornées. Prüss et Sohr, 1990 [20], ils dé�nissent la classe BIP (E; �) où E est un

espace de Banach complexe et � 2 [0; �) puis ils donnent des hypothèses pour que les deux
opérateurs �A, "+A soient BIP (E; �), ils font preuve aussi que si E est �-convexe (UMD),

A et B sont deux opérateurs BIP (E; �) sachant que

�A + �B < �
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et les opérateurs A; B commutent aux sens des résolvantes.

Alors la somme

A+B 2 BIP (E; �) où � = max (�A; �B) :

Dans les espaces Lp de fonctions complexes de plusieurs variables réelles :

.) Seeley, 1971 [22], a prouvé le caractère borné des puissances imaginaires pour les opérateurs

di¤érentiels elliptiques à coe¢ cients réguliés.

.) Prüss et Clement, 1990 [19] ont prouvé le caractère borné des puissances imaginaires pour

les générateurs négatifs des semigroupes spéciaux.

.) Prüss-Sohr, 1991 [21], ont prouvé le caractère borné des puissances imaginaires pour les

opérateurs elliptiques du second ordre à coe¢ cients continus de Hölder.

certaines études ont déjà été considérés comme un exemple dans [10], Dore et Venni ont étudié

l�opérateur d=dt dans l�espace Lp ([0; 1] ; E) ; dans [19] Prüss et Clément, une application

sur les équations intégro-di¤érentielles ; dans [21] Prüss et Sohr ont étudié comme exemple

l�opérateur d=dt dans l�espace Lp (R+; E) :
Notre mémoire traite des opérateurs di¤érentiels d�ordre supérieur. On fait preuve, pour

� > 0 su¢ samment grand, que les opérateurs di¤érentiels de la forme

P = a0
@n

@tn
+ a1

@n�1

@tn�1
+ � � �+ an

@

@t
+ �

où

(Pu) (t) := a0u
(n) (t) + a1u

(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) ; (0.0.1)

et

u 2 W n;p (R; E)

avec a0 = �1 et ai 2 C; i 2 f1; 2; :::; ng ; n 2 N�, ont des puissances imaginaires bornées
dans l�espace Lp (R; E) ( sont dans la classe BIP (E; �) ), où p 2 (1;1) et E est un espace

de Banach UMD.

Les techniques utilisées sont les propriétés des espaces UMD et une extension du théorème

du multiplicateur de Michlin.

Le plan de ce travail
Ce mémoire est composé d�une introduction et trois chapitres.
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Le premier chapitre est consacré pour les rappels de quelques notions de base d�analyse
fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail.

Le deuxième chapitre est l�étude de l�opérateur (0:0:1), sous certaines hypothèses, on
fait preuve, pour � > 0 su¢ samment grand, l�opérateur P 2 BIP (E; �) : On applique les

résultats obtenus précédemment pour étudier quelques exemples d�opérateurs di¤érentiels.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d�analyse

fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, la théorie des

semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus de détails voir [3], [2], [4], [13], [16],

[18]). On donnera aussi les résultats sur la théorie des sommes d�opérateurs linéaires dans le

cadre commutatif approche de Dore et Venni voir [10].

1.1 Les opérateurs fermés

Soit E un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de E

à valeurs dans E:

Dé�nition 1.1.1 A est dit borné si

D (A) = E et sup
k�k�1

kA�k < +1

et on écrit A 2 L (E) :

Dé�nition 1.1.2 On dit que l�opérateur A est fermé si et seulement si

G (A) := f(�; A�) 2 E � E : � 2 D (A)g ;

et fermé de E � E:
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Remarque : On dit que l�opérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite

(xn) � D (A) ;

telle que xn converge vers x et Axn converge vers y; alors

x 2 D (A) et Ax = y:

Dé�nition 1.1.3 Soient A : D (A) � E ! F; B : D (B) � E ! F deux opérateurs

linéaires. On dit que B est une extension de A, et on note A � B si

D(A) � D(B) et A = B sur D(A)

c�est à dire pour tout x 2 D(A) on a Ax = Bx:

Dé�nition 1.1.4 A est dit fermable s�il admet une extension fermée ; s�il existe A, un opé-

rateur linéaire sur E, tel que

G (A) = G
�
A
�
;

dans ce cas A est uniquement déterminé, c�est un opérateur fermé appelé la fermeture de A.

Remarque : A est dit fermable si et seulement si A admet une extension fermée i.e.

8 (xn) � D (A) :

�
xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0:

La plus petite extension fermée de A est notée A et s�appelle la fermeture de A.

Dé�nition 1.1.5 Soit A un opérateur linéaire fermé sur E.

� L�ensemble résolvant � (A) de A est dé�nie par

� (A) := f� 2 C : (�I � A) est inversible dans L (E)g :

� Le spectre de A, noté � (A), est dé�nie par

� (A) := Cn� (A) :

� On dé�nit la résolvante R� (A) de A au point � 2 � (A) par

R� (A) := (�I � A)�1 :
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Proposition 1.1.1 Soient A : D (A) � E ! F un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B 2 L (E;F ) ; l�opérateur

A+B : D (A) � E ! F

est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans E et D (A) est fermé dans E; alors A est

continue de D (A) dans E (Application directe du théorème du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continu de D (A) dans E, alors A est fermé si et seulement si son

domaine est fermé.

5. Si � (A) 6= ; alors A est fermé.

Dé�nition 1.1.6 Soit A : D (A) � E ! F un opérateur linéaire. On peut munir D (A)

d�une norme notée k:kD(A)et appelée norme du graphe, elle est dé�nie pour tout x 2 D (A)

par :

kxkD(A) := kxkE + kAxkF

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors
�
D (A) ; k:kD(A)

�
est un es-

pace de Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A 2 L (E) et B : D (B) � E ! E un opérateur linéaire fermé

tels que Im (A) � D (B). Alors

BA 2 L (E) :

Preuve : Il est clair que BA est dé�ni sur E. Soit (xn)n une suite d�éléments de E telle que�
xn ! x dans E,

(BA)xn ! y dans E:

Alors comme Im (A) � D (B), (Axn)nest une suite d�éléments de D (B) et comme A 2 L (E)
on a �

Axn ! Ax dans X,
B(Axn)! y dans X:
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B étant fermé et Ax 2 D (B) ; d�après la dé�nition (1:1:1) ; on a B(Ax) = y. Ainsi x 2
D (BA) et (BA)x = y:

BA est donc un opérateur fermé et dé�nie sur E: D�après le théorème du graphe fermé, on

obtient BA borné sur E i.e. BA 2 L (X) :

Dé�nition 1.1.7 [13, p. 19] On dit que l�opérateur A est sectoriel d�angle 0 6 ! 6 �; si�
i) �(A) � S!
ii) M (A; !0) := sup

�
k�R(�;A)k ; � =2 S!0

	
pour tout !0 2 (!; �)

Avec

S! :=

�
fz 2 C� : jarg zj < !g si 0 < ! 6 �
(0;1) si ! = 0

Proposition 1.1.4 Soient E un espace de Banach et A un opérateur fermé dans E:

Si (�1; 0) � � (A) et

M (A) :=M (A; �) := sup
t>0

t (t+ A)�1
 <1;

alors

M (A) � 1
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et

A 2 Sect
�
� � arcsin

�
1

M (A)

��
:

Proposition 1.1.5 Soit A 2 Sect (!) avec ! 2 [0;�[ :
Alors, on a N (A) \R (A) = f0g et si R (A) = E, alors A est injective.

Dans le cas où l�espace de Banach E est ré�exif, alors

D (A) = E et E = N (A)�R (A):

Remarque 1.1.1 Si l�espace E est un espace UMD (voir la dé�nition ci-dessous [1:4:2]),

alors il est ré�éxif, d�où tout opérateur sectoriel A véri�e

D (A) = E et E = N (A)�R (A):

Proposition 1.1.6 Soit A 2 Sect (!) avec ! 2 [0;�[ :
Si 0 6= � 2 C avec jarg �j+ ! < �; alors

�A 2 Sect (jarg �j+ !)

et

M (�A; !0) �M (A; !0 � jarg �j)

pour tout

!0 2 (jarg �j+ !; �] :

1.2 L�intégrale de Dunford

Notons par H(A) l�espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le

spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes

est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivante

f (A) =
1

2i�

Z


f (z) (zI � A)�1 dz



1.3 Les semi-groupes 6

Où  est une courbe simple inclue dans �(A) et f 2 H(A): L�opérateur f (A) 2 L(E) et ne
dépend pas du choix de :

Exemple 1.2.1 Pour x 2 D (A) on a

A�x =
1

2�i

Z


z��1R (z; A)Axdz;

d�après Balakrishnan on a

A�x =
sin��

�

+1Z
0

t��1 (t+ A)�1Axdt

pour tout x 2 D (A) : Pour plus de détails voir [13, Propossition 3.1.12, P. 67].

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C0 semi-groupe)

Dé�nition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach E

toute famille (G (t))t>0 dans .L (E) véri�ant les axiomes suivants

(i) Pour tout x 2 E; l�application

R+ ! E
t 7! G (t)x

est continue.

(ii) G (0) = I:

(iii) 8s > 0;8t > 0 : G (t+ s) = G (t)G (s) :

On dit aussi que (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe.

Remarques

i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (iii) sont véri�ées pour s; t de

signes quelconques.
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ii) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

kG (t)k 6 1:

Exemples

1) Soit A un opérateur borné dans E; alors la famille d�opérateurs

G (t) = etA; t 2 R

est un groupe sur E.

2) Soit E = Lp (R) avec 1 6 p <1 et

(G (t) f) (x) = f (x� t) ;

dans ce cas (G (t))t>0 est un groupe appelé groupe des translations.

Théorème 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes

M > 1 et ! > 0 telles que
8t > 0 kG (t)k 6Me�!t:

Dé�nition 1.3.2 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu

(G (t))t>0, l�opérateur A dé�ni par8><>:
D (A) =

�
x 2 E : lim

t!0+
G (t)x� x

t
existe

�
Ax := lim

t!0+
G (t)x� x

t
:

Remarques

1) Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0, alors A est fermé à

domaine dense.

2) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniquement déterminé par son générateur in�nitésimal A:

3) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniformément continu si et seulement s�il est de la forme�
etA
�
t>0 où A est un opérateur borné dans E.
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4) Si A est le générateur in�nitésimal du semi-groupe (G (t))t>0 tel que pour � > !,

kG (t)k 6Me�!t;

alors, l�opérateur

(�I � A)�1 x =

1Z
0

e��tG (t)xdt;

est borné et pour tout � 2 � (A)(�I � A)�1 x
 6M (�� !)�1 :

5) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu (G (t))t>0, alors

i) Si x 2 D(A) et t > 0 alors G(t)x 2 D(A):

ii) La fonction t 7! G(t)x est continûment dérivable sur R+ si et seulement si x 2 D(A):

De plus, pour t > 0
d

dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax:

iii) Pour tout x 2 E et tout t > 0
tZ
0

G(s)xds 2 D(A) et A
tZ
0

G(s)xds = G(t)x� x;

et si de plus x 2 D(A)

A

tZ
0

G(s)xds =

tZ
0

G(s)Axds = G(t)x� x:

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type � 2 ]0; �=2[ toute application
G dé�nie sur l�ensemble

�� = fz 2 C : jarg zj < �g
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à valeurs dans .L (E) telle que

(1) z 7! G (z) est analytique sur ��:

(2) 8x 2 E; G (0) = I et

lim
z2�� z!0

G (z)x = x

(3) 8z1; z2 2 ��; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :

De plus

G (t)x =
1

2i�

Z


etz (zI � A)�1 xdz = etAx:

Théorème 1.3.2 (de Kato) Soit A : D (A) � E ! E un opérateur linéaire véri�ant

(1) A fermé de domaine D(A) dense dans E:

(2) � (A) � f� 2 C� : Re� > 0g et 9M > 0 telle que

8� � 0 :
(�I � A)�1

 6 M

1 + �
:

Alors, A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique G véri�ant

(1) 9C > 0; 8t > 0 : kG (t)k:L(E) 6 C:

(2) 8t > 0; G (t) 2.L (E;D (A)) et kAG (t)k 6 M

t
:

1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 
 un ouvert de Rn (non nécessairement borné) et on pose

� = (�1; �2; ....,�n) un multi-indice, avec j�j =
nP
i=1

�i et on utilise la notation

@� =

�
@

@x1

��1
::::

�
@

@xn

��n
:

Dé�nition 1.4.1 Soit 1 � p � +1: On dé�nit les espaces Lp(0; R;E) pour R > 0 par

Lp(0; R;E) =

�
g : (0; R) �! E mesurable :

Z R

0

kg (x)kpE dx <1
�
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Si p est �ni. On munit cet espace de la norme

kgkLp(0;R;E) =
�Z R

0

kg (x)kpE dx
� 1

p

Pour p =1 on pose :

L1(0; R;E) =

(
g : [0; R] �! E; mesurable : sup

x2(0;R)
ess kg (x)kE < +1

)
;

muni de la norme : kgkL1(0;R;E) = sup
x2(0;R)

ess kg (x)kx:

Théorème 1.4.1 L�espace Lp (0; R;E) ; p 2 [1;+1] muni de la norme précédente est un

espace de Banach.

1.4.1 Intégrales dé�nies dépendant d�un paramètre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient

i) J un intervalle non trivial de R;
ii) E un espace de Banach,

iii) f : J � [a; b] ! E une application continue admettant une dérivée partielle par rapport

à la première variable @f
@x
continue sur J � [a; b] :

iv) �; � deux fonctions de classe C1 sur J et à valeurs dans [a; b].

Alors, l�application

h : J �! E

x �! h(x) =

Z �

�

f(x; t)dt

est de classe C1 sur J et pour tout x 2 J on a

h0(x) = �0(x)f(x; �(x))� �0(x)f(x; �(x)) +

Z �

�

@f

@x
(x; t)dt:
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1.4.2 Les espaces de Sobolev et de Besov

Pour m 2 N et 1 6 p 61 :

On note Wm;p (
; E) l�espace de Sobolev ( où 
 un ouvert régulier de Rn ) des fonctions
f : 
! E telles que @�f 2 Lp (
; E) pour tout j�j 6 m: C�est un espace de Banach avec la

norme

kfkWm;p(
;E) =

8>><>>:
 P
j�j6m

k@�fkpLp(
;E)

!1=p
si 1 6 p <1

max
j�j6m

k@�fkL1(
;E) si p =1:

Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p <1 :

On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev par

W s;p (
; E) =

8<:f 2 Lp (
; E) :
Z



Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsp+n

dxdy <1

9=; :

On dé�nit les espaces de Besov Bs
p;q (
; E) ; pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p; q 61, par

Bs
p;q (
; E) =

8><>:f 2 Lp (
; E) :
Z



0@Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsq+n

dx

1Aq=p

dy <1

9>=>; :

Avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1:

Dans le cas où p = q on a

Bs
p;p (
; E) =W s;p (
; E) :

Remarque 1.4.1 Pour tous d 2 N�; m 2 N et p 2 [1;1[ ; l�espace D
�
Rd
�
des fonctions

tests est dense dans Wm;p
�
Rd
�
:
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1.4.3 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom

UMD (Unconditional Martingale Di¤erence property), pour plus de détails voir [2].

Dé�nition 1.4.2 On dit que E est un espace UMD si la transformation de Hilbert H dé�nie

sur Lp (R; E) ; 1 < p <1 par

(Hf) (t) =
1

i�
lim
�!0+

Z
�6jsj< 1

�

f (t� s)

s
ds; 8t 2 R; 8f 2 C1 (R; E)

est bornée.

Dé�nition 1.4.3 E est �-convexe s�il existe une fonction � : E�E ! R biconvexe telle que

i) � (0; 0) > 0

ii) � (x; y) 6 kx+ yk avec kxk = kyk = 1; 8x; y 2 E:

Théorème 1.4.2 Soit E un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

ii) Il existe une fonction � symétrique et biconvexe véri�e � (0; 0) > 0 et

� (x; y) 6 kx+ yk ,

tel que kxk 6 1 6 kyk ;8x; y 2 E:
Exemples

I Les espaces de Hilbert (il su¢ t de choisir � (x; y) = 1 + hx; yi où le crochet h:; :i est le
produit scalaire).

I Les sous espaces fermés d�un espace UMD.

I Les espaces construits sur Lp (
; E) ; 1 < p < 1 tel que E est UMD, sont des espaces

UMD. Mais les espaces C�(
;E) (� 2 N) ne sont pas UMD.
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1.4.4 Multiplicateur de Fourier

Dé�nition 1.4.4 Un multiplicateur de Fourier est une fonction m de R dans C qui dé�nit
un opérateur Tm par multiplication sur le spectre de fréquence d�une fonction. En particulier,

l�opérateur Tm est dé�ni sur l�espace de Schwartz D(R; E) dans Lp (R; E) par

(Tmf) (t) =
�
m (�) bf (�)�_ (t) ;

où bf(�) = (f)^(�) = Z
R
f (t) e�2�i�tdt

et
_
f(t) = (f)^(t) =

Z
R
f (�) e2�it�d�

sont la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse de la fonction f , respec-

tivement.

Alors on a

m (�) bf (�) = m (�)

Z
R
f (x) e�2�i�:xdt:

1.5 Multiplicateur de Mikhlin

Théorème 1.5.1 Soit la fonction

m : Rnf0g ! C;

telles que pour tout � 6= 0 et pour tout entier positif  avec  � 3, m satisfait

j@m (�)j � B j�j�jj :

Alors, pour tout 1 < p <1; il existe une constante Cp tel que�m bf�_
Lp
� CpB kfkLp

pour tout f 2 D(R; E):
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Ce théorème implique le caractère borné dans Lp d�un large ensemble de multiplicateurs,

par exemple la fonction sgn en une dimension et les fonctions lisses de support compact (les

fonctions test).

1.5.1 Les espaces d�interpolation

On désigne par E0 et E1 deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un

espace topologique séparé E (c�est à dire E0 ,! E; E1 ,! E). Considérons les espaces de

Banach

E0 \ E1 et E0 + E1;

munis des normes kxkE0\E1 = kxkE0 + kxkE1 ; et

kxkE0+E1 = inf
x=x0+x1; xi2Ei

�
kx0kE0 + kx1kE1

�
:

Le couple fE0; E1g est dit couple d�interpolation.

Dé�nition 1.5.1 Soit fE0; E1g un couple d�interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre E0 et E1 tout espace de Banach E tel que

E0 \ E1 � E � E0 + E1:

Les espaces Ei; i = 0; 1 sont des espaces intermédiaires.

Dé�nition 1.5.2 Soient � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1]. On appelle espace d�interpolation entre
E0; E1 l�espace (E0; E1)�;p tel que x 2 (E0; E1)�;p si et seulement si�

i) 8t > 0;9ui (t) 2 Ei (i = 0; 1) : x = u0 (t) + u1 (t)
ii) t��u0 2 Lp� (R+; E0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; E1) ;

où

Lp�(E) =

8<:f : ]0;1[! E :

+1Z
0

kf(t)kpE
dt

t
<1

9=; :



1.5 Multiplicateur de Mikhlin 15

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout !; �;

t 2 ]0; 1[ et p; q; r 2 [1;+1] :
1) Si 0 < � 6 ! < 1 alors (E0; E1)�;p � (E0; E1)!;q :

2) Si p 6 q alors (E0; E1)�;p � (E0; E1)�;q :

3) Si E0 = E1 alors (E0; E1)�;p = E0 = E1:

4) Si 0 < � < 1

(E0; E1)�;p = (E1; E0)1��;p (1.5.1)

Si 0 < ! < � < 1, alors on a ((E0; E1)�;p; (E0; E1)!;q)t;r = (E0; E1)�;r; avec

� = (1� t) � + t! et
1

r
=
1� t

p
+
t

q
:

Propriété de réitération

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � E. Alors

pour tout � 2 ]0; 1[, p 2 [1;+1] et n 2 N�

(E;D(An))�;p = (E;D(A))n�;p (1.5.2)

Cas Particulier (D(A); E)�;p

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans

E. Posons E0 = D(A) et E1 = E; alors

E0 \ E1 = D(A) et E0 + E1 = E;

donc, pour tout � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1] on a

D(A) � (D(A); E)�;p � E:

Si � (A) � R+ et s�il existe une constante CA > 0 telle que

8� > 0 :
(A� �I)�1


:L(E)

6 CA
�
;
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alors

(D (A) ; E)�;p = DA (1� �; p) = (E;D(A))1��;q

=
�
x 2 E :

t1��A (A� t)�1 x

E
2 Lp�

	
.

Dé�nition 1.5.3 Pour tout � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] et k 2 N; on a

DA (� + k; p) =
�
x 2 D(Ak) : Akx 2 DA (�; p)

	
;

avec la norme

kxkDA(�+k;p) = kxkE +
Akx

DA(�;p)
:

Si � 6= 1
2
; on a le résultat de réitér_ation suivant

(E;D(A2))�;q = (E;D(A))2�;q (1.5.3)

En utilisant (1.5.3), on obtient

(D(A2); E)�;q = (E;D(A
2))1��;q = (E;D(A))2�2�;q (1.5.4)

(Pour plus de détails sur les espaces d�interpolation et le théorème de réitération, voir par

exemple Lions-Peetre [15] et Lunardi [16]).

Théorème 1.5.2 (de Lions) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe forte-

ment continu (G (t))t>0, alors pour tout p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[

(D(A); E)�;p =
�
x 2 E :

t��1 (G (t)� I)x

E
2 Lp�

	
muni de la norme

kxk(D(A);E)�;p = kxkE +

0@ +1Z
0

t��1(G (t)� I)x
p
E

dt

t

1A1=p

:

Avec les modi�cations usuelles si p =1.
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1.6 Les puissances fractionnaires, classe Bip

Dans cette sous section, on donne la dé�nition des puissances complexes d�un opérateur

sectoriel. Si A : E ! E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de l�opérateur

A est dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z


tz (tI � A)�1 xdt;

Où z est un nombre complexe arbitraire.

Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on dé�nit la puissance fractionnaire de

partie réelle positive (Pour 0 < Re z < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

Azx =
sin z�

�

+1Z
0

tz�1 (tI � A)�1Axdt;

Pour tout x 2 D(A) (voir Haase [13], Proposition 3.1.12, page 67).
Si �1 < Re z < 0, on écrit, pour x 2 D(A);

Azx = Az+1A�1x =
sin (z + 1) �

�

+1Z
0

tz (tI � A)�1 xdt:

Le théorème suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de Az (voir Dore et Venni

[10])

Théorème 1.6.1 Soit A un opérateur linéaire positif (sectoriel), alors on a les propriétés

suivantes

1) Soit z 2 C : Re z < 0 et m; n 2 N : m > n+Re z > 0 alors

8x 2 E Azx =
� (m)

� (n+ z) � (m� n� z)

+1Z
0

tz+n�1 (A (tI � A))�1A�nxdt

est absolument convergente.

2) z ! Az est holomorphe de fz 2 C : Re z < 0g dans L (E) :
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3) Si m 2 N : m > 2 et z 2 C : Re z < m alors D (Am) est dense dans D (Az) :

4) Soit w; z 2 C : Rew < 0 < Re z alors

AwAz � Aw+z � AzAw:

De plus, si Re (w + z) 6= 0 alors Aw+z = AzAw:

5) Soit � 2 R+ et x 2 D
�
A�
�
alors z ! Azx est holomorphe pour Re z < �:

6) Supposons que Ais 2 L (E) pour s 2 R donc
(a) Si Rew < 0 et w + z = is alors Aw+z = AwAz = AzAw:
(b) Si Rew < 0 alors AisAw = Aw+is = AwAis:
(c) Si Rew > 0 alors AisAw � Aw+is � AwAis et la seconde inclusion
est en fait une égalité si Rew > 0:
7) Si 0 < Re z < 1 alorsA�z 6M

�
cosh (� Im z) +

sinh (� Im z)

sin (� Im z)

�
:

8) Soit Ais 2.L (E) avec s 2 R; pour ' 2 ]0; �=2[ �xé, on pose

�' =
�
�ei� : � > 0 et � � ' < � < � + '

	
;

alors Az+is ! Ais (dans la topologie forte de L (E)).

9) Soit � � fz 2 C : Re z < 0g et �1 = � \ (iR) 6= ;: On suppose que

sup
z2�

kAzk < +1;

alors 8w 2 �1; A
w 2 L (E) et Az ! Aw où z ! w; z 2 � (dans la topologie forte de

L (E)).

10) Si T 2 L (E) alors (A� �I)�1 T = T (A� �I)�1 ; pour � 2 � (A) ; et

(a) TAz = AzT pour Re z < 0:

(b) TAz � AzT pour Re z > 0.

11) Si (A� �I)�1 et (B � �I)�1 commutent alors

(a)AzBw = BwAz pour max fRew;Re zg < 0:
(b) si Ais et Bit 2 L (E) ; 8s; t 2 R alors AzBw = BwAz

pour max fRew;Re zg 6 0:
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Dé�nition 1.6.1 On note BIP (E; �) (Bounded Imaginary Powers) ou � 2 [0; �[; l�en-

semble des opérateurs sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées (

Pour plus de détail voir [10]), c�est à dire A 2 BIP (E; �); si A est un operateur linéaire

fermé densément satisfaisant :

(
]�1; 0[ � �(A); Ker(A) = f0g ; Im(A) = E

et 9c � 1;8� > 0; k (A+ �I)�1 kL(E)6
c

�

(1.6.1)

Ker(A); Im(A) et �(A) sont respectivement le noyau, l�image et l�ensemble résolvant de A

et : �
pour tout s 2 R; Ais 2 L(E) et :
9c � 1;8s 2 R; k Ais kL(E)6 ce�jsj

(1.6.2)

On rappelle que l�operateur véri�ant (1.6.1) admet une puissance complexe Az pour tout

z 2 C (voir Haase [13] p.70). D�autre part, soit

� 2]0; 1[; q 2 [1;+1[;m 2 N; � 2 R

et V un operateur linéaire fermé dans E satisfaisant :

]�;+1[� �(V ) et sup
�>�

k �(V � �I)�1 kL(E)< +1:

1.7 Sommes d�opérateurs linéaires dans le cas commu-
tatives

Soit E un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés de

domaines D (A) et D (B) respectivement dans E et leurs ensembles résolvants � (A) et � (B)

non vides.

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes

d�opérateurs linéaires pour résoudre le problème suivant

Au+Bu� �u = f; � > 0 (1.7.1)



1.7 Sommes d�opérateurs linéaires dans le cas commutatives 20

lorsque les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,�
(A� zI)�1 ; (B � �I)�1

�
:= (A� zI)�1 (B � �I)�1 � (B � �I)�1 (A� zI)�1 = 0

La résolution de ce problème repose sur la construction de l�inverse de A + B sous des

hypothèses correspondantes à des méthodes di¤érentes

1.7.1 Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier l�équation (1.7.1). Ils ont supposé que

(DV:0) E est un espace de Banach de type UMD;

(DV:1)

8><>:
i)� (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 :

(A+ tI)�1
 6 MA

1 + t
;8t > 0

ii)� (B) � ]�1; 0] et 9MB > 0 :
(B + tI)�1

 6 MB

1 + t
;8t > 0

(DV:2)

�
8� 2 � (A) ; � 2 � (B) ;
(�I � A)�1 (�I �B)�1 = (�I �B)�1 (�I � A)�1 :

(DV:3)

8>>>><>>>>:
i)8s 2 R : Ais 2 L (E) et
9KA > 1; �A > 0; 8s 2 R : kAisk 6 KAe

�Ajsj;
ii)8s 2 R : Bis 2 L (E) et
9KB > 1; �B > 0; 8s 2 R : kBisk < KBe

�B jsj;
iii)�A + �B < �:

Alors, la somme A+B est fermée, inversible et son inverse est dé�ni par

(A+B)�1 =
1

2i

Z


A�zBz�1

sin �z
dz;

Où  est une courbe verticale contenue dans la bande

fz 2 C : 0 < Re z < 1g ;

et orientée de 1e�i�=2 vers 1ei�=2:

Ce résultat a été généralisé par Prüss et Sohr [20], dans le cas où l�un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.



Chapitre 2

Principaux résultats

2.1 Introduction

Ce chapitre, est consacré pour l�étude des résultats de l�article [12] ; concernant l�étude de

certains opérateurs di¤érentielles à puissances imaginaires bornées dans l�espace Lp (R; E), où
p 2 (1;1) et E est un espace de Banach UMD. En utilisant les propriétés des espaces UMD

et une extension du théorème du multiplicateur de Michlin [24], pour � > 0 su¢ samment

grand, on fait preuve que les opérateurs di¤érentiels de la forme

P = a0
@n

@tn
+ a1

@n�1

@tn�1
+ � � �+ an

@

@t
+ �

où

(Pu) (t) := a0u
(n) (t) + a1u

(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) ;

avec

u 2 W n;p (R; E)

telles que a0 = �1 et ai 2 C; i 2 f1; 2; :::; ng ; n 2 N�, ont des puissances imaginaires bornées
( sont dans la classe BIP (E; �) ).
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2.1.1 Terminologie et Notations

On cite quelques dé�nitions et notations qui sont indispensables pour facilité la compréhen-

sion des preuves dans ce qui suit. Pour plus de détails, voir le premier chapitre.

Pour un opérateur linéaire A dans E, on note D(A), R(A), N(A), �(A) respectivement le

domaine, l�image, le noyau et l�ensemble résolvant de l�opérateur A:

L (E) désigne l�ensemble des opérateurs linéaires bornés dans E:

Soit � 2 (0; �), On dit qu�un opérateur linéaire A dans E appartient à la classe BIP (E; �)

(Bounded Imaginary Powers) [1:6:1] ; s�il existe M > 0; K > 0 tels que :

�N(A) = 0,

�D(A) et R(A) sont denses dans E,

(�1; 0) � �(A), avec (A+ �)�1

L(E)

�M��1 8� > 0 (2.1.1)Ai�
L(E)

� Kej� j�; 8� 2 Rn f0g : (2.1.2)

Pour un opérateur satisfaisant (2:1:1), les puissances complexes (en général non bornées) sont

bien dé�nies, voir [1:6:1] et [14] pour les détails. On rappelle que pour x 2 D(A) \ R(A) et
Re(z) 2 (�1; 1), z 6= 0, on dé�nit les puissances complexes par

Azx := ��1 sin (�z)

�
x

z
� A�1x

1 + z
+

Z 1

0

�z+1 (A+ �)�1A�1xd�+

Z 1

1

�z�1 (A+ �)�1Axd�

�
(2.1.3)

On a z 7�! Azx est une fonction analytique de z à valeur dans l�espace E tel que Re(z) 2
(�1; 1).
L�opérateur x 7�! Azx est fermable, et sa fermeture est notée par Az.

Pour x 2 D(A) et Re(z) 2 (0; 1) on a aussi

Azx := ��1 sin (�z)

Z 1

0

�z�1 (A+ �)�1Axd� (2.1.4)

Dans la suite, On utilisera la transformée de Fourier [1:4:4] dé�nie pour u 2 L1(R; E) par

û (�) :=

Z
R
e�i�tu (t) dt:
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La transformée de Fourier inverse est notée par

�u (t) := (1= (2�))

Z
R
ei�tu (�) d�:

On appelle T : D (R; E) 7�! Lp (R; E) une transformation de multiplicateur (voir [1:5:1]),
s�il existe une fonction complexe m(�) telle que

(Tu)(t) = (m(�)û(�)�)(t);8u 2 D (R; E) :

2.2 Lemmes préliminaires

On mentionne quelques lemmes qui fournissent des résultats indispensable par la suite.

Lemme 2.2.1 (Multiplier de Mikhlin voir [1:5:1] [24]) Soient E un espace de Banach

UMD, p 2 (1;1), m(�) 2 C1(Rnf0g) et

1(m) := sup
�2R

maxfjm(�)j ; � jm0 (�)jg <1: (2.2.1)

Alors la transformée du multiplicateur

(Tu)(t) = (m(�)û(�)�)(t)

satisfait

kTukLp(R;E) � c1(m) kukLp(R;E) ;8u 2 D (R; E) (2.2.2)

où c une constante positive ne dépend que de p et de E.
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Lemme 2.2.2 [11] Soient E un espace de Banach, A et B deux opérateurs linéaires fermés

dans E, avec 0 2 �(B). On suppose que

il existe � 2 (0; �) tel que B 2 BIP (E; �) ; (2.2.3)

il existe � 2 (0; 1) telle que D (B�) � D (A) . (2.2.4)

Alors, pour tout " 2 (0; � � �); il existe �0 > 0 tel que

A+B + � 2 BIP (E; � + ") , 8� > �0: (2.2.5)

Lemme 2.2.3 Soient E un espace de Banach UMD et p 2 (1;1). On considère, dans
l�espace X = Lp(R; E), les opérateurs di¤érentiels

(B1u) (t) := (�1)m u(2m) (t) ; D (B1) =W 2m;p (R; E) ; m = 1; 2; :::�
(B2u) (t) := �u(2m+1) (t) ; � = +1 ou � 1:
D (B2) =W 2m+1;p (R; E) ; m = 0; 1; 2; ::: :

Alors

B1 2 BIP (E; ") ; 8" 2 (0; �) ; (2.2.6)

B2 2 BIP (E; �=2 + ") ; 8" 2 (0; �=2) : (2.2.7)

Plus précisément, il existe c = c(p;m;E) > 0 tel queBi�
1


L(E)

� c (1 + j� j) , 8� 2 R� f0g , (2.2.8)Bi�
2


L(E)

� c (1 + j� j) ej� j�=2, 8� 2 R� f0g (2.2.9)

Preuve :

On prend � = (�1)m (pour les autres cas on travail avec la même méthode).
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On remarqe que

N(B2) = 0

et pour p 2 [1;1)

D(B2) et R(B2) sont denses dans Lp (R; E) :

Soient f 2 D (R; E), � > 0 et p 2 [1;1). On veut résoudre l�équation

(B2 + �)u = f;

c�est à dire

(�1)m u(2m+1) (t) + �u (t) = f (t) , u 2 W 2m+1;p (R; E) (2.2.10)

En appliquant la transformation de Fourier, On obtient formellement

û(�) =
�
i�2m+1 + �

��1
f̂(�) (2.2.11)

On appelle K�(t) les fonctions dont sa transformée de Fourier est
�
i�2m+1 + �

��1
; veut dire

(
�
i�2m+1 + �

��1 �) (t) = K�(t);

On calcule K� (t) explicitement comme suit :

Soit

�k = �
1

2m+1 exp

�
i
�

2

1

2m+ 1
+

2k�i

2m+ 1

�
; k = 0; :::; 2m

sont les racines d�ordre 2m+ 1 de i�.

Alors �
i�2m+1 + �

��1
= �i

2mY
k=0

(� � �k)
�1

Il existe clairement des constantes positives c(k;m) telles que

jIm (�k)j = c(k;m)�
1

2m+1 6= 0 pour tout k 2 f0; :::; 2mg
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de plus �
(� � �k)

�1�_ (t) = i exp (i�kt){(0;1) (t) ; si Re (i�k) = � Im (�k) < 0;�
(� � �k)

�1�_ (t) = �i exp (i�kt){(�1;0) (t) ; si Re (i�k) = � Im (�k) > 0;
où { désigne la fonction caractéristique, donc on a�(� � �k)

�1�_
L1(R)

= jIm (�k)j�1 ;

pour tout k = 0; :::; 2m.

Il s�ensuit que

K� = (
�
i�2m+1 + �

��1 �) (t)
= (�i

2mY
k=0

(� � �k)
�1 �) (t)

= �i
�
(� � �0)

�1�_ � �(� � �1)
�1�_ � ::: � �(� � �2m)

�1�_ 2 L1 (R)
kK�kL1(R) �

2mY
k=0

jIm (�k)j�1 =
2mY
k=0

c(k;m)�1��
1

2m+1 = c (m)��1:

Alors de (2:2:11) ; on a

û(�) = K̂� (�) f̂(�);

d�après les propriétés du produit de convolution et la transformée de Fourier, on obtient

u (t) := (K� � f) (t) : (2.2.12)

Par l�inégalité de Young pour les convolutions, on a

kukLp(R;E) � kK�kL1(R) kfkLp(R;E) � c (m)��1 kfkLp(R;E) : (2.2.13)

PuisqueD (R; E) est dense dans Lp (R; E), donc chaque fonction de l�espace Lp (R; E) est une
limite d�une suite de fonctions dans l�espace de fonctions D (R; E), ceci montre que (2:2:10)
a une solution unique u pour tout f 2 Lp (R; E), donc

R� � � (B2)
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et (2:2:13) donne(B2 + �)�1 f

Lp(R;E) � c (m)��1 kfkLp(R;E) ; 8f 2 Lp (R; E) ; 8� > 0 (2.2.14)

Donc (2:1:1) est valable pour B2. Remarquons que (2:2:14) est également valable pour p = 1.

On pose

f 2 D (R; E) ; � 2 (0; 1); � 2 Rnf0g; p 2 (1;1)

Par (2:1:4)

B�+i�f = ��1 sin (� (� + i�))

Z 1

0

��+i��1
�
B2 (B2 + �)�1 f

�
d� (2.2.15)

En utilisant (2:2:14); on remarque que

h (�; t) := ��+i��1
�
B2 (B2 + �)�1 f

�
(t)

appartient a L1 ((0;1)� R; E).
Ainsi, en prenant les transformées de Fourier de chaque côté dans (2:2:15), d�après (2:2:11)

�
B�+i�
2 f

�^
(�) = ��1 sin (� (� + i�))

Z 1

0

��+i��1
i�2m+1

i�2m+1 + �
d�f̂ (�) : (2.2.16)

Par le changement de variable

� = j�j2m+1w1=2

et en rappelant que Z 1

0

wz�1

w + 1
dw =

�

sin (�z)

pour Re (z) 2 (0; 1).
On obtientZ 1

0

��+i��1
1

i�2m+1 + �
d� = j�j(2m+1)(�+i��1) (�=2)

�
1

cos ((� + i�)�=2)

�i sgn (�)

sin ((� + i�)�=2)

�
:
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Donc (2:2:16) devient�
B�+i�
2 f

�^
(�) = j�j(2m+1)(�+i�) [cos ((� + i�)�=2) + isgn (�) sin ((� + i�)�=2)] bf (�) ;

(2.2.17)

alors �
B�+i�
2 f

�^ 2 L1 (R; E) :
Il s�ensuit que �

B�+i�
2 f

�
(t) =

n
j�j(2m+1)(�+i�) [cos ((� + i�)�=2)

+ isgn (�) sin ((� + i�)�=2)] bf (�)o_ (t) ; t 2 R: (2.2.18)

Maintenant on fait tendre � ! 0; on obtient, pour tout � 2 R

j�j(2m+1)(�+i�) [cos ((� + i�)�=2) + isgn (�) sin ((� + i�)�=2)] bf (�)!
! j�j(2m+1)i� [cos (i��=2) + isgn (�) sin (i��=2)] bf (�) := m (�) bf (�)

et j�j(2m+1)(�+i�) [cos ((� + i�)�=2) + isgn (�) sin ((� + i�)�=2)] bf (�) �

(1 + j�j)(2m+1) [jcos (i��=2)j+ jsin (i��=2)j]
 bf (�) 2 L1 (R ; E) ;

d�après le théorème de la convergence dominée, on a

lim
�!0

�
B�+i�
2 f

�^
(�) = m (�) bf (�)

dans L1 (R; E), donc pour

lim
�!0

�
B�+i�
2 f

�
(t) = (m(�) bf(�))_(t); p. p. t 2 R:

Si, de plus, f 2 R (B2), on a
B�+i�
2 f ! Bi�

2 f

dans Lp (R; E).



2.3 Principaux Résultats 29

Donc �nalement�
Bi�
2 f
�
(t) = (m(�) bf(�))_(t); p. p. t 2 R; 8f 2 D (R; E) \R (B2) :

Par conséquent Bi�
2 est une transformation de multiplicateur correspondante au multiplica-

teur

m(�) = j�j(2m+1)i� [cos (i��=2) + i sgn (�) sin (i��=2)] :

de (2:2:1) ;on trouve

1 (m) � c (m) (1 + j� j) ej� j�=2;

donc par (2:2:2) Bi�
2 f

Lp(R;E) � c (m; p;E) (1 + j� j) ej� j�=2 kfkLp(R;E) ;

8f 2 D (R; E) \R (B2) ; 8� 2 R n f0g ;

ce qui donne Bi�
2 f

L(Lp(R;E)) � c (m; p;E) (1 + j� j) ej� j�=2; 8� 2 R n f0g :

2.3 Principaux Résultats

Théorème 2.3.1 Soit E un espace de Banach UMD, n un entier positif, a0 = +1 ou �1,
a1,...,an 2 C; p 2 (1;1) : On considère dans X = Lp (R; E) ; l�opérateur di¤érentiel P telle

que

(Pu) (t) := a0u
(n) (t) + a1u

(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) ;

avec le domaine W n;p (R; E), alors on a les deux assertions suivantes :
� Si n est impair, pour tout " 2 (0; �=2) ; il existe �0 2 R, telle que pour tout � > �0, on a

P 2 BIP
��
2
+ "
�
:

� Si n est pair et a0 = (�1)n=2 ; pour tout " 2 (0; �) ; il existe �0 2 R, telle que pour tout
� > �0 on a

P 2 BIP (") :
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Preuve : Dans l�espace X = Lp (R; E) ; on dé�nit l�opérateur di¤érentiel Pn telle que

(Pnu) (t) := a0u
(n) (t)

avec le domaine

D (Pn) :=W n;p (R; E) ;

et l�opéraeur A telle que

(Au) (t) := a1u
(n�1) (t) + � � �+ anu (t)

avec le domaine

D (A) :=W n�k;p (R; E) ;

où k 2 f1; :::; ng est le plus petit entier tel que ak 6= 0.
Pour appliquer le Lemme [2:2:2]. On dé�nit dans E l�opérateur

B := Pn + I;

avec le domaine

D(B) := D(Pn);

d�où

0 2 � (B) :

D�après le Lemme [2:2:3], Pn admet des puissances imaginaires bornées.

Puisque E est un espace de Banach UMD et p 2 (1;1); donc X est également un espace

de Banach UMD. D�après le Théorème 3 de (Prüss-Sohr, 1990) [20], cela donne

� si n est impair ;

B 2 BIP (�=2 + �;X) ; 8� 2 (0; �=2) ;

� si n est pair et a0 = (�1)n=2 ;

B 2 BIP (�;X) ; 8� 2 (0; �) :
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En�n, on véri�e (2:2:4). Par le Théorème 1.15.3 de (Triebel, 1978) [23], on a

D(B�) = [E;D(B)]�

espace d�interpolation complexe, donc

D(B�) = [Lp (R; E) ;W n;p (R; E)]� � W n�k;p (R; E) = D (A)

si � 2 (0; 1) est su¢ samment proche de 1.
Donc l�hypothèse (2:2:4) se tient. En appliquant (2:2:5), on obtient :

Pour exemple n est pair, on a pour tout " 2 (0; � � �) telle que � est arbitraire dans (0; �) ;

il existe �0 > 0 tel que

A+B + � 2 BIP (E; � + ") , 8� > �0:

Comme " est arbitraire, on trouve pour tout " 2 (0; � � �) ; il existe �0 > 0 tel que

P = A+B + � 2 BIP (E; � + ") , 8� > �0 + 1;

Maintenant, on pose "0 = "+ � 2 (0; �) ; il existe �0 > 0 tel que

P = A+B + � 2 BIP (E; ") , 8� > �0 + 1:

Remarque 2.3.1 La même preuve peut être adaptée pour obtenir des résultats dans le cas

où les coe¢ cients a1,..., an dépendent de t et appartiennent à divers espaces de fonctions, et

a0 est un nombre complexe.

Pour a0 = a0 (t) on a besoin des résultats de perturbation plus puissants pour la classe BIP ,

voir (Prüss et Sohr, 1991) [21].



2.3 Principaux Résultats 32

2.3.1 Application

On cite le théorème suivant, qui est une application direct sur notre opérateur P:

Théorème 2.3.2 Soient E un espace de Banach UMD, n un entier positif impair, a1, ....

, an 2 C, � > 0 et soit l�opérateur � dé�ni sur D (�) � E, tel qu�il existe �� 2 (0; �=2) où
� 2 BIP (��) dans l�espace E.
On Considère l�équation di¤érentielle, à l�inconnue u, suivante

u(n) (t) + a1u
(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) + �u (t) = f (t) ; t 2 R (2.3.1)

où

f 2 Lp (R; E) ; p 2 (1;1):

Alors, pour � su¢ samment grand, l�équation (2:3:1) admet une solution unique dansW n;p (R; E).

Preuve : On dé�nit X = Lp(R; E) et un opérateur P par

(Pu) (t) = u(n) (t) + a1u
(n�1) (t) + � � �+ anu (t) + �u (t) ;

telle que

D (P ) =W n;p (R; E)

et l�oérateur A sur D (A) � X avec

(Au) (t) = �u (t) ;

telle que

D (A) = fu 2 X : u (t) 2 D (�) p. p. t 2 R et t 7�! �u (t) appartient à Xg :

Alors A est un opérateur BIP et

A 2 BIP (��)
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dans X.

Par le Théorème [2:3:1] ; pour � su¢ samment grand, on a

P 2 BIP (�=2 + ")

dans X. Comme

�� + �=2 + " < �;

d�où il existe " > 0; telle que

" < �=2� ��:

Toutes les hypothèses de l�inversibilité de la somme de théorème de Dore et Venni [10] sont

véri�ées ; d�où

(P + A) est inversible à inverse borné.

De (2:3:1) ; on a

(P + A)u = f;

donc

u = (P + A)�1 f;

par conséquent le Théorème [2:3:2] est prouvé.

2.3.2 Exemples

Exemple 2.3.1

Prenons E := L2(R). On dé�nit les opérateurs A et H comme suit,(
D(A) = H4 (R)

A = � (4) + 2 (3) � i 0 + � ;
et

(
D(H) = H1 (R)

H = � 0 + a :

Proposition 2.3.1 Les opérateurs A et H sont linéaires fermés des domaines denses dans

l�espace UMD E. D�après le Théorème [2:3:1] ; on trouve
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� Pour tout " 2 (0; �=2) ; il existe a0 2 R, telle que pour tout a > a0, on a

H 2 BIP
�
X;

�

2
+ "
�
:

� Pour tout " 2 (0; �) ; il existe �0 2 R, telle que pour tout � > �0; on a

A 2 BIP (X; ") :

Ceci implique que les opérateurs A et H véri�ent :

i) Pour tout "H 2 (0; �=2) ; il existe a0 2 R, telle que pour tout a > a0, on a

9KH > 1; 8s 2 R :
(H)isL(E) 6 KAe

(�H+�
2 )jsj;

et

ii) pour tout "A 2 (0; �) ; il existe �0 2 R, telle que pour tout � > �0; on a

9KA > 1; 8s 2 R :
(A)isL(E) 6 KHe

�Ajsj:
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يلية محدودةمؤثرات تفاضلية معينة ذات قوى تخ  

 

3991هذه الأطروحة مخصصة لدراسة نتائج مقال فيرمان الصادر سنة    

, يلية محدودةمؤثرات تفاضلية معينة ذات قوى تخ  ذي يتعلق بدراسةوال  

 حيث سنثبت من أجل 

كبير بالقدر الكافي أن المؤثرات التفاضلية من الشكل    μ>0  

    
  

   
   

    

     
     

 

  
   

 

 p∈(1,∞)      حيث         Lp    يلية محدودة في فضاءها قوى تخلدي
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