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INTRODUCTION

La statistique paramétrique est une branche de statistique qui permet d�analyser les

données (les observations) relatives à un phénomène aléatoire et les modélisées par une dis-

tribution (loi de probabilité parente), ayant un nombre �ni de paramètres
�
� 2 Rk; k 2 N�

	
.

L�estimation paramétrique est considérée comme l�outil essentiel pour décrire le phéno-

mène étudié, faire des prévisions préalablement sur ses circonstances (ou ses résultats), et

prendre des décisions à son sujet au vu des informations (les observations) contenues dans

un échantillon de la population. Elle consiste à évaluer les paramètres inconnus � à partir des

observations (X1; X2; :::; Xn) avec le plus faible seuil d�erreur: À ce propos, on distingue trois

méthodes d�estimation paramétrique :

1/ les estimations ponctuelles,

2/ les estimations par des intervalles de con�ance,

3/ les tests d�hypothèses.

L�objectif de ce cours semestriel "Statistique I" déstiné aux étudiants de Master

1 Mathématiques, option : Analyse Fonctionnelle est de présenter les principes des

trois méthodes d�estimation paramétrique citées ci-dessus et leurs utilisations. Il nécessite

la connaissance des lois de probabilités discrètes et continues (cours de probabilités L2) et

quelques notions d�analyse mathématique (dérivation et intégration).

Ce polycopié est composé de quatre chapitres. Dans le premier, on rappelle les di¤érents

types d�échantillons puis on présente les concepts principaux de l�estimation paramétrique :

les estimateurs et leurs propriétés. Le deuxième chapitre est consacré à exposer le principe

de l�estimation ponctuelle des paramètres par la méthode des moments ainsi que la méthode

du maximum de la vraisemblance. Dans le troisième chapitre, on aborde l�estimation para-

métrique (la moyenne et la vraiance) par les intervalles de con�ance en cas des distributions

normales. Finalement, le quatrième chapitre consiste à expliquer comment tester les valeurs

théoriques des paramètres proposées dans les hypothèses.



Chaque chapitre contient une section d�exercices corrigés et d�autres proposés sous forme

d�un devoir, qui doit être fait sérieusement par les étudiants a�n d�enrichir leur compréhension

et développer leurs compétances.



Chapitre 1

Préliminaires

Souvent les analyses en sciences expérimentales (pharmacologie, biologie, agronomie...)

portent sur l�étude des caractères d�une population donnée pour laquelle on n�a pas l�accès à

toute l�information.

Exemple 1.0.1 Pour étudier la crise du lait en Algérie, on choisi la population : les vaches

laitières. On peut étudier plusieurs caractères : l�âge des vaches, le volume du lait, la durée

de production,...

On a donc besoin d�un processus d�échantillonnage pour obtenir une approximation des

informations qu�on cherche.

1.1 Echantillonnage

Si la population est de taille N , on peut tirer de cette population plusieurs échantillons

de taille n; (n < N) et les résultats qu�on produit varieront d�un échantillon à un autre.

Alors, à partir d�un unique échantillon, on pourra déterminer une valeur estimée du

paramètre de la population qu�on veut étudier. Ainsi, l�étude se base sur des estimations et

non pas des certitudes.

1.1.1 Les di¤érents types d�échantillons

1/ Echantillon aléatoire (ou probabiliste) : chaque élément (unité statistique) de la po-

pulation a une chance d�être séléctionné (ou observé). Ce type d�échantillonnage garantit

une représentation sans biais de l�ensemble de la population.



1.2 Echantillon aléatoire et statistique de l�échantillon 3

2/ Echantillon non-aléatoire (ou non-probabiliste) : est un échantillon sélectionné par

une méthode non probabiliste, par exemple : les vaches d�une ferme.

3/ Echantillon exhaustif : est un échantillon pour lequel le tirage est réalisé sans remise

(les unités statistiques sont choisies sans remise).

4/ Echantillon non-exhaustif : est un échantillon où le tirage est réalisé avec remise (les

unités statistiques sont choisies avec remise).

5/ Echantillon représentatif : est un échantillon qui reproduit les caractéristiques d�une

population. En fait, on peut généraliser les résultats obtenus avec cet échantillon à la

population.

Remarque 1.1.1 Si on veut comparer deux populations à l�aide de deux échantillons, alors

on distingue deux types di¤érents d�échantillons :

i/ Echantillons indépendants : si les deux échantillons sont composés de séries d�unités sta-

tistiques di¤érentes (les deux échantillons ne sont pas identiques).

ii/ Echantillons appariés : si les deux échantillons sont composés de la même série d�unités

statistiques (les deux échantillons sont identiques).

Exemple 1.1.1 On donne un exemple de chaque type d�échantillon :

1/ Comparer le nombre de �lles en M1MCO avec le nombre de �lles en M1AF ! deux

échantillons di¤érents : deux échantillons indépendants .

2/ Comparer la valeur énergitique moyenne des produits laitiers avant et aprés refroidisse-

ment ! le même échantillon : échantillon apparié.

1.2 Echantillon aléatoire et statistique de l�échantillon

Dé�nition 1.2.1 Un échantillon alétoire d�e¤ectif n est dé�ni par un ensemble de n va-

riables alétoires indépendantes (X1; X2;:::; Xn) suivant la même loi appelée loi parente. Une

réalisation (x1; x2;:::; xn) d�un échantillon aléatoire correspond à n répétitions indépendantes

d�une même expérience.
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Remarque 1.2.1 Un échantillon aléatoire d�e¤ectif n est appelé n-échantillon.

Dé�nition 1.2.2 Toute fonction "S" de l�échantillon aléatoire (X1; X2;:::; Xn) d�e¤ectif n

est appelée une statistique de l�échantillon : S (X1; X2;:::; Xn).

Dé�nition 1.2.3 "Estimateur et estimation" le plus important des objectifs d�une étude

statistique, est l�obtention des estimations �ables des caractéristiques d�une population à partir

d�un échantillon représentatif prélevé de cette population. Ceci est appelé problème de décision

concernant des paramètres tels que :

p
L�espérence mathématique : E(X) = m = �X:

p
La variance V ar(X) ou l�écart type �X :

p
La proportion p en cas d�un caractère discret (dénombrable).

Estimer un des paramètres cités ci-dessus, c�est déterminer une valeur approchée de ce para-

mètre, à partir des résultats obtenus sur un échantillon aléatoire et représentaif extrait de la

population.

1.3 Propriétés d�un estimateur

On considère l�échantillon (X1; X2; :::; Xn) de n-variables alétoires suivant toutes la même

loi de probabilité du paramètre � inconnu.

1/ Un estimateur Tn du paramètre � est dit "sans biais" si E(Tn) = �: De façon géné-

rale, un estimateur Tn de g(�) est sans biais si E(Tn) = g(�). Dans le cas contraire

(E(Tn) 6= g(�)), Tn est un estimateur biaisé.

2/ Tn est un estimateur asymptotiquement sans biais du paramètre � si

lim
n!+1

E(Tn) = �:

3/ Tn est un estimateur convergent (ou consistant) de g(�) s�il converge en probabilité vers

g(�); cela peut être traduit par les deux conditions suivantes :

lim
n!+1

E(Tn) = g(�) et lim
n!+1

V ar(Tn) = 0:
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4/ Tn est un estimateur correct de g(�); s�il est sans biais et convergent.

Dé�nition 1.3.1 Soit Tn un estimateur du paramètre �.

1/ L�écart entre � et Tn : jTn � �j est appelé le risque de l�estimateur.

2/ Le biais de Tn est E (Tn)� �:

3/ Le risque quadratique ou l�erreur quadratique moyenne "EQM" est :

EQM (Tn) = E
�
(Tn � �)2

�
= E

�
(Tn � E(Tn) + E(Tn)� �)2

�
= E

�
(Tn � E(Tn))2

�
+ 2E (Tn � E(Tn))E [E(Tn)� �] + E

�
(E(Tn)� �)2

�
= E

�
T 2n
�
� [E(Tn)]2 +

�
(E(Tn))

2 � 2E(Tn)E (�) + E
�
�2
��

= V ar (Tn) + [E (Tn � �)]2 :

On conclut donc que

EQM (Tn) = variance de l
0estimateur + carr�e de son biais:

1/ Si l�estimateur Tn est sans biais, alors

EQM (Tn) = V ar(Tn):

2/ L�estimateur Tn converge en moyenne quadratique vers � si et seulement si son EQM

converge vers 0 quand n tend vers +1;

Tn
MQ! � , lim

n!+1

�
E (Tn � �)2

�
= 0:

3/ Si l�estimateur Tn est sans biais, alors

Tn
MQ! � , lim

n!+1
V ar(Tn) = 0:

4/ Le meilleur estimateur de � est un estimateur sans biais et de variance minimale.

5/ Un estimateur sans biais à variance élevée peut fournir des estimations très éloignées de

la vraie valeur du paramètre.



Chapitre 2

Estimation ponctuelle

On vient de voir que l�estimation paramétrique constitue un aspect essentiel de la statis-

tique paramétique, elle permet de déterminer les paramètres de la loi de distribution des

données d�une expérience aléatoire, et par conséquent décrire les caractères de la population.

On distingue trois formes d�estimations : les estimations ponctuelles, les estimations par in-

tervalle de con�ance et les tests d�hypothèses. On commence par aborder le premier moyen

de l�estimation : l�estimation ponctuelle.

On suppose que les données (x1; x2;:::; xn) sont n réalisations de variables aléatoires

(X1; X2;:::; Xn) indépendantes suivant la même loi de probabilité.

Les techniques de la statistique descriptive permettent d�adopter une famille de lois de

probabilité bien précise pour la loi des Xi; mais les valeurs des paramètres de cette dernière

sont inconnues. Comment estimer ces paramètres ?

Dans tout ce qui suit, � est le paramètre inconnu à estimer.

Dé�nition 2.0.2 L�estimation ponctuelle du paramètre � est la valeur la plus probable que

prendra ce paramètre. Autrement dit, une approximation de � est la plus proche valeur possible

de sa vraie valeur inconnue.

Notation : Toute variable aléatoire Xi où (1 � i � n) est caractérisée par sa fonction de

répartition F (x; �).

Si pour tout i; Xi suit une loi de probabilité continue, f (x; �) est la fonction densité (qui est

la dérivée de la fonction de répartition). Dans le cas contraire (Xi suit une loi de probabilité

discrète), P (Xi = xi; �) sont les probabilités élémentaires.
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Dé�nition 2.0.3 Un estimateur d�un paramètre � est une statistique Sn à valeurs dans

l�ensemble des valeurs possibles de � noté �: Une estimation de � est une réalisation Sn =

S (x1; x2;:::; xn) de l�estimateur Sn = S (X1; X2;:::; Xn) :

Remarque 2.0.1 Un estimateur est une variable aléatoire, et une estimation est sa valeur

déterministe.

2.1 Estimation ponctuelle par la méthode des moments
(EPMM)

L�idée de base de cette méthode est d�estimer les paramètres de la loi de la variable X

par les moments centrés ou non centrés de la série statistique.

Par exemple : on peut estimer l�espérance mathématique E (X) d�une variable aléatoire

X par une moyenne empirique m (moment non centré d�ordre 1) et sa variance V ar (X) par

une variance empirique (moment centré d�ordre 2).

Soit X le vecteur formé par un n-échantillon X1; X2;:::; Xn: On suppose que les variables

Xi; (1 � i � n) sont à valeurs dans un ensmble X :

Soit f = (f1; f2;:::; fn) une application de X dans Rk telle que l�application ' dé�nie par :

' : � ! Rk
� 7! ' (�) = E� (f (Xi))

est inversible. En fait,

� = '�1 (E� (f (Xi))) :

Dé�nition 2.1.1 L�estimateur �̂n du paramètre � par la méthode des moments est dé�ni

comme la solution (quand elle existe et est unique) de l�équation

' (�) =
1

n

nX
i=1

fi(Xi)

où fi(x) = xi; donc ' correspond au i�eme moment (le moment d�ordre i) de la variable Xi: Si

la loi des Xi a deux paramètres �1 et �2 tels que ' (�1; �2) = (E(X); V ar(X)) ; alors

�̂1 = �Xn =
1

n

nX
i=1

Xi
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qui est le moment non centré d�ordre 1 de X, et

�̂2 = S2n =
1

n

nX
i=1

�
Xi � �Xn

�2
=

1

n

nX
i=1

X2
i �

�
�Xn

�2
=

_

X2
n �

�
�Xn

�2
= V ar (Xn) :

On estime donc la variance des Xi par la variance empirique de l�échantillon notée par S2n

qui est le moment centré d�ordre 2: Par conséquent, les estimateurs �1 et �2 par la méthode

des moments sont : �
�̂1n ; �̂2n

�
= '�1

�
�Xn; S

2
n

�
:

Exemple 2.1.1 Soit X = (X1; X2;:::; Xn) n-variables alétoires.

1/ Loi de Bernoulli : On suppose que toutes les variables alétoires X1; X2;:::; Xn suivent la

loi de Bernoulli qui prend les valeurs 0 et 1 et de paramètre p qui est la proportion

de 1 dans l�échantillon, la proportion du 0 est égale à q = 1 � p: Puisque l�espérance

mathématique E(X) = p; alors, l�estimateur du paramètre "p" par la méthode des

moments est p̂ = �Xn:

2/ Loi poissonnienne : Toutes les variables aléatoires X1; X2;:::; Xn suivent la loi de Poisson

P (�) de paramètre � > 0 et d�espérance mathématique E(X) = �: Alors, l�estimateur

du paramètre � par la méthode des moments est :

�̂n = �Xn:

3/ Loi exponnentielle : Toutes les variables aléatoires X1; X2;:::; Xn suivent la loi exponen-

tielle exp(�) de paramètre � (un réel positif non nul) et d�espérance mathématique

E(X) = 1
�
: Alors, l�estimateur du paramètre � par la méthode des moments est :

�̂n =
1
�Xn

:
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4/ Loi normale : Toutes les variables aléatoires X1; X2;:::; Xn suivent la loi normale N (m;�2) de

paramètres m et � où l�espérance mathématique E(X) = m et la variance V ar (X) =

�2: Alors, les estimateurs des paramètres m et � par la méthode des moments sont :

m̂n = �Xn et �̂
2
n = S

2
n:

5/ Loi Gamma : Toutes les variables aléatoires X1; X2;:::; Xn suivent la loi Gamma N (�; �) de

paramètres � et � (deux réels positifs et � est non-nul) où l�espérance mathématique

E(X) = �
�
et la variance V ar (X) = �

�2
: Alors, les estimateurs des paramètres � et �

par la méthode des moments sont :

�̂n =
�Xn

S2n
et �̂n =

( �Xn)
2

S2n
:

Remarque 2.1.1 La notation �̂n désigne à la fois l�estimateur du paramètre � qui est une

variable alétoire et sa valeur estimée, c�est-à-dire : la variable � et sa réalisation aléatoire sur

l�expérience correspondante au phénomène étudié.

2.2 Estimation ponctuelle par la méthode du maximum
de vraisemblance (EPMMV)

La méthode du maximum de vraisemblance est une méthode e¢ cace due à Fisher, elle

permet de deviner un estimateur d�une loi parente.

On commence tout d�abord par dé�nir la fonction de vraisemblance. Soient les obeservations

x1; x2; :::; xn des variables aléatoires toutes discrètes ou continues (X1; X2; :::; Xn).

Dé�nition 2.2.1 "Fonction de vraisemblance" On appelle fonction de vraisemblance

pour l�échantillon (X1; X2; :::; Xn) ; la fonction du paramètre � dé�nie par :�
L(�; x1; :::; xn) = P (X = (x1; :::; xn) ; �); si Xi est discrète
L(�; x1; :::; xn) = fX1;X2;:::;Xn(x1; :::; xn; �); si Xi est continue

:

On suppose dans tout ce qui suit que les Xi ; (1 � i � n) sont toutes des variables alétoires

indépendantes suivant la même loi de probabilité. On aura donc8><>:
L(�; x1; :::; xn) =

nQ
i=1

P (Xi = xi; �) =
nQ
i=1

P (X = xi; �); si Xi est discrète

L(�; x1; :::; xn) =
nQ
i=1

fXi(xi; �) =
nQ
i=1

f(xi; �); si Xi est continue
:
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Remarque 2.2.1 La fonction de vraisemblance est considérée comme une fonction de � qui

dépend des observations x1; :::; xn. Ainsi, elle est décrite par rapport au paramètre � qui peut

être unidimensionnel ou multidimentionnel.

Dé�nition 2.2.2 Le maximum de vraisemblance du paramètre � est la valeur qui maximise

la fonction de vraisemblance, c�est-à-dire :

�̂ = argmax
�

fL(�; x1; :::; xn)g :

Remarque 2.2.2 Pour déterminer le maximum de la fonction de vraisemblance, on maxi-

mise le logarithme de L(�; x1; :::; xn): Par conséquent, �̂ est la valeur unique si elle existe qui

véri�e

@� (lnL(�; x1; :::; xn)) = 0:

Exemple 2.2.1 En cas discret, on considère la variable aléatoire X suivant la loi binomiale

B (15; p), où p est inconnu. On cherche à estimer le paramètre p sachant que la valeur observée

est x = 5: La fonction de vraisemblance dans ce cas est :

L(p; 5) = P (x = 15; p)

= C515p
5 (1� p)10 :

On suppose que p prend les valeurs 0:1; 0:2; :::; 0:9 puis on calcule L(p; 15); les résultats

obtenus sont :

p 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9
L(p; 15) 0:01 0:1 0:21 0:19 0:09 0:02 0:003 10�4 2:10�7

Quand p = 0:1; la variable aléatoire X  B (15; 0:1) et L(p; 5) = 0:01 = 1%: Alors, il y a

une chance sur 100 d�observer x = 5: La valeur vraisemblance du paramètre p est celle pour

la quelle la probabilité d�observer la valeur 5 est maximale. Du tableau, on a : si p = 0:3 !

L(p; 5) = 0:21 = 21%: Pour déterminer le maximum de L(p; 5); on maximise le logarithme

de L(p; 5): Comme

ln (L(p; 5)) = lnC515 + 5 ln p+ 10 ln (1� p)

alors

@p (L(p; 5)) =
5

p
� 10

1� p

=
5� 15p
p(1� p) :
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Ainsi,

@p (L(p; 5)) = 0) p =
1

3
:

Par conséquent, la valeur la plus vraisemblance du paramètre p est 1
3
et la vraisemblance

maximale est

L(
1

3
; 5) = C515

�
1

3

�5�
2

3

�10
= 21:4%:

2.3 Exercices

Exercice 1 : Une étude sur la corrélation entre la prise du poids et le développement du

diabète a été faite sur un échantillon de 40 personnes malades (diabétiques) ayant tous la

même taille. La mesure de leurs poids (en kg) est récapitulé dans le tableau ci-dessous :

65.1 64.5 75.0 81.2 77.8 90.5 66.3 81.4 93.7 72.3
98.7 74.6 83.3 96.4 99.0 98.3 78.9 82.9 96.1 72.2
68.4 74.5 99.8 67.7 70.5 83.6 84.7 76.7 76.2 77.6
63.9 59.1 78.3 81.7 88.1 89.0 62.7 75.7 67.5 90.1

1/ Donner une valeur estimée pour le poids moyen de cet échantillon.

2/ Trouver la valeur estimée de la variance du poids.

Exercice 2 : On considère le modèle statistique de la loi Gamma : G (�; �) ; où � et � sont

deux réels positifs et � est non nul: La densité de la variable aléatoire X suivant la loi G (�; �)

est

f�;� (x) =
��

� (�)
x��1 exp (��x) ; x � 0

avec

� (�) =

+1Z
0

exp (�y) y��1dy:

1/ Calculer E�;� (X) et V ar�;� (X) :

2/ Par la méthode des moments, donner un estimateur du paramètre bidimentionnel (�; �)

du modèle, basé sur l�observation d�un échantillon X1; :::; Xn:
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Exercice 3 : Soit X = (X1; :::; Xn), un n-échantillon d�une loi normale de moyenne m et de

variance 1=�: On suppose que m est connue et on cherche à estimer �. Calculer l�estimateur

du maximum de vraisemblance (EMV ) de �.

Exercice 4 : On considère n�échantillon des variables aléatoires identiquement indépen-

dantes X1; :::; Xn; suivant la loi normale N
�
0;
p
�
�
où � > 0 est le paramètre inconnu à

estimer.

1/ Déterminer l�estimateur du maximum de vraisemblance �̂n de �:

2/ Calculer le biais b (�) et le risque quadratique R(�̂n; �):

Exercice 5 : Soit X1; :::; X9 un échantillon aléatoire tiré d�une population de moyenne m

et de variance �2: On considère m̂1 et m̂2 deux estimateurs de la moyenne m dé�nis par :

m̂1 =
1

9

9X
i=1

Xi et m̂2 =
2X1 �X2 +X3 +X6 �X9

2

1/ Les estimateurs m̂1 et m̂2 sont-ils sans biais ?

2/ Quel est le meilleur estimateur du paramètre m ?

2.4 Corrigés

Exercice 1 : Le caractère étudié est le poids en kg de 40 personnes malades (diabétiques),

il est de type quantitatif continu. Pour cela, on peut réécrire ses valeurs sous forme d�une

série classée (9 classes). Les résultats sont récapitulés dans le tableau ci-dessous :

Les classes ni xi nixi nix
2
i

[55; 65[ 4 60 240 14400
[65; 75[ 10 70 700 49000
[75; 85[ 15 80 1200 96000
[85; 95[ 5 90 450 40500
[95; 105[ 6 100 600 60000
Total 40 n 3190 259900

1/ La valeur estimée du poids moyen de cet échantillon est la moyenne empirique :

�X =
1

n

5X
i=1

nixi

=
3190

40

= 79:75 Kg
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2/ La valeur estimée de la variance du poids de cet échantillon est la variance empirique :

V ar(X) = �X2 �
�
�X
�2

=
1

n

5X
i=1

nix
2
i � (79:75)

2

=
259900

40
� 6360:0625

= 137:4375 Kg2:

Exercice 2 : La densité de la variable aléatoire X suivant la loi G (�; �) est :

f�;� (x) =
��

� (�)
x��1 exp (��x) ; x � 0

avec

� (�) =

+1Z
0

exp (�y) y��1dy:

1/ Calculer E�;� (X) et V ar�;� (X) :

i/

E�;� (X) =

+1Z
0

xf�;� (x) dx

=

+1Z
0

��

� (�)
x� exp (��x) dx:

En intégrant par partie, on obtient

E�;� (X) =
��

� (�)

26664
�
� 1
�
x� exp (��x)

�+1
0| {z }

&=0

+
�

�

+1Z
0

x��1 exp (��x) dx

37775 :
En faisant le changement de variable y = �x; on aura

E�;� (X) =
�

�

+1Z
0

�
y

�

���1
exp (�y) 1

�
dy

=
��

� (�)

�

�

1

��

+1Z
0

y��1 exp (�y) dy

| {z }
=�(�)

=
�

�
:
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ii/

V ar�;� (X) =

+1Z
0

x2f�;� (x) dx� (E�;� (X))2

=

+1Z
0

��

� (�)
x�+1 exp (��x) dx

| {z }
(I)

��
2

�2
:

On intègre (I) deux fois par partie, on trouve

V ar�;� (X) =
� (�+ 1)

�2
� �

2

�2

=
�

�2
:

2/ E�;� (X) et V ar�;� (X) calculées en question 1= représentent le moment non centré

d�ordre 1 et le moment centré d�ordre 2 respectivement de l�échantillonX = (X1; :::; Xn).

Donc, on peut estimer � et � en fonction de E (X) et V ar (X) : On a

� = �E�;� (X)

= �2V ar�;� (X) ;

d�où 8><>:
� = E(X)

V ar(X)

et

� = (E(X))2

V ar(X)
:

Exercice 3 : X = (X1; :::; Xn), un n-échantillon d�une loi normale de moyenne m et de

variance 1=�; � 2 R�;+:

EMV de � : 8i = 1� n; Xi  N
�
m; 1p

�

�
; de fonction densité

f (Xi=�) =
1q
2�
�

exp

 
�1
2

(Xi �m)2
1
�

!
:

La vraisemblance L (�;X1; :::; Xn) est dé�nie par

L (�;X1; :::; Xn) =
nY
i=1

f (Xi=�)

=

 p
�p
2�

!n
exp

 
��
2

nX
i=1

(Xi �m)2
!
:
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On applique la fonction ln; on obtient

lnL (�;X1; :::; Xn) = n ln

 p
�p
2�

!
� �
2

nX
i=1

(Xi �m)2 :

On dérive par rapport à �

@� lnL (�;X1; :::; Xn) =
n

2�
� 1
2

nX
i=1

(Xi �m)2 ;

puis on résout l�équation

@� lnL (�;X1; :::; Xn) = 0 , n
2�
� 1

2

nP
i=1

(Xi �m)2 = 0

, n
�
=

nP
i=1

(Xi �m)2 :

D�où

� =
n

nP
i=1

(Xi �m)2

=
1

V ar(X)
:

Finalement

EMV (�) =
1

V ar(X)

= �̂:

Exercice 4 : On considère n�échantillon des variables aléatoires identiquement indépen-

dantes X1; :::; Xn; suivant la loi normale N
�
0;
p
�
�
où � > 0 est le paramètre inconnu à

estimer.

1/ L�estimateur du maximum de vraisemblance �̂n du parmètre � :

L (�;X1; :::; Xn) =
nY
i=1

f� (Xi)

=

nY
i=1

1p
2��

exp

�
�X

2
i

2�

�2
=

�
1

2��

�n=2
exp

 
� 1
2�

nX
i=1

X2
i

!
:
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En appliquant la fonction log népérien, on aura

lnL (�;X1; :::; Xn) = �
n

2
ln (2��)� 1

2�

nX
i=1

X2
i :

On cherche la valeur qui annule la dérivée de lnL (�;X1; :::; Xn) par rapport à �; on

trouve
@
@�
lnL (�;X1; :::; Xn) = 0 ) � n

2�
+ 1

2�2

nP
i=1

X2
i = 0

) � = 1
n

nP
i=1

X2
i :

Alors,

EMV = �̂n = V ar(X):

2/ Calculer le biais b (�) et le risque quadratique R(�̂n; �) :

i/ Le biais b (�) :

b (�) = E
�
�̂n

�
� �

= E

 
1

n

nX
i=1

X2
i

!
� �

=
1

n
E

 
nX
i=1

X2
i

!
� �:

Comme toutes les variables aléatoires (Xi)1�i�n sont de même loi de probabilité,

alors :

E
�
X2
1

�
= E

�
X2
2

�
= ::: = E

�
X2
n

�
:

Par conséquent,

b (�) = E
�
X2
1

�
� �:

En plus, on a

V ar(X) = E
�
X2
�
�

0@E(X)| {z }
=0

1A2

= E
�
X2
�
:

Finalement,

b (�) = V ar(X)� �

= 0;
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et EMV de � est sans biais.

ii/ Le risque quadratique R(�̂n; �) :

R(�̂n; �) = E(�̂n � �)2

= E
�
�̂n � E

�
�̂n

�
+ E

�
�̂n

�
� �
�2

= E

��
�̂n � E

�
�̂n

��2
+ 2

�
�̂n � E

�
�̂n

���
E
�
�̂n

�
� �
�
+
�
E
�
�̂n

�
� �
�2�

= E
�
�̂n � E

�
�̂n

��2
= V ar(�̂n)

= 0:

Exercice 5 : X1; :::; X9 un échantillon aléatoire tiré d�une population de moyenne m et de

variance �2: On considère m̂1 et m̂2 deux estimateurs de la moyenne m dé�nis par :

m̂1 =
1

9

9X
i=1

Xi et m̂2 =
2X1 �X2 +X3 +X6 �X9

2

1/ Pour calculer l�espérance mathématique des estimateurs m̂1 et m̂2; On utilise la linéarité

de l�espérance mathématique. On a

E (m̂1) = E

 
1

9

9X
i=1

Xi

!

=
1

9

9X
i=1

E (Xi)

=
1

9
(9m)

= m:

D�où m̂1 est un estimateur sans biais. De manière similaire, on montre que m̂2 est aussi un

estimateur sans biais.

E (m̂2) = E

�
2X1 �X2 +X3 +X6 �X9

2

�
=

1

2
[E (2X1)� E (X2) + E (X3) + E (X6)� E (X9)]

=
1

2
(2m�m+m+m�m)

= m:
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2/ Pour déterminer le meilleur estimateur, il su¢ t de comparer leurs variances. On a

V ar (m̂1) = V ar

 
1

9

9X
i=1

Xi

!

=
1

92

9X
i=1

V ar (Xi)

=
1

92
(9�2)

=
1

9
�2:

et

V ar (m̂2) = V ar

�
2X1 �X2 +X3 +X6 �X9

2

�
=

1

22
[V ar (2X1) + V ar (X2) + V ar (X3) + V ar (X6)V ar (X9)]

=
1

22
�
22�2 + �2 + �2 + �2 + �2

�
= 2�2:

Il est clair que

V ar (m̂1) < V ar (m̂2) :

Alors, m̂1 est le meilleur estimateur de m:

2.5 Devoir N 1

Exercice 1 : On suppose que �̂1 et �̂2 sont deux estimateurs du paramètre �: Sachant que

E
�
�̂1

�
= �; E

�
�̂2

�
=
�

4
; V ar

�
�̂1

�
= 8 et V ar

�
�̂2

�
= 2:

1/ Comparer les deux estimateurs du paramètre �:

2/ Lequel préférez-vous ? Pourquoi ?

Exercice 2 : On considère le modèle gaussien (loi normale) N (�; �2), � 2 R est sa moyenne

et � est son écart type.

1/ Trouver l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre bidimensionnel � =

(�; �2) d�un échantillon x = (x1; :::; xn) issu de ce modèle.
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2/ L�estimateur du paramètre � = (�; �2) est-il biaisé ?

Exercice 3 : Soit X une variable aléatoire uniforme sur l�intervalle [0; 2�] : On considère

une suite X1; :::; Xn de n variables aléatoires indépendantes et de même loi que X: On pose

�X = 1
n

nX
i=1

Xi et Y = max (X1; :::; Xn) :

1/ Déterminer l�espérance E (X) et la variance V ar(X) de la variable X:

2/ Montrer que �X est un estimateur convergent de �:

3/ Déterminer la densité de la variable Y:

4/ Calculer l�espérence et la variance de Y:

5/ En déduire un autre estimateur Y � sans biais de �:

6/ Comparer les deux estimateurs de �:



Chapitre 3

Estimation par intervalle de con�ance

Dans le chapitre précédent, on a illustré comment un paramètre peut être estimé à partir des

données d�un échantillon, mais souvent dans l�étude de quelques phénomènes, les estimations

ponctuelles n�apportent pas d�information sur la précision des résultats, parcequ�elles ne

prennent pas en considération les erreurs dues aux choix des échantillons. Cependant, il est

important de comprendre à quel point l�estimation du paramètre est bonne.

Pour évaluer la con�ance que l�on peut avoir en une valeur estimée d�un paramètre, il

est nécessaire de trouver un intervalle contenant sa vraie valeur, avec un certain niveau de

con�ance 1�� �xé au préalable (� un réel positif non nul est appelé le seuil de signi�cation

ou le taux de risque). C�est ce qu�on appelle l�estimation par intervalle de con�ance.

En fait, un intervalle de con�ance doit avoir de grandes chances de contenir la vraie valeur

du paramètre, il est toujours associé à un risque d�erreur �:

3.1 Dé�nitions et propriétés

Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition F (x; �) et la fonction densité

f (x; �) dépendent d�un paramètre �: On poseD� l�ensemble des valeurs possibles du pramètre

�:

On sintéresse à dé�nir des statistiques particulières "ensemble des variables aléatoires" ap-

pelées des estimateurs �̂ qui prennent des valeurs numériques appelées les estimations

du paramètre �:
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Exemple 3.1.1 Soit �X la statistique dé�nie par :

S (X1; X2; :::; Xn) =
1

n

nX
i=1

Xi

qui représente la fonction moyenne arithmétique des n observations d�un échantillon, elle

peut être considérée comme un estimateur a priori de l�espérance mathématique E(X) = m:

En plus, on a

E (S) = E (X) et V ar (S) =
V ar(X)

n
:

Si la loi de la variable aléatoire X est connue, on peut en déduire celle de �X:

Dé�nition 3.1.1 Le biais de l�estimateur �̂ du paramètre � est dé�ni par :

B0

�
�̂
�
= E

�
�̂
�
� �0

où �0 est la vraie valeur du paramètre � et �̂ est la valeur vraisemblable de �0 :

Dé�nition 3.1.2 Soit �̂ un estimateur du paramètre �: Le risque quadratique est dé�ni

par :

R
�
�̂; �
�
= E

��
�̂ � �

�2�
:

Remarque 3.1.1 En utilisant le risque quadratique, on peut comparer deux estimateurs du

même paramètre �.

Dé�nition 3.1.3 Soient �̂1 et �̂2 deux estimateurs du même paramètre �: L�estimateur �̂1

est dit meilleur que l�estimateur �̂2 si

R
�
�̂1; �

�
� R

�
�̂2; �

�
; pour tout �

et

9�; R
�
�̂1; �

�
< R

�
�̂2; �

�
:

Remarque 3.1.2 Comme pour tout estimateur �̂ du paramètre �, on a

E

��
�̂ � �

�2�
= E

�
�̂
2 � 2�̂� + �2

�
= E

�
�̂
2
�
� 2E

�
�̂�
�
+ E

�
�2
�

= E
�
�̂
2
�
� 2�E

�
�̂
�
+ �2 �

�
E
�
�̂
��2

+
�
E
�
�̂
��2

= V ar
�
�̂
�
+
�
E
�
�̂
�
� �
�2

= V ar
�
�̂
�
+B2�

�
�̂
�
:
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Alors, on peut comparer deux estimateurs sans biais de � en considérant uniquement la va-

riance.

Dé�nition 3.1.4 Soient �̂1 et �̂2 deux estimateurs sans biais du même paramètre �, i.e

B�

�
�̂1

�
= B�

�
�̂2

�
= 0

L�estimateur �̂1 est plus e¢ cace que l�estimateur �̂2 si

8�; V ar
�
�̂1

�
� V ar

�
�̂2

�
;

et

9�; V ar
�
�̂1

�
< V ar

�
�̂2

�
:

3.2 Estimation de la moynne m et de la variance �2

Proposition 3.2.1 Soit X = (X1; X2; :::; Xn) un n-échantillon aléatoire de la loi parente, la

loi de X d�espérance

m = �X =
1

n

nX
i=1

Xi

et de variance

V ar(X) = �2X :

i/ L�estimateur sans biais de m est

E
�
�X
�
= E

 
1

n

nX
i=1

Xi

!

=
1

n

nX
i=1

E (Xi)

=
1

n
:n:m

= m

= m̂n:
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ii/ L�estimateur de la variance

V ar
�
�X
�
= V ar

 
1

n

nX
i=1

Xi

!

=
1

n2

nX
i=1

V ar (Xk)

=
1

n2
n�2

=
�2

n
:

On pose

S2n = V ar
�
�X
�

=
�2

n
;

on a aussi,

S2n =
1

n

nX
i=1

(Xi � m̂n)
2 :

Dé�nition 3.2.1 L�estimateur corrigé

S2n; c =
nS2n
n� 1

=
1

n� 1

nX
i=1

(Xi � m̂n)
2

=
n

n� 1
�
E
�
X2
�
� (E (m̂n))

2� :
3.2.1 Estimateur de �2 en supposant que m est connue

Si la moyenne m est connue, on a

E
�
S2n
�
= E

 
1

n

nX
i=1

(Xi �m)2
!

=
1

n
n�2

= �2:

Alors,

S2n =
1

n

nX
i=1

(Xi �m)2
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est un estimateur sans biais qui converge vers �2:

En sciences expérimentales, il est constaté que si la taille n d�échantillons (X1; X2; :::; Xn) est

très grande (c�est-à-dire les mesures de l�expérience sont répétées un grand nombre de fois),

alors la loi suivie par la moyenne des variables aléatoires X1; X2; :::; Xn tendra vers une loi

normale. Pour cela, on va se focaliser sur l�estimation des paramètres de la loi normale.

3.2.2 Estimation des paramètres de la loi normale

On suppose que X suit la loi normale N (m;�2) : La variable

�Xn =
1

n

nX
i=1

Xi

qui suit la loi normale N
�
m; �

2

n

�
est un estimateur sans biais de m: En plus, on a

E
�
S2n
�
= �2;

et

V ar
�
S2n
�
=
2 (n� 1)
n2

�4:

3.3 Estimation par intervalle de con�ance

Dé�nition 3.3.1 L�estimation par intervalle d�un paramètre inconnu � consiste à trouver à

partir d�un estimateur choisi �̂, un intervalle IC = [LI; LS] dans lequel il est vraisemblable

que la valeur correspondante du paramètre s�y trouve. La probabilité liée à cet intervalle de

con�ance P (IC) est exprimée en pourcentage noté 1 � � où � est le taux (pourcentage) de

risque. La probabilité 1� � est appelée le niveau de con�ance ou le seuil de con�ance

P (IC) = P (LI � � � LS)

= 1� �

où 1 � � est la probabilité associée à l�intervalle d�encadrer la vraie valeur du paramètre et

LI (resp: LS) est la borne inférieure (resp. supérieure) de l�intervalle de con�ance.

Remarque 3.3.1 Le niveau de con�ance est toujours associé à l�intervalle et non au para-

mètre inconnu �:
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Pour déterminer l�intervalle de con�ance IC; on choisit de prendre des risques symétriques,

c�est-à-dire : �
P (� � LI) = �

2
;

P (� � LS) = �
2
:

3.4 Estimation de la moyenne de la loi normale par
intervalle de con�ance

Il s�agit de déterminer, à partir de la moyenne �X de l�échantillon qui suit la loi normale,

un intervalle IC = [LI; LS] contenant la vraie valeur du paramètre moyenne m:

3.4.1 Estimation de la moyenne de la loi normale où l�écart type
� est connu

On dispose d�un grand échantillon (n � 30) ou d�un petit échantillon (n < 30) dont la

distribution est normale de moyenne m inconnue et d�écart type �p
n
connu.

Soit (X1; X2; :::; Xn) un échantillon aléatoire de la loi normale d�espérance (moyenne) m et

de variance V ar (X) = �2X ; véri�ant8<:
E
�
�Xn

�
= m = m̂n

et
V ar

�
�Xn

�
= �2

n

d�où

Sn =
�p
n
:

Ainsi, la variable �X  N
�
m; �p

n

�
: On fait le changement de variable

Z =
�X �m
�p
n

(3.4.1)

tel que la nouvelle variable Z suit la loi normale standard (centrée réduite) : Z  N (0; 1) :

Problème : On cherche à déterminer les bornes LI et LS telles que

P (LI � m � LS) = 1� �:

Puisque on choisit des risques symétriques, on commence par déterminer dans la table de la

loi normale centrée réduite la valeur z�=2 telle que

P
�
�z�=2 � Z � z�=2

�
= 1� � (3.4.2)
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ce qui implique

P

 
�z�=2 �

�X �m
�p
n

� z�=2

!
= 1� �;

d�où

P

�
�X � z�=2

�p
n
� m � �X + z�=2

�p
n

�
= 1� �:

Par conséquent

IC =

�
�X � z�=2

�p
n
; �X + z�=2

�p
n

�
(3.4.3)

et 1� � est le niveau de con�ance de contenir la vraie valeur de m:

Dé�nition 3.4.1 Soit m est la moyenne d�un échantillon aléatoire de taille n d�une popula-

tion normale de variance �2 connue. Un (1� �) IC de m est donné par :

�X � z�=2
�p
n
� m � �X + z�=2

�p
n

où z�=2 est le �=2 point de pourcentage supérieur de la distribution normal standard véri�ant

(3.4.2).

Exemple 3.4.1 On considère un échantillon de n variables aléatoires suivant la loi normale

N (m; 1). On cherche un IC pour m avec un niveau de con�ance égal à 95% sachant que

n = 100 et �X = 2: On a

P
�
Z � z�=2

�
= 1� �

2

= 1� 0:05
2

= 0:975:

Cette probabilité correspond à z = 1:96; alors

IC =

�
2� 1:96 1p

100
; 2 + 1:96

1p
100

�
= [1:804; 2:196] :

Limites de con�ance unilatérales

L�intervalle de con�ance dans l�expression (3.4.3) donne à la fois une limite de con�ance

inférieure et une limite de con�ance supérieure pour la moyenne m: Ainsi, il fournit un IC

bilatéral. Il est également possible d�obtenir une limite de con�ance unilatérale pour m en

posant LI = �1 ou LS = +1 et en remplaçant z�=2 par z�.
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Dé�nition 3.4.2 Une limite supérieure de con�ance au seuil (1� �) pour m est :

m � �X + z�
�p
n
= LS (3.4.4)

et une limite inférieure de con�ance au seuil (1� �) pour m est :

m � �X � z�
�p
n
= LI: (3.4.5)

Exemple 3.4.2 La durée de vie en heures d�une ampoule de 100 watts est normalement

distribuée avec � = 25 heures. Un échantillon aléatoire de 100 ampoules ont une durée de

vie moyenne de �X = 1140 heures.

1/ Trouver un intervalle de con�ance bilatéral à 95% de la moyenne de vie de l�ampoule.

2/ Déterminer une borne de con�ance inférieure à 95% de la moyenne de vie de l�ampoule.

Il est clair que la variable aléatoire T qui représente la durée de vie de 100 ampoules suit la loi

normale de moyenne m inconnue et d�écart type � connu. Le seuil de con�ance 1�� = 0:95!

le taux de risque � = 0:05:

1/ De l�expression (3.4.3), l�intervale au seuil 95% est :

IC =

�
�X � z�=2

25p
100

; �X + z�=2
25p
100

�
où z�=2 véri�e (3.4.3). C�est-à-dire

P
�
Z � z�=2

�
= 1� �

2

= 0:975:

De la table de la loi normale standard, on trouve z�=2 = 1:96: D�où

IC = [1135:1 h; 1144:9 h] :

2/ De l�expression (3.4.5), l�intervale au seuil 95% est :

LI = 1140� z�
25p
100

avec

P (Z � z�) = 1� �

= 0:95:
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Comme

P (Z � �z�) = P (Z � z�) ;

alors, de la table de la loi normale standard, on trouve z� = �1:645: D�où

LI = 1140 + 1:645� 2:5

Par conséquent,

IC = [1144:1125 h; +1[ :

3.4.2 Estimation de la moyenne de la loi normale où l�écart type
� est inconnu

Si on connait pas la valeur de �; on peut déterminer IC; en utilisant un résultat issu du

théorème de Fisher.

Tout d�abord, on rappelle les dé�nitions et les propriétés de quelques lois continues dérivées

de la loi normale.

Loi Khi-deux

Dé�nition 3.4.3 Soient (X1; ::; Xn) n variables aléatoires suivant toutes la loi normale stan-

dard N (0; 1): La variable aléatoire

X =
nX
i=1

X2
i

est dite une loi Khi-deux à n degrés de liberté. On note la loi Khi-deux par �2(n) ou �2n: Sa

fonction densité est :

f (x; n) =
1

2n=2�
�
n
2

�xn=2�1 exp(�x=2); 8x � 0
où � est la fonction Gamma dé�nie par :

�(t) =

+1Z
0

exp(�y)yt�1dy:

L�espérance mathématique de la loi Khi-deux X est :

E(X) = n:
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La variance de la loi Khi-deux X est :

V ar(Y ) = 2n:

L�écart type de la loi Khi-deux X est :

� (X)=
p
V arX =

p
2n:

L�approximation normale de la loi Khi-deux

Si la taille de l�échantillon n > 100; alors la variable aléatoire X suivant la loi Khi-deux peut

être approchée par une loi normale de moyenne m = n et de variance 2n:

Loi de Student

Dé�nition 3.4.4 Soient deux variables alétoires Z et U telles que Z suit la loi normale

standard Z  N (0; 1) et U suit la loi Khi-deux de n degrés de liberté U  �2n: La variable

alétoire

T =
Zq
U
n

suit la loi de Student à n degrés de liberté notée par Stn ou Tn: Sa fonction densité est :

f(t) =
�
�
n+1
2

�
p
n��

�
n
2

� �1 + t2��n+1
2 ; pour tout n > 0:

� ici est la fonction Gamma d�Euler dé�nie par :

�(z) = 2

+1Z
0

y2z�1 exp(�y2)dy:

Son espérance mathématique est nulle pour tout n > 1 et sa variance est égale à n
n�2 pour

tout n > 2:

Théorème 3.4.1 "Fisher" Soit X = (X1; X2; :::; Xn) une suite de variables aléatoires in-

dépendantes de même loi N (m;�) : Si

�Xn =
1

n

nX
i=1

Xi

et

S2n (X) =
1

n� 1

nX
i=1

�
Xi � �Xn

�2
;

alors



3.4 Estimation de la moyenne de la loi normale par intervalle de con�ance 30

i/ �Xn et Sn (X) sont indépendantes.

ii/ (n� 1)S2n (X) =�2  �2n�1:

iii/
p
n
�
�Xn �m

�
=Sn (X) Stn�1:

Remarque 3.4.1 On veut estimer la variance de la loi X = (X1; X2; :::; Xn) par la variance

empirique, on a

S2n (X) =
1

n

nX
i=1

�
Xi � �Xn

�2
=

1

n

nX
i=1

X2
i �

�
�Xn

�2
et

E
�
S2n
�
= E

�
X2
�
� E

��
�Xn

�2�
= V ar (X)� (E (X))2 � V ar

�
�Xn

�
�
�
E
�
�Xn

��2
= V ar (X)� (E (X))2 � V ar (X)

n
� (E (X))2

=
n� 1
n

V ar (X)

6= V ar (X) :

Alors, la variance empirique S2n n�est pas un estimateur sans biais de V ar (X) :

Par contre, on voit que

E

�
n

n� 1S
2
n

�
=

n

n� 1E
�
S2n
�

= V ar (X)

donc, on prend

S 02n =
n

n� 1S
2
n

=
1

n� 1

nX
i=1

�
Xi � �Xn

�2
:

Cette quantité S 02n est appelée variance estimée de l�échantillon, elle représente un estimateur

sans biais de V ar (X) :
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Maintenant, on peut déterminer l�intervalle de con�ance de la moyenne m si � est inconnu.

En remplaçant � dans l�expression (3.4.1) par un estimateur, on obtient

T =
p
n
�X �m
S 0n

=
p
n� 1

�X �m
Sn

:

La nouvelle variable T suit la loi de Student de (n� 1) degrés de liberté.

Alors, on peut écrire

P
��� �X �m�� � "� = P

�
jT j �

p
n
"

S 0n

�
= 1� P

�
jT j >

p
n
"

S 0n

�
où la variable T suit la loi St (n� 1) : Or, la table de la loi de Student donne la valeur

tn�1; �=2 telle que P
�
jT j > tn�1; �=2

�
:

Par conséquent,

tn�1; �=2 =
p
n
"

S 0n

ce qui donne

" =
S 0np
n
tn�1; �=2:

En�n, l�intervalle de con�ance devient

IC =

�
�X � S 0np

n
tn�1; �=2; �X +

S 0np
n
tn�1; �=2

�
=

�
�X � Snp

n� 1
tn�1; �=2; �X +

Snp
n� 1

tn�1; �=2

�
:

Remarque 3.4.2 Le quantile tn�1; �=2 d�ordre 1� �
2
est la valeur lu dans la colonne P = �

et la ligne n� 1; (voir la table de Student en annexe 2).

Dé�nition 3.4.5 Si �X et Sn sont la moyenne et l�écart type d�un échantillon de distribution

normale où l�écart type � est inconnu, l�intervale de (1� �) niveau de con�ance pour la

moyenne m est donné par :

IC =

�
�X � Snp

n� 1
tn�1; �=2; �X +

Snp
n� 1

tn�1; �=2

�
: (3.4.6)
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Exemple 3.4.3 On prend n = 20; �X = 64:2; S 0n = 5:15 et � = 5%: De la table de la loi de

Sudent, on trouve t19; 0:05 = 2:093, d�où

IC = [61:8; 66:7] :

Remarque 3.4.3 Un intervalle de con�ance trop large n�a aucun intérêt, en pratique puisque

la vraie valeur du paramètre ne peut pas être déterminée de façon précise. Alors, il faut parfois

accepter un risque d�erreur relativement fort pour obtenir un intervalle de con�ance utilisable.

Dé�nition 3.4.6 Soient �X et S 0n sont la moyenne et l�écart type d�un échantillon de distri-

bution normale où l�écart type � est inconnu. Une limite supérieure de niveau de con�ance

(1� �) pour la moyenne m est :

m � �X +
Snp
n� 1

tn�1; � = LS;

et une limite inférieure de niveau de con�ance (1� �) pour la moyenne m est :

m � �X +
Snp
n� 1

tn�1; � = LI:

Remarque 3.4.4 Le quantile tn�1; � d�ordre 1� � est la valeur lu dans la colonne P = 2�

et la ligne n� 1; (voir la table de Student en annexe 2).

3.5 Intervalle de con�ance pour la variance

On utilise le théorème de Fisher (3.4.1) pour chercher une fonction des observationsX1; X2; :::; Xn

et de �2 dont la loi de probabilité ne dépend ni de m ni de �2: Soient a; b 2 R�;+ avec 0 <

a < b: D�une part, on a

P

�
a <

nS2n
�2

< b

�
= P

�
nS2n
b
< �2 <

nS2n
a

�
= 1� �

d�autre part

P

�
a <

nS2n
�2

< b

�
= F�2n�1 (b)� F�2n�1 (a)

A�n d�équilibrer les risques, on prend a et b tels que

F�2n�1 (b) = 1�
�

2
et F�2n�1 (a) =

�

2
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La table de �2 donne la valeur zn;� qui véri�e

P (Z > zn;�) = 1� F�2n (zn;�)

= �:

Alors, pour b = zn�1;�=2 et a = zn�1;1��=2 on a

P

�
nS2n
b
< �2 <

nS2n
a

�
= 1� �:

En�n, l�intervalle de con�ance s�écrit

IC =

�
nS2n

zn�1;�=2
;

nS2n
zn�1;1��=2

�
=

�
(n� 1)S 02

n

zn�1;�=2
;
(n� 1)S 02

n

zn�1;1��=2

�
:

Exemple 3.5.1 On prend n = 20; S 02
n = 26:5; � = 0:05: De la table de la loi �

2, on trouve

z19; 0:025 = 32:85 et z19; 0:975 = 8:91:

D�où

IC = [15:3; 56:6] :

Cet intervalle est trop large par rapport à celui de la moyenne m! l�estimation de variance

est moins précise que celle de la moyenne.

Théorème 3.5.1 "Théorème central limite" Soit X une variable aléatoire suivant une

loi de probabilité de moyenne m et d�écart type �: Lorsque la taille de l�échantillon n est trés

grande, la loi de X peut être approximée (approchée) par une loi normale de moyenne m et

d�écart type �p
n
: Par conséquent, la variable

Z =
�X �m
�p
n

a approximativement une distribution normale standard.
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3.6 Intervalle de con�ance pour la proportion d�une
population

Souvent, il est nécessaire de construire des intervalles de con�ance sur une proportion

de population. Par exemple, on suppose qu�un échantillon aléatoire de n éléments a été tiré

d�une population de taille très grande (éventuellement in�ni). Si X � n observations dans cet

échantillon appartiennent à une classe d�intérêt, alors p̂ = X
n
est un estimateur ponctuel de

la proportion p de la population qui appartient à cette classe. Ici, n et p sont les paramètres

d�une distribution binomiale.

On rappelle que si np � 5 et n(1� p) � 5; la distribution binomiale peut être approximée

par une distribution normale de moyenne np et de variance np(1 � p). Ainsi, la nouvelle

variable

Z =
X � npp
np(1� p)

=
p̂� pq
p(1�p)
n

suit la loi normale standard.

Dé�nition 3.6.1 L�intervalle de con�ance pour la proportion p d�une population donné par :

p̂� z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

� p � p̂+ z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

(3.6.1)

véri�e

P

 
p̂� z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

� p � p̂+ z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

!
= 1� �

où 1 � � est le niveau de con�ance et z�=2 est le point �=2 de pourcentage supérieur de la

distribution normale standard, c�est-à-dire

P
�
Z � z�=2

�
= 1� �

2
:

Exemple 3.6.1 Dans un échantillon aléatoire de 100 pneus, 10 ont une �nition de surface

qui est plus rugueuse que les spéci�cations ne le permettent. Par conséquent, une estimation
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ponctuelle de la proportion des pneus dans la population qui dépasse la spéci�cation de rugosité

est

p̂ =
X

n

=
10

100

= 0:1:

Un intervalle de con�ance bilatéral à 95% niveau de con�ance pour p est calculé à partir de

l�expression (3.6.1) comme suit :

p̂� z0:025

r
p̂(1� p̂)
n

� p � p̂+ z0:025

r
p̂(1� p̂)
n

ce qui donne

0:1� 1:96
r
0:1� 0:9
100

� p � 0:1 + 1:96
r
0:1� 0:9
100

:

D�où,

IC = [0:0412; 0:1588] :

Dé�nition 3.6.2 Une limite supérieure de niveau de con�ance (1� �) pour la proportion p

est :

p � �X + z�
�p
n
= LS

et une limite inférieure de niveau de con�ance (1� �) pour la proportion p est :

p � �X � z�
�p
n
= LI:

3.7 Exercices

Exercice 1 : Un échantillon de 5000 personnes sur une population, on sait que le taux

moyen de personnes à soigner pour un problème de cholestérol élevé est de 5:7%. Donner un

intervalle dans lequel on soit «sûr» à 95%, de trouver le nombre exact de personnes à soigner

sur les 5000.

Exercice 2 : Dans un centre avicole, des études ont montré que la masse d�un �uf choisi

au hasard peut être considérée comme la réalisation d�une variable aléatoire normale X, de
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moyenne m et de variance �2. On admet que les masses des �ufs sont indépendantes les unes

des autres. On pèse �ufs d�un échantillon de taille n = 36, les mesures obtenues sont en

gramme :
50:34 52:62 53:79 54:99 55:82 57:67

51:41 53:13 53:89 55:04 55:91 57:99

51:51 53:28 54:63 55:12 55:95 58:10

52:07 53:30 54:76 55:24 57:05 59:30

52:22 53:32 54:78 55:28 57:18 60:58

52:38 53:39 54:93 55:56 57:31 63:15

1/ Calculer la moyenne et l�́ ecart-type de cette série statistique. Tracer son histogramme.

2/ Donner une estimation des paramètres m et �.

3/ Donner un intervalle de con�ance au niveau 95%, puis 98%, de la masse moyenne m d�un

�uf.

Exercice 3 : Dans une usine, on fait emballer le café dans des boites dont le poids net de

la boite pleine X est une variable aléatoire qui suit une loi normale N (m;�) : Un contrôle

de fabrication sur un échantillon de taille n = 5000 montre que 1650 ont un poids inférieur

à 240 g et 1760 ont un poids supérieur à 244:1 g:

1/ Trouver les paramètres m et �.

2/ Déterminer un intervalle de con�ance du poids X des boites avec une probabilité égale à

90%:

3/ Déterminer un intervalle de con�ance du poids moyen �X des boites avec une probabilité

égale à 90%.

Exercice 4 : Un ingénieur contrôle qualité a mesuré les diamètres de 25 �exibles PVC. La

moyenne de l�échantillon était X = 4:05 cm, et l�écart type de l�échantillon était S 0n = 0:08

cm.

1/ Déterminer l�intervalle de con�ance à niveau 95% pour le diamètre moyen des �exibles.

2/ Trouver une borne de con�ance inférieure à niveau 95% pour le diamètre moyen des

�exibles.

3/ Interpréter l�intervalle obtenu en 2/.
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Exercice 5 : On veut étudier la proportion p des étudiants de la faculté des sciences exactes

et de l�informatique "FSEI" absents chaque mois. On suppose que N le nombre des étudiants

absents dans un échantillon de taille n = 100.

1/ Quelle est la loi de la variable N ? Par quelle loi peut-on l�approcher et pourquoi ? En

déduire une approximation de la loi de X = N=n.

2/ On observe une proportion x des étudiants qui s�absentent chaque mois. Donner la forme

d�un intervalle de con�ance pour la proportion p, de niveau de con�ance 1� �:

3/ Application numérique : x = 0:1; 1� � = 90%; 95%; 98%:

3.8 Corrigés

Exercice 1 : On a n = 5000; p = 0:057 et 1� � = 0:95:

La variable aléatoire X : le nombre de personnes à soigner pour un problème de cholestérol

élevé suit la loi binomiale B (n; p) :

Comme n >> 30, np � 5 et np(1� p) � 5; alors la loi de X peut être approximée par la loi

normale N (m;�) avec

m = np et � =
p
np(1� p);

d�où �
m = 285;
� = 16:4:

En faisant le changement de variable

Z =
X �m
�

;

on passe à la loi normale standard N (0; 1) :

Le seuil de signi�cation � = 1� 0:95 = 0:05, pour déterminer la valeur de z�=2 qui véri�e

P (Z � z�=2) = 1� �
2

= 0:975

on utilise la table de la loi N (0; 1). On trouve z�=2 = 1:96:
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L�intervalle de con�ance du nombre de personnes à soigner véri�e

P
�
�z�=2 � Z � z�=2

�
= P

�
�z�=2 �

X �m
�

� z�=2
�

= P
�
m� z�=2� � X � m� z�=2�

�
= P (285� 1:96� 16:4 � X � 285 + 1:96� 16:4) :

Alors,

IC = [252:856; 317:144]

' [253; 317] :

Exercice 2 : La variable aléatoire X représente les masses des �ufs, elle suit la loi normale

de moyenne m et de variance �2 : X  N (m;�2).

1/ On commence tout d�abord par réécrire les données du tableau sous forme de 5 classes

toutes de même amplitude

a =
e

5

=
xmax � xmin

5

=
63:15� 50:34

5

= 2:562:

On prend a = 2:6:

Les classes ni ci nici nic
2
i

[50:34; 52:94[ 7 51:14 357:98 18307:1
[52:94; 55:54[ 16 53:73 859:68 46190:6
[55:54; 58:14[ 10 56:34 563:40 31742
[58:14; 60:74[ 2 58:94 117:88 6947:8
[60:74; 63:34[ 1 61:54 61:54 3787:2
Total n = 36 n 1960:48 106974:7

La moyenne arithmétique de la série statistique classée représentée dans le tableau

ci-dessus est :

�X =
1

n

5X
i=1

nici
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où les (ci)1�i�5 sont les centres des classes.

�X =
1960:48 g

36

= 54:45 g:

L�écart type est

�
X
=
p
V ar (X)

où

V ar (X) = X2 �
�
X
�2

=
1

n

5X
i=1

nic
2
i �

�
X
�2

=
106974:7 g2

36
� (54:45 g)2

= 6:7 g2:

Alors,

�
X
=

p
6:7 g2

= 2:58 g:

L�histogramme des e¤ectifs : on représente sur l�axe des abscisses les classes de la

série statistique et les e¤ectifs partiels sur l�axe des ordonnées.

L�histogramme des e¤ectifs
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2/ La moyenne empirique �X est une estimation de la moyenne m et la racine carrée de la

variance empirique
p
V ar (X) est une estimation de l�écart type �X :

3/ L�intervalle de con�ance de la moyenne m est :

IC =

�
�X � z�=2

�Xp
n
; �X + z�=2

�Xp
n

�
i/ Si 1� � = 95%; z�=2 = z0:025 = 1:96 et

IC =

�
54:45� 1:96� 2:58

6
; 54:45 + 1:96� 2:58

6

�
= [53:6 g; 55:3 g] :

ii/ Si 1� � = 98%; z�=2 = z0:01 = 2:326 et

IC =

�
54:45� 2:326� 2:58

6
; 54:45 + 2:326� 2:58

6

�
= [53:44 g; 55:45 g] :

Exercice 3 : La variable aléatoire X  N (m;�) et n = 5000:

1/ La moyenne m et l�écart type � sont les solutions du système suivant :�
P (X < 240) = 1650

5000

P (X > 244:1) = 1760
5000

ce qui implique �
P (X < 240) = 0:33
1� P (X < 244:1) = 0:352

d�où �
P (X < 240) = 0:33
P (X < 244:1) = 0:648:

Après le changement de variable Z = X�m
�
 N (0; 1) ; on trouve de la table de la loi

normale standard �
240�m
�

= �0:44
244:1�m

�
= 0:38

ceci implique �
0:44� + 240 = m;
0:82� = 4:1:

Finalement, on touve �
m = 242:2 g;
� = 5 g:
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2/ L�intervalle de con�ance du poids X des boites avec un niveau de con�ance 90% est :

IC =
�
m� z�=2�; m+ z�=2�

�
avec

P

�
�z�=2 �

X �m
�

� z�=2
�
= 0:9

d�où

P
�
Z � z�=2

�
= 1� �

2

= 0:95:

De la table de la loi normale standard N (0; 1) ; on trouve z�=2 = 1:645: Donc,

IC = [242:2� 1:645� 5; 242:2 + 1:645� 5]

= [233:975 g; 250:425 g] :

3/ De façon similaire, on détermine l�intervalle de con�ance de la moyenne �X avec un niveau

de con�ance 90%: Comme �X  N
�
m; �p

n

�
; alors la nouvelle variable

Z =
�X �m
�p
n

 N (0; 1) :

Ainsi, l�intervalle de con�ance de la moyenne �X est

IC =

�
m� z�=2

�p
n
; m+ z�=2

�p
n

�
=

�
242:2� 1:645� 5p

5000
; 242:2 + 1:645� 5p

5000

�
= [242:08 g; 242:31 g] :

Exercice 4 : On sait que X = 4:05 cm, Sn = 0:08 cm et n = 25:

1/ L�intervalle de con�ance inférieure à niveau 95% pour le diamètre moyen des �exibles :

IC =

�
�X � Snp

25
tn�1; �=2; �X +

Snp
25
tn�1; �=2

�
:
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Comme � = 0:05; alors de la table de Student, on trouve

tn�1; �=2 = 2:064:

Ainsi,

IC =

�
4:05� 0:08p

25
� 2:064; 4:05 + 0:08p

25
� 2:064

�
= [4:017 cm; 4:083 cm] :

2/ La borne de con�ance inférieure à niveau 95% pour le diamètre moyen des �exibles est :

m � �X +
S 0np
n
tn�1; �:

De la table de Student, on trouve

tn�1; � = 1:711:

Donc,

m � 4:05� 0:08p
25
� 1:711

� 4:023 cm:

3/ A partir de ce dernier intervalle, on peut supposer que le diamètre moyen des �exibles

est supérieur à 4:023 cm:

Exercice 5 : Dans un échantillon de taille n = 100, on a N étudiant absent chaque mois.

1/ Déterminer la loi de N et sa loi approximée :

i/ La variable N suit la loi binomiale B (n; p) où n = 100 et p est la probabilité des

étudiants absents.

ii/ Puisque n = 100 >> 30; on peut approximer la loi de variable N par la loi normale

de moyennem = np, et d�écart type � =
p
np(1� p) : N  N

�
np;
p
np(1� p)

�
:

iii/ De ii/, on peut en déduire une approximation de la loi de la variable X = N
n

N  N
�
np;
p
np(1� p)

�
) N

n
 N

 
p;

r
p(1� p)
n

!
:
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2/ La variable X = N
n
représente la proportion des étudiants absents chaque mois. D�après

ce qui précède,
N

n
 N

 
p;

r
p(1� p)
n

!
alors, en faisant le changement de variable

Z =
x� pq
p(1�p)
n

 N (0; 1 ) :

On trouve dans la table de la loi normale standard la valeur z�=2 telle que

P
�
Z � z�=2

�
= 1� �

2

avec � est le seuil de risque (le niveau de con�ance (1� �) est donné). On obtient donc

l�intervalle de con�ance en véri�ant :

P
�
�z�=2 � Z � z�=2

�
= 1� �

ce qui implique

P

0@�z�=2 � x� pq
p(1�p)
n

� z�=2

1A = 1� �:

D�où

IC =

"
x� z�=2

r
p(1� p)
n

; x� z�=2

r
p(1� p)
n

#
: (3.8.1)

3/ Application numérique :

i/ x = 0:1, � = 0:1 et z�=2 = 1:645: En remplaçant dans (3.8.1), on trouve

IC =

"
0:1� 1:645

r
0:1� 0:9
100

; 0:1 + 1:645

r
0:1� 0:9
100

#
= [0:050; 0:149] :

ii/ x = 0:1, � = 0:05 et z�=2 = 1:96: En remplaçant dans (3.8.1), on trouve

IC =

"
0:1� 1:96

r
0:1� 0:9
100

; 0:1 + 1:96

r
0:1� 0:9
100

#
= [0:0412; 0:1588] :

iii/ x = 0:1, � = 0:02 et z�=2 = 2:326: En remplaçant dans (3.8.1), on trouve

IC =

"
0:1� 2:326

r
0:1� 0:9
100

; 0:1 + 2:326

r
0:1� 0:9
100

#
= [0:03022; 0:16978] :
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3.9 Devoir N 2

Exercice 1 : Démontrer le théorème de Fisher (3.4.1).

Exercice 2 : La teneur en sucre du jus d�orange industriel est normalement distribué. Un

échantillon aléatoire de n = 10 canettes donne un écart type d�échantillon de S = 4; 8 mg.

1/ Déterminer un intervalle à niveau 95% de con�ance pour �.

2/ Trouver une borne de con�ance inférieure à niveau 95% pour �:

Exercice 3 : Dans une usine, on produit en série des planches en bois. La surface d�une

planche est une variable aléatoire X suivant la loi normale d�écart type � = 4:

Après mise en place d�un nouveau processus de fabrication, a�n de déterminer une

estimation de la moyenne m de la variable X, on a prélevé un échantillon de 25 planches, et

on a trouvé une moyenne empirique �X = 45:25 dm2.

1/ Trouver un intervalle de con�ance pour la moyenne m au niveau 98% en supposant que

l�écart type n�a pas changé au moment de la mise en place du nouveau processus.

2/ Pour un même niveau de con�ance, on souhaite réduire la largeur de l�intervalle trouvé

dans la question précédente en choisissant un échantillon de taille supérieure. En sou-

haitant obtenir une largeur d�intervalle de 0:75 dm2: Quelle doit être la taille n du

nouvel échantillon.

3/ Suite à la mise en place du nouveau processus, on considère maintenant que l�écart type

de la variable X ne peut pas être supposé invariant. On relève l�écart type empirique

de l�échantillon et on trouve Sn = 4 dm2: Trouver le nouvel intervalle de con�ance de

m avec le même niveau de con�ance et le comparer à celui trouvé dans la première

question.

4/ En considérant le même processus de la question 3, construire un intervalle de con�ance

de la variance.

5/ Commenter les résultats.



Chapitre 4

Tests d�hypothèses

4.1 Généralités

D�après ce qu�on a vu dans les deux chapitres précédents : estimation des paramètres (ponc-

tuelle et par intervalle de con�ance), il est bien clair que la statistique (variable d�échantillon-

nage) serve des estimateurs aux paramètres de la population qui n�ont prend pas les mêmes

valeurs théoriques proposées dans l�hypothèse.

Le plus souvent, pour prendre une décision sur la base d�un ensemble d�observations, on fera

un choix entre deux hypothèses contradictoires : H0 (l�hypotèse nulle) et H1 (l�hypothèse

alternative) qui dépendent des paramètres théorique de la population.

Pour décider si l�hypothèse formulée H0 est supportée ou non par les observations, il faut

une méthode qui permettra de véri�er l�information hypothétique. C�est ce qu�on appelle les

tests d�hypothèses.

4.1.1 Hypothèse statistique

En statistique mathématique, l�information hypothétique concerne la population à laquelle

on s�intéresse. C�est une information qui peut être :

1/ Une distribution, par exemple : répartition des poids, de la température, de l�âge des

joueurs,...

2/ Une valeur ponctuelle, par exemple : une proportion, un quantil, une moyenne, une va-

riance,...

3/ Un intervalle de valeurs contenant la valeur d�une statistique.
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4.1.2 Hypothèses de test

Tout d�abord, on formule les hypothèses suivantes :

1/ L�hypothèse nulle : Cette hypothèse notée H0, représente la valeur a priori d�un para-

mètre de la population qu�on veut véri�er.

2/ L�hypothèse alternative : Elle représente toute hypothèse qui di¤ère de l�hypothèse

nulle, on la note H1:

Remarque 4.1.1 H1 est l�autre hypothèse que l�on souhaite démontrer en rejetant H0.

4.1.3 Test d�hypothèse

La construction d�un test d�hypothèse consiste à déterminer entre quelles valeurs peut varier

la variable aléatoire, en supposant l�hypothèse vraie, sur la seule considération du hasard de

l�échantillonnage.

Un test d�hypothèse peut aussi être utilisé pour véri�er le succés (ou l�échec) d�une action

pour modi�er la valeur d�une statistique de population.

On peut résumer les étapes du test d�hypothèse comme suit :

1/ Choisir un critère fonction des observations, pour lequel on rejette l�hypothèse nulle H0

pour démontrer que la contre hypothèse H1 "l�hypothèse alternative" est vraie.

2/ Calculer la zone de rejet de H0 correspondant aux résultats qui sont tellement éloignés

du résultat moyen attendu qu�ils n�ont presque aucune chance de se produire si H0 est

vraie.

3/ Comparer la distribution du paramètre sous H0 avec les résultats du paramètre empirique

réellement obtenus à partir d�un échantillon (les observations).

4/ Conclure que :

i/ H0 est peu crédible ) on rejette H0 si le paramètre empirique appartient à la zone

de rejet, c�est-à-dire, il est en dehors de la région de con�ance (la région crédible).

ii/ H0 est crédible ) on accepte H0 si le paramètre empirique appartient à la zone

crédible.



4.1 Généralités 47

Remarque 4.1.2 La désision de rejeter H0 signi�e que l�hypothèse nulle est fausse. La dé-

cision de ne pas rejeter H0 n�est pas équivalente à H0 est vraie. On ne pourra prendre cette

décision qu�en considérant un certain risque qu�elle soit erronée. Ce risque est donné par le

seuil de signi�cation du test.

Risque d�erreur de prmière espèce

Dé�nition 4.1.1 Le risque noté �; s�appelle le seuil de signi�cation du test, il est dé�ni

par :

� = P (rejeter H0= H0 vraie) :

Ainsi, � la probabilité de la région de rejet de l�hypothèse nulle est le risque d�erreur de

première espèce.

Exemple 4.1.1 Si � = 0:05; on admet d�avance que la variable d�échantillonnage peut

prendre dans 5% des cas, une valeur se situant dans la région de rejet de H0, bien que

H0 soit vraie.

La région complémentaire de la région de rejet ou ce qu�on appelle la région d�acceptation

de H0 a une probabilité égale à 1� �:

Remarque 4.1.3 La statistique qui convient pour le test est donc une variable aléatoire dont

la valeur observée sera utinlisée pour décider "du rejet" ou "du non rejet" de H0:

La distribution d�échantillonnage de cette statistique sera déterminée en supposant que H0

est vraie.

4.1.4 Formulation d�un test

La formulation d�un test passe par les étapes suivantes :

1/ On suppose que la valeur d�un paramètre � (proportion, moment, quantile,...) d�une

population est égale à �0:

2/ On distingue deux tests possibles du paramètre � :
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a/ Unilatéral : �
H0 : � = �0;
H1 : � < �0 ou � > �0:

b/ Bilatéral : �
H0 : � = �0;
H1 : � 6= �0:

3/ Shématiser les régions de rejet et de non rejet de H0

Exemple 4.1.2 On s�intéresse à la proportion p de garçons dans un échantillon de 120

étudiants préparant le concours de doctorat en mathématiques.8<:
H0 : le pourcentage de garçons est 20%) p = 0:2:
contre
H1 : p 6= 0:2:

X : la variable aléatoire qui représente le nombre de garçons dans un échantillon de 120

étudiants (condidats)  B (n; p) où n = 120 et p = 0:2: Comme n = 120 >> 30, on peut

approximer la loi binomiale par la loi normale de paramètre

m = X

= np

= 120� 0:2

= 24;

et

� =
p
npq

=
p
120� 0:2� 0:8

= 4:38:

On peut donc estimer sous H0 les paramètres m et �: En considérant un intervalle de niveau

de con�ance 95% de la moyenne

ICm =
�
X � z1��=2�̂; X + z1��=2�̂

�
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où � = 5%: H0 est vraie si la moyenne m 2 ICm; et elle est rejetée si elle n�appartient pas à

ICm: L�intervalle de con�ance de la proportion p est :

ICp =
�
p� z1��=2�̂; p+ z1��=2�̂

�
:

Rejeter H0 veut dire qu�elle est fausse et H1 est vraie avec un risque d�erreur � = 5%:

Risque d�erreur de deuxième espèce

Dé�nition 4.1.2 Le risque d�erreur � est la probabilité que la valeur expérimentale ou cal-

culée de la statistique n�appartienne pas à la région (zone) de rejet si H1 est vraie. Dans ce

cas, H0 est acceptée et H1 est fausse. Le risque � de deuxième espèce est celui d�accepter H0,

alors qu�elle est fausse ou rejeter H1 alors qu�elle est vraie

� = P (accepter H0 = H0 est fausse)

= P (accepter H0 = H1 est vraie)

= P (rejeter H1 = H1 est vraie) :

Remarque 4.1.4 Pour quanti�er le risque �; il faut connaitre la loi de probabilité de la

statistique S sous l�hypothèse H1:

Exemple 4.1.3 On cherche à tester l�hypothèse qu�une pièce de monnaie n�est pas truquée.

La probabilité p d�obtenir face est 0:6 pour une pièce truquée. On adopte la règle de décision

suivante :

H0 : la pièce n�est pas truquée
�
acceptée si x 2 [40; 60]
rejetée sinon

où x est le nombre de faces obtenus en lançant la pièce 100 fois. Quel est le risque d�erreur

de deuxième espèce � ?

La puissance d�un test (1� �)

Dé�nition 4.1.3 L�aptitude d�un test à rejeter H0, alors qu�elle est fausse constitue la

puissance d�un test notée par 1� �;

1� � = P (rejeter H0 = H0 est fausse)

= P (accepter H1 = H1 est est vraie):



4.1 Généralités 50

Remarque 4.1.5 La puissance d�un test augmente avec la taille de l�échantillon n étudié à

valeur de � constant, et elle diminue lorsque � diminue.

Exemple 4.1.4 On reprend le même exemple (4.1.3), calculer la puissance du test lorsque

la probabilité d�obtenir face est 0:2 puis 0:5 pour une pièce truquée. Que constatez vous ?

Les règles de décision

Le tableau ci-dessous résume les deux types de risque ainsi que les régles de décision corres-

pondantes

Choix d�un test statistique

Le choix d�un test statistique dépend de :

1/ La nature des données.

2/ Le type d�hypothèse que l�on désire contrôler.

3/ La nature des populations (égalité des variances ou non).

Tests de conformité

Les tests de conformité sont déstinés à véri�er si un échantillon peut être considéré comme

extrait d�une population donnée, c�est-à dire l�échantillon est représentatif de la population

vis-à-vis d�un paramètre : (moyenne, variance...). Ceci implique que la loi du paramètre est

connue au niveau de la population.
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4.2 Comparaison d�une moyenne observée et d�une moyenne
théorique

On s�interesse à comparer la moyenne observée (moyenne calculée à partir d�un échantillon)

à une moyenne théorique d�une population dans deux cas di¤érents :

i/ La variance (variance théorique) de la population est connue.

ii/ La variance de la population est inconnue (elle est remplacée par son estimateur).

4.2.1 Principe du test

On considère une variable aléatoire X observée sur une population suivant une loi normale

et un échantillon extrait de cette population.

Population connue
X  N (m0; �0)
H0 : m = m0

Population inconnue
X  N (m;�)
H1 : m 6= m0

Echantillon
n; X; S2n

où X est un estimateur de m:

1/ Si X appartient à une population de référence connue d�espérance m0; alors H0 est vraie.

2/ Si X appartient à une population de référence inconnue d�espérancem; alors H1 est vraie.

4.2.2 Variance de la population connue

Statistique du test

X la distribution d�échantillonnage de la moyenne dans la population inconnue suit la loi

normale de moyenne m et d�écart type
q

�2

n

X  N
 
m;

r
�2

n

!
:

La statistique étudiée est

S = X �m0  N
 
0;

r
�2

n

!
:

Sous l�hypothèse H0; on a

E (S) = 0 et V ar (S) = �2

n
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avec �2 est connu.

La nouvelle variable obtenue par passage à la loi normale centrée réduite est :

Z =
S�E (S)p
V ar (S)

=
X �m0q

�2

n

 N (0; 1) :

L�hypothèse testée est

H0 : m = m0 contre H1 : m 6= m0

avec � est connu.

La valeur z calculée

z =

��X �m0

��q
�2

n

est notée par "obs, elle est comparée avec la valeur "seuil lue sur latable de la loi N (0; 1) pour

un risque d�erreur � �xé (règle de décision 1).

Règle de décision

1/ Si "obs > "seuil, l�hypothèse H0 est rejetée au risque d�erreur �:

2/ Si "obs � "seuil; l�hypothèse H0 est acceptée au risque d�erreur �:

Exemple 4.2.1 Soit X la variable alétoire représentant le taux de glycémie. X suit la loi

normale de moyenne m0 = 1 g=l et d�écart type 0:1 g=l: En étudiant un échantillon de 9

patients, on trouve le taux moyen de glycémie �X = 1:12 g=l . Cet échantillon est-il représen-

tatif ?

H0 : m = m0 = 1 g=l contre H1 : m 6= m0

Un échantillon n; X; S2n où X  
�
m;
q

�2

n

�
, la statistique

S = X �m0  N
 
0;

r
�2

n

!
:

Sous l�hypothèse H0; on a

E (S) = 0 et V ar (S) = �2

n
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avec �2 est connu. La nouvelle variable obtenue par passage à la loi normale centrée réduite

est :

Z =
S�E (S)p
V ar (S)

=
X �m0q

�2

n

 N (0; 1) :

En choisissant � = 0:05, on trouve la valeur z de la variable Z

z =
1:12� 1q

0:01
9

= 3:6 > "seuil

où "seuil = 1:96: Alors, l�échantillon n�est pas représentatif de la population d�espérance m0 =

1 g=l:

Test de Khi-deux Soient X1; X2; :::; Xn un échantillon de n observations d�une distribu-

tion normale où la variance �2 est égale à une valeur spéci�ée �20, (ou l�écart type est égal à

�0). Pour tester l�hypothèse

H0 : �
2 = �20 contre H1 : �

2 6= �20

on va utiliser la variable

Z =
(n� 1)S2

�20
: (4.2.1)

Si l�hypothèse nulle est vraie, la nouvelle variable Z donnée dans (4.2.1) suit la loi de Khi-deux

�2n�1 à (n� 1) degrés de liberté.

Règle de décision

Pour un risque d�erreur � �xé, on calcule la valeur

"obs =
(n� 1)S2

�20
= �2n�1:
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L�hypothèse nulle H0 est rejetée si "obs > �2n�1; �=2 ou "obs < �2n�1; 1��=2; voir la �gure ci-

dessous :

Test Khi-deux bilatral

Le même test est utilisé pour une hypothèse alternative unilatérale

H0 : �
2 = �20 contre H1 : �

2 > �20

où on rejette H0 si "obs > �2n�1; �: Ainsi, Pour l�autre hypothèse unilatérale

H0 : �
2 = �20 contre H1 : �

2 < �20

on rejette H0 si "obs < �2n�1; 1��; voir les �gures suivantes :

4.2.3 Variance de la poulation inconnue

Comme la variance de la population est inconnue, alors elle est estimée par

�̂2 =
n

n� 1S
2

où S est la variance empirique.

Statistique du test

La statistique étudiée est

S = X �m0  N

0@0;
s
�̂2

n

1A :
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avec

E (S) = 0 et V ar (S) = �̂2

n
:

La nouvelle variable obtenue par passage à la loi normale centrée réduite est :

Z =
S�E (S)p
V ar (S)

=
X �m0q

�̂2

n

 Stn�1

Stn�1 est la loi de Student à (n� 1) degrés de liberté.

L�hypothèse testée est la suivante :

H0 : m = m0 contre H1 : m 6= m0

La valeur t de la variable Z suivant la loi Stn�1 est calculée

tcal =

��X �m0

��q
�̂2

n

=

��X �m0

��q
S2

n�1

= tobs:

La valeur tobs est comparée avec la valeur tseuil lue dans la table de Student pour un risque

d�erreur � �xé et (n� 1) degrés de liberté.

Règle de décision

1/ Si tobs > tseuil, l�hypothèse H0 est rejetée au risque d�erreur �:

2/ Si tobs � tseuil; l�hypothèse H0 est acceptée au risque d�erreur �:

Exemple 4.2.2 Pour étudier un lot de fabrication de comprimés, on prélève au hasard 10

comprimés parmi les 30000 produits et on les pèse. On observe les valeurs de masse en

grammes.

0:80 0:81 0:84 0:83 0:85 0:86 0:85 0:83 0:84 0:80

Le poids moyen observée est-il compatible avec la valeur 0:83 moyenne de la production au

seuil 98%?

Remarque 4.2.1 Si n < 30, la variable aléatoire X étudiée doit impérativement suivre une

loi normale N (0; �) : Pour n � 30; la variable de Student converge vers une loi normale

centrée réduite.
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4.3 Comparaison d�une fréquence observée et une fré-
quence théorique

4.3.1 Principe du test

On considère la variable aléatoire X suivant la loi de bernoulli

X 0 1
PX 1� p p

observée sur une population. Un échantillon de taille n extrait de cette population suit la loi

binomiale B (n; p) :

Population connue
X  B (n; p)
H0 : p = p0

Population inconnue
X  B (n; p0)
H1 : p 6= p0

Echantillon
n; fi=

ni
n

alétoire

Si la fréquence observée fi =
ni
n
est un estimateur de la proportion p appartient à une

population de référence connue de fréquence connue p0; alors l�hypothse nulle H0 est vraie.

Sinon, fi est en dehors de la population de fréquence connue p0 ) fi 6= p0, l�hypothèse

alternative H1 est vraie.

4.3.2 La distribution d�échantillonnage

On suppose que les variances dans la population de référence et dans population d�où on

extrait l�échantillon sont égales. La fréquence fi suit la loi normale N
�
p0;
q

p0(1�p0)
n

�
; et la

statistique étudiée est : S = fi �p0 suit la loi normaleN
�
0;
q

p0(1�p0)
n

�
de moyenne E (S) = 0

et de variance

V ar (S) =
r

p0(1�p0)

n
:

On pose maintenant

Z =
S�E (S)q

p0(1�p0)
n

=
fi � p0q
p0(1�p0)

n

 N (0; 1)
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4.3.3 Règle de décision

La valeur calculée

"obs =
fi � p0q
p0(1�p0)

n

est comparée avec la valeur "seuil trouvée sur la table de la loi normale standard pour un

risque d�erreur � �xé au préalable.

Décision :

1/ Si "obs > "seuil, l�échantillon est en dehors de la population de référence ! l�échantillon

n�est pas représentatif et Ho est rejetée.

2/ Si "obs � "seuil, l�échantillon est représentatif et Ho est acceptée.

4.4 Exercices

Exercice 1 : Dans chacune des situations suivantes, indiquer s�il s�agit d�un problème de

test d�hypothèse correctement énoncé. Justi�er la réponse.

1/ H0 : m = 5; H1 : m 6= 5:

2/ H0 : m = 5; H1 : m < 5:

3/ H0 : � < 2; H1 : m = 2:

4/ H0 : �X = 44; H1 : �X 6= 44:

5/ H0 : p = 0:1; H1 : p = 0:19:

6/ H0 : Sn = 153; H1 : Sn > 153:

Exercice 2 : Un fabricant a proposé des tubes à essai en déclarant que leur durée de vie est

supérieure à 2000 h de chau¤age. A l�aide d�un échantillon aléatoire de taille n = 100, on

touve la durée de vie moyenne des tubes égale à 1975 h et l�écart-type est 130 h.

En considèrant un seuil de risque � = 0:05; peut-on a¢ rmer que la déclaration du fabriquant

n�est pas vraie ?

Exercice 3 : Pour con�rmer que la résistance moyenne des projecteurs LED produits dans

une usine est 400 
: On mesure la résistance de 16 projecteurs, les valeurs obtenues sont :

396 403 392 387 388 397 386 401 406 400 394 389 406 400 391 402
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1/ Donner les estimations ponctuelles de la moyenne et la variance.

2/ Sachant que la distribution des résistances est normale, peut-on considérer, au seuil de

signi�cation égal à 5%; que le lot respecte la norme de 400 
 ? Même question avec un

seuil de égal à 1%.

Exercice 4 : Un rivet doit être inséré dans un trou. On mesure le diamètre du trou d�un

échantillon aléatoire de taille n = 15 pièces. L�écart type des mesures du diamètre du trou

est S = 0:008 mm:

Si la l�écart type du diamètre du trou dépasse 0:01 mm, il existe une probabilité inaccepta-

blement élevée que le rivet ne convient pas.

1/ Si � = 0:01; peut-on montrer que l�écart type du diamètre du trou dépasse 0:01 mm ?

2/ Trouvez la valeur P pour ce test.

Exercice 5 : On joue avec un dé qui semble tomber trop souvent sur la face 6. Dans une

expérience, on a lancé 40 fois ce dé et obtenu 10 fois le 6.

1/ Au seuil de signi�cation � = 5%; peut-on conclure que le dé est truqué par excès d�ap-

parition du 6 ?

2/ Sur 40 lancers, à partir de quelle proportion de faces 6 peut-on conclure que le dé est

truqué (au seuil de signi�cation de 5%) ?

4.5 Corrigés

Exercice 1 :

1/ H0 : m = 5; H1 : m 6= 5: Oui, c�est un test d�hypothèse bilatéral, car l�hypothèse est

formulée en termes de paramètre d�intérêt. On a l�égalité dans l�hypothèse nulle et

l�inégalité bilatérale dans l�hypothèse alternative.

2/ H0 : m = 5; H1 : m < 5: Oui, c�est un test d�hypothèse unilatéral, car l�hypothèse

est formulée en termes de paramètre d�intérêt. On a l�égalité dans l�hypothèse nulle et

l�inégalité unilatérale dans l�hypothèse alternative.

3/ H0 : � < 2; H1 : � = 2: Non, car l�hypothèse nulle ne peut pas être une inégalité.
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4/ H0 : �X = 44; H1 : �X 6= 44: Non, parce que l�hypothèse est énoncée en termes de

statistique (la moyenne empirique des observations) plutôt que le paramètre.

5/ H0 : p = 0:1; H1 : p = 0:19: Non, car les valeurs dans les deux hypothèses (nulle et

alternative) ne correspondent pas et les deux hypothèses sont des énoncés d�égalité.

6/ H0 : Sn = 153; H1 : Sn > 153: Non, parce que l�hypothèse est énoncée en termes de

statistique (la variance empirique des observations) plutôt que le paramètre.

Exercice 2 :On veut tester au seuil 5% l�hypothèseH0 : la durée de vie des tubes> 2000 h!

un test unilatéral. On va donc chercher la valeur z telle que

P

�
m� zSp

n
� �X

�
= 0:95

sachant que la statistique étudiée est

S = �X �m N
�
0;

Sp
n

�
;

on pose la nouvelle variable

Z =
�X �m
Sp
n

 N (0; 1) :

On considère le test d�hypothèse

H0 : m > m0 = 2000 h contre H1 : m < 2000 h:

On a

P

�
m0 � z

Sp
n
� �X

�
= P

�
z �

p
n

S

�
�X �m0

��
= 1� P

�
z � �

p
n

S

�
�X �m0

��
= 1� P

�
z >

p
n

S

�
�X �m0

��
= 0:95:

D�où

P

�
z �

p
n

S

�
�X �m0

��
= 0:95:
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De la table de la loi normale standard, on trouve z = 1:645: Pour un échantillon de taille

n = 100; l�intervalle d�acceptation de la moyenne est :

IC =

�
2000� 1:645130

10
; +1

�
= [1978:62; +1[ :

Comme X̂ = 1975 =2 IC, alors H0 est rejetée et probablement la déclaration du fabriquant

n�est pas vraie.

Exercice 3 : On a m0 = 400 
 et n = 16:

1/ Estimateurs de la moyenne et de la variance :

i/ La moyenne est estimée par la moyenne empirique

�X =
1

n

nX
i=1

xi

=
6338

16

= 396:125 


= X̂:

ii/ L�estimateur de la variance :

V ar(X) = X2 �
�
�X
�2

=
1

n

nX
i=1

x2i �
�
�X
�2

=
2511322

16
� (396:125)2

= 42:609 
2:

On prend

V ar(X) = 42:61 
2

= S2:

Comme la variance de la popultaion n�est pas connue, elle est estimée par

b�2 = n

n� 1S
2
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où S2 est la variance empirique. Alors, l�estimateur de la vriance est :

b�2 =
16

15
� 42:61 
2

= 45:45 
2:

Par conséquent, l�estimateur de l�écart type est : b� = 6:742 
 : La statistique
étudiée est

S = �X �m0  N

0@0;
s b�2
n

1A
où

E(S) = 0 et V ar(S) =
b�2
n
:

La nouvelle variable

Z =
S�E(S)p
V ar(S)

=
�X �m0qc�2

n

suit la loi de Student à (n� 1) degrés de liberté.

2/ L�hypothèse nulle H0 : Le lot respecte la norme de 400 
 ! H0 : m = m0: L�intervalle

de con�ance pour la moyenne m est :

IC =

�
m0 � t�; n�1

�̂p
n
; m0 + t�; n�1

�̂p
n

�
où t n�1; � est la valeur lue sur la table de student à 15 degrés de liberté.

i/ Si � = 0:05; on trouve

t 15; 0:05 = 2:131:

Alors,

IC =

�
400� 2:1316:742p

16
; 400 + 2:131

6:742p
16

�
= [396:4 
; 403:59 
] :

L�estimateur calculé de la moyenne X̂ = 396:125 
 =2 IC; donc l�hypothèse H0 est

rejetée au risque 5%:



4.5 Corrigés 62

ii/ Pour un seuil � = 0:01; on trouve

t 15; 0:01 = 2:947:

et l�intervalle de con�ance devient

IC = [395:03 
; 404:97 
] :

On remarque que l�estimateur calculé de la moyenne X̂ = 396:125 
 2 IC; alors

l�hypothèse H0 est acceptée au risque 1%:

Exercice 4 : A�n d�utiliser la statistique �2n�1 dans les tests d�hypothèses et la construction

d�intervalles de con�ance, on doit supposer que la distribution parente est normale.

1/ Le paramètre d�intérêt est le véritable écart type du diamètre. Cependant, on e¤ectue un

test d�hypothèse sur �2:

H0 : �
2 = 0:0001 contre H0 : �2 > 0:0001

avec le seuil de risque � = 0:01: On a

�2n�1 =
(n� 1)S2

�2

=
14� (0:008)2

0:0001

= 8:96

= "obs

et la valeur �214; 0:01 lue sur la table de Khi-deux est �
2
14; 0:01 = 29:14: Comme "obs <

�214; 0:01; on rejette pas H0: Alors, on ne peut pas montrer que l�écart type du diamètre

du trou dépasse 0; 01 mm au seuil � = 0:01:

2/ La valeur P de ce test est donnée par :

P = P
�
�214 > 8:96

�
d�où

0:5 < P < 0:9:
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Exercice 5 : La taille de l�échantillon n = 40 et la proportion p est :

p =
ni
n

=
1

4
:

1/ Test d�hypothèse

H0 : Le dé n�est pas truqué p0 =
1

6

contre

H1 : Le dé est truqué p 6= p0:

Echantillonnage : n = 40; p =
1

4
:

On a la statistique S = p� p0 suit la loi normale N
�
0; �

n

�
: On pose

Z =
S � E (S)

�S

=
jp� p0jq
p0(1�p0)

n

:

Il est clair que Z  N (0; 1) :

Z =

��1
4
� 1

6

��q
1
6
� 5
6

40

= 1:41

= "obs:

"seuil : est la valeur lue sur la table de la loi normale standard et qui correspond au

seuil de signi�cation � = 5%: De la table on trouve "seuil = 1:645:

Décision : "obs < "seuil; alors l�hypothèse nulle H0 est acceptée �! on ne peut pas dire que

le dé est truqué.

2/ Le dé est truqué si H0 est rejetée ) "obs > "seuil.

jp� p0jq
p0(1�p0)

n

> 1:645
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ce qui implique

p > 1:645�
r
p0 (1� p0)

n
+ p0

> 1:645�

s
1
6
� 5

6

40
+
1

6

> 0:263:

Comme p = ni
n
; alors

ni
40
> 0:263) ni > 10:52:

On prend donc, ni = 11 fois.

4.6 Devoir N 3

Exercice 1 : On a soumis 15 copies d�examen à une double correction A et B, on veut tester

si les deux séries de notes sont semblables (de même espérance mathématique).

A 13; 5 12 14; 5 15 11; 5
B 15; 5 11; 5 14 15; 5 13
ni 1 2 3 4 5

SoitX la variable correspondante à la série A et Y la variable correspondante à B: La variable

X � Y suit la loi normale N (m1 �m2; �) où m1 et m2 sont les moyennes de X et Y

respectivement et l�écart type � est inconnu. Son estimateur �̂ =
p

n
n�1S; où S est la variance

empirique de la variable X1 �X2.

Tester l�hypothèse

H0 : E(X) = E(Y );

au risque d�erreur �1 = 2% puis �2 = 1%:

Exercice 2 : Un sondage a été e¤ectué par un institut pour connaitre si les conducteurs

favorisent l�utilisation d�essence sans plomb. Un échantillon de 500 personnes a participé à

ce sondage.

Si plus de 400 personnes répondent positivement, on calcule qu�au moins 60% des conducteurs

sont favorables à l�utilisation de ce carburant.

1/ Trouvez la probabilité d�erreur de type I si exactement 60% des conducteurs sont favo-

rables à l�utilisation de ce carburant.
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2/ Quelle est la probabilité d�erreur de type II si 75% des conducteurs favorisent cette

action ?

Exercice 3 : Une entreprise de pharmaceutique fabrique un produit thérapeutique dont la

concentration a un écart type de � = 4 g=l. Une nouvelle méthode de fabrication de ce

produit a été proposée, bien que certains coûts supplémentaires soient impliqués. La gestion

n�autorisera un changement de technique de production que si le l�écart type de la concen-

tration dans le nouveau procédé est moins de 4 g=l. Les chercheurs ont choisi un échantillon

de taille n = 10 et ils ont obtenu les données suivantes en g=l.

16.628 16.622 16.627 16.623 16.618 16.630 16.631 16.624 16.622 16.626

E¤ectuer l�analyse nécessaire pour déterminer si un changement dans la production technique

doit être mise en �uvre.



Annexe 1 : Table de La loi normale
Standard



Annexe 2 : Table de Student



Annexe 3 : Table de Khi-deux

Le tableau ci-dessous donne la valeur de x telle que P (k > x) = p:
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