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Résumé

Dans cette thèse, nous présentons quelques résultats analytiques pour certains problèmes

différentiels fractionnaires. Dans la première partie, nous commençons par utiliser à la fois

l’intégrale au sens de Riemann-Liouville et la dérivée au sens de Caputo pour étudier un

nouveau problème différentiel singulier non linéaire de type Lane et Emden. Ainsi, nous

prouvons un premier résultat d’existence et d’unicité par l’application du principe de con-

traction de Banach, puis, un second résultat d’existence par l’application du théorème de

Schaefer. Des exemples "illustratifs" sont discutés en détail pour montrer l’applicabilité

des résultats obtenus. Ensuite, nous étudions deux concepts de stabilité; la stabilité

Hyers-Ulam et la stabilité Hyers-Ulam généralisée. Dans la seconde partie, nous étu-

dions un problème intégro-différentiel séquentiel de type Duffi ng impliquant des parame-

tres (α, β, γ). En prenant en compte à la fois l’absence de "(CO − SG)" et les conditions

du problème, nous présentons la solution auxiliaire intégrale du problème. Ensuite, nous

prouvons un premier résultat d’unicité. Puis, nous prouvons le résultat d’existence d’une

solution au moins. Quelques exemples sont discutés pour avoir une idée sur l’applicabilité

des principaux résultats lorsque les trois paramètres dérivés changent. Nous introduisons

quelques nouvelles définitions de stabilité Hyers-Ulam liées au problème de type Duffi ng

étudié. Dans la dernière partie nous considérons un nouveau problème différentiel frac-

tionnaire où nous utilisons à la fois l’intégrale au sens de Hadamard et la dérivée au sens de

Caputo-Hadamard pour étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème différen-

tiel non linéaire. Pour cela, nous allons utiliser les théorèmes de points fixes de Banach et

de Schaefer. Des exemples sont également discutés pour valider les résultats obtenus.
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ABSTRACT

In this thesis, we present some results using the fractional calculus theory for some

different fractional differential problems. In the first part, we use both the integral in the

sense of Riemann-Liouville and the derivative in the sense of Caputo to study a new non-

linear singular differential problem of Lane-Emden type. Thus, we prove a first existence

and uniqueness result by applying Banach contraction principle and a second existence

result by applying Schaefer fixed point theorem. Some illustrative examples are discussed

in details to show the applicability of the results. Then we study two types of stabili-

ties; the Hyers-Ulam stability and the generalized one. In the second part, we study a

sequential integro-differential problem of Duffi ng type involving the parameters (α, β, γ).

By taking into account both the absence of properties of "(CO-SG") and the conditions of

the problem, we present the integral solution of the problem. Then, we prove the unique-

ness result, by applying Banach’s contraction principle. Moreover, we prove the existence

result using Schaefer fixed point theorem. Some illustrative examples are discussed to

get an idea about the applicability of the main results when the parameters change. We

introduce some new Hyers Ulam stability definitions related to the studied Duffi ng type

problem. In the last part of our project, we consider a new fractional differential problem

that involves both the integral in the sense of Hadamard and the derivative in the sense

of Caputo-Hadamard. We study the existence and uniqueness of the solution of the non-

linear differential problem. For this, we need to use the fixed point theorems of Banach

and Schaefer. Some examples are discussed to validate the obtained results.



 ملخص

 

ة. في كسري ةتفاضلي ائل مسبعض النقدم بعض النتائج باستخدام نظرية حساب التفاضل والتكامل الكسري ل الرسالة،في هذه 

تفاضلية مفردة غير خطية جديدة  سألةلدراسة مكبيتو  والمشتق بمعنىليوفيل -ريمان نبدأ باستخدام التكامل بمعنى الأول، الجزء 

نثبت  ذلك،بعد  .بناخفضاء  من خلال تطبيق مبدأ الانكماش فيللحل  الفريدةوالوجود  ت نتيجةفإننا نثب وهكذا، امدن-لين من نوع

تمت مناقشة مثالين توضيحيين بالتفصيل لإظهار قابلية تطبيق النتائج . شافرخلال تطبيق نظرية  من الحل وجودل الثانية نتيجة

ندرس مسألة  الثاني،الجزء  في. العامةإلام -هرس وإلام -هرس الاستقرارثم ندرس نوعين من مفاهيم  .التي تم الحصول عليها

، نقدم الحل سألةوظروف الم (SG-CO)  من خلال مراعاة كل من غياب .جدو فين( من نوع γ.β.α) تفاضلية متكاملة متسلسلة

علاوة على ذلك ، أثبتنا نتيجة الوجود باستخدام نظرية . لبناخ المتكامل. ثم نثبت النتيجة الفريدة من خلال تطبيق مبدأ الانكماش

. تمت مناقشة بعض الأمثلة التوضيحية للحصول على فكرة حول قابلية تطبيق النتائج الرئيسية عند تغيير فرالشالنقطة الثابتة 

في الجزء الأخير  المدروسة. لةالجديدة المتعلقة بالمشكإلام -هرس بعض تعريفات استقرار كدالك المعلمات الثلاثة المشتقة. نقدم

 كلا من التكامل بمعنى ر الخطيةلدراسة وجود وتفرد حل المشكلة التفاضلية غي نعتبر مشكلة تفاضلية كسرية جديدة حيث نستخدم

  .عليهاالمتحصل م مناقشة مثالين للتحقق من صحة النتائج التي يتكما  أدمار-كبيتو والمشتق بمعنى ادمار
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Introduction

Les mathématiques appliquées telles qu’elles sont connues sont la mise en œuvre de

connaissances mathématiques pour les besoins formels de la résolution des problèmes

qui proviennent de diverses applications, telles que les sciences physiques, biologiques,

l’ingénierie, les sciences sociales et d’autres domaines des sciences. Leurs solutions né-

cessitent la connaissance de diverses branches des mathématiques, telle que l’analyse, les

équations différentielles, la stochastique, l’optimisation et la théorie des graphes....ect, en

utilisant des méthodes analytiques et numériques

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine in-

téressant à explorer ces dernières années. Notons que plusieurs phénomènes de la physique

et des sciences de l’ingénieur peuvent très bien être modélisés à l’aide d’équations différen-

tielles d’ordre standard ainsi que d’ordre non entier, telles que l’équation différentielle de

type Lane-Emden elle peut décrire certains phénomènes en équilibre hydrostatique, voir

pour plus de détails [17, 25, 47]. Aussi l’équation différentielle de type Duffi ng, est utilisée

pour modéliser certains oscillateurs amortis et aussi pilotés, parmi les dernières études, on

peut citer [16, 18, 26, 44, 49, 53, 54, 56, 61, 64, 71].

Au cours de ces dernières années, de nombreux résultats ont été établis concernant

l’existence et l’unicité de la solution des équations différentielles fractionnaires en utilisant

la théorie du point fixe (voir [6, 11, 14, 29, 38, 55, 64]).

Le concept de stabilité d’Ulam-Hyers signifie que l’on ne cherche pas la solution exacte

pour un système stable d’Ulam-Hyers mais qu’il est nécessaire de trouver une fonction

qui satisfait une inégalité d’approximation appropriée. Cette approche peut garantir qu’il

existe une solution exacte proche utile dans de nombreuses applications.

La stabilité d’Ulam-Hyers est l’un des principaux sujets de la théorie des équations

fonctionnelles trouve son origine dans un exposé célèbre de S.M. Ulam [77]. En 1940, Ulam

[77] pose un problème concernant la stabilité des équations fonctionnelles: « Donner des

conditions pour qu’une fonction linéaire proche d’une fonction approximativement linéaire
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existe » . Depuis, cette question a retenu l’attention de nombreux chercheurs. Notez que

la première réponse à cette question a été donnée par Hyers [37] en 1941. Il a fait une

belle avancée, quand il a donné une réponse affi rmative au problème d’Ulam pour les

fonctions additives définies sur l’espace du Banach. Par la suite, le résultat de Hyers [37]

a été généralisé par Rassias [66]. Après cela, de nombreux mathématiciens ont étendu le

problème d’Ulam à d’autres équations fonctionnelles et généralisé les résultats de Hyers

dans diverses directions. Pour plus de détails sur les avancées récentes sur la stabilité

d’Ulam-Hyers des équations différentielles, on peut voir [11, 27, 38].

Le but principal de cette thèse est l’étude de l’existence et l’unicité des solutions de

certaines équations différentielles fractionnaires.

Nous commençons par le chapitre1 en rappelant les notions de base du calcul fraction-

naire.

Dans le deuxième chapitre, en premier lieu nous étudions l’existence et l’unicité de

solution en utilisant les théorèmes classiques du point fixe du problème différentiel frac-

tionnaire de type Lane-Emden suivant:
DαDβz(t) + k

tλ
Dαz(t) + a1F

(
t, z(t), Dγz(t), Jpz(t)

)
+ a2G

(
t, z(t), Dγz(t)

)
+ a3H

(
t, z(t)

)
= L(t).

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0, Dγ(0) +Dγ(1) = 0,

k > 0, 1 ≤ β ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I,
(1)

avec I = [0, 1], Dα, Dβ représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre

α et β respectivement, l’intégrale Jp est du Riemann-Liouville et F : I × R3 → R,

G : I × R2 → R, H : I × R→ R et L : I → R sont des fonctions données.

On établit donc les résultats suivants:

Théorème 0.1. [74]Supposons que l”hypothèse (HL1) et l’inégalité

0 < N < 1;N = max(N1, N2, N3)

sont satisfaites. Alors, le problème de type Lane-Emden (1) admet une solution unique

sur I = [0, 1].
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Théorème 0.2. [74]Supposons que les hypothèses (HL2), (HL3) et (HL4) sont satisfaites.

Alors le problème de type Lane-Emden (1) admet au moins une solution sur I.

Ensuite, nous continuons l’étude des problèmes différentiel fractionnaire de type Lane-

Emden (1) en étudiant la stabilité d’Ulam-Hyers et la stabilité d’Ulam-Hyers généralisées

Dans le chapitre 3, on s’intéresse d’abord à l’étude de l’existence et de l’unicité de

solution du problème aux limites fractionnaire de type Duffi ng suivant:


DγDβDαz(t)) + kf(t,Dαz(t)) + g(t, z(t), Dpz(t)) + h(t, z(t), Jq(z(t))) = L(t)

z(0) = A1 ∈ R, Dαz(0) = A2 ∈ R, Jαz(1) = A3 ∈ R

0 < p < α, β, γ < 1, 1 < α + β < 2, 1 < β + γ < 2, t ∈ I

(2)

avec I = [0, 1], Dα, Dβ, Dp représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo

d’ordre α, β et γ respectivement, k est une constante reél, on note par Jq l’intégrale de

Riemann-Liouville d’ordre q ≥ 0 et f : I × R → R, g : I × R2 → R, h : I × R2 → R et

L : I → R sont des fonctions données.

Notre premier résultat est basé sur l’application du théorème de point fixe de Banach.

Théorème 0.3. [76]Supposons que l’hypothèse (HD1) est vérifiée et que

0 < T < 1, T := max(T1, T2, T3).

Alors, le problème de type Duffi ng (2) admet une solution unique sur I = [0, 1] .

Quant au deuxième résultat, il est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer.

Théorème 0.4. [76]Supposons que les hypothèses (HD2)et (HD3) sont satisfaites. Alors

le problème de type Duffi ng (2) admet au moins une solution sur I.

Puis nous poursuivons l’étude des problèmes différentiels fractionnaires de type Duffi ng

(2), en étudiant la stabilité d’Ulam-Hyers et la stabilité d’Ulam-Hyers généralisées.

Le dernier chapitre concerne l’étude d’un nouveau problème différentiel fractionnaire

non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard suivant: C
HD

αx(t) + f(t, x(t)) = η, t ∈ J = [1, e]

x(1) = η, x(θ) = g(x), 1 < θ < e, 1 < α ≤ 2
(3)
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où C
HD

α est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard, f : J × R −→ R et

g : R −→ R deux fonctions continues données.

Notre premier résultat est basé sur l’application du théorème de point fixe de Banach.

Théorème 0.5. Supposons que l’hypothèse (A1) est satisfaite et supposons que:

k1 (1 + log θ)

Γ(α + 1) log θ
+

k2

log θ
< 1.

Alors le problème (3) admet une solution unique sur J .

Le deuxième résultat est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer.

Théorème 0.6. On suppose quel les hypothèses (A2), (A3) et (A4) sont satisfaites. Alors

le problème (3) admet au moins une solution sur J = [1, e] .

Ensuite, une conclusion du travail effectué est donnée. On termine cette thèse par une

bibliographie.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul

fractionnaire telles que : l’intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire, quelques

définitions, lemmes et théorèmes qui seront utilisés à travers les chapitres ultérieurs. Ces

définitions et propriétés sont extraites de [41, 56, 65, 67] auquel nous nous référons pour

plus de détails.

Le concept du calcul fractionnaire est une généralisation de dérivation et d’intégration

ordinaires pour un ordre arbitraire. Le calcul fractionnaire est un champ important qui se

développe dans des mathématiques pures et appliquées. Les applications de la théorie du

calcul fractionnaire aussi bien dans les sciences fondamentales qu’en ingénieries sont très

diverses. Ils apparaissent de plus en plus dans les différents domaines de recherches (voir

[36, 52]).

1.1 Fonctions d’Euler

1. La fonction d’Euler Γ est considérée comme une fonction spéciale. Elle prolonge la

factorielle aux valeurs réelles et complexes.

Définition 1.1. Pour < (α) > 0 la fonction Γ est définie par:

Γ (α) =

+∞∫
0

tα−1e−tdt,< (α) > 0.

où tα−1 = e(α−1) ln(t), cette intégrale est convergente pour tout complexe α ∈ C et

< (α) > 0
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Propriétés [41, 56, 65, 67]

a. La fonction Γ vérifie la formule:

Γ (α + 1) = αΓ (α) ,< (α) > 0.

b. Γ(1) = 1 ,Γ(0+) = +∞. Et aussi Γ(1
2
) =
√
π.

c. En particulier, si α = n ∈ N∗, alors

Γ (n) = (n− 1)!.

2. La fonction Béta est définie par :

B(α, β) =

1∫
0

(1− s)α−1 sβ−1ds =
Γ (α) Γ (β)

Γ (α + β)
,Re (α) > 0,Re (β) > 0.

1.2 Intégration fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l’intégration

d’ordre entier.

1.2.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 selon l’approche de Riemann-Liouville,

généralise la formule d’intégrales répétées n-fois.

Ina f(t) =

t∫
a

ds1

s1∫
a

ds2

s2∫
a

ds3.....

sn−1∫
a

f (sn) dsn

=
1

(n− 1)!

t∫
a

(t− s)n−1 f (s) ds, n ∈ N∗.

Définition 1.2. L’intégrale fractionnaire d’ordre α ≥ 0, au sens de Riemann-Liouville

est donnée par:

Iαa f(t) =


1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1f(s)ds, t > a

f(t), α = 0
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Exemple 1.3. (1) Soient α > 0 et f(t) = k.

Iαa (k) =
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1kds,

=
k

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1ds,

=
k

Γ(α)

[
(t− s)α
−α

]s=t
s=a

,

=
k(t− a)α

αΓ(α)
.

Pour a = 0 on obtient:

Iα0 (k) =
k.tα

αΓ(α)
.

α = 1⇒ I1
0 (k) = k.t.

α = 2⇒ I2
0 (k) =

k.t2

2
.

(2) Soient α > 0 et f(t) = tm.

Iαa (f(t)) =
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1tmdt,

=
1

Γ(α)

x∫
a

(x(1− t

x
)α−1tmdt,

=
xα−1

Γ(α)

x∫
a

(1− t

x
)α−1tmdt,

En faisant le changement de variable

t

x
= s⇒ dt = xds

alors

t = a⇒ s =
a

x
et t = x⇒ s = 1
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par conséquent

Iαa (xm) =
xα−1

Γ(α)

x∫
a

(1− s)α−1 (xs)m xds,

=
xα+m

Γ(α)

x∫
a

(1− s)α−1smds,

=
xα+m

Γ(α)
B(α,m+ 1),

=
1

Γ(α)

Γ (α) Γ (m+ 1)

Γ (α +m+ 1)
xα+m,

=
Γ (m+ 1)

Γ (α +m+ 1)
xα+m.

(3) Soient α > 0 et f(x) = ekx.

Iαa
(
ekx
)

=
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1ektdt,

En faisant le changement de variable

x− t = s⇒ dt = −ds

alors

t = a⇒ s = x− a et t = x⇒ s = 0

par conséquent

Iαa
(
ekx
)

=
−1

Γ(α)

x∫
a

(s)α−1ek(x−s)ds,

=
ekx

Γ(α)

x−a∫
0

(s)α−1e−ksds

On pose

y = k.s⇒ dy = kds

et

s = 0⇒ y = 0− a, s = x− a⇒ y = k (x− a)
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alors

Iαa
(
ekx
)

=
ekx

Γ(α)

k(x−a)∫
0

(
y

k
)α−1e−y

dy

k

=
ekx

Γ(α)

k(x−a)∫
0

(
y

k
)α−1e−y

dy

k
,

=
ekx

Γ(α)

1

kα

k(x−a)∫
0

(y)α−1e−ydy,

=
ekx

Γ(α)

1

kα

k(x−a)∫
0

(y)α−1e−ydy.

si a→ −∞, alors

Iαa
(
ekx
)

=
ekx

Γ(α)

1

kα

+∞∫
0

(y)α−1e−ydy,

=
ekx

Γ(α)

1

kα
.Γ(α),

=
ekx

kα
.

L’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a la propriété de

linéarité et la propriété de semi-groupe.

Proposition 1.4. [41, 56, 65, 67]Soit f ∈ C[a, b]. Pour α > 0, β > 0 et λ1, λ2 ∈ R on a:

(a) Iαa (λ1f (t) + λ2g (t)) = λ1I
α
a f (t) + λ2I

α
a g (t) .

(b) Iαa
(
Iβa f (t)

)
= Iβa (Iαa f (t)) = Iα+β

a f (t) .

1.2.2 Intégration fractionnaire de Hadamard

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 selon l’approche d’Hadamard, généralise

la formule de la ni‘eme intégrale suivante:

Ina f(x) =

x∫
a

dt1
t1

t1∫
a

dt2
t2

t2∫
a

dt3
t3
.....

tn−1∫
a

f (tn)
dtn
tn
.
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Définition 1.5. [42] L’intégral fractionnaire de Hadamard d’ordre α ≥ 0; pour une fonc-

tion f ∈ C([a; b)) est défini par:

HI
α
a f(t) =

 1
Γ(α)

∫ t
a
(log t

s
)α−1 f(s)

s
ds, α > 0,

f(t), α = 0

où log (.) = loge (.) et Γ est la fonction Gamma d’Euler.

Exemple 1.6. Soient α > 0, β > 0 et f(t) = (log t
a
)β.

HI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(log
t

s
)α−1 1

s
(log

s

a
)βds, α > 0,

Effectuant le changement de variable

u =
(log s

a
)

(log t
a
)
⇒ du =

1

(log t
a
)

ds

s

⇒ ds

s
= (log

t

a
)du

⇒ (log
s

a
)β = uβ(log

t

a
)β

⇒ 1

s
(log

s

a
)βds = uβ(log

t

a
)β(log

t

a
)du

⇒ 1

s
(log

s

a
)βds = uβ(log

t

a
)β+1du

et

log

(
t

s

)
= log

(
t

a

)(
1−

log s
a

log t
a

)
= log

(
t

a

)
(1− u)

s = a⇒ u = 0, s = t⇒ u = 1

alors

HI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ 1

0

(log

(
t

a

)
(1− u))α−1uβ(log

t

a
)β+1du,

HI
αf(t) =

(log t
a
)α+β

Γ(α)

∫ t

1

(1− u)α−1(u)βdu, α > 0,

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(log

t

a
)α+β.

L’opérateur d’intégration fractionnaire au sens d’Hadamard a la propriété de linéarité

et la propriété de semi-groupe.
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Proposition 1.7. [42]Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] à valeurs dans R.

∀λ1, λ2 ∈ R, ∀α, β > 0 on a:

(a) HI
α (λ1f (t) + λ2g (t)) = λ1 (HI

αf (t)) + λ2 (HI
αg (t)) .

(b) HI
α
(
HI

βf
)

(t) =H Iβ (HI
αf) (t) =

(
HI

α+βf
)

(t) .

1.3 Dérivation fractionnaire

La notion de dérivée d’ordre fractionnaire est une généralisation du concept de la différen-

tiation d’ordre entier. On présente dans cette section les dérivées fractionnaires au sens

de Riemann-Liouville, de Caputo, d’Hadamard et de Caputo-Hadamard.

1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.8. [41, 56, 65, 67]La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-

Liouville d’une fonction f continue sur l’intervalle [a, b] est donnée par:

RLDα
a f(t) = dn

dtn
In−αa f(t) = 1

Γ(n−α)
dn

dtn

t∫
a

(t− s)n−α−1f(s)ds, n = [α] + 1, t > a.

où [α] désigne la partie entière de α.

En particulier, si α = 0, alors

RLD0f(t) = f(t).

et si α = n ∈ N∗, alors
RLDnf(t) = f (n)(t).

De plus, si 0 < α < 1, alors n = 1 et

RLDα
a f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
a

(t− s)−αf(s)ds , t > a.
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Remarque 1.9. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈

]n − 1, n[ s’obtient par une application de l’opérateur de dérivation classique d’ordre n

suivie d’une intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre (n− α) .

Exemple 1.10. (1) Soit 0 ≤ n− 1 < α ≤ n, m > −1 et f(t) = (t− a)m alors on a:

RLDαf(t) =
Γ (m)

Γ(m− α + 1)
(t− a)m−α .

(2) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante K

RLDα (K) =
1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
a

(t− s)−αKds,

=
K

Γ(1− α)

d

dt

t∫
a

(t− s)−αds,

=
d

dt
I1−α
a (K) ,

=
d

dt

(
K(t− a)1−α

(1− α) Γ(1− α)

)
,

=
(1− α)K(t− a)−α

(1− α) Γ(1− α)
,

RLDα (K) =
K(t− a)−α

Γ(1− α)
.

Remarque 1.11. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante

n’est pas nulle.

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a les propriétés

suivantes:

Proposition 1.12. [41, 56, 65, 67]Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fraction-

naires de Riemann-Liouville existent, α, β > 0 et λ, µ ∈ R, alors on a:

(a) RLDα (λf (t) + µg (t)) = λRLDαf (t) + µRLDαg (t) .

(b) RLDα
(
Iβf(t)

)
=RL Dα−βf(t).

(c) L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,

RLDα (Iαf(t)) = f(t) .
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Proposition 1.13. [41, 56, 65, 67]Soient m ∈ N∗et m− 1 ≤ α < m, f ∈ C([a, b]).

Si RLDα (f(t)) = 0, alors

f (x) =

m−1∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(x− a)j+α−m, cj ∈ R.

Remarque 1.14. En général la dérivation fractionnaire sens de Riemann-Liouville ne

commutent pas:
RLDα(RLDβf (t)) 6=RL Dβ(RLDαf (t)).

1.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.15. [41, 56, 65, 67]Pour une fonction f ∈ Cn ([a, b]) , n ∈ N∗, la dérivée

fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Caputo de f est définie par:

CDα
a f(t) = In−αa [f (n)(t)] =


1

Γ(n−α)

t∫
a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds, n− 1 < α < n, t > a,

f (n)(t), α = n.

Remarque 1.16. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α ∈]n−1, n[ s’obtient

par une application de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

d’ordre (n− α) suivie d’une dérivation classique d’ordre n.

Exemple 1.17. (1) Soit 0 ≤ n− 1 < α ≤ n, m > −1 et f(x) = (x− a)m alors on a:

CDα(x− a)m = In−αa [(
dn

dxn
)(x− a)m],

= In−αa

(
Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− n)
(x− a)m−n

)
,

=
Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− n)
In−αa (x− a)m−n,

=
Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− n)

Γ(m+ 1− n)

Γ(m+ 1− α)
(x− a)m−α,
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Par conséquent
CDα(x− a)m =

Γ(m+ 1)

Γ(m− α + 1)
(x− a)m−α.

(2) La dérivée d’une fonction constante K au sens de Caputo

CDα(K) = In−αa [(
dn

dxn
)(K)],

= In−αa (0) = 0.

Remarque 1.18. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo possède les propriétés suiv-

antes:

Proposition 1.19. [41, 56, 65, 67] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées frac-

tionnaires au sens de Caputo existent, pour α, β > 0 et λ, µ ∈ R on a:

(a) CDα (λf (t) + µg (t)) = λCDαf (t) + µCDαg (t) .

(b) CDα
a

[
Iβa f(t)

]
= Iβ−αa f(t).

(c) CDα
a [Iαa f(t)] = f(t).

Proposition 1.20. Si 0 ≤ α, β ≤ 1 avec 0 ≤ α + β ≤ 1 et f est de classe C1, alors

CDα
a

[
CDβ

af(x)
]

=C Dα+β
a f(x) =C Dβ

a

[
CDα

a f(x)
]

Proposition 1.21. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-

Liouville sont liés par la fomule:

CDα
a f(x) =RL Dα

a f (x)−
m−1∑
j=0

j
f (j) (a) (x− a)j−α

Γ(j + 1− α)
.

Les résultats suivants peuvent être considérés comme des lemmes cruciaux.

Lemme 1.22. [41, 56, 65, 67] Soit f une fonction définie sur [a; b] vérifiant:

Dαz(t) = 0, t ∈ I.

Alors

z(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1.

ci ∈ R, i = 0, 1, · · · , n− 1, n = [α] + 1.
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Lemme 1.23. [41, 56, 65, 67] Considérons un α > 0. Alors

Jα[Dαz(t)] = z(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1, t ∈ I;

où ci ∈ R, i = 0, 1, · · · , n− 1, n = [α] + 1.

1.3.3 Dérivées fractionnaires au sens d’Hadamard

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens d’Hadamard

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.24. [42] Soit une fonction f ∈ C([a, b)), la dérivée fractionnaire au sens d’

Hadamard d’ordre α > 0 est définie par:

HD
αf(t) = 1

Γ(n−α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1
f(s)

s
ds = δnHI

n−αf(t).

où δ = t d
dt
et n− 1 < α < n, n = [α] + 1.

Exemple 1.25. Soient α > 0, β > −1 et f(t) =
(
log t

a

)β
, alors on a:

HD
αf(t) = 1

Γ(n−α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1 (
log

s

a

)β 1

s
ds,

Par le changement de variable

u =
log s

a

log t
a

,

on obtient:

HD
αf(t) = Γ(β+1)

Γ(n−α+β+1)

(
t
d

dt

)n(
log

t

a

)n−α+β

,

Pour n = 1,

HD
αf(t) = Γ(β+1)

Γ(2−α+β)

(
t
d

dt

)1(
log

t

a

)1−α+β

,

et si α = 1
2
, β = 5

2
on obtient:

HD
1
2

((
log

t

a

) 5
2

)
=

Γ( 52+1)
Γ(2− 1

2
+ 5
2)

(
t
d

dt

)1(
log

t

a

)1− 1
2

+ 5
2

,

HD
1
2

((
log

t

a

) 5
2

)
=

Γ( 72)
Γ(4)

(
t
d

dt

)1(
log

t

a

)3

,

= 15
√
π

64

(
log

t

a

)2

.
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En particulier, si β = 0 et α = 1
2
on a:

HD
α

(
log

t

a

)0

= Γ(1)

Γ(2− 1
2)

(
t
d

dt

)1(
log

t

a

) 1
2

= Γ(1)

Γ( 32)

(
t
d

dt

)1(
log

t

a

) 1
2

,

= 4√
π

(
log

t

a

)− 1
2

,

6= 0.

Remarque 1.26. En générale la dérivée fractionnaire au sens d’Hadamard d’une con-

stante n’est pas nulle.

Proposition 1.27. [42]Soient α > β > 0. Si f ∈ C([a, b]), alors

HD
β (HI

αf(t)) =H Iα−βf(t).

En particulier, si α = β, alors on a:

HD
α (HI

αf(t)) = f(t).

Proposition 1.28. [42]Soient α > 0. Si f ∈ C([a, b]), alors

HI
α (HD

αf(t)) 6= f(t).

1.3.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens Caputo-

Hadamard ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.29. [40, 42] Soit f ∈ ACn
δ ([a, b)), n ∈ N∗, la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo-Hadamard d’ordre α > 0 est définie par:

C
HD

αf(t) =H In−αδnf(t) = 1
Γ(n−α)

∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1

δn
f(s)

s
ds.

où δ = t d
dt
et n− 1 < α < n, n = [α] + 1.
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Exemple 1.30. (1) Soient α > 0, β > −1 et f(t) =
(
log t

a

)β
, alors on a:

C
HD

α

(
log

t

a

)β
= 1

Γ(n−α)

∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1

δn
(

log
s

a

)β ds
s
,

Pour β = 3
2
, α = 1

2
et n = 1, alors:

C
HD

α

(
log

t

a

) 3
2

= 1

Γ( 12)

∫ t

a

(
log

t

s

)−1
2

δ1
(

log
s

a

) 3
2 ds

s
,

=
3
2

Γ( 12)

∫ t

a

(
log

t

s

)−1
2 (

log
s

a

) 1
2 ds

s
.

En faisant le changement de variable

u =
log s

a

log t
a

on obtient:

C
HD

α

(
log

t

a

) 3
2

=
3
2

Γ( 12)

∫ t

a

(
log

t

s

)−1
2 (

log
s

a

) 1
2 ds

s
,

=
3
2(log t

a)
Γ( 12)

∫ t

a

(u)
3
2 (1− u)

1
2 du,

=
3
2
Γ
(

3
2

)
Γ (2)

(
log

t

a

)
,

=
3
√
π

4
.

(2) En particulier, si α > 0 et β = 0. Alors on a:

C
HD

α (1) = 0.

Remarque 1.31. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard d’une constante

est nulle.

Proposition 1.32. [40, 42] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires

au sens de Caputo-Hadamard existent, pour α, β > 0 on a:

C
HD

α
a

(
HI

β
a f(t)

)
=H Iα−βa (f(t)) .

En particulier, si α = β, alors on a:

C
HD

α
a (HI

α
a f(t)) = f(t).
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1.3.5 Dérivées fractionnaires séquentielles

Cette approche est basée sur l’observation que, en fait, une différentiation du n ième ordre

est tout simplement une série de différentiations de premier ordre:

dnf(t)

dtn
=

d

dt

d

dt

d

dt
...
d

dt
f(t).︸ ︷︷ ︸

n fois

(1.1)

S’il y a une méthode convenable pour "le remplacement" de la dérivée du premier ordre
d
dt
par la dérivée Dα d’ordre non-entier, où 0 ≤ α ≤ 1, alors il sera possible de considérer

l’analogue de (1.1) suivant:

Dnαf(t) = DαDαDα.....Dαf(t).︸ ︷︷ ︸
n fois

(1.2)

K.S. Miller et B. Ross ont appelé la différentiation généralisée définie par (1.2), où

Dα est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, différentiation séquentielle et ont

considéré des équations différentielles avec dérivées fractionnaires séquentielles du type

(1.2) dans leur livre [56].

Autres mutations des dérivées fractionnaires séquentielles peuvent être obtenues en

interprétant Dα comme la dérivée de Caputo ou tout autre type de dérivée fractionnaire

qui n’est pas considérée ici.

Au lieu de (1.2), il est possible de remplacer chaque dérivée de premier ordre dans

(1.1) par des dérivées fractionnaires d’ordre qui ne sont pas nécessairement égales et de

considérer l’expression la plus générale:

Dαf(t) = Dα1Dα2 .....Dαnf(t).︸ ︷︷ ︸ (1.3)

avec α = α1 + α2 + ···+ αn

qu’on appelera aussi la dérivée fractionnaire séquentielle.

1.4 Sur les points fixes

Les théorèmes de point fixe s’avèrent être des outils très utiles en mathématiques, prin-

cipalement dans le domaine de la résolution d’équations différentielles, ils permettent
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d’assurer l’existence de solutions d’un problème donné en fournissant des conditions suff-

isantes pour lesquelles, une application donnée admet des points fixes.

Définition 1.33. Soient (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé et (xn) une suite de E est

dite de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀n,m > N, ‖xn+m − xn‖ < ε.

Définition 1.34. Un espace métrique(E, ‖.‖) est dit complet si tout suite de Cauchy de

E converge dans E. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.35. Soit (X, ‖.‖) un espace normé. Un sous-ensemble Ω ⊂ X est dit borné

si

∃M > 0,∀x ∈ Ω : ‖x‖ ≤M.

Définition 1.36. Soit (X, ‖.‖) un espace normé. Un sous-ensemble Ω ⊂ X est dit uni-

formément borné si

∃M > 0,∀x ∈ Ω : ‖x‖∞ ≤M.

Définition 1.37. On dit que Ω est une partie compacte de X si de toute suite de points

de Ω on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de Ω.

Définition 1.38. Une partie Ω de X est dite relativement compacte si toute suite de

Ω admet une sous-suite convergente vers une limite appartenant à X.

Définition 1.39. Soient X et Y deux espaces de Banach. L’opérateur continu φ : X → Y

est complètement continu s’il transforme tout borné de X en une partie relativement

compacte dans Y.

Définition 1.40. Soient X = C(I, E) l’espace de toutes les fonctions continues définies

de I dans E et Ω un sous-ensemble de X. Ω est équicontinue si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀t1, t2 ∈ I,∀φ ∈ Ω ∈: |t1 − t2| ≤ δ ⇒ |φ(t1)− φ(t2)| ≤ ε.

Définition 1.41. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Une application φ de X dans

X, est dite Lipschitzienne si

∃k > 0,∀x, y ∈ X : ‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ k ‖x− y‖ .
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Définition 1.42. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Une application φ de X dans

X, est dite Contractante si

∃k ∈ [0; 1[ ,∀x, y ∈ X : ‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ k ‖x− y‖ .

Définition 1.43. Soient X un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖ et φ une application

d’un ensemble X dans lui même. On appelle point fixe de φ tout point x ∈ X tel que:

φ (x) = x

Théorème 1.44. [31](Théorème du point fixe de Banach)Soient X un espace de Ba-

nach et φ : X → X est un opérateur contractant. Alors φ admet un point fixe unique.

Théorème 1.45. [31] (Théorème du point fixe de Schaefer) Soient X un espace de

Banach et φ : X → X un opérateur complètement continu. Si l’ensemble

Ω = {x ∈ X : x = µφx, 0 < µ < 1}

est borné, alors φ possède au moins un point fixe.

Théorème 1.46. [31] (Théorème d’Arzela-Ascoli) Soient X un espace de Banach et

Ω ⊂ X. Alors Ω est relativement compact dans X si et seulement si Ω est uniformément

borné et Ω est équicontinu.
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CHAPITRE 2

Problème différentiel fractionnaire de type

Lane-Emden

2.1 Introduction

La théorie des problèmes fractionnaires singuliers est devenue un domaine de recherche

au cours des trois dernières décennies (voir [2, 7, 19, 22, 41, 60]). L’une des équations

décrivant ce type de problèmes est l’équation de Lane-Emden, qui a été publiée par Lane

en 1870 [48] et détaillée par Emden [25]. Les équations différentielles de Lane-Emden sont

des problèmes de valeurs initiales singulières du second ordre, elles décrivent une variété

de phénomènes en physique mathématique et en astrophysique tels que les aspects de la

structure stellaire d’un objet dont l’équation d’état est celle d’un polytrope. Pour plus

d’informations sur certaines applications, on peut consulter les articles [3, 30].

L’équation classique de Lane-Emden a la forme suivante [17, 25]:

z
′′

(t) + a
t
z
′
(t) + f (t, z (t)) = g (t) , t ∈ [0, 1] ,

et

z (0) = q, z
′
(0) = r.

et tels que q et r sont des réels donnés, f, g sont des fonctions continues données.

Le problème ci-dessus a suscité l’intérêt de certains chercheurs scientifiques: nous com-

mençons par citer [55], où leurs auteurs ont utilisé la méthode dite de collocation pour
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étudier le problème suivant:

Dαz (t) +
k

tα−β
Dβz (t) + f (t, z (t)) = g (t) , t ∈ [0, 1] ,

z (0) = A > 0, z
′
(0) = B > 0,

k ≥ 0, 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1.

Citons aussi le travail [38], où l’on trouve qu’Ibrahim Rabha a pris le problème suivant:

Dβ
(
Dα + a

t

)
z (t) + f (t, z (t)) = g (t) ,

z (0) = µ, z (1) = ν,

0 < α, β ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, a ≥ 0.

Elle a considéré que Dγ est une dérivée de Caputo et f , g sont deux fonctions continues.

Citons également l’article de Z. Bekkouche et Z. Dahmani [11]; ils ont traité le problème

suivant:



Dβ1 (Dα1 + b1g1 (t)) z1 (t) + f1 (t, z1 (t) , z2 (t)) = ω1S1 (t, z1 (t) , z2 (t)) , 0 < t < 1,

Dβ2 (Dα2 + b2g2 (t)) z2 (t) + f2 (t, z1 (t) , z2 (t)) = ω2S2 (t, z1 (t) , z2 (t)) , 0 < t < 1,

zk(0) = 0, Dαzk(1) + bkgk(1)zk(1) = 0.

Notez que les auteurs ont pris: 0 < βk < 1, 0 < αk < 1, bk ≥ 0, 0 < ωk < ∞, k = 1, 2 et

Dβk , Dαk sont des dérivées de Caputo et fk : [0, 1]× R2 → R , Sk : [0, 1]× R2 → R sont

des fonctions continues et les fonctions gk : ]0, 1]→ [0,+∞) sont singulier à l’origine.

L’article de Y. Gouari avec ses co-auteurs [29] a aussi consideré le problème non local
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suivant:

Dβ(Dα +
k

tλ
)z(t) + ∆1f(t, z(t), Dδz(t)) + ∆2g(t, z(t), Iρz(t)) + h(t, z(t)) = l(t),

t ∈]0, 1[,

z(0) = 0, z(1) = b

∫ η

0

z(s)ds, 0 < η < 1,

Iqz(u) = z(1), 0 < u < 1,

k > 0, 0 < λ ≤ 1, 1 ≤ β ≤ 2, 0 ≤ α, δ ≤ 1.

En donnant d’autres paramètres, les auteurs de [6] ont traité l’unicité et la stabilité Ulam

des solutions pour le problème suivant:

Dβ
(
Dα + k

tα−β

)
y (t) + λf

(
t,Dδy (t)

)
+ g(t, y(t) = h (t) ,

y (0) = m, y (1) = m∗,

0 < β < α < 1, 0 < t < 1, k ≥ 0, λ ∈ R.

Dα , Dβ et Dδ sont des dérivées de Caputo et f , g et h sont des fonctions continues.

Les travaux de [13, 33, 39, 51, 52, 63, 68] ont aussi traité d’autres problèmes de Lane-

Emden.

Dans ce chapitre, on aborde la question de l’existence et de l’unicité en utilisant les

théorèmes classiques du point fixe du problème différentiel fractionnaire de type Lane-

Emden suivant:

DαDβz(t) + k
tλ
Dαz(t) + a1F

(
t, z(t), Dγz(t), Jpz(t)

)
+ a2G

(
t, z(t), Dγz(t)

)
+a3H

(
t, z(t)

)
= L(t).

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0, Dγ(0) +Dγ(1) = 0,

k > 0, 1 ≤ β ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I.

Dans notre équation ci-dessus, il faut remarquer que I := [0, 1], les dérivées sont de Ca-

puto, l’intégrale Jp est du Riemann et Liouville et F : I × R3 → R, G : I × R2 → R,

H : I × R→ R et L : I → R sont des fonctions.

Il est à remarquer que dans ce problème:
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1-On a pris les dérivées des deux côtés du problème. L’intégrale au sens de Riemann-

Liouville est aussi prise dans l’équation.

2-On remarquera aussi que l’on a pris plus d’un paramètre de différenciation; cela nous

permet de prendre un problème nouveau et compliqué qui ne satisfait pas la commutativ-

ité ni la propriété de semi-groupe.

3- Une autre particularité est d’introduire des phénomènes de singularité au voisinage de

t = 0.

4- Le "modèle" présenté dans [55] peut être vu comme un cas particulier du problème de

type Lane-Emden (1) sous des valeurs particulières des paramètres considérés.

2.2 Existence et unicité de solutions

Définition 2.1. Une fonction z ∈ C(I,R) est dite une solution du problème de type

Lane-Emden (1) si z satisfait l’́ equation

DαDβz(t)+
k

tλ
Dαz(t)+a1F

(
t, z(t), Dγz(t), Jpz(t)

)
+a2G

(
t, z(t), Dγz(t)

)
+a3H

(
t, z(t)

)
= L(t)

sous les conditions: z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0, Dγ(0) +Dγ(1) = 0,

k > 0, 1 ≤ β ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ [0, 1].
.

On démontre le lemme suivant qui est important pour établir la solution intégrale du

problème de type Lane-Emden (1).

Lemme 2.2. Soit L1 ∈ C(I), t ∈ I, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, 1 < β < 2. Alors la solution de

l’équation:

Dα(Dβ)y(t) + (
k

tλ
)Dαy(t) = L1(t). (2.1)

sous les conditions:

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0, Dγ(0) +Dγ(1) = 0. (2.2)
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est donnée par l’equation intégrale suivante:

y(t) =
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

+
[
K1t

β +K2t+K3

] [ 1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
+
[
K4t

β +K5t−K6

] [ 1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
[K7]

[
1∫
0

(1−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
.


(2.3)

telles que:

K1 = Γ(β−γ+1)
β[Γ(β−γ+1)−2Γ(β)Γ(2−γ)]

. K2 = Γ(β)Γ(2−γ)
2Γ(β)Γ(2−γ)−Γ(β−γ+1)

.

K4 = 2Γ(2−γ)Γ(β−γ+1)
β[Γ(β−γ+1)−2Γ(β)Γ(2−γ)]

. K3 = Γ(β+1)Γ(2−γ)−Γ(β−γ+1)
2βΓ(β−γ+1)−4Γ(β+1)Γ(2−γ)

.

K5 = Γ(2−γ)Γ(β−γ+1)
2Γ(β)Γ(2−γ)−Γ(β−γ+1)

K6 = 2Γ(2−γ)Γ(β−γ+1)−βΓ(2−γ)Γ(β−γ+1)
2βΓ(β−γ+1)−4Γ(β+1)Γ(2−γ)

K7 = Γ(β−γ+1)−2Γ(β)Γ(2−γ)
2Γ(β−γ+1)−4Γ(β)Γ(2−γ)


Preuve. On suppose que y satisfait l’équation (2.1), en appliquant le lemme 1.22 et

1.23, la solution générale de (2.1) est donnée par:

y(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

− c0t
β

Γ(β + 1)
− c1 − c2t, (2.4)

En utilisant les conditions anti-périodiques (2.2), on trouve:
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c0 = K1

Γ(β+1)

[
1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
K4

Γ(β+1)

[
1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]

c1 = K7

[
1∫
0

(1−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
+K3

[
1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
+K6

[
1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]

c2 = K2

[
1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
K5

[
1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]


En remplaçant c0, c1 et c2 dans (2.4) on obtient l’équation (2.3).

On introduit l’éspace de Banach suivant:

X := {y ∈ C(I,R), Dαy ∈ C(I,R), Dγy ∈ C(I,R)}

muni de la norme suivante:‖ y ‖X= max{‖ y ‖∞, ‖ Dαy ‖∞, ‖ Dγy ‖∞} telles que:

‖ x ‖∞= sup
t∈I
| x(t) |, ‖ Dαx ‖∞= sup

t∈I
| Dαx(t) |, ‖ Dγx ‖∞= sup

t∈I
| Dγx(t) | .
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Et, on définie l’opérateur non linéaire Φ : X → X par:

Φy(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
(2.5)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
+

[
K1t

β +K2t+K3

] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ(β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
+

[
K4t

β +K5t−K6

] 1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
− [K7]

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds.
Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du problème(1), on considère les

hypothèses suivantes:

(HL1): Il existe des constantes positives Wi, i = 1...6, telle que pour chaque t ∈ I et

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R on a:

|F (t, x1, x2, x3)− F (t, y1, y2, y3))| ≤

 W1|x1 − y1|+W2|x2 − y2|

+W3|x3 − y3|

 .

|G(t, x1, x2)−G(t, y1, y2))| ≤ W4|x1 − y1|+W5|x2 − y2|.

|H(t, x1)−H(t, y1)| ≤ W6|x1 − y1|.

(HL2): Les fonctions F : I × R3 → R, G : I × R2 → R, H : I × R2 → R et L : I → R sont

des fonctions continues.
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(HL3): Il existe des constantes positives E1, E2 et E3, telle que pour chaque t ∈ I, x1, x2, x3 ∈

R, on a: |F (t, x1, x2, x3)| ≤ E1, |G(t, x1, x2)| ≤ E2, |H(t, x1)| ≤ E3.

(HL4): La fonction L donnée est supposée satisfaire ‖L‖∞ = EL.

Afin de faciliter la preuve des principaux résultats, on note:

N1 = (a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|

Γ(α+β+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+1)



+a1W3


1+|K7|

Γ(α+β+p+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β+p)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+p+1)

+ |k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−λ+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β−λ)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ−λ+1)



N2 = (a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|
Γ(β+1)

+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)



+a1W3


1+|K7|

Γ(β+p+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β+p)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+p+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+ |k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(β−λ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β−λ)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ−λ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)



N3 = (a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|

Γ(α+β−γ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)



+a1W3


1+|K7|

Γ(α+β−γ+p+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ+p)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+p+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+ |k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−γ−λ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ−λ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ−λ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)



telles que: W1,2 := max(W1,W2), W4,5 := max(W4,W5).
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2.2.1 Unicité de solutions

Notre premier résultat est basé sur l’application du théorème de point fixe de Banach.

Théorème 2.3. Supposons que l”hypothèse (HL1) et l’inégalité

0 < N < 1;N = max(N1, N2, N3) (2.6)

sont satisfaites. Alors, le problème de type Lane-Emden (1) admet une solution unique

sur I = [0, 1].

Preuve. En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que Φ est

une application contractante.

A: Soit x, y ∈ X. Alors on a:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ a1 sup
t∈I

t∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))| duds

+a1 sup
t∈I

[
|K1| tβ + |K2| t+ |K3|

]
×

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))| duds

+a1 sup
t∈I

[
|K4| tβ + |K5| t+ |K6|

]
×

1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))| duds

+a1 |K7| sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))| duds

+a2 sup
t∈I

to∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u)| duds

+a2 sup
t∈I

[
|K1| tβ + |K2| t+ |K3|

] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ(β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u)| duds.
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+a2 sup
t∈I

[
|K4| tβ + |K5| t+ |K6|

] 1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u)| duds

+a2 |K7| sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u))| duds

+a3 sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+a3 sup
t∈I

[
|K1|tβ + |K2|t+ |K3|

] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ(β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

× |H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+a3 sup
t∈I

[
|K4|tβ + |K5|t+ |K6|

] 1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+a3|K7| sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+ sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

(
|k|
uλ

)
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

+ sup
t∈I

[
|K1| tβ + |K2| t+ |K3|

] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ(β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

(
|k|
uλ

)
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

+ sup
t∈I

[
|K4| tβ + |K5| t+ |K6|

] 1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

(
|k|
uλ

)
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

+ |K7| sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

(
|k|
uλ

)
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds.

D’après l’hypothèse (HL1), on a pour chaque t ∈ I l’inégalité suivante:
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|Φy(t)− Φx(t)| ≤ a1

[
W1,2 sup

t∈I

tα+β

Γ(α + β + 1)
+W3 sup

t∈I

tα+β+p

Γ(α + β + p+ 1)

]
‖ y − x ‖X

+a1 [|K1|+ |K2|+ |K3|]
[
W1,2 sup

t∈I

tα+β−1

Γ(α + β)
+W3 sup

t∈I

tα+β+p−1

Γ(α + β + p)

]
‖ y − x ‖X

+a1 [|K4|+ |K5|+ |K6|]

 W1,2 supt∈I
tα+β−γ

Γ(α+β−γ+1)
+

W3 supt∈I
tα+β−γ+p

Γ(α+β−γ+p+1)

 ‖ y − x ‖X
+a1|K7|

[
W1,2 sup

t∈I

tα+β

Γ(α + β + 1)
+W3 sup

t∈I

tα+β+p

Γ(α + β + p+ 1)

]
‖ y − x ‖X

+a2W4,5

[
sup
t∈I

tα+β

Γ(α + β + 1)
+ (|K1|+ |K2|+ |K3|) sup

t∈I

tα+β−1

Γ(α + β)

]
‖ y − x ‖X

+a2W4,5

[
(|K4|+ |K5|+ |K6|) sup

t∈I

tα+β−γ

Γ(α + β − γ + 1)
+ |K7| sup

t∈I

tα+β

Γ(α + β + 1)

]
‖ y − x ‖X

+a3W6

[
sup
t∈I

tα+β

Γ(α + β + 1)
+ (|K1|+ |K2|+ |K3|) sup

t∈I

tα+β−1

Γ(α + β)

]
‖ y − x ‖X

+a3 [|K4|+ |K5|+ |K6|]W6 sup
t∈I

tα+β−γ

Γ(α + β − γ + 1)
‖ y − x ‖X

+a3|K7|W6 sup
t∈I

tα+β

Γ(α + β + 1)
‖ y − x ‖X

+|k| sup
t∈I

Γ(1− λ)tα+β−λ

Γ(α + β − λ+ 1)
‖ y − x ‖X

+|k| [|K1|+ |K2|+ |K3|] sup
t∈I

Γ(1− λ)tα+β−λ−1

Γ(α + β − λ)
‖ y − x ‖X

+|k| [|K4|+ |K5|+ |K6|] sup
t∈I

Γ(1− λ)tα+β−γ−λ

Γ(α + β − γ − λ+ 1)
‖ y − x ‖X

+|k| |K7| sup
t∈I

Γ(1− λ)tα+β−λ

Γ(α + β − λ+ 1)
‖ y − x ‖X .

Par conséquent, l’inégalité vaut:

‖ Φx− Φy ‖∞≤ (a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|

Γ(α+β+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+1)

 ‖ y − x ‖X

+a1W3


1+|K7|

Γ(α+β+p+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β+p)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+p+1)

 ‖ y − x ‖X +|k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−λ+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β−λ)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ−λ+1)

 ‖ y − x ‖X
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ce qui implique que

‖ Φy − Φx ‖∞≤ N1 ‖ y − x ‖X .

B: D’autre part, on a:

DαΦy(t) =
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))−

a2G(u, y(u), Dγy(u))− a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
+

K1Γ(β+1)tβ−α

Γ(β−α+1)

+

K2t1−α

Γ(2−α)

× 1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))−

a2G(u, y(u), Dγy(u))− a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
+

[K7]×
1∫
0

(1−s)β−1
Γ(β)

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))−

a2G(u, y(u), Dγy(u))− a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
Ainsi, pour x, y ∈ X, on obtient:

‖ DαΦy −DαΦx ‖∞≤

 a1W1,2+

a2W4,5 + a3W6




1+|K7|
Γ(β+1)

+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

 ‖ y − x ‖X

+a1W3


1+|K7|

Γ(β+p+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β+p)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+p+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

 ‖ y − x ‖X +

k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(β−λ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β−λ)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ−λ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

 ‖ y − x ‖X


D’ou,

‖ DαΦy −DαΦx ‖∞≤ N2 ‖ y − x ‖X .
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C: Enfin, on peut voir que:

DγΦy(t) =
t∫

0

(t−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds

+
[
K1Γ(β+1)tβ−γ

Γ(β−γ+1)
+ K2t1−γ

Γ(2−γ)

] 1∫
0

(1−s)α+β−γ−2
Γ(α+β−γ−1)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds

+
[
K4Γ(β+1)tβ−γ

Γ(β−γ+1)
+ K5t1−γ

Γ(2−γ)

] 1∫
0

(1−s)α+β−2γ−1
Γ(α+β−2γ)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds

− [K7]
1∫
0

(1−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
Par conséquent,

‖DγΦy −DγΦx‖∞ ≤

 a1W1,2+

a2W4,5 + a3W6




1+|K7|
Γ(α+β−γ+1)

+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)


‖ y − x ‖X

+a1W3


1+|K7|

Γ(α+β−γ+p+1)
+ |K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)

Γ(α+β−γ+p)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)
+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+p+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

 ‖ y − x ‖X

+|k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−γ−λ+1)
+ |K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)

Γ(α+β−γ−λ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)
+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ−λ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

 ‖ y − x ‖X
Ainsi, l’inégalité devient :

‖ DγΦy −DγΦx ‖∞≤ N3 ‖ y − x ‖X .

Par conséquent on a:

‖ Φy − Φx ‖X≤ N ‖ y − x ‖X .
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Grâce aux étapes A, B et C ci-dessus, on peut conclure que Φ est contractante. Suite au

principe de contraction de Banach, on déduit que Φ admet un point fixe unique qui est

l’unique solution du problème de type Lane-Emden (1).

2.2.2 Existence de solutions

Le deuxième résultat est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer.

Théorème 2.4. Supposons que les hypothèses (HL2), (HL3) et (HL4) sont satisfaites.

Alors le problème de type Lane-Emden (1) admet au moins une solution sur I.

Preuve. La preuve est présentée par les étapes suivantes:

A1: On montre que Φ est un opérateur continu sur X.

Cette première étape est triviale et sa preuve peut être omise (il suffi t d’utiliser

l’hypothèse HL2).

A2: On montre maintenant que l’opérateur Φ est uniformément bornée sur X.

Soit Br := {x ∈ X, ‖x‖X ≤ r}

Si y ∈ Br, alors grâce à (HL3) et (HL4), on peut écrire:

‖Φy‖∞ ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×
[

1+|K7|
Γ(α+β+1)

+ |K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β)

+ |K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+1)

]

+|k|rΓ(1− λ)
[

1+|K7|
Γ(α+β−λ+1)

+ |K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β−λ)

+ |K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ−λ+1)

]
< +∞

(2.7)
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et

‖DαΦy‖∞ ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×


1+|K7|
Γ(β+1)

+ |K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+K2Γ(β−α+1)
Γ(β)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+ |K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)



+|k|rΓ(1− λ)

 1+|K7|
Γ(β−λ+1)

+ |K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β−λ)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ−λ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

 < +∞


(2.8)

D’autre part,



‖DγΦy‖∞ ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×



1+|K7|
Γ(α+β−γ+1)

+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)



+|k|rΓ(1− λ)



1+|K7|
Γ(α+β−λ−γ+1)

+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ−λ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ−λ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)


< +∞



(2.9)

Ainsi, de (2.7) ,(2.8) et (2.9), on en déduit que ‖Φy‖X < +∞.

On conclut alors que Φ est uniformément borné sur Br.

A3: On montre que Φ est complètement continu dans X.

Soient t1, t2 ∈ [0, 1] , t1 < t2 et soit Br un ensemble borné de X. Alors pour y ∈ Br et
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pour tout t ∈ [0, 1] , on a:

|Φy (t1)− Φy (t2)| ≤

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

 t1∫
0

(t1−s)β−1−(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
duds

+ |k|
t1∫
0

(t1−s)β−1−(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
|Dαy(u)|

uλ
duds

+ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]
t2∫
t1

(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
duds

+ |k|
t2∫
t1

(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
|Dαy(u)|

uλ
duds

+ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]

 |K1|
∣∣∣tβ1 − tβ2 ∣∣∣

+ |K2| |t1 − t2|

 1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
duds

+ |k|
[
|K1|

∣∣∣tβ1 − tβ2 ∣∣∣+ |K2| |t1 − t2|
] 1∫

0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
|Dαy(u)|

uλ
duds

+ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]

 |K4|
∣∣∣tβ1 − tβ2 ∣∣∣

+ |K5| |t1 − t2|

 1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
duds

+ |k|
[
|K4|

(∣∣∣tβ1 − tβ2 ∣∣∣)+ |K5| |t1 − t2|
] 1∫

0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)
|Dαy(u)|

uλ
duds.



(2.10)

et

|DαΦy(t1)−DαΦy(t2)| ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]
t1∫
0

(t1−s)β−1−(t2−s)β−1
Γ(β)

ds

+ |k|
t1∫
0

(t1−s)β−1−(t2−s)β−1
Γ(β)

|Dαy(t1)|
tλ1

ds+ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]
t2∫
t1

(t2−s)β−1
Γ(β)

ds

|k|
t2∫
t1

(t2−s)β−1
Γ(β)

|Dαy(t2)|
tλ2

ds+
([
|K1|Γ(β+1)
Γ(β−α+1)

∣∣∣tβ−α1 − tβ−α2

∣∣∣]+
[
|K2|

Γ(2−α)

∣∣t1−α1 − t1−α2

∣∣])
×
(

[EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]
1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

ds+ |k|
1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

∣∣∣Dαy(t1)

tλ1
− Dαy(t2)

tλ2

∣∣∣ ds)
+
([
|K4|Γ(β+1)
Γ(β−α+1)

∣∣∣tβ−α1 − tβ−α2

∣∣∣]+
[
|K5|

Γ(2−α)

∣∣t1−α1 − t1−α2

∣∣])
×
(

[EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]
1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

ds+ |k|
1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

∣∣∣Dαy(t1)

tλ1
− Dαy(t2)

tλ2

∣∣∣ ds)
+ |k| |K7|

(
1∫
0

(1−s)β−1
Γ(β)

∣∣∣Dαy(t1)

tλ1
− Dαy(t2)

tλ2

∣∣∣ ds) .


(2.11)
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Aussi on a:

|DγΦy(t1)−DγΦy(t2)| ≤

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

 t1∫
0

(t1−s)
α+β−γ−1−(t2−s)

α+β−γ−1

Γ(α+β−γ)
ds

+ |k|
t1∫
0

(t1−s)
α+β−γ−1−(t2−s)

α+β−γ−1

Γ(α+β−γ)
|Dαy(t1)|

tλ1
ds+

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

 t2∫
t1

(t2−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

ds

+ |k|
t2∫
t1

(t2−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

|Dαy(t2)|
tλ2

ds+
([
|K1|Γ(β+1)
Γ(β−γ+1)

∣∣∣tβ−γ1 − tβ−γ2

∣∣∣]+
[
|K2|

Γ(2−α)

∣∣t1−γ1 − t1−γ2

∣∣])

×

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

 1∫
0

(1−s)α+β−γ−2
Γ(β−γ+1)

ds+ |k|
1∫
0

(1−s)α+β−γ−2
Γ(β−γ+1)

∣∣∣Dαy(t1)

tλ1
− Dαy(t2)

tλ2

∣∣∣ ds


+


[
|K4|Γ(β+1)
Γ(β−γ+1)

∣∣∣tβ−γ1 − tβ−γ2

∣∣∣]
+[

|K5|
Γ(2−γ)

∣∣t1−γ1 − t1−γ2

∣∣]




 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

 1∫
0

(1−s)α+β−2γ−1
Γ(α+β−2γ)

ds

+ |k|
1∫
0

(1−s)α+β−2γ−1
Γ(α+β−2γ)

∣∣∣Dαy(t1)

tλ1
− Dαy(t2)

tλ2

∣∣∣ ds



+ |k| |K7|
(

1∫
0

(1−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

∣∣∣Dαy(t1)

tλ1
− Dαy(t2)

tλ2

∣∣∣ ds) .


(2.12)

Lorsque t1 → t2, le second membre de l’inégalité précédent tend vers zéro. Ainsi, grâce

à A1,A2 et A3, on peut conclure que Φ est équicontinu.

et d’après le théorème d’Ascolli Arzella, Φ est un opérateur complètement continu.

A4: On termine la preuve du théorème en montrant que l’ensemble V est borné tel

que: V = {x ∈ X : x = ηΦx, 0 < η < 1} .

Soit y ∈ V, on a: y = ηΦ (y) , avec 0 < η < 1.

Alors on peut écrire:

‖y‖∞ ≤ η


[EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×

[
1+|K7|

Γ(α+β+1)
+ |K1|+|K2|+|K3|

Γ(α+β)
+ |K4|+|K5|+|K6|

Γ(α+β−γ+1)

]

+|k|rΓ(1− λ)
[

1+|K7|
Γ(α+β−λ+1)

+ |K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β−λ)

+ |K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ−λ+1)

]
.
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D’autre part, on a:

‖DαΦy‖∞ ≤ η



[EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]


1+|K7|
Γ(β+1)

+ |K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+ |K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)



+|k|rΓ(1− λ)


1+|K7|

Γ(β−λ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β−λ)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ−λ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

 .


De la mème manière, on peut prouver que:

‖DγΦy‖∞ ≤ η



≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]


1+|K7|

Γ(α+β−γ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)



+|k|rΓ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−λ−γ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ−λ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ−λ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

 .


Grâce à (2.7) ,(3.7) et (2.9), on déduit que ‖y‖X <∞. Cela montre que l’ensemble V

est borné.

En application directe du théorème de point fixe de Schaefer, on conclut que Φ a au

moins un point fixe, qui est l’une des solutions du problème de type Lane-Emden (1).

2.3 Validatation des résultats théoriques

On s’intéresse à la discussion de deux problèmes de type Lane-Emden. Le premier est

donné par :

Exemple 2.5.
D0.98(D1.003)y(t) + (0.07

t0.6
)D0.98y(t) + 0.001F (t, y(t), D0.001y(t), J2.3y(t))

+0.0002G(t, y(t), D0.001y(t)) + 0.003H(t, y(t)) = L(t), t ∈ [0, 1],

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0, D0.001(0) +D0.001(1) = 0.

(2.13)
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On notera que:

α = 0.98, β = 1.003, γ = 0.001, k = 0.07, p = 2.3,

a1 = 0.001, a2 = 0.0002, a3 = 0.0003, λ = 0.6.

En choisissant:

F (t, x1, x2, x3) =
cos(t)√
16 + t2

+
1

5
x1 +

93

100
x2 +

3

1000
x3,

G(t, x1, x2) =
1

120 + t4
+

√
π

9
x1 +

13

20
x2,

H(t, x1) =
sin(1− t2)√

1 + t2
+

2

7
x1,

L(t) =
27

11
exp(−3t)cos(t).

On trouve, pour chaque t ∈ [0, 1] et x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R:

|F (t, x1, x2, x3)− F (t, y1, y2, y3))| ≤ 1

5
|x1 − y1|+

93

100
|x2 − y2|+

3

1000
|x3 − y3|,

|G(t, x1, x2)−G(t, y1, y2))| ≤
√
π

9
|x1 − y1|+

13

20
|x2 − y2|,

|H(t, x1)−H(t, y1)| ≤ 2

7
|x1 − y1|.

Ainsi,

W1 =
1

5
, W2 =

93

100
, W3 =

3

1000
, W4 =

√
π

9
, W5 =

13

20
, W6 =

2

7
,W1,2 =

93

100
, W4,5 =

13

20
.

Tout cela implique que:

N1 = 0.6951, N2 = 0.9470, N3 = 0.9266.

Alors

N = max(N1, N2, N3) = 0.9470 < 1.

Donc grâce au premier résultat principal donné par le théorème 2.3 , le problème de type

Lane-Emden (2.13) admet une solution unique.
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Exemple 2.6. Le deuxième problème illustratif de type Lane-Emden est donné par:
D0.98(D1.003)y(t) + (0.07

t0.6
)D0.98y(t) + 0.001F (t, y(t), D0.001y(t), J2.3y(t))

+0.0002G(t, y(t), D0.001y(t)) + 0.003H(t, y(t)) = L(t), t ∈ [0, 1],

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0, D0.001(0) +D0.001(1) = 0.

(2.14)

En choisissant:

F (t, x1, x2, x3) =
sin (x1 + x2)− cos (x3)(

2
√

1 + π + et2
)3 , G(t, x1, x2) =

1 + cos (x1x2)

3 + t (x1 + x2)2 ,

H(t, x1) =
e−2t

1 + tx2
1

, L(t) =
4t+ 2

3
.

On a:

|F (t, x1, x2, x3)| ≤ 2(
2
√

1 + π + 1
)3 = E1, |G(t, x1, x2)| ≤ 2

3
= E2,

|H(t, x1)| ≤ 1 = E3, ‖L(t)‖∞ = 2 = EL.

Puisque les hypothèses de théorème(2.4) sont satisfaites, alors le problème de type

Lane-Emden (2.14) admet au moins une solution sur [0, 1].
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2.4 Stabilité: Ulam-Hyers et Ulam-Hyers généralisée

Dans cette section, on continue l’étude du problème différentiel fractionnaire anti-périodique

de type Lane-Emden (1) en étudiant la stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers général-

isée.

On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante:

Soient 1 ≤ β ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1 , ε un nombre réel positif et la fonction T ∈

C(I,R+). DαDβy(t) + k
tλ
Dαy(t) + a1F

(
t, y(t), Dγy(t), Jpy(t)

)
+ a2G

(
t, y(t), Dγy(t)

)
+a3H

(
t, y(t)

)
= L(t), t ∈ I

 (2.15)

et les inéquations différentielles fractionnaires suivantes:∣∣∣∣∣∣ D
αDβx(t) + k

tλ
Dαx(t) + a1F

(
t, x(t), Dγx(t), Jpx(t)

)
+ a2G

(
t, x(t), Dγx(t)

)
+a3H

(
t, x(t)

)
− L(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε, t ∈ I,

(2.16)
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Afin de faciliter les preuves des principaux résultats de cette section, on pose:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t∫
0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds

+
[
K1t

β +K2t+K3

] 1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds

+
[
K4t

β +K5t−K6

] 1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds

− [K7]
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds

−
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))

−a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds

−
[
K1t

β +K2t+K3

] 1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))

−a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds

−
[
K4t

β +K5t−K6

] 1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))

−a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds

+ [K7]×
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)


L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))

−a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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M1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(t)−
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(u, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds
−
[
K1t

β +K2t+K3

]
×

1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(u, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds
−
[
K4t

β +K5t−K6

]
×

1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(u, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds
+ [K7]

×
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(u, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 duds.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dαx(t)−
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(u, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds
−
[
K1Γ(β+1)tβ−α

Γ(β−α+1)
+ K2t1−α

Γ(2−α)

]
×

1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds
−
[
K4Γ(β+1)tβ−α

Γ(β−α+1)
+ K5t1−α

Γ(2−α)

]
×

1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds
+ [K7]

t∫
0

(t−s)β−1
Γ(β)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))

−a2G(s, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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et

M3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dγx(t)−
t∫

0

(t−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))− a2×

G(u, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds
−
[
K1Γ(β+1)tβ−γ

Γ(β−γ+1)
+ K2t1−γ

Γ(2−γ)

]
×

1∫
0

(1−s)α+β−γ−2
Γ(α+β−γ−1)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(s, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds
−
[
K4Γ(β+1)tβ−γ

Γ(β−γ+1)
+ K5t1−γ

Γ(2−γ)

]
×

1∫
0

(1−s)α+β−2γ−1
Γ(α+β−2γ)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(s, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds
+ [K7]

t∫
0

(t−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))−

a2G(s, x(s), Dγx(s))− a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 ds.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Définition 2.7. [75]Le problème de type Lane-Emden (1) est stable au sens Ulam-Hyers,

s’il existe un nombre réel S > 0, telle que pour tout ε > 0, t ∈ I, et pour toute solution

x ∈ X de l’inéquation (2.16), il existe une solution y ∈ X de l’équation (2.15) (avec les

mêmes conditions qu’au problème de type Lane-Emden (1), tel que:

‖x (t)− y (t) ‖X ≤ Sε, t ∈ I.

Définition 2.8. [75]Le problème de type Lane-Emdem (1) est stable au sens Ulam-Hyers

généralisée, s’il existe une fonction croissante Z ∈ C(R+,R+), Z(0) = 0, telle que pour

tout ε > 0, et pour toute solution x ∈ X de l’inéquation (2.16), il existe une solution y ∈ X

de l’équation (2.15) (avec les mêmes conditions qu’au problème de type Lane-Emden (1),

tel que:

‖x (t)− y (t) ‖X ≤ Z(ε), t ∈ I.

Théorème 2.9. [75]On suppose que l”hypothèse (HL3) et l’inégalité (2.6) sont satisfaites.

Alors, le problème de type Lane-Emdem (1) est stable au sens Ulam-Hyers dans X.

Preuve. Soit x ∈ X une solution de l’inéquation (2.16).

Alors , en intégrant a l’ordre (α + β) l′inéquation (2.16), on obtient:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(t)− JβJα
 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))− a2G(u, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 (t)

−
[
K1t

β +K2t+K3

]
Jβ−1Jα

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))− a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 (1)

−
[
K4t

β +K5t−K6

]
Jβ−γJα

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))− a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 (1)

+ [K7] JβJα

 L(s)− a1F (s, x(s), Dγx(s), Jpx(s))− a2G(s, x(s), Dγx(s))

−a3H(s, x(s))− k
sλ
Dαx(s)

 (1).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ ε× tα+β

Γ(α + β + 1)
,

M1 ≤
εtα+β

Γ(α + β + 1)
.

A partir du théorème 2.3, la solution unique de problème de type Lane-Emdem (1) est

donnée par:

y(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))− a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds
+

[
K1t

β +K2t+K3

]
×

1∫
0

(1− s)β−2

Γ(β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))− a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds
+

[
K4t

β +K5t−K6

]
×

1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))− a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds
− [K7]×
t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

 L(s)− a1F (s, y(s), Dγy(s), Jpy(s))

−a2G(s, y(s), Dγy(s))− a3H(s, y(s))− k
sλ
Dαy(s)

 duds.
Alors, pour tout t ∈ I, on obtient: |x(t)− y(t)| ≤ εtα+β

Γ(α + β + 1)
+ ∆
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Cela implique que:

‖x− y‖∞ ≤
ε

Γ(α + β + 1)
+N1‖x− y‖X . (2.17)

En intégrant a l’ordre (α + β) et en dérivant a l’ordre α l’inéquation (2.16), on a:

M2 ≤
εtβ

Γ(β + 1)
.

Raisonnant du mème manière que précédement, on peut montrer que:

‖Dαx−Dαy‖∞ ≤
ε

Γ(β + 1)
+N2‖x− y‖X . (2.18)

D’autre part, on a:

M3 ≤
εtα+β−γ

Γ(α + β − γ + 1)
.

Egalement, on a:

‖Dγx−Dγy‖∞ ≤
ε

Γ(α + β − γ + 1)
+N3‖x− y‖X . (2.19)

En utilisant les inégalités (2.17),(2.18) et (2.19), on a:

‖x− y‖X ≤ max

(
ε

Γ(α + β + 1)
,

ε

Γ(β + 1)
,

ε

Γ(α + β − γ + 1)

)
+N‖x− y‖X .

Donc

‖x− y‖X ≤ Sε,

tel que:

S =

max

(
1

Γ(α + β + 1)
,

1

Γ(β + 1)
,

1

Γ(α + β − γ + 1)

)
1−N > 0.

En conséquence, le problème de type Lane-Emdem (1) est stable au sens d’Ulam-Hyers.

De plus, remarquons que si on pose Z(ε) = Sε, alors le problème de type Lane-Emdem

(1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée. On a donc le corollaire suivant:

Corollaire 2.10. [75]Supposons que les hypothèses du théorème 2.9 sont satisfaites. Alors

le problème de type Lane-Emdem (1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée.
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Exemple 2.11. On considère le problème aux limites de type Lane-Emdem de l’exemple

(2.13):
D0.98(D1.003)y(t) + (0.07

t0.6
)D0.98y(t) + 0.001F (t, y(t), D0.001y(t), J2.3y(t))

+0.0002G(t, y(t), D0.001y(t)) + 0.003H(t, y(t)) = L(t). t ∈ [0, 1]

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0, D0.001(0) +D0.001(1) = 0.

il résulte du Théorème 2.9 que le problème de type Lane-Emdem (2.13) est stable au sens

au sens d’Ulam-Hyers. De plus, par le corollaire 2.10, la stabilité au sens d’Ulam-Hyers

généralisée du problème de type Lane-Emdem (2.13) est obtenue.
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CHAPITRE 3

Problème différentiel fractionnaire de type Duffi ng

3.1 Introduction

L’équation de Duffi ng, ou encore oscillateur de Duffi ng, du nom de G. Duffi ng (1861−1944),

est une équation différentielle non linéaire du second ordre utilisée pour modéliser certains

oscillateurs amortis et forcés, (voir [18, 26, 44, 49, 53, 54, 56, 61, 64, 71]). Sa forme

standard est donnée par l’équation différentielle suivante [17]:

z
′′

(t) + az
′
(t) + f (t, z (t)) = h (t) , t ∈ [0, 1] , a > 0,

sous les conditions:

z (0) = A ∈ R, z′ (0) = B ∈ R,

où la fonction (inconnue) z(t) est le déplacement au temps, z′(t) est la vitesse et z′′(t)

est l’accélération, f et h sont deux fonctions données.

Certains auteurs ont étudié d’autres problèmes de type Duffi ng. Nous commençons à

en citer quelques-uns, par exemple dans [29], les auteurs ont examiné l’application d’une

approche numérique de l’équation non linéaire forcée de Duffi ng suivante:
Dβu(t)) + δDαu(t) + ρu(t)) + µu3(t) = λ sin (ωt)

u(0) = A∗ ∈ R, Dαu(0) = B∗ ∈ R,

0 < α < 1, 1 < β < 2, t ∈ [0, 1] .

où Dβ, Dα sont des dérivées de Caputo et δ, ρ, µ, λ > 0.

Dans [64], les auteurs ont étudié le problème de type Duffi ng suivant:
Dβy(t)) + aDαy(t) + f (t, z (t)) = h (t)

y(z0) = y0, y
′(z0) = y1,

0 < α < 1, 1 < β < 2, t ∈ [0, 1] .
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Dans un travail récent [14], les auteurs ont étudié le problème de type Duffi ng suivant:
DβDαz(t)) + kf(t,Dαz(t)) + g(t, z(t), Dpz(t)) = h(t)

z(0) = A∗ ∈ R, Dαz(0) = B∗ ∈ R, z(1) = C∗ ∈ R

0 < p < α < 1, 1 < β < 2, t ∈ [0, 1] .

où Dα, Dβ et Dp sont les dérivées au sens de Caputo, k est une constante réelle et les

fonctions f, g et h sont continues

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude du problème aux limites fractionnaire de type

Duffi ng (2) donné par:


DγDβDαz(t)) + kf(t,Dαz(t)) + g(t, z(t), Dpz(t)) + h(t, z(t), Jq(z(t))) = L(t)

z(0) = A1 ∈ R, Dαz(0) = A2 ∈ R, Jαz(1) = A3 ∈ R

0 < p < α, β, γ < 1, 1 < α + β < 2, 1 < β + γ < 2, t ∈ I

où I = [0, 1] , Dα, Dβ et Dp représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo

d’ordre α, β et γ respectivement, k est une constante reél, on note par Jq l’intégrale de

Riemann-Liouville d’ordre q ≥ 0 et f : I × R → R, g : I × R2 → R, h : I × R2 → R et

L : I → R sont des fonctions données.

Il est très important de noter que dans la partie gauche du problème problème de

Duffi ng d’ordre séquentiel ci-dessus, nous considérons trois paramètres de dérivation α, β

et γ;qui ne vérifie pas les propriétés de commutativité et de semi-groupe.

On note aussi que le problème proposé est plus intéressant et plus général puisque,

d’une part, l’équation de Duffi ng classique est d’ordre deux et d’autre part pour notre cas,

pour certaines valeurs de α, β et γ (sans commutativité ni propriété de semi-groupe), on

peut avoir la forme standard de l’équation de Duffi ng de [17]; ce problème peut donc être

utilisé pour mieux modéliser le cas de l’ordre fractionnaire.



58

3.2 Equation intégrale

Définition 3.1. Une fonction z ∈ C(I,R) est dite une solution du problème de type

Duffi ng (2) si z satisfait l’́ equation:

DγDβDαz(t)) + kf(t,Dαz(t)) + g(t, z(t), Dpz(t)) + h(t, z(t), Jq(z(t))) = L(t).

sous les conditions: z(0) = A1 ∈ R, Dαz(0) = A2 ∈ R, Jαz(1) = A3 ∈ R,

0 < p < α, β, γ < 1, 1 < α + β < 2, 1 < β + γ < 2, t ∈ I.

On démontre le lemme suivant qui est important pour établir la solution intégrale du

problème de type Duffi ng (2).

Lemme 3.2. Soit R ∈ C([0, 1]), t ∈ I, 0 ≤ α, β, γ ≤ 1. Alors la solution unique de

l”èquation suivante:

DγDβDαz(t) = R(t). (3.1)

sous les conditions:

z(0) = A1, D
αz(0) = A2, J

αz(1) = A3. (3.2)

est donnée par l”équation intégrale suivante:
z(t) =

t∫
0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
R(v)dvduds

−B1

[
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

(
s∫

0

(s−u)β−1

Γ(β)

(
u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
R(v)dv

)
du

)
ds

]
tα+β

− [B2A2 +B3A1 −B1A3] tα+β +B4A2t
α + A1.

 (3.3)

telles que:

B1 = Γ(2α+β+1)
Γ(α+β+1)

, B2 = Γ(2α+β+1)
Γ(2α+1)Γ(α+β+1)

, B3 = Γ(2α+β+1)
Γ(α+1)Γ(α+β+1)

,

B4 = 1
Γ(α+1)

, B5 = Γ(2α+β+1)
Γ(β+1)

, B6 = Γ(2α+β+1)
Γ(2α+1)Γ(β+1)

,

B7 = Γ(2α+β+1)
Γ(α+1)Γ(β+1)

, B8 = Γ(p+1)
Γ(α+β−p+1)

, B9 = Γ(p+1)
Γ(α−p+1)

.

Preuve. On suppose que z satisfait l’équation (3.1). En appliquant le lemme 1.22 et

le lemme 1.23, la solution générale de l’équation (3.1) est donnée par:

z(t) =

t∫
0

(t− s)α−1

Γ(α)

s∫
0

(s− u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u− v)γ−1

Γ(γ)
R(v)dvduds (3.4)

−c0
tα+β

Γ (α + β + 1)
− c1

tα

Γ (α + 1)
− c2.
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où c0, c1 et c2 sont des constantes arbitraires.

En utilisant les conditions (3.2), on trouve:

c0 = Γ (2α + β + 1)
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

(
s∫

0

(s−u)β−1

Γ(β)

(
u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
R(v)dv

)
du

)
ds

+
(

Γ(2α+β+1)A2
Γ(2α+1)

+ Γ(2α+β+1)A1
Γ(α+1)

− Γ (2α + β + 1)A3

)
,

c1 = −A2

et

c2 = −A1.

et si on remplace c0, c1 et c2 dans (3.4), alors on obtient l´équation intégrale (3.3).

On introduit l’espace de Banach suivant:

Z := {z ∈ C(I,R), Dαz ∈ C(I,R), Dpz ∈ C(I,R)} ,

muni de la norme suivante:

‖ z ‖Z= max{‖ z ‖∞, ‖ Dαz ‖∞, ‖ Dpz ‖∞},

telles que:

‖ z ‖∞= sup
t∈I
| z(t) |, ‖ Dαz ‖∞= sup

t∈I
| Dαz(t) |, ‖ Dpz ‖∞= sup

t∈I
| Dpz(t) | .

Ensuite, on définie l’opérateur non linéaire Φ : Z → Z par:

Φz(t) =
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)

 L(v)− kf(v,Dαz(v))−

g(v, z(v), Dpz(v))− h(v, z(v), Jq(z(v)))

 dvduds
−B1

 1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

 s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

 u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)− kf(v,Dαz(v))−

g(v, z(v), Dpz(v))−

h(v, z(v), Jq(z(v)))

 dv
 du

 ds

 tα+β

− [B2A2 +B3A1 −B1A3] tα+β +B4A2t
α + A1.


(3.5)

Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du problème de type Duffi ng (2), on

considère les hypothèses suivantes:

(HD1): Il existe des constantes positives Wi, i = 1...5, telle que pour chaque t ∈ I = [0, 1] et

pour tout a1, a2, b1, b2 ∈ R, on a:
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• |f(t, a1)− f(t, b1))| ≤ W1|a1 − b1|,

• |g(t, a1, a2)− g(t, b1, b2))| ≤ W2|a1 − b1|+W3|a2 − b2|,

• |h(t, a1, a2)− h(t, b1, b2)| ≤ W4|a1 − b1|+W5 |a2 − b2| .

(HD2): Les fonctions f : I × R→ R, g : I × R2 → R, h : I × R2 → R et L : I → R sont des

fonctions continues.

(HD3): Il existe des constantes positives Ef , Eg, Eh et EL, telle que pour chaque t ∈ I et

pour tout a1, a2 ∈ R, on a:

|f(t, a1)| ≤ Ef , |g(t, a1, a2)| ≤ Eg, |h(t, a1, a2)| ≤ Eh, |L (t)| ≤ EL.

Afin de faciliter la preuve des principaux résultats, on note par:

T1 : = (|k|W1 +W2 +W3 +W4)

[
1

Γ (α + β + γ + 1)
+ |B1|

1

Γ (2α + β + γ + 1)

]
+W5

[
1

Γ (α + β + γ + q + 1)
+ |B1|

1

Γ (2α + β + γ + q + 1)

]
,

T2 : = (|k|W1 +W2 +W3 +W4)

[
1

Γ (β + γ + 1)
+

|B5|
Γ (2α + β + γ + 1)

]
+W5

[
1

Γ (β + γ + q + 1)
+

|B5|
Γ (2α + β + γ + q + 1)

]
,

T3 : = (|k|W1 +W2 +W3 +W4)

[
1

Γ (α + β + γ − p+ 1)
+

|B1B8|
Γ (2α + β + γ + 1)

]
+W5

[
1

Γ (α + β + γ + q − p+ 1)
+

|B1B8|
Γ (2α + β + γ + q + 1)

]
.

3.2.1 Solutions uniques

Notre premier résultat est basé sur l’application du théorème de point fixe de Banach.

Théorème 3.3. [76]Supposons que l’hypothèse (HD1) est vérifiée et que

0 < T < 1, T := max(T1, T2, T3).

Alors, le problème de type Duffi ng (2) admet une solution unique sur I = [0, 1] .
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Preuve. On transforme le problème de type Duffi ng (2) a un problème du point fixe,

dont les solutions du problème de type Duffi ng (2) sont identifiées à des points fixes de

l’opérateur Φ défini par (3.5).

En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que Φ est contrac-

tante.

La preuve sera donnée en trois étapes.

A: Soient x, y ∈ Z, alors on a:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ |k|
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|f(v,Dαy(v))− f(v,Dαx(v))| dvduds

+ |k| |B1| tα+β
1∫
0

(t−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|f(v,Dαy(v))− f(v,Dαx(v))| dvduds

+
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|g(v, y (v) , Dpy(v))− g(v, x (v) , Dpx(v))| dvduds

+ |B1| tα+β
1∫
0

(t−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|g(v, y (v) , Dpy(v))− g(v, x (v) , Dpx(v))| dvduds

+
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|h(v, y (v) , Jqy(v))− h(v, x (v) , Jqx(v))| dvduds

+ |B1| tα+β
1∫
0

(t−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|h(v, y (v) , Jqy(v))− h(v, x (v) , Jqx(v))| dvduds.


D’après (HD1), nous avons pour chaque t ∈ I:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ |k|W1D
α ‖y − x‖∞

t∫
0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ |k|W1D
α ‖y − x‖∞ |B1| tα+β

1∫
0

(t−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ (W2 ‖y − x‖∞ +W3D
p ‖y − x‖∞)

t∫
0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ (W2 ‖y − x‖∞ +W3D
p ‖y − x‖∞) |B1| tα+β

1∫
0

(t−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ (W4 ‖y − x‖∞ +W5J
q ‖y − x‖∞)

t∫
0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ (W4 ‖y − x‖∞ +W5J
q ‖y − x‖∞) |B1| tα+β

(
1∫
0

(t−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

)
.


Alors,

supt∈I |Φy(t)− Φx(t)| ≤ |k|W1 ‖Dαy −Dαx‖∞
[
supt∈I

tα+β+γ

Γ(α+β+γ+1)
+ |B1| supt∈I

t3α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)

]
+ (W2 +W3) ‖y − x‖∞

[
supt∈I

tα+β+γ

Γ(α+β+γ+1)
+ |B1| supt∈I

t3α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)

]
W4 ‖y − x‖∞

[
supt∈I

tα+β+γ

Γ(α+β+γ+1)
+ |B1| supt∈I

t3α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)

]
+

+W5 ‖y − x‖∞
[
supt∈I

tα+β+γ+q

Γ(α+β+γ+q+1)
+ |B1| supt∈I

t3α+2β+γ+q

Γ(2α+β+γ+q+1)

]
.
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Par conséquent, on obtient:

sup
t∈I
|Φy(t)− Φx(t)| ≤

 (|k|W1 +W2 +W3 +W4)
[

1
Γ(α+β+γ+1)

+ |B1| 1
Γ(2α+β+γ+1)

]
+W5

[
1

Γ(α+β+γ+q+1)
+ |B1| 1

Γ(2α+β+γ+q+1)

]
 ‖y − x‖Z .

D’où, ‖Φy − Φx‖∞ ≤ T1 ‖y − x‖Z .

B: Soient x, y ∈ Z, alors on a:
‖DαΦy −DαΦx‖∞ ≤ (|k|W1) ‖Dαy −Dαx‖∞

[
supt∈I

tβ+γ

Γ(β+γ+1)
+ |B5| supt∈I

t2α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)

]
+ (W2 ‖y − x‖∞ +W3 ‖Dpy −Dpx‖∞)

[
supt∈I

tβ+γ

Γ(β+γ+1)
+ |B5| supt∈I

t2α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)

]
+ (W4 ‖y − x‖∞ +W5 ‖Jqy − Jqx‖∞)

[
supt∈I

tβ+γ

Γ(β+γ+1)
+ |B5| supt∈I

t2α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)

]


Par conséquent,

‖DαΦy −DαΦx‖∞ ≤


(|k|W1 +W2 +W3 +W4)

 supt∈I
tβ+γ

Γ(β+γ+1)

+ |B5| supt∈I
t2α+2β+γ

Γ(2α+β+γ+1)


W5

 supt∈I
tβ+γ+q

Γ(β+γ+q+1)

+ |B5| supt∈I
t2α+2β+γ+q

Γ(2α+β+γ+q+1)



 ‖y − x‖∞ .

Donc,

‖DαΦy −DαΦx‖∞ ≤

 (|k|W1 +W2 +W3 +W4)
[

1
Γ(β+γ+1)

+ |B5|
Γ(2α+β+γ+1)

]
+W5

[
1

Γ(β+γ+q+1)
+ |B5| 1

Γ(2α+β+γ+q+1)

]
 ‖y − x‖Z .

Ainsi, ‖DαΦy −DαΦx‖∞ ≤ T2 ‖y − x‖Z .

C: D’autre part, si x, y ∈ Z, alors on peut obtenir:



63



‖DpΦy −DpΦx‖∞ ≤ |k|
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p)

∣∣∣∣∣∣ f(v,Dαy(v))−

f(v,Dαx(v))

∣∣∣∣∣∣ dvduds

+ |k| |B1B8|

 1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)

∣∣∣∣∣∣ f(v,Dαy(v))−

f(v,Dαx(v))

∣∣∣∣∣∣ dvduds
 tα+β−p

+
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p)

∣∣∣∣∣∣ g(v, y (v) , Dpy(v))−

g(v, x (v) , Dpx(v))

∣∣∣∣∣∣ dvduds

+ |B1B8|

 1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)

∣∣∣∣∣∣ g(v, y (v) , Dpy(v))−

g(v, x (v) , Dpx(v))

∣∣∣∣∣∣ dvduds
 tα+β−p

+
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p)

∣∣∣∣∣∣ h(v, y (v) , Jqy(v))−

h(v, x (v) , Jqx(v))

∣∣∣∣∣∣ dvduds

+ |B1B8|

 1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)

∣∣∣∣∣∣ h(v, y (v) , Jqy(v))−

h(v, x (v) , Jqx(v))

∣∣∣∣∣∣ dvduds
 tα+β−p


et

‖DpΦy −DpΦx‖∞ ≤ (|k|W1) ‖Dαy −Dαx‖∞
(

supt∈I
tα+β+γ−p

Γ(α+β+γ−p+1)
+ |B1B8| supt∈I

t3α+2β+γ−p

Γ(2α+β+γ+1)

)

+ (W2 ‖y − x‖∞ +W3 ‖Dpy −Dpx‖∞)
(

supt∈I
tα+β+γ−p

Γ(α+β+γ−p+1)
+ |B1B8| supt∈I

t3α+2β+γ−p

Γ(2α+β+γ+1)

)

+ (W4 ‖y − x‖∞ +W5 ‖Jqy − Jqx‖∞)
(

supt∈I
tα+β+γ−p

Γ(α+β+γ−p+1)
+ |B1B8| supt∈I

t3α+2β+γ−p

Γ(2α+β+γ+1)

)
.


Par conséquent, on obtient:

‖DpΦy −DpΦx‖∞ ≤

 (|k|W1 +W2 +W3 +W4)
[

1
Γ(α+β+γ−p+1)

+ |B1B8|
Γ(2α+β+γ+1)

]
+W5

[
1

Γ(α+β+γ+q−p+1)
+ |B1B8|

Γ(2α+β+γ+q+1)

]
 ‖y − x‖Z .

Donc,

‖DpΦy −DpΦx‖∞ ≤ T3 ‖y − x‖Z .
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Grâce aux trois étapes ci-dessus, nous pouvons conclure que:

‖ Φx− Φy ‖Z≤ T ‖ x− y ‖Z .

D’après le principe de contraction de Banach on conclut que Φ admet un point fixe

unique, ce qui permet de dire que le problème de type Duffi ng (2) admet une solution

unique sur I.

3.2.2 Des solutions au moins

Le deuxième résultat est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer.

Théorème 3.4. [76]Supposons que les hypothèses (HD2)et (HD3) sont satisfaites. Alors

le problème de type Duffi ng (2) admet au moins une solution sur I.

Preuve. On utilise le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que Φ défini

par (3.5) admet des points fixes qui sont des solutions de problème de type Duffi ng (2).

La preuve sera donnée en quatre étapes.

Etape1: Continuité de Φ sur Z :

Φ est un opérateur continu sur Z puisque les fonctions f : I×R→ R, g : I×R2 → R,

h : I × R2 → R et L : I → R sont des fonctions continues (hypothèse(HD2)).

Etape2: Nous montrons maintenant que l’opérateur Φ est uniformément bornèe sur Z.

En effet, il suffi t de montrer que l’image d’un ensemble borné est un ensemble borné.

Supposons que r > 0 et considérons Br := {z ∈ Z; ‖z‖Z ≤ r} .

Ainsi, pour chaque y ∈ Br, on a:
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‖Φy‖∞ ≤ EL supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ |B1|EL supt∈I

(
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

)
tα+β

+ |k|Ef supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ |B1| |k|Ef supt∈I

(
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

)
tα+β

+Eg supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ |B1|Eg supt∈I

(
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

)
tα+β

+Eh supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ |B1|Eh supt∈I

(
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

)
tα+β

‖Φy‖∞ ≤ [EL + |k|Ef + Eg + Eh]
[

1
Γ(α+γ+β+1)

+ |B1| 1
Γ(2α+γ+β+1)

]
< +∞.


Nous avons donc:

‖Φy‖∞ ≤

[EL + |k|Ef + Eg + Eh]


1

Γ(α+γ+β+1)

+ |B1| 1
Γ(2α+γ+β+1)


 < +∞. (3.6)
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Aussi, on a:

‖DαΦy‖∞ = supt∈I |DαΦy(t)| ≤ supt∈I
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)
|L(u)| duds

+ |k| supt∈I
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)
|f(u,Dαy(u))| duds

+ supt∈I
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)
|g(u, y(u), Dpy(u))| duds

+ supt∈I
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)
|h(v, y(v), Jq(y(v)))| duds

+ |B5| supt∈I t
β



1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|L(u)| dvduds

+ |k|
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|f(v,Dαy(v))| dvduds

+
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|g(u, y(u), Dpy(u))| dvduds

+
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|h(v, y(v), Jq(y(v)))| dvduds


+ |B6A2 +B7A1 −B5A3|+ |A2|


Par conséquent,

‖DαΦy‖∞ ≤


[EL + |k|Ef + Eg + Eh]

[
1

Γ(γ+β+1)
+ |B5| 1

Γ(2α+γ+β+1)

]

+ |B6A2 +B7A1 −B5A3|+ |A2|

 < +∞. (3.7)
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D’autre part, on peut montrer que:

‖DpΦy‖∞ = supt∈I |DpΦy(t)| ≤ supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p) |L(v)| dvduds

+ |k| supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p) |f(v,Dαx(v))| dvduds

+ supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p) |g(v, x(v), Dpx(v))| dvduds

+ supt∈I
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p) |h(v, x(v), Jq(x(v)))| dvduds

+ |B1B8| supt∈I t
α+β−p



1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|L(v)| dvduds

+ |k|
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|f(v,Dαx(v))| dvduds

+
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|g(v, x(v), Dpx(v))| dvduds

+
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
|h(v, x(v), Jq(x(v)))| dvduds


+ |B2A2 +B3A1 −B1A3|+ |B4B9A2| .


Par conséquent, il peut en résulter que:

‖DpΦy‖∞ ≤


[EL + |k|Ef + Eg + Eh]


1

Γ(α+β+γ−p+1)

+ |B1B8| 1
Γ(2α+β+γ+1)



+ |B2A2 +B3A1 −B1A3|+ |B4B9A2|


< +∞. (3.8)

Ainsi, grâce à (3.6),(3.7) et (3.8) on peut conclure que Φ est uniformément bornèe sur

Br.

Etape3: On montre que Φ est équicontinue dans Z :

Soient t1, t2 ∈ I = [0, 1], tel que t1 < t2 et soit Br l’ensemble borné ci-dessus de Z.

Alors pour y ∈ Br et pour chaque t ∈ I, on a:
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Φy (t1)− Φy (t2) ≤


EL+

|k|Ef+

Eg + Eh





t1∫
0

(t1−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

−B1t
α+β
1

1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

− (B2A2 +B3A1 −B1A3) tα+β
1 +B4A2t

α
1 + A1

−
t2∫
0

(t2−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+B1t
α+β
2

1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ (B2A2 +B3A1 −B1A3) tα+β
2 −B4A2t

α
2 + A1




ce qui implique
|Φy (t1)− Φy (t2)| ≤


EL+

|k|Ef+

Eg + Eh




t1∫
0

(t1−s)α−1−(t2−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+
t2∫
t1

(t2−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds


+
(

|B1|
Γ(2α+β+γ+1)

+ |B2A2 +B3A1 −B1A3|
) ∣∣∣tα+β

1 − tα+β
2

∣∣∣+ |B4A2|
∣∣∣tα+β

1 − tα+β
2

∣∣∣


(3.9)
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Ainsi, on peut écrire:

DαΦy(t1)−DαΦy(t2) =

t1∫
0

(t1−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)


L(u)− kf(u,Dαy(u))

−g(u, y(u), Dpy(u))

−h(u, y(u), Jq(y(u)))

 duds−

B5t
β
1

1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)−

kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dvduds
+ (B6A2 +B7A1 −B5A3) tβ1 + A2



−



t2∫
0

(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)


L(u)− kf(u,Dαy(u))

−g(u, y(u), Dpy(u))

−h(u, y(u), Jq(y(u)))

 duds−

B5t
β
2

1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)− kf(v,Dαy(v))

−g(v, y(v), Dpy(v))

−h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dvduds
+ (B6A2 +B7A1 −B5A3) tβ2 + A2




alors

|DαΦy(t1)−DαΦy(t2)| =

(EL + |k|Ef + Eg + Eh)


t1∫
0

(t1−s)β−1−(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)
duds

+
t2∫
t1

(t2−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)
duds



+

 (EL + |k|Ef + Eg + Eh) |B5|
1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

+ |B6A2 +B7A1 −B5A3|

∣∣∣tβ1 − tβ2 ∣∣∣


D’autre part,
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DpΦy(t1)−DpΦy(t2) =

t1∫
0

(t1−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p)


L(v)−

kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dvduds

−
t2∫
0

(t2−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p)


L(v)−

kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dvduds

−



B1B8


1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)−

kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(x(v)))

 dvduds
 t

α+β−p
1

−B1B8


1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)−

kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(x(v)))

 dvduds
 t

α+β−p
2



−
(

[B2A2 +B3A1 −B1A3]B8t
α+β−p
1 − [B2A2 +B3A1 −B1A3]B8t

α+β−p
2

)
+
(
B4B9A2t

α−p
1 −B4B9A2t

α−p
2

)
.





71



|DpΦy(t1)−DpΦy(t2)| =
EL+

|k|Ef+

Eg + Eh




t1∫
0

|(t1−s)α−1−(t2−s)α−1|
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p) dvduds

+
t2∫
t1

(t2−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p) dvduds



+




EL+

|k|Ef+

Eg + Eh

 |B1B8|
[

1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)
dvduds

]

+ |B2A2 +B3A1 −B1A3| |B8|


∣∣∣tα+β−p

1 − tα+β−p
2

∣∣∣

+ |B4B9A2|
∣∣tα−p1 − tα−p2

∣∣


Lorsque t1 → t2, le second membre de l’inégalité précédent tend vers zéro. Ainsi, grâce

aux trois étapes ci-dessus, on peut conclure que Φ est équicontinu.

et d’après le théorème d’Ascolli Arzella, Φ est un opérateur complètement continu.

Etape4: On montre que l’ensemble W := {z ∈ Z : z = ηΦ (z) , 0 < η < 1} est borné.

Soit y ∈ W , pour certain 0 < η < 1, on a y = ηΦ (y). On a donc:

‖y‖∞ ≤ η

(
[EL + |k|Ef + Eg + Eh]

[
1

Γ(α + γ + β + 1)
+ |B1|

1

Γ(2α + γ + β + 1)

])
De la même manière, on peut montrer que:

‖DαΦy‖∞ ≤ η

 [EL + |k|Ef + Eg + Eh]
[

1
Γ(γ+β+1)

+ |B5| 1
Γ(2α+γ+β+1)

]
+ |B6A2 +B7A1 −B5A3|+ |A2| .


Preuve. Egalement, on a:

‖DpΦy‖∞ ≤ η

 [EL + |k|Ef + Eg + Eh]
[

1
Γ(α+β+γ−p+1)

+ |B1B8| 1
Γ(2α+β+γ+1)

]
+ |B2A2 +B3A1 −B1A3|+ |B4B9A2|


Grâce à (3.6), (3.7) et (3.8), on peut en déduire ‖y‖Z < ∞. Cela montre que W est

borné.

En conséquence du théorème de point fixe de Schaefer, on déduit que Φ admet des points

fixes qui sont des solutions du problème de type Duffi ng (2).
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3.3 Validation des résultats théoriques

Exemple 3.5. On considère le problème aux limites de type Duffi ng suivant:


D0.71D0.69D0.61z(t) + 0.08f

(
t,D0.61z(t),

)
+g
(
t, z(t), D0.5z(t)

)
+ h
(
t, z(t), J0.4z(t)

)
= L(t),

z(0) = π +
√

2, D0.61z(0) = −1, J0.61z(1) = 2
23
.t ∈ [0, 1] .

(3.10)

On a:

α = 0.61, β = 0.69, γ = 0.71,

k = 0.08, p = 0.5 q = 0.4.

et en choisissant:

f(t, a1) =
cos(3 + t2)√

1 + t3
+

4

9
a1,

g(t, a1, a2) =
sin(2 + t)√

6 + t3
+

1

8
a1 +

6

998
a2,

h(t, a1, a2) =
1

80 + t4
+

√
2π − 3

5
a1 +

6

71
a2,

L(t) =
2t+ 3

7
.

Pour tout t ∈ [0, 1] et pour a1, a2, b1, b2 ∈ R, on a:

|f(t, a1)− f(t, b1)| ≤ 4

9
|a1 − b1|,

|g(t, a1, a2)− g(t, b1, b2)| ≤ 1

8
|a1 − b1|+

6

998
|a2 − b2|,

|h(t, a1, a2)− h(t, b1, b2)| ≤
√

2π − 3

5
|a1 − b1|+

6

71
|a2 − b2|.

Puisque,

W1 =
4

9
, W2 =

1

8
, W3 =

6

998
, W4 =

√
2π − 3

5
, W5 =

6

71
.

Alors

T1 = 0.531 60, T2 = 0.786 97, T3 = 0.670 76.
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On trouve donc:

T = max(T1, T2, T3) = 0.786 97 < 1.

Puisque l’hypothèse de théorème 3.3 est satisfaite, alors le problème de type Duffi ng

(3.10) admet une solution unique sur [0, 1].

Exemple 3.6. On considère le deuxième problème aux limites de type Duffi ng suivant:


D0.70D0.58D0.73z(t) + 0.11f

(
t,D0.73z(t),

)
+g
(
t, z(t), D0.6z(t)

)
+ h
(
t, z(t), J0.55z(t)

)
= L(t),

z(0) = 3π −
√

2, D0.73z(0) = −1, J0.73z(1) = 5
18
, t ∈ [0, 1] .

(3.11)

En choisissant: 

f(t, a1) = e−3t

1+2ta21
,

g(t, a1, a2) = cos(a1a2)

5+t2(a1+a2)2
,

h(t, a1, a2) = sin(a1+a2)

(
√

2+π+e3t)
2 ,

L(t) = t+3
8
.

.

Il est facile de voir que:

|f(t, a1)| ≤ 1 = Ef , |g(t, a1, a2)| ≤ 1

5
= Eg,

|h(t, a1, a2)| ≤ 1

2 + π
= Eh ‖L(t)‖∞ =

1

2
= EL.

Puisque toutes les hypothèses de théorème 3.4 sont satisfaites, alors le problème (3.11)

admet au moins une solution sur [0, 1].

3.4 Etude de stabilité

Dans cette section, nous continuons l’étude du problème de type Duffi ng (2) en étudiant

la stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers généralisée.

Soient I := [0, 1], 0 ≤ α, β, γ ≤ 1, 1 < α + β ≤ 2, 1 < β + γ ≤ 2, ε un nombre réel

positif et f : I × R→ R, g : I × R2 → R, et h : I → R sont trois fonctions données.

On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante:
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DγDβDαz(t))+kf(t,Dαz(t))+g(t, z(t), Dpz(t))+h(t, z(t), Jq(z(t))) = L(t), t ∈ I (3.12)

et les inéquations différentielles fractionnaires suivantes:

∣∣DγDβDαz(t)) + kf(t,Dαz(t)) + g(t, z(t), Dpz(t)) + h(t, z(t), Jq(z(t)))− L(t)
∣∣ ≤ ε, t ∈ I.

(3.13)

Afin de faciliter les preuves des principaux résultats de cette section, on pose:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t∫
0

(t−s)γ−1
Γ(γ)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)α−1

Γ(α)


L(v)− kf(v,Dαx(v))−

g(v, x(v), Dpx(v))−

h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dvduds

−B1


1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)


s∫

0

(s−u)β−1

Γ(β)


u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)

−kf(v,Dαx(v))−

g(v, x(v), Dpx(v))−

h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dv
 du

 ds

 t
α+β

−
t∫

0

(t−s)γ−1
Γ(γ)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)α−1

Γ(α)


L(v)

−kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dvduds

+B1


1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)


s∫

0

(s−u)β−1

Γ(β)


u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)

−kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dv
 du

 ds

 t
α+β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Q1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(t)−
t∫

0

(t−s)γ−1
Γ(γ)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)α−1

Γ(α)


L(v)

−kf(v,Dαx(v))−

g(v, x(v), Dpx(v))−

h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dvduds

+B1


1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)


s∫

0

(s−u)β−1

Γ(β)


u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)

−kf(v,Dαx(v))−

g(v, x(v), Dpx(v))−

h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dv
 du

 ds

 t
α+β

[B2A2 +B3A1 −B1A3] tα+β −B4A2t
α − S1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Q2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dαx(t)−
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)γ−1

Γ(γ)


L(u)

−kf(u,Dαx(u))−

g(u, x(u), Dpx(u))− h(u, x(u), Jq(x(u)))

 duds

+B5t
β

1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)

−kf(v,Dαx(v))−

g(v, x(v), Dpx(v))− h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dvduds

− (B6A2 +B7A1 −B5A3) tβ − A2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et

Q3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dpx(t)−
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−p−1

Γ(γ−p)


L(v)− kf(v,Dαx(v))

−g(v, x(v), Dpx(v))

−h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dvduds

+B1B8

 1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)− kf(v,Dαx(v))

−g(v, x(v), Dpx(v))

−h(v, x(v), Jq(x(v)))

 dvduds
 tα+β−p

+ [B2A2 +B3A1 −B1A3]B8t
α+β−p −B4B9A2t

α−p.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Définition 3.7. Le problème de type Duffi ng (2) est stable au sens d’Ulam-Hyers, s’il

existe un nombre réel A > 0, telle que pour chaque ε > 0,pour tout t ∈ I, et pour toute

x ∈ Z solution de l’inéquation (3.13), il existe une solution y ∈ Z de l’équation (3.12),

(avec les mêmes conditions qu’au problème de type Duffi ng (2), tel que:

‖x (t)− y (t)‖Z ≤ Aε, t ∈ I.

Définition 3.8. Le problème de type Duffi ng (2) est stable au sens d’Ulam-Hyers général-

isée, s’il existe une fonction croissante N ∈ C(R+,R+), N(0) = 0, telle que pour tout

ε > 0, et pour toute x ∈ Z solution de l’inéquation (3.13) il existe une solution y ∈ Z de

l’équation (3.12), (avec les mêmes conditions qu’au problème de type Duffi ng (2), tel que:

‖x (t)− y (t)‖Z ≤ N(ε), t ∈ I

Théorème 3.9. On suppose que les hypothèses du théorème 3.3 sont vérifiées. Alors, le

problème de type Duffi ng (2) est stable au sens d’Ulam-Hyers dans Z.

Preuve. Soit x ∈ Z une solution de l’inégalité (3.13). Alors, on a:

Q1 ≤
εtα+β+γ

Γ(α + β + γ + 1)
.

Grâce aux hypothèses du théorème 3.3, il existe une solution unique du problème de

type Duffi ng(2), donné par:

y(t) =
t∫

0

(t−s)α−1
Γ(α)

s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)− kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dvduds

−B1

 1∫
0

(1−s)2α−1
Γ(2α)

 s∫
0

(s−u)β−1

Γ(β)

 u∫
0

(u−v)γ−1

Γ(γ)


L(v)− kf(v,Dαy(v))−

g(v, y(v), Dpy(v))−

h(v, y(v), Jq(y(v)))

 dv
 du

 ds

 tα+β

− [B2A2 +B3A1 −B1A3] tα+β +B4A2t
α + A1.

Donc, pour tout t ∈ [0, 1], on a: |x(t)− y(t)| ≤ εtα+β+γ

Γ(α + β + γ + 1)
+ ∆1

ce qui implique que:

‖x− y‖∞ ≤
ε

Γ(α + β + γ + 1)
+ T1‖x− y‖Z . (3.14)
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Par conséquent, on peut écrire que:

Q2 ≤
εtβ+γ

Γ(β + γ + 1)
.

Aussi, on peut montrer que:

‖Dαx−Dαy‖∞ ≤
ε

Γ(β + γ + 1)
+ T2‖x− y‖Z . (3.15)

De même, nous avons:

Q3 ≤
εtα+β+γ−P

Γ(α + β + γ − P + 1)
,

ainsi que:

‖Dpx−Dpy‖∞ ≤
ε

Γ(α + β + γ − P + 1))
+ T3‖x− y‖Z . (3.16)

En utilisant (3.14),(3.15) et (3.16), on a:

‖x− y‖Z ≤ max

(
ε

Γ(α + β + γ + 1)
,

ε

Γ(β + γ + 1)
,

ε

Γ(α + β + γ − P + 1))

)
+T‖x− y‖Z .

Donc, ‖x−y‖Z ≤

max
(

ε
Γ(α+β+γ+1)

, ε
Γ(β+γ+1)

, ε
Γ(α+β+γ−P+1))

)
1− T

 ε.
Il existe alors, un nombre réel A =

max
(

ε
Γ(α+β+γ+1)

, ε
Γ(β+γ+1)

, ε
Γ(α+β+1)

)
1−M > 0.

Par conséquent, le problème de type Duffi ng (2) est stable au sens d’Ulam-Hyers.

Corollaire 3.10. On suppose que les hypothèses du théorème 3.9 sont vérifiées. Alors, le

probleme de type Duffi ng (2) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée.

Exemple 3.11. On considère le problème de type Duffi ng suivant: D0.56D0.74D0.68z(t)) + (2.02) f(t,D0.68z(t)) + g(t, z(t), D0.51z(t)) + h(t, z(t), J1.3(z(t))) = L(t),

z(0) = 100 ∈ R, D0.68z(0) = 10 ∈ R, J0.68z(1) = 1000 ∈ R, t ∈ [0, 1] .

(3.17)

Dans cet exemple, on a :

α = 0.68, β = 0.74, γ = 0.56, k = 2.02, p = 0.51, q = 1.3,

A1 = 100, A2 = 10, A3 = 1000.
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En choisissant:

f(t, x1, ) =
sin(3− t)
exp(t− 1)

+
1

205
x1,

g(t, x1, x2) =
2

cos (t)
+

1

22
x1 +

8

63
x2.

h(t, x1, x2) =
Ln(1 + t2)

2 + t
+

4

19
x1 +

7

64
x2,

L(t) =
1

4
(t2 − 1).

Il est facile de vérifier que, pour chaque t ∈ [0, 1] et pour tout x1, x2, y1, y2 ∈ R, on a :

|f(t, x1)− f(t, y1)| ≤ 1

205
|x1 − y1|,

|g(t, x1, x2)− g(t, y1, y2))| ≤ 1

22
|x1 − y1|+

8

63
|x2 − y2|,

|h(t, x1, x2)− h(t, y1, y2)| ≤ 4

19
|x1 − y1|+

7

64
|x2 − y2|.

Ainsi,

W1 =
1

205
, W2 =

1

22
, W3 =

8

63
, W4 =

4

19
, W5 =

7

64
.

et alors,

T1 = 0.393 45, T2 = 0.614 23, T3 = 0.525 08.

Par conséquent, on obtient:

T = max(T1, T2, T3) = 0.614 23 < 1.

Il résulte du Théorème 3.9 le problème de type Duffi ng (3.17) est stable au sens d’Ulam-

Hyers. De plus, par le corollaire 3.10, la stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée est

obtenue.
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CHAPITRE 4

Problème différentiel fractionnaire non linéaire avec

dérivée au sens de Caputo-Hadamard

Dans ce chapitre, nous discutons de l’existence et de l’unicité du problème différentiel

fractionnaire non linéaire suivant: C
HD

αx(t) + f(t, x(t)) = η, t ∈ J = [1, e],

x(1) = η, x(θ) = g(x), 1 < θ < e, 1 < α ≤ 2.
(4.1)

où C
HD

α est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard, f : J × R −→ Ret

g : R −→ R deux fonctions continues données.

4.1 Représentation intégrale

Nous présentons ici quelques notations, définitions et lemmes nécessaires qui seront utilisés

dans ce chapitre.

Définition 4.1. Une fonction x ∈ C(J,R) est dite une solution du problème (3) si x

satisfait l’équation:
C
HD

αx(t) + f(t, x(t)) = η. (4.2)

sous les conditions: 
x(1) = η, x(θ) = g(x),

1 < θ < e, 1 < α ≤ 2,

t ∈ J = [1, e].

(4.3)

Lemme 4.2. [40, 42] Soit α > 0 et u ∈ Cn
δ ([a, b] ,R) . Alors

HI
α
(
C
HD

αu
)

(t) = u(t)−
n−1∑
i=0

ci(log t)i, ci ∈ R,

où Cn
δ ([a, b] ,R) =

{
ϕ : [a, b]→ R : δn−1ϕ ∈ C ([a, b] ,R)

}
.
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On démontre le lemme suivant qui est important pour établir la solution intégrale du

problème (3).

Lemme 4.3. Soient f ∈ C(J), t ∈ J = [1, e] , 1 < α ≤ 2. Alors la solution du problème C
HD

αx (t) + f (t, x (t)) = η, t ∈ J,

x (1) = η, x (θ) = g (x) , 1 < θ < e, 1 < α ≤ 2.

est donnée par l’équation intégrale suivante:

x (t) = η

[
(log t)α

Γ (α + 1)
− log t

log θ

(
(log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

)
+ 1

]
(4.4)

− 1

Γ(α)

∫ t

1

(log
t

s
)α−1f (s, x (s))

s
ds+

log t

log θ
g (x)

+
log t

log θΓ(α)

∫ θ

1

(log
θ

s
)α−1f (s, x (s))

s
ds.

Preuve. En appliquons le lemme 4.2, la solution générale de l’équation (4.2) est donnée

par:

x (t) = η
(log t)α

Γ (α + 1)
− 1

Γ(α)

∫ t

1

(log
t

s
)α−1f (s, x (s))

s
ds+ c0 + c1 log (t) , (4.5)

pour certains ci ∈ R, i = 0, 1.

En utilisant les conditions (4.3), on trouve:

c0 = η et c1 =
1

log θ

[
g (x)− η

(
(log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

)
+

1

Γ(α)

∫ θ

1

(log
θ

s
)α−1f (s, x (s))

s
ds

]
.

En remplaçant c0 et c1 dans (4.5) on obtient l’équation intégrale (4.4)

Notons par X = C (J,R) l’espace de Banach des fonctions continues de J en R avec

la norme: ‖y‖∞ = sup {|y(t)| : t ∈ J = [1, e]} .

Soit l’espace ACn
δ ([a, b] ,R) =

{
h : [a, b]→ R : δn−1h(t) ∈ AC ([a, b] ,R)

}
,

où δ = t d
dt
est la dériveée d’Hadamard et AC ([a, b] ,R) est l’espace des fonctions

absolument continues sur [a, b] .

Alors, nous définissons l’opérateur Φ: X → X comme suit:

Φy (t) = η

(
(log t)α

Γ (α + 1)
− log t

log θ

[
(log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

]
+ 1

)
− 1

Γ(α)

∫ t

1

(log
t

s
)α−1f (s, y (s))

s
ds

+
log t

Γ(α) log θ)

∫ θ

1

(log
θ

s
)α−1f (s, y (s))

s
ds+

log t

log θ
g (y) .

De plus, nous considérons les hypothèses suivantes:
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(A1): Il existe des constantes positives k1 et k2 telle que pour chaque t ∈ J et x, y ∈ R

on a:

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k1 |x− y| ,

|g(x)− g(y)| ≤ k2 |x− y| .

(A2): La fonction f : J × R −→ R est continue.

(A3): Il existe une constante M > 0 telle que pour chaque t ∈ J, u ∈ R :

|f(t, u)| ≤M.

(A4): La fonction g satisfait ‖g‖∞ = L.

Maintenant, nous présentons nos principaux résultats.

4.1.1 Unicité de solutions

Notre premier résultat principal est donné par le théorème suivant:

Théorème 4.4. Supposons que (A1) est satisfaite et supposons que: k1(1+log θ)
Γ(α+1) log θ

+ k2
log θ

< 1.

Alors le problème (3) admet une solution unique sur J .

Preuve. En appliquant le principe de contraction de Banach. Nous allons montrer

que Φ est un opérateur contractant.

Soient x, y ∈ X, alors pour chaque t ∈ J , on a:

|Φ(x (t))− Φ(y (t))| ≤ 1

Γ(α)
sup
t∈[1,e]

∫ t

1

(log
t

s
)α−1 |f(s, x(s))− f (s, y (s))|

s
ds

+ sup
t∈[1,e]

(
log t

Γ(α) log θ

)∫ θ

1

(log
θ

s
)α−1 |f(s, x(s))− f (s, y (s))|

s
ds

+ sup
t∈[1,e]

(
log t

log θ

)
|g (x)− g (y)| .

En raison de (A1), on obtient:

|Φx (t)− Φy (t)| ≤ k1

Γ(α + 1)
|x− y|+ k1

Γ(α + 1) log θ
|x− y|+ k2

log θ
|x− y| .

≤
[

k1

Γ(α + 1)

(
1 +

1

log θ

)
+

k2

log θ

]
|x− y| .

≤
[
k1 (1 + log θ)

Γ(α + 1) log θ
+

k2

log θ

]
|x− y| .
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par conséquent on a: ‖Φx− Φy‖∞ ≤
[
k1 (1 + log θ)

Γ(α + 1) log θ
+

k2

log θ

]
‖x− y‖∞ .

On en déduit que Φ admet un unique point fixe qui est la solution du problème (3).

4.1.2 Existence de solutions

Notre deuxième résultat principal est donné par le théorème suivant.

Théorème 4.5. On suppose que (A2), (A3) et (A4) sont satisfaites. Alors le problème

(3) admet au moins une solution sur J = [1, e] .

Preuve. La démonstration de ce résultat est basée sur l’application du théorème du

point fixe de Schaefer en suivant quatre étapes.

Etape1: On montre que Φ est un opérateur continu sur X:

Cette étape est triviale (il suffi t d’utiliser (A2)).

Etape2: On montre maintenant que Φ transforme les ensembles bornés en ensembles

bornés dans X.

Soit Br = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ r} . Pour y ∈ Br, on a:

|Φy (t)| ≤ |η| sup
t∈[1,e]

[∣∣∣∣ (log t)α

Γ (α + 1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ log t

log θ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ (log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

∣∣∣∣+ 1

]
+ sup

t∈[1,e]

1

Γ(α)

∫ t

1

(log
t

s
)α−1 |f (s, y (s))|

s
ds

+ sup
t∈[1,e]

∣∣∣∣ log t

log θ
g (y)

∣∣∣∣+ sup
t∈[1,e]

∣∣∣∣ log t

Γ(α) log θ

∣∣∣∣ ∫ θ

1

(log
θ

s
)α−1 |f (s, y (s))|

s
ds

En utilisant (A3) et (A4) , on peut écrire:

‖Φy (t)‖∞ ≤ |η|
(

1

Γ (α + 1)
+

1

log θ

[
(log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

]
+ 1

)
+

L

log θ
+

M

Γ (α + 1)

(
1 +

1

log θ

)
donc ‖Φy (t)‖∞ <∞

Par conséquent, Φ est uniformément borné sur Br.

Etape3: On prouve que Φ est complètement continu dans X.

Soient t1, t2 ∈ J : t1 < t2 et soit Br un ensemble borné de X. Alors pour y ∈ Br,

on peut dire que pour chaque t ∈ J, on a:
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|Φy (t1)− Φy (t2)| = |η|

∣∣∣∣∣∣
(

(log t1)α

Γ(α+1)
− log t1

log θ

[
(log θ)α

Γ(α+1)
+ 1
])

−
(

(log t2)α

Γ(α+1)
− log t2

log θ

[
(log θ)α

Γ(α+1)
+ 1
])
∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣ log t1
log θ

− log t2
log θ

∣∣∣∣ |g (y)|

− 1

Γ(α)

∫ t1

1

[
(log

t1
s

)α−1 − (log
t2
s

)α−1

]
|f (s, y (s))|

s
ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(log
t2
s

)α−1 |f (s, y (s))|
s

ds

+

∣∣∣∣ log t1
Γ(α) log θ

− log t2
Γ(α) log θ

∣∣∣∣ ∫ θ

1

(log
θ

s
)α−1 |f (s, y (s))|

s
ds

Lorsque t1 → t2, le second membre de l’inégalité précédente tend vers zéro indépen-

damment de y. Alors grâce aux trois étapes ci- dessus, on peut conclure que Φ est

équicontinu et d’après le théorème d’Ascolli-Arzella, Φ est un opérateur complète-

ment continu.

Etape4: Il nous reste maintenant à montrer que l’ensemble.

E = {y ∈ X : y = λΦ (y) , 0 < λ < 1} est borné dans X.

Soit y ∈ E, alors y = λΦ (y) pour 0 < λ < 1. Comme

‖Φy (t)‖∞ ≤ |η|
(

1

Γ (α + 1)
+

1

log θ

[
(log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

]
+ 1

)
+

L

log θ
+

M

Γ (α + 1)

(
1 +

1

log θ

)
Ainsi, on peut écrire:

‖y‖∞ ≤ λ

[
|η|
(

1

Γ (α + 1)
+

1

log θ

[
(log θ)α

Γ (α + 1)
+ 1

]
+ 1

)
+

L

log θ
+

M

Γ (α + 1)

(
1 +

1

log θ

)]
Par conséquent ‖y‖∞ <∞. Cela montre que E est borné.

Grâce au théorème du point fixe de Schaefer, on en déduit que Φ a au moins un

point fixe, qui est une solution du problème (3).

4.1.3 Exemples illustratifs

Exemple 4.6. On considère le problème différentiel fractionnaire non linéaire suivant: C
HD

5
3x (t) + f (t, x (t)) = 1, t ∈ J = [1, e] ,

x (1) = 1, x
(
e
2

)
= g (x)

(4.6)
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On a:

α =
5

3
, η = 1, θ =

e

2

et en choisissant:

f (t, x (t)) =
2x (t) + 1

et−1 + 14
,

g(x) =
x− 2

8

Pour tout t ∈ J = [1, e] et pour x, y ∈ R, on a:

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ 1

7
|x− y| ,

|g(x)− g(y)| ≤ 1

8
|x− y|

Puisque,

k1 =
1

7
et k2 =

1

8

alors on a:

k1 (1 + log θ)

Γ(α + 1) log θ
+

k2

log θ
=

1
7

(
1 + ln e

2

)
Γ(5

3
+ 1) ln e

2

+
1
8

ln e
2

= 0.811 74 < 1

Puisque l’hypothèse du théorème 4.4 est satisfaite, alors le problème (4.6) admet une so-

lution unique sur J = [1, e].

Exemple 4.7. On considère maintenant le deuxième problème différentiel fractionnaire

non linéaire suivant:  C
HD

4
3x (t) + f (t, x (t)) = 2, t ∈ J = [1, e] ,

x (1) = 2, x
(

2e
3

)
= g (x)

(4.7)

On a:

α =
4

3
, η = 2, θ =

2e

3

et en choisissant:

f (t, x (t)) =
e−t

2

x2 + ln (t) + 1
,

g(x) =
1

6 + cos (x)
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Il est facile de voir que:

|f(t, x)| ≤ 1

2
,

‖g‖∞ =
1

5

Puisque toutes les hypothèses du théorème 4.5 sont vérifiées, alors le problème (4.7) admet

au moins une solution sur J = [1, e].
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés au calcul fractionnaire en présentant l’étude

de trois problèmes fractionnaires. Dans la partie 1, nous avons commencé par établir

l’existence et l’unicité de la solution du problème différentiel singulier non linéaire de type

Lane Emden en appliquant le théorème de point fixe de Schauder et le principe de la

contraction de Banach, en utilisant à la fois l’intégrale de Riemann-Liouville et la dérivée

de Caputo. Notons que pour le problème singulier étudié, nous nous sommes intéressés à

des conditions anti périodiques. Deux exemples illustratifs ont été discutés en détail pour

montrer l’applicabilité des résultats obtenus. Ensuite nous avons étudié deux types de

concepts de stabilité, la stabilité Hyers-Ulam et la stabilité Hyers-Ulam généralisée.

Dans la deuxième partie, nous avons proposé un nouveau problème fractionnaire de

type Duffi ng. Le problème introduit avec ses paramètres, qui ne satisfont pas les propriétés

de commutativité et de semi-groupe, permet notamment d’obtenir la forme standard de

l’équation de Duffi ng. Sous certaines conditions, nous avons prouvé un résultat d’existence

et d’unicité, puis sous d’autres conditions suffi santes, nous avons établi un autre résultat

qui traite de l’existence d’au moins une solution. Des exemples illustratifs ont également

été discutés. Il est à noter que les exemples proposés n’ont ni commutativité ni propriété

de semi-groupe pour les trois paramètres de différenciation, mais leur somme est proche

de la valeur réelle deux. Ensuite nous avons étudié la stabilité Hyers-Ulam et celle de

Hyers-Ulam généralisée pour le problème fractionnaire de type Duffi ng.

Nous nous sommes aussi intéressés à l’étude d’un autre problème différentiel non

linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard. Un résultat sur l’unicité de so-

lution est démontré après avoir déterminé l’équation intégrale équivalente. Puis un autre

théorème sur l’existence de solutions est prouvé. et enfin, des exemples sont discutés.

Comme perspective, nos travaux dans le futur seront consacrés à pour les études suiv-

antes:

Extension de l’etude du problème intégro-différentiel séquentiel (α, β, γ) de type

Lane-Emden.
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Extension des définitions actuelles et certains résultats similaires sur la stabilité

Hyers-Ulam et la stabilité Hyers-Ulam généralisée pour les équations différentielles frac-

tionnaires aléatoires.

Analyse qualitative des problèmes traités dans cette thèse.
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