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Introduction

Ce modeste travail est un document élémentaire d’algebre, il est destiné aux étudiants
de la deuxieme année mathématiques et informatique LMD, ainsi qu’aux étudiants des
écoles supérieurs ayant fait dans leurs cursus la matiere d’algebre linéaire. Son objectif
est de présenter les notions de bases permettant a I’étudiant de maitriser et manipuler les
déférentes méthodes de la réduction des endomorphismes définis sur un espace vecto-
riel ainsi que leurs matrices associés. Il a aussi pour but de savoir comment des méthodes
d’algebre permettent la résolution des problemes d’analyse.

Le polycopié est organisé en quatre chapitres. A la fin de chaque chapitre, nous avons
inclure des exercices corrigés et d’autres proposés.

Le premier chapitre est consacré aux notions de base de 'anneau des polynémes sur un
corps K et ses propriétés qui sont analogues aux propriétés des entiers relatifs.

Le deuxiéme chapitre présente spécifiquement les éléments propres d'un endomorphisme
d’'un espace vectoriel : vecteurs propres, valeurs propres, polynéme caractéristique, sous
espaces propres en passant par les différentes applications du célebre théoreme du Cayley-
Hamilton.

Dans le troisieme chapitre, nous traitons la réduction des endomorphismes, c’est la no-
tion qui est applicable pour les matrices en considérant les endomorphismes associés. En
basant sur les notions données dans le second chapitre, nous présenterons les différents
types de la réduction des endomorphismes, en commencant par la diagonalisation, en-
suite la trigonalisation sans oublier la réduction du Jordan.

Dans le dernier chapitre, nous présentons les différentes applications de la réduction des
endomorphismes (ou bien des matrices) au calcul des puissances d’'une matrice, expo-
nentielle d'une matrice et aux systemes d’équations linéaires a coefficients constants.

Ce manuscrit comprends, également, quelques références de base classiques et récentes
utilisés durant la réalisation de ce travail.

Le polycopié est inspiré du cours d’algebre 3 que j’ai enseigné aux étudiants de la deuxieme
année mathématiques LMD au sein du département de Mathématiques et Informatique
a 'université Abdelhamid Ibn Badis.



Chapitre 1

Anneaux de polynomes

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques notions concernant I'arithmétique
des polynomes. Soit (B, +,.) un anneau commutatif.
2 Polynome

Définition 1.1 [7], [8], [13], [14], [15] Etant donner (B, +,.) un anneau commutatifet (b;)ieN
une suite d’éléments de B nuls sauf un nombre fini. Toute écriture de la forme

P = (bn)n?() = (bo, bl, ....)
est appelée un polynome a une indéterminéeX, a coefficients dansK.

Notations

[71, [8], [13], [14], [15] 1. Les scalaire (b;) e de B sont appelés les coefficients du poly-
ndome P.

2. Le plus grand indice 7 tel que b, # 0 est appelé degré de P, noté degP et le terme b, X"
est appelé terme dominant de P et b,, est appelé coefficient dominant de P.

3. On convient de noter degP = —oo pour le polynéme nul (dont les coefficients sont tous
nuls).

4. Uanneau commutatif (B[X], +,.) représente '’ensemble des polyndmes a une indéter-
minée X, a coefficients dans K.

5. Lensemble des polynémes a une indéterminée X de degré inférieur ou égal a n est
noté B, [X].

6. Les éléments O x] et 15, (x] sont donnés par

Os,x =(0,0,..),18,x1 =(1,0,0,...)



2. POLYNOME

2.1 Opérations dans (B[X], +,.)

[7], [8], [13], [14] Etant donnés deux polyndmes P; = (bp) >0 €t Py = (D)) ,>0 de BIX].
Alors
1. Egalité

P; =P, si et seulement si b; = b}, pour tout i € N.
2. Somme de deux polyndomes

Pi+Py= (Cn)n>0 = (b, + bln)n>0

3. P; et P, dans K [X] sont dits associés s'il existe A € K inversible tel que P; = APs.
4. Produit de deux polynémes

P1P2 = (dn)n>0
avec d, = anby+ ap—1b1+...+arby—1 + agby =3 15—y arbs

Exemple1.1 [7]1.P; = X4 —7X +V2 estun polynéme unitaire de degré 4 dans R[X].
2. Py =4 est un polynéme constant de degré 0.
3.P3=(8+i)X+9 est un polynome dans C[X].

Notations [7]
Notons X =(0,1,0,0,....), en utilisant la régle de produit des polynémes, on obtient

X?=(0,0,1,0,0,....)
x*=(0,0,0,1,0,0,...)
comme by, by, ... sont des éléments de K, on obtient
bo = (b, 0,0,0,....)
a;X=(0,b01,0,0,0,....)
as =(0,0,b,,0,0,0,....)
ainsi de suite. Si presque pas du tout les b; sont nuls, alors on a
bo + X + boX? + ... = (bo, by, by, ....)

ce résultat en tenant compte que 0 = (0,0,....)

En pratique, la notation P = by + b; X + b,X? + ... est souvent utilisée. Pour tout ce qui suit,
un polynéme a une indéterminée X, a coefficients dans K est tout expression de la forme
P = by + b1 X + b X? + ... avec coefficients b; € K presque tous nuls sauf un nombre fini.

Proposition 1.1 [7], [8], [13], [14] Etant donnés deux polynomes non nuls de B[X]. Alors
deg(P; + P,) < max(degP;,degP»)

et
deg(P;.P,) < degP; +degP-.

Dans le cas ot B est integre, alors
deg(P;.Py) =degP; +degP,

Proposition 1.2 [7], [8], [13], [14] BIX] est un anneau integre si (B, +,.) est un anneau in-
tegre.

Preuve. [14] Supposons que P;.P» =0. Donc deg(P;.P2) = deg(0) = —oco. Par suite
degP, +degP, = —c0.

Alors degPy = —oo ou degPs = —oco,douP;=00uPy=0. m
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3 Divisibilité dans ’'anneau de polynomes
Dans tous ce qui suit, B désigne un anneau commutatif integre.

Définition 1.2 [7], [10], [14], [15] Soient P, et P, deux polynémes de B[X]. On dit que P, est
divisible par P, s'il existe P3 € B[X] tel que Py =P3.P»

Remarque 1.1 [7], [14] 1. On dit aussi que P, est multiple de P, , ou que Py est un diviseur
de P, ou encoreP, diviseP;.
2. Si P, divise Py, alors degP, < degP;.

Exemple 1.2 [7] 1. Chaque polynéme non nul vérifie Py divise Py, 1 divise Py et P divise 0.

3.1 Division euclidienne dans 'anneau de polyné6mes

Théoréme 1.1 [7], [10],[14], [15] Etant donnés P, et P» deux polynomes de B[X]. Si le co-
efficient du terme dominant de P, est inversible dans K, alors il existe deux polynémes
(P3,P4) € B[X]? tel que

Pi=P,.P3+P; et degP4 < deng.

Preuve. [14] On décompose la preuve en deux étapes : la preuve de I'existence et la preuve
de 'unicité, qui se fait par 'absurde.

1. Unicité On démontre I'unicité par I’absurde.

le polynome P4 — P est différent de zéro, 'un au moins des deux polynémes P4 ou P,
est différent de zéro et on a donc en utilisant les propriétés degP, < degP; et (degP; <
degP,) : deg(P4 — P)) < deg(P,) .
D’ou la contradiction.

On en déduit que P3 = P} et par conséquent P, =P} .
2. Existence La méthode de démonstration de 'existence est basée sur une démonstra-
tion par récurrence.

Etant donnés P; et P, deux polynémes de B[X] , avec P, non nul; soit ny le degré de
P,.

Premier cas:P; =0

OnaP; =0P,+0, avec P; =0 et donc il existe des polyndmes P et P, satisfaisant les
conditions de la division euclidienne (le quotient P3 et le reste P4 sont tous les deux égaux
au polyndéme nul). La propriété est donc vraie dans ce cas.

Deuxiéme cas : On considere que les polynémes P; sont différents de zéro.

En faisant une preuve par récurrence sur le degré des polynomes.

Supposons H,,, la propriété : Lidentité de la division est satisfaite pour tout polynéme
P; de degré inférieur ou égal a n;.

Montrons que pour tout entier n; supérieur ou égal a n,—1, on ala propriété (Rappel :
ny estle degré de Py )

Etape 1: Preuve de H,,,_

Supposons que degP; < n, — 1, alors I'identité de la division euclidienne est satisfaite
avec Q=0etR=P; caron a P, =0P, + P, et degP; < degP .

Etape 2 : Preuve de H,,, = Hy, +1.

Considérons P; un polynome de degré inférieur ou égal a n; + 1. S’il est de degré infé-
rieur ou égal a ny , 'utilisation de la propriété H,,, donne le résultat. Il suffit donc d’étudier
le cas ou P; est de degré exactement égalan; +1.
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- ) o 1
En utilisant le lemme démontre que le polynéme P5 = P; — a”1+ A xm+l-mp, yadmet

n

plus de terme de degré n; + 1; il est soit un polyndéme nul, soit a un polynome de degré
inférieur ou égal a n; .

Alors on a, pour les polynomes P3 et n7 , I'identité de la division euclidienne.

Il existe donc Q; et R; tel que :P3=P,.Q; +R; , avec degR; < degP».

D’ou:
n1+l

P; = [——X"*1"P 1 Q]P, + R,

I’lz
avec degR; < degP;.
Ceci est I'identité de la division euclidienne pour les polynémes P; et P, avec:

an +1
1 Xl’l1+1 n2+Q

Q =
nz
etR=R;
m Dans la partie qui suit, on considere (K, +,.) un corps commutatif.

Définition 1.3 [7], [8], [10], [14] Etant donnés Py, P., ...,P,, n polynémes de K [X].
1.Le plus grand diviseur commun pgcd
1l existe un unique polynéme unitaire ou nul A de plus grand degré divisant tous les poly-
némesP;, autrement dit
n

Y PiK[X]=AK[X].

i=1
Ce polynome est appelé le plus grand diviseur commun de la famille Py,P»,...,P, et noté
pgcd(Py,Py,...,Py) oubien Py APy A ... APy,
2.Le plus petit commun multiple ppcm
Etant donnés P1,P,,...,P,, n polynomes de K[X]. Il existe un unique polynéme unitaire ou
nul B tel que :
le polynoéme B est un multiple des polynémes P,,Ps, ..., P,
chaque polynéme multiple de P1,Ps, ..., P, est un multiple de B, autrement dit

N, Pr.KIX] = BK[X]

On le note ppcm(P1,Py,...,Py) ou bienPy v Py V...V Py, cest le plus petit commun multiple
des polynémes (P, P»,...,Py).

Caractérisation du pgcd et du ppcm

Théoréeme 1.2 [7], [8], [10], [14] Etant donnés Py, P., ..., P, n polynémes de K [X].
1.A=pgcd(P,,Py,...,P,) si et seulement si A est unitaire ou nul et

i.Vie{l,..., n},Adivise p;,

i.vie{l,..,n}, (A" divise p;)= (A diviseA).

2B=ppcm(Py,Py,...,P,) siet seulement si B est unitaire ou nul et
i.Vie{l,..,n},p; divise B,

ii.Vie{l,..,n},(p; divise B)= (B divise B').

3.2 Algorithme d’Euclide

[101,[7], [13], [14] Pour chercher le pgcd de deux polynomes il suffit d’utiliser I’algo-
rithme d’Euclide qui est une succession de divisions euclidiennes.
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Etant donnés P; et P, deux polynomes de K[X]. Pour chercher le pged(Py, P»), il suffit
d’effectuer la division euclidienne de P; par P, pour obtenir un reste R; tel que

P, =P,Q; +R; avec degR; < degP-.
Si le reste Ry n’est pas nul, on divise P, par R; et on obtient
P,=R;Q2+R, avec degR, <degR;.

Sile reste Ry n’est pas nul, on recommence la division a chaque étape et on continue ainsi
jusqu’a ce que 'on obtienne un reste nul.

3.3 Polyndomes premiers entre eux

Définition 1.4 [8], [10], [14], [15] Etant donnésR1,Ro, ...,R,, n polynomes deK[X]. Alors
1. Si
ngd(Rl, RZ; veey Rn) =1

alors, on dit que Ry, Ry, ..., R, sont premiers entre eux.
2.Si
pgcdR;,R)) =1 i#j i,je{l,2,..,n},

on dit que Ry, Ry, ...,R, sont deux a deux premiers entre eux.

Théoreme 1.3 Théoreme de Bézout [7], [8], [14]
Etant donnés Ry, Ro, ..., R, n polynémes de K[X]. Les polynémes Ry, Ry, ..., R, sont premiers
entre eux si et seulement s’il existent des polynémesV,,V,...,V,, tels que

n
Y RiV;=1.
i=1

Preuve. [7], [14] =) Supposons que Ry, Ry, ..., Rj; sont premiers entre eux, alors pgcd(Ry,Ro, ...,Ry) =
let Z;?zl R;K[X] = 1.IK[X]. Ceci nécessite |'existence des polynomes V1,V,...,V, tels que

<) Si ¥ | R;V; =1. Donc, chaque diviseur commun des polynomes R; divise 1, par suite
pgcd(Ry,Ry,...,Ry) divise 1, ce qui implique que pgcd(R;,Ry,...,Ry)=1. =

Théoréme 1.4 Théoréme de Gauss [7], [8],[12], [14]
Etant donnés P,Q,L trois polynomes de K[X]. Si P divise Q.L et P et Q sont premiers entre
eux alors P divise L.

Proposition 1.3 [7], (8], [14] Etant donnésP1,Ps,...,P,,, PQ,R des éléments deK[X], mietmy €
N. Alors
1.Sivie{l,2,..,n},pgcd(P;,P) =1, alors

n
pgcd([[P;,P)=1.

i=1

2.8ivVie{l,2,..,n},pgecd(P;,P)=1, alors

n
pged([ [P, P)=1.
i=1
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quels que soient les entiers a;,i €{1,2,..., n}.

3.Sipgcd(Q,R) =1, alors pgecd(Q™,R") =1.

4. pgcd(®PQ).ppcm(P,Q) = A.PQ pour un certain A € K.

5. SiP,Q,R sont des polynomes tels que P et Q sont premiers entre eux et P diviseR et Q divise
R alorsPQ divise R.

Preuve. [14]1. Vi€ {1,2,...,n},pgcd(P;,P) =1, alors on peut trouver des polynomes U, U;,i €
{1,2,...,n} tels que
U.P+U;.P;=1, Yie{l,2,...,n}.
Alors
n

[JU.pP+U;.P)=1

i=1
d’ouP et H?Zl P; sont premiers entre eux.
2. En utilisant la récurrence dans la premiére propriété, on obtient le résultat.
3. C’est un résultat qui découle de la propriété précédente.
4.S0itD = pgcd(P,Q) etM = ppcm(P,Q). Par le théoreme de Bézout, il existe (U, V) € K[X]?
tel que U.P +V.Q = D. En multipliant cette égalité par M, on obtient M.U.P + M.V.Q =
D. Puisque M est un multiple de Q alors PM est aussi un multiple de PQ. D’autre part,
puisque M est un multiple de P alors Q.M est un multiple de P.Q. Alors D.M est un mul-
tiple de PQ.
D’apres les propriétés des multiples des polyndmes, on peut trouver un scalaire A non nul
tel que D.M = A.PQ.
5. P et Q sont premiers entre eux, alors par le théoreme de Bézout, il existe deux poly-
noémes U; et Uy dans K[X] tels que PU; + Q.U =1. D’ou,

R=PU;.R+Q.U,.R.
Or il existe deux polynomes U et U, dans K[X] tels que R=U}.P et R=U,.Q. Donc, ona
R=PU,.U,.Q+Q.Us.U,.P =PU,.U}.Q+Q.Us.U,.P =PQ(U,.U} + U.U})
d’ot1 le résultat. m

Définition 1.5 Polynéme irréductible [7], [8], [10], [12], [14]

Un polynéme P de K[X] est dit polynome irréductible (ou premier) dans K[X] si degP =1
et s'il n'est divisible que par les polynémes associés a P et a 1, c’est a dire que P soit une
constante et que pour tout (P1,Ps) e K [X]Z, on ait

P=P,.P, = (degP;=0 ou degP,=0)

Exemple 1.3 /7], [14] 1. Chaque polynéme de degré 1 est irréductible, car le produit de deux
polynomes non constants est au moins de degré 2.

2. Le polynéme P = X2 + 2X — 3 est un polynéme réductible car il est divisible par deux poly-
nomes irréductiblesX — 1 et X + 3 dans R[X] et dans ce cas, P = (X—1)(X + 3).

3. Q =X2+1 est irréductible dans R[X] car on ne peut pas I'écrire comme produit de deux
polynomes de degré 1 a coefficients dans R.

Proposition 1.4 [7], [12], [14] Tous les polynomes de degré 1 dans C[X] sont irréductibles.

Preuve. [14] Il est clair que tout polynéme de degré 1 est irréductible. De plus, en utilisant
le théoreme de d’Alembert qui nous informe qu’un polynéme non constant est scindé sur
C[X], autrement dit produit de polynémes de degré 1. Par suite, tout polynéme de degré
inférieur ou égale 2 est réductible. m
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Remarque 1.2 [14] 1. Chaque polynéme de degré 1 est irréductible de R[X], de méme pour
les polynémes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Si P est un polynéme irréductible dans K [X] ne l'est pas forcément dans P'[X] ot K[X] est
un sous corps deP'[X] .

Proposition 1.5 [7], [12], [14]

1. Tout polynéme R irréductible est premier avec tous les polynémes qu'il ne divise pas.

2. Un polynome irréductible R divise un produit [];_, R; si et seulement si R divise 'un des
facteursR;.

Preuve. [14] Etant donnés R et Ry, Ry, ..., R,, des polynoémes de K[X].

1. On sait que les diviseurs communs a R et a un polynéme R’ sont des diviseurs de R, donc
sont, soit constants, soit associés a R. Par suite, si R ne divise pas R’, les seuls diviseurs
commun a R et R’ sont les constantes.

2. Supposons que R ne divise aucun des facteurs R;, dans ce cas R est premier avec chacun
d’entre eux et alors avec le produit [T}’ | R;, d’oli R n’est pas un diviseur de ce produit. La
réciproque est évidente. m

3.4 Décomposition d’'un polynéme en facteurs irréductibles

Proposition 1.6 [7], [12], [14] Tout polynéme non constant de K[X] se décompose d’'une
facon unique comme produit d’'un scalaire par un produit de polynémes irréductibles uni-
taires de K [X].

Preuve. [7], [12], [14] Existence En utilisant une démonstration par récurrence, on prouve
pour n = 1 la propriété A, :" chaque polynéme non constant de K[X] de degré inférieur
ou égal a n peut se décomposer sous forme d'un produit de polynémes irréductibles."
-A est vérifiée puisque chaque polyndme de degré 1, étant irréductible, est un produit
d’'un seul polynéme irréductible.
- On suppose que A, est vraie. Etant donné R un polynome de degré n + 1.
» Si R estirréductible, alors c’est un produit d'un seul polynéme irréductible.
 Dansle casinverse, il existe deux polynomes non constants R’ et R” tels que R =R".R”

et donc il est évident que R’ et R” ont des degrés strictement inférieurs a celui de R

et 'on peut leur appliquer I'hypothese de récurrence, ce qui donne une décompo-

sition de R en un produit de polynémes irréductibles.
Pour obtenir la décomposition annoncée, il suffit de mettre en facteur les coefficients do-
minants de chaque polynome irréductible.
Unicité Etant donné R = a.R}.Ry....R; une telle décomposition d'un polynéme R. Donc, le
scalaire a représente le coefficient dominant de R. D’autre part, tout polyndéme irréduc-
tible unitaire R; est un diviseur R et inversement si un polynéme irréductible unitaire Q
est un diviseur de R, alors c’est un diviseur de 'un des R; alors, ils sont égaux puisqu’il
s’agit de deux irréductibles unitaires. Les facteurs de cette décomposition sont donc tous
les diviseurs irréductibles unitaires de R. Supposons donc deux décompositions de R que
I'on peut donc écrire

R=a.R}' R)2.R},

avec les R; sont irréductibles unitaires et deux a deux différents.
Si, pour un entier i, on a a; #f;, par exemple A; < f;, alors on a

Aj _pPiAj Bi
[TR} =Ry ' T1R;
ji% j#i
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et donc R; divise [] 4 R].’, ce qui est une contradiction car R; est premier avec R; si j #1i.
Par suite, Vi,A; =f;, d’ot I'unicité de la décomposition. m

3.5 Fonction polynome d’une variable

Définition 1.6 [7], [12], [14] Etant donnéR un polynéome de K[X].
La fonction définie par

est appelée fonction polynéme d’'une variableX associé a R.

Remarque 1.3 [7], [14] 1. Un élément A € K est appelé une racine (ou un zéro) deRsiR(\) =
0.

2. Pour que \ € K soit une racine de R, il faut et il suffit que X — A\ divise R.

3. La dérivée de la fonction polynéme du R est la fonction notée R'(X) définie par

RX) =a; +2aX+3asX% + ...+ (n—= D a,_1 X" 2 + na, X" .

Théoreéme 1.5 [12], [14] Etant donnéS € K[X] et A € K. Alors

1. En effectuant la division euclidienne de S par X—\, on obtient un reste qui est exactement
S(A.

2.X — A divise S si est seulement si A est une racine de S .

3.6 Ordre de multiplicité d’une racine

Définition 1.7 [7], [12], [14]SoitS € K[X] et A € K une racine de S. L'ordre de multiplicité de
la racine \ de S est le plus grand k € N tel que (X — \)* divise S.

e Sik=1, A est appelé une racine simple de S,
e Sik=2, A estappelé une racine double de S,

e Sik=3, A\ estappelé une racine triple de S etc...

Exemple 1.4 [14] Le polynéme X3 — 8X? + 5X + 50 posseéde une racine simpleX = —2 et une
racine doubleX = -5 car

X3 —8X% +5X+50=(X+5)72*X+2).

Théoréeme 1.6 [7], [12], [14] Etant donnéS € K[X] et A € K. A est une racine simple de S si
et seulement si S(\) =0 et S'(\) #0.

Preuve. [14] En utilisant la définition d'une racine simple, on a A est une racine simple si
et seulement s'il existe un polynéme Q dans K[X] tel que

S=X-A\.Q
et Q(A) #0 or
S'=Q+X-NQ
donc
SN =QW)

d’ou le résultat. m



4. EXERCICES CORRIGES

Remarque 1.4 [14] Pour montrer que A est une racine d'ordre m d’'un polynome S il suffit
de montrer que
S =0,SM=0,..,.S" PN =0,S" 1) #o.

Exemple 1.5 [7],[14] Le polynomeP = (X2-2X-3)2 possede deux racines doubles X = -1 et
X =3 car
P=X+1)2X-3)>

Proposition 1.7 [7], [12], [14] Etant donnéP € K[X] et A1, A, ...\, € K sont des racines deux
a deux différentes de'S, d’'ordre de multiplicité respectif my, my, ..., m;. Alors [T;_; X — ;)™
divise S.

Preuve. [14] Pour tout i € {1,...,,r}, on a (X—A;) sont des polyn6mes premiers entre eux car
A1, A2, ..., A € K sont des racines deux a deux distincts de S. Alors, (X— ;)" sont premiers
entre eux. En utilisant la Proposition 5.3, on obtient [];_, (X - A;)"™ divise S puisque (X —
A;)™i divise S. m

4 Exercices corrigés

Exercice 1.1 [7], [11], [14] Effectuer la division euclidienne de X" paer —X -2 dansR[X]
en précisant le reste de cette division pour tout m e N fixé.

Solution.[7], [11], [14] En effectuant la division euclidienne, on peut trouver deux poly-
noémes (P1,P,) € (R[X])? unique tel que :

X™ = (X?*~X-2)P; +P,
et deg(P,) < 2. Dong, il existe (i, j) € (R)? unique tel que P, = iX + j. Puisque
X?-X-2=X+1)(X-2),
on obtient, en remplacant X par —1 et par 2

D™ = —i+j
2m = 2it]

En résolvant ce systéme linéaire de deux équations a deux inconnues, par exemple en
utilisant les coefficients indiqués, et on trouve

3i=2"—(-1™, 3j=2"+2(-1".
Par suite, le reste de la division euclidienne de X" par X? - X — 2 est

1 1
P, = §(2m—(—1)m)X+ §(2m+2(—1)m).

Exercice 1.2 [7], [11], [14] Préciser 'ensemble des m € N* tels que X*+1)™ =X soit divi-
sible parX? + X + 1 dans R[X].

10



4. EXERCICES CORRIGES

Solution. [7], [11], [14] On note K=X?+X+1 et S, = X*+ 1) —X". Puisque K= (X - ) (X—
12) dans C[X], K est un polynéme scindé simple sur C, par suite :

K divise S, ©Sn(D=0 et S,(I*=0).
D’autre part, sachant que S,, € R[X], on a
Sm(*) =Sm(D) =S (D),

donc
A divise S,,<S,,(l)=0.

Et: On déduit que I'ensemble des m demandé est I'ensemble contient tous les multiples
de 6 dans N*.

Exercice 1.3 [7], [11], [14] Ecrire la factorisation en produit de polynémes irréductibles
dansR[X], des polynomes suivants :

1Y +9Y3 +38,

2.Y'-2Y*+9,

3.Y'+Y*-6.

Solution. [11],, [7], [14] 1. On peut réécrire le premier polynome sous forme d'un trindme
enYS:

Yo +9Y3+8 = (YP+1(Y*+8)
Y+ D2 =Y+ 1Y +2)(Y> -2Y +4).

Les deux termes du second degré sont irréductibles dans R[X], puisque le discriminant
est strictement négatif.

2. De méme que précédemment, les deux termes du second degré sont irréductibles dans
R[X], puisque le discriminant est strictement négatif.

3. En écrivant le polyndme sous forme d’un trinéme bicarré :

Y44Y2-6 = (Y2-2)(Y2+3)
(Y = V2)(Y + V2)(Y? +3).

Exercice 1.4 [14] Chercher le pgcd dans K[X] (K étant R ou C) des polynomes Py et P,
suivants
P =Y - 2Y'+ Y - Y*+2Y -1

et
P, =Y -Y?+2Y-2.

Soit D ce pgcd. Trouver P} et P, tels que
P; =DP]

et
P, =DP),

Déterminer le ppcm de P et P,.

11
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Solution.[14] En utilisant I'algorithme d’Euclide, on peut déterminer le pgcd des poly-
nomes. On obtient
Py =Pa(Y*—Y—-2)+Y* +4Y - 5.

Alors, le pged de P; et P, est égal au pged des polynomes P, et Y2 +4Y — 5. En effectuant la
division euclidienne de P, par Y2 +4Y — 5, on trouve
P, = (Y +4Y - 5)(Y - 5) +27Y - 27.
Puisque
27Y-27=27(Y-1),

ensuite la division euclidienne de Y* +4Y — 5 par Y — 1, puisque
pgcd((P1,Py) =pgcd(P,aP>)

si a est un scalaire non nul.
Le pgcd des polynomes P, et Y2 +4Y — 5 est égal au pged des polyndmes

Y2 +4Y-5

et
Y-1

Par la division euclidienne de Y? + 4Y — 5 par Y — 1, on déduit le quotient Y + 5 et le reste 0.
Par suite Y2 +4Y — 5 est un multiple du polynéme Y — 1. Alors le polynéme Y — 1 est le pgcd
de Y2 +4Y -5 et Y — 1. Donc celui de P; et Y2 + 4Y — 5 et donc le pgcd de P; et Ps.

2. Etant donné D =Y — 1. Pour chercher P} et P}, tels que P; = DP} et P, = DP), on divise P,
et P, par D. On trouve
Pi=(Y-D(Y*-Y-Y+1)

et
Py =(Y—-1)(Y?+2).

Pour trouver le ppcm de P; et P, on fait appelle a la formule (polynémes P; et P, étant
unitaires) :
PP, = pgcd(Py,P2) x ppecm(Py,Py).

En calculant le produit P;P,, puis en divisant le résultat par le pgcd de P; et P,, mais il
vaut mieux d’utiliser la question 2.
P, =DP,

et
P, =DP,
ouP|=Y'-Y’-YX+1etP,=Y*+2.
Comme
PP, =DP|DP, =D.ppcm(P1,P;)

on en déduit que ppcm(Py,P;) = DP{Pj, comme P; = DP] et P, = DP et I'on pouvait alors
calculer un de ces deux produits.
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Exercice 1.5 [1], [14] 1. Prouver que si y est racine commune a P(y) et Q(y), elle I'est éga-
lement de leur PGCD et inversement.
2. Déduire les racines multiples deP = y° + y3 —4y? -3y - 2.

Solution.[1], [14] 1. Supposons que A estle PGCD de P et Q, on a
P=AA;

et
Q=AA;.

Si A(yo) =0 alors P(yo) = A(y0)A1(yo) et de méme Q(yo) = A(yo)A2(yo)-
Inversement, supposons que ), est une racine de P(y) et Q(y),en utilisant le théoreme de
Bézout, on peut trouver deux polynomes U et V tels que

A=PU+QV

et
A(y0) =P (¥0)U (y0) + Q(¥0)V(y0) =0.

2. Supposons que ¥ est une racine multiple de P = y° + y3—4y? -3y —2 alors elle est racine
de P =5y*+3y?> -8y -3.

Trouvons le PGCD de P et P’ par I'algorithme d’Euclide : Le polynome P possede comme
racines multiples celles de y* + y + 1 autrement dit

_-1-iv3
=

_—1+i\/§

k %

Ces racines sont de multiplicité au moins égal 4 2 donc P est divisible par y?+ y+1 qui est
de degré 4, P étant de degré 5 il ne peut y en avoir d’autres.

Exercice 1.6 [3], [14] Prouver que les polynomes P et Q sont premiers entre eux équivaut a
dire que P + Q et PQ sont premiers entre eux.

Solution. [3], [14] Si A et B sont premiers entre eux, alors

A+B)AA=1
et

(A+B)AB=1.
On adonc:

(A+B)AAB=1

Inversement, supposons que A + B et AB sont premiers entre eux. Alors, dans le cas ou D
divise A et B, alors D divise A+ B et AB . Par suite, D est de degré 0.

5 Exercices pr OPOSéS
Exercice 1.7 [3], [14] Etant donné me N, prouver que le polynoéme Y2 -Y + 1 divise

13
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Exercice 1.8 [3], [14] Préciser tous les polynomes A tels que :
AR)=6,A'2)=1 et A"(2)=4

et
Vk=3,A%2) =0.

Exercice 1.9 [11], [14] Donner la factorisation en produit de polynémes irréductibles dans
RIX], des polynémes suivants :

1. (Y2 -4Y +1)? + (3Y-5)%,

2.Y°+1,

3.Y°-1.

Exercice 1.10 /1], [14] Etant donnés a;,0,, 3,04 des entiers naturels. Considérons les deux
polynomes
A — Y4(X1 +3 + Y4(Xz+2 + Y4O(4+1 + Y4(X4

et
B=Y?+Y?+Y+1.

Montrer que B divise A.

Exercice 1.11 [14] Déterminer le PGCD des deux polynomes X% — 5X* + 4X3 — 10X2 +3X - 2
erX> +2X% +4X +11.
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Chapitre 2

Eléments propres d’'un endomorphisme

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons les premiers éléments de la théorie spectrales repré-
sentés par les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices carrées (respectivement
d’ endomorphismes) et nous citons1’énoncé du théoreme du Cayley-Hamilton qui jouent
un role tres important dans les réductions de ces derniéres a une forme canonique.

2 Valeurs propres et vecteurs propres

Soient K un corps, f/ un K -espace vectoriel de dimension finie et  un endomor-
phisme de f .

Définition 2.1 [I1] Soita € K. On dit que a est une valeur propre de\y s'il existe un vecteur
v nonnulde [ telquey(v)=a.v

On dit alors que v est un vecteur propre de U associé a la valeur propre a.

Remarque 2.1 [1], (9], [15] 1. Lensemble de valeurs propres de \y est appelé spectre de s et
est noté S , (V) ou bien spec(V).

2. La somme de deux vecteurs propres associés a la valeur propre o représente un nouveau
vecteur propre associé a cette valeur propre o .

3. Soit v est un vecteur propre associé a la valeur propre «, alors "c.v" représente un vecteur
propre associé a la valeur propre o pour tout c € K.

4. Le scalaire a définit une valeur propre de v équivaut a dire que lU'application v — old
n'est pas injectif, ce qui implique que 0 est une valeur propre de U équivaut a dire que
n'est pas injectif.

Exemple 2.1 [1], [6] Considérons l'espace vectoriel E formé des fonctions g définies et déri-
vables sur R. Lapplication
V:E — E
g — vi@=¢
est un endomorphisme de E. Pour tout a réel, on a

gx)=agx) o gx)=ke**
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2. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

ceci dit que
y(g(x)) = ake™™

On remarque que l'endomorphisme posséde tout nombre « pour valeur propre.

Exemple 2.2 Lapplication

v:iR? — R?
(a,b) — wy(a,b)=(a,b)

est un endomorphisme et o = 1 est une valeur propre de .

Définition 2.2 [8], [9], [15] Etant donnéy un endomorphismede I, et « une valeur propre
de . On appelle sous espace propre de U associé a o, noté F (W), le sous espace vectoriel
ker(w—aly) de F formé de tous les vecteurs u de [ vérifiant W (u) = a.u. Autrement dit

FoaW) ={ueF ;v =ou}=ker(y—ald).

Ainsi [ (W) est formé de 0 et des vecteurs propres de \ associés a a.

Proposition 2.1 [9] Etant donné y un endomorphisme de [ et « une valeur propre de .
Alors, le sous espace vectoriel propre F (W) est stable par .

Preuve. [9] Il s’agit de montrer que Wy (f «(y)) © F «(¥). Considérons u € [ ()), alors
v(u) =a.u,
ce qui implique

v (W) =y(a.u) =ay(u)

c’estadire que W (u) qui estun élément de W (f «(V)), et est un vecteur propre de W associé
a a ce qui signifie que y(u) € F (V) m

Théoréme 2.1 [9] Soient v un endomorphisme de [ et (x;)1<i<k une famille de vecteurs
propres associés respectivement a des valeurs propres () 1<i<k de W deux a deux distinctes.
Alors, les vecteurs (x;)1<i<k Sont linéairement indépendants.

Preuve. [9] Nous allons réaliser la preuve par la méthode de récurrence. 1. Si i = 1, en
utilisant la définition de la valeur propre, on trouve que le seul vecteur x; qui n’est pas
nul, donc il est libre.

2. Supposons que le résultat est vérifier pour i < k—1 c’est a dire que (x;);<j<k—1 sont
libres et montrons qu’il reste vraie pour i = k. Supposons que

k
Y Bixi=0p 2.1)
i=1

et montrons que
B;=0,pourl<is<k.
Donc

k k k
OF=W(Zﬁixi)=Zﬁillf(xi)=25iaixi- (2.2)
i1 i in
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2. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

On retranche o (2.1) a (2.2), on obtient
k k k-1
0F =) Pioixi—ag ) Pixi= ) Pila;—ag)x;. (2.3)
i=1 i=1 i=1

En utilisant I'hypothese de récurrence, on trouve que
Bila;—ar)=0,V1<i<k-1
et comme les scalaires (;)1<;<x de W sont deux a deux distinctes, on obtient
B;=0,Vi<i<k-1
par suite, I'équation (2.1) implique que

Brxr=0

ce qui donne

Pr=0
car xx # 0. On conclut que f; =0,V1 < i < k d’ol1 'indépendance linéaire des vecteurs
(Xi)1<i<k- ®

Remarque 2.2 FEtant donnéa, et oy deux valeurs propres distinctes de I'endomorphismey
de I . Alors, l'intersection des espaces propres [ «, (W) et [ o, (W) est réduite a {Og}.

Preuve. Admettons w € [ o, (W) N F o, (W). Si w € F o, (W) N F o, (W) alors, y(w) = oq.w =
az.w, donc (o) —a2).w =0. Comme a; —az estnonnul,ona w=0;. m

Corollaire 2.1 [8], [9] Etant donné ¢ un endomorphisme de [ et (a;) <<k Ses valeurs
propres deux a deux distinctes. Alors, les sous espaces vectoriels propres (I o; (W) ) 1<i<k Sont
en somme directe.

Preuve. [8], [9] Soient (x;);<;<k une famille de vecteurs propres associés respectivement a
des valeurs propres («;)1<j<k- En utilisant le théoréme 2.1, 'équation Zle x; = 0 est véri-
fiée si chaque vecteur x; est nul, et comme x; € F o, ();, alors la somme

k
ZFO(Z'(W)i

i=1
est directe. m

Corollaire 2.2 [8], [9] Etant donnéy un endomorphisme de | . Sidim [ < oo, alors la di-
mension de l'espace [ est supérieure ou égal au cardinal de I'ensemble spec(W).

Preuve. [8], [9] Supposons que le spectre de W n’est pas vide et il contient les valeurs
propres (a;)1<i<k qui sont distinctes deux a deux, et chaque valeur a; possede un vec-
teur propre x; non nul. On remarque que les vecteur xp, xo, ..., X; sont libres, en utilisant
les propriétés des espaces vectoriel, on déduit que la dimension de I’espace F est supé-
rieure ou égal au cardinal de '’ensemble spec(y). m

Puisque il existe une bijection entre ’espace vectoriel des applications linéaires et I'es-
pace des matrices, on peut donc penser a définir les éléments propres, i.e. les valeurs
propres et vecteurs propres pour une matrice carrée (en fait, tous les résultats qui sont
vrais pour les endomorphismes sont vrais pour les matrices et réciproquement).
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

Définition 2.3 [4] Etant donnéy un endomorphismede [, dimf =n<oo, Bune base
de et A=M(y,B,B) = (a;j)i<i,j<n. On appelle vecteur propre de « tout vecteur non nul
X eM,1(K) tel que oX soit colinéaire a X.

On appelle valeur propre de  toute élément o deK tel que la matrice (A —oly) ne soit pas
inversible, autrement dit tel que det(A—aly)=0.

Etant donné une matrice A € M,,(K) , ou bien , un endomorphisme v d'un espace vecto-
riel F #{0}.

Deux questions naturelles se posent .

1. Comment peut -on déterminer les valeurs propres de y (ou de son matrice associée
A)?

2. D’autre part, une telle valeur propre o étant fixée, comment déterminer I'espace propre
correspondant ?

Si la dimension de I'espace F est finie, nous verrons que la premiére question se rameéne
a la recherche des racines d'un certain polynéme, la seconde question se ramene a la ré-
solution d’un systeme linéaire.

3 Polyn6éme caractéristique

[1] Etant donné K un corps, f un K -espace vectoriel de dimension finie n, B =
(ej)1<j<n €t ¥ un endomorphisme représentée par une matrice carrée d’ordre n.

Les scalaires a tels que ker(w —aly) #{0,} définissent les valeurs propres de W autrement
dit sont les solutions de I’équation

det(y —aly) =det(A —al,) =0.

Supposons

A=|... m,-j

puisque le déterminant est indépendant de la base choisie dans F, alors det(A — al;,)
s’écrit

mp;—« myo min
mo1 Moy — & ... Moy
P (o) =
mnl mnz cee mnn_(x

En effet, on retranche « aux éléments diagonaux m;; de la matrice a.

En développant ce déterminant suivant une ligne ou une colonne choisie, on montre que
P 4 (a) est un polynome de degré n.

Ce polyndme s’appelle le polyndme caractéristique de I’endomorphisme v, ou de la ma-
trice A qui a pour racines les valeurs propres de .

Dans le cas ol le corps K est réel, alors y posséde au maximum #n valeurs propres, dis-
tincts ou confondues.
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

mais si K est complexe, tout endomorphisme de F possede n valeurs propres, distinctes
ou confondues.

On peux citer maintenant la définition du polyndéme caractéristique.

3.1 Polynome caractéristique

Définition 2.4 /8] Etant donné A e M,,(K),n=1. Le polynome caractéristique de A est le
polynome de K [X] donné par P 4(X) = det[A —XI,].

Remarque 2.3 [8] 1. Une matrice et sa matrice transposée ont le méme polynome caracté-
ristique.
2.S5iN=P AP ona

A =X1=P1(A-XI,)P

donc
PA’ (X) =detP~tdet[A - XI,]detP =P 4(X)

cela veut dire que le polynome caractéristique de A est indépendant du choix de la base B,
il ne dépend que de X, on conclut donc que les matrices semblables ont méme polynome
caractéristique.

3.P 4(0) = (-1)" det A.

Proposition 2.2 [9] Etant donné n = 1 et une matrice A = (@iji=i,j<n € Myu(K) associée a
. Alors, en général le polynéme caractéristique du y (ou de /) est de la forme
P 4 (x) =Py (x) =det[A— xI,] = (-1)".x" + (-1)" ' Tr(A).x""" +...+ det A
Tr(A) = ayt+agy+...+ayn

(7 2

Alors, le polynéme caractéristique de A est

Exemple 2.3 Soit

a—«o e

f _a:(a—(x)(z—a)—e.f

P A0 =

d’ou
Py@=o’—(a+2)a+az—ef=(-1)%a+(-1'Tr(A).a+detA.

Définition 2.5 [8] Etant donnéy un endomorphismede |, dim[ =n<oo, Bunebase
de F et A=M(y,B). On appelle polynome caractéristique de \ le polynéme caractéris-
tique de la matrice de \y dans une base B choisie et on le note Py, qui ne dépends pas du
choix de la base B.

Proposition 2.3 /8] Etant donnéy un endomorphismede [, dim/[ =n <oo. Un scalaire
« est valeur propre de  si et seulement si il est racine du polynéme caractéristique de
autrement dit

det[w —aly]=0.
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

Preuve. [8] Suivant la définition, « est valeur propre de v si et seulement si [y — oIy €
Z(F)] n'est pas injectif. Comme la dimension de [ est fini, alors dire [w —al/] € £(F)
n'est pas injectif revient a dire que [w —aly] € Z(F) n'est pas bijectif, cela équivalent a
dire que le déterminant de W —al; estnul. m

Exemple 2.4 [1] Cherchons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice

4 1
1=(3 )
Le polynome caractéristique de A en o est
4—a 1

=o® —6a+5=0.

Pp@=1 5 5, 4

Ce polynome admet deux racines a; =5, ag = 1.

c
nous obtenons

Considérons un vecteur propre associé a oy qui a pour matrice ( d

—-c+d = 0,
3c—-3d=0.

D’oui la droite vectorielle ¢ = d, sous espace propre associé a a;. D'une maniere similaire, on
obtient pour oz =1 la droite vectorielle3c+ d = 0.

Exemple 2.5 Méme question pour la matrice

4 6 0
A=[-3 -5 0 |.
-3 -6 -5

Dans ce cas on aK =R. Le polynéme caractéristique de /A est de degré 3 en o et égal a

4-« 6 0
-3 -5-« 0 [=G+2+a)(a—-1).
-3 -6 -5-«

Ce dernier possede trois racines dansR : oy = =5, a0 = —2,a3 = 1 ce qui implique trois valeurs
propres distinctes pour .

Pour trouver ker(y — o), il suffit de déterminer les vecteurs w = (I, m, n) tels que (W —
o1 D) (v) =0, c'est-a-dire tels que W (w) = =5w. On obtient donc le systeme

9l+6m = 0,
-3l = 0, (2.4)
-3l-6m = 0.

Ces trois équations sont dépendantes et la résolution du systeme conduit aker(y) = Vect(w)
avec w; =(0,0,1).
D’'une maniere similaire, on détermineker(Ww — azl) = ker(w + 2I) avec le systeme :

6l+6m = 0,
-31-3m = 0, (2.5)
-3l-6m-3n = 0

qui implique queker(y + 2I) = Vect(w) avec wo = (1,-1,1).
Enfin, on obtient ker(y — azl) =ker(y —1I) = Vect(ws) avec ws =(-2,1,0).

Remarque 2.4 Les valeurs propres d'une matrice diagonale ou triangulaire sont les élé-
ments diagonaux car le déterminant d’'une matrice diagonale ou triangulaire est le produit
des éléments diagonaux.
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

3.2 Ordre de multiplicité

Définition 2.6 [4], [9] Etant donnéy un endomorphismede [, dimf < oo eta €K une
valeur propre de . On appelle ordre de multiplicité de o sa multiplicité dans le polynéme
caractéristique de \y et est noté mul(a).

Exemple 2.6 Soit

A=

S O =
[«>BN \C R )
N OO

Alors, le polynéme caractéristique de /A est
Pl =(1-02-w

Alors, la multiplicité de a; =1 est 1 et la multiplicité de ap =2 est 2.

Endomorphisme scindé

On rappel qu’'un polyndme est dit scindé s’il s’écrit sous forme produit de facteurs de
degré un.

Définition 2.7 [4], [9] Etant donné K un corps, [ un K -espace vectoriel de dimension fi-
nie n et W un endomorphisme de | . Un endomorphisme U est dit scindé si son polynome
caractéristique est scindé sur K.

Remarque 2.5 [4] Dans le cas out K = C , tout endomorphisme défini sur [ un K -espace
vectoriel, est scindé.

Proposition 2.4 [4] Etant donnéK un corps, I unK -espace vectoriel de dimension finie n,
W un endomorphisme de [, « une valeur propre de et F () l'espace propre de\y associé
a (o). Alors

1 <dim/F () < mul(a)

Preuve. [4] Si on note n=dim/f «(y); alors comme le sous espace propre [ (W) n’est pas
réduit a 0 alors il est de dimension supérieure ou égal a 1. D’autre part, on sait que cet
espace propre est stable par v, de plus le polyndme caractéristique de y; (y; représente
I'endomorphisme induit par y sur f () ) est (X—«)", ce dernier divise Py () par suite
n<mul(a). m

3.3 Polynéme d’endomorphismes et Théoréme de CAYLEY-HAMILTON

[4], [9] Pour allez plus loin dans la théorie de la réduction des endomorphismes, il faut
penser au théoréme du Cayley-Hamilton et la théorie des polyndmes annulateurs.

L'idée principale de cette théorie consiste a décomposer I'espace sous forme une somme
de sous -espaces sur lesquels un endomorphisme plus simple est induit par I’endomor-
phisme étudié.

Définition 2.8 [8] Etant donnéy € £(F), dimf =n < co . Alors,  est dit nilpotent s'il
existe un entier naturel p € N* tel que y? = 0.

Dans ce cas; le nombre q, appelé indice de nilpotence de v, est le nombre défini par q =
inf{p e N* : ¢” =0}
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

Proposition 2.5 [5]
Soitw € Z (F) un endomorphisme et B une base de | . Alors U est nilpotent si et seule-
ment si A = M (v, B) est nilpotente.

Preuve. [5]
v estnilpotent < JgeN:y7=0
— 3JgeN:M(y?,B)=0
< 3geN:[M(y,B)]=0
<~ 3JgeN,A9=0.
|
Exemple 2.7 [5] 1)
yv:R — R
(a,b,c) — wl(abc)=(bc0)
Nous avons
Vv # 0carw(0,1,0) #Ops
v (a,bc) = v(f(abo)
= y(bc,0)=(c0,0).
v’ (a,b,¢) = W(c,0,0)=(0,0,0)
Par suite  est nilpotent d’'indice de nilpotence q = 3.
2) v est un endomorphisme deR® et A=M (v, B,)
-1 -1 1 0 0O
A={0 0 0|, A2=AxA=|0 0 0
-1 -1 1 0 0O

A est nilpotente d'indice 2.

Remarque 2.6 [5] * Tout endomorphisme nilpotent admet une seule valeurs propre A =0
* Un endomorphisme nilpotent n'est jamais diagonalisable.

Proposition 2.6 /5]

Etant donné Y € Lk (F). Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1) v est un endomorphisme nilpotent.

2) Le polynome caractéristique de\ est Py, (x) = x".

3) On peut construire une base de [ suivant laquelle la matrice de  est triangulaire
supérieure.

Preuve. [5] - Supposons que Wy est un endomorphisme nilpotent, par suite le polynéme
X" est un polyné6me annulateur de ¥ . Donc, cet endomorphisme est trigonalisable et, par
suite scindé, de spectre réduit a {0}. Son polynéme caractéristique et donc X".
-Supposons que Py (X) est X", 'endomorphisme y est scindé et on peut donc construire
une base dans laquelle la matrice de v est triangulaire supérieure. Sachant que les élé-
ments diagonaux de cette matrice sont les valeurs propres, donc, cette matrice est trian-
gulaire supérieure stricte.

-Supposons qu'il existe une base pour laquelle la matrice /A associée a 'endomorphisme
W est triangulaire supérieure stricte, dans ce cas, on déduit que A" =0, et par suite y" =0,
par simple calcul. =
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

Définition 2.9 [1],/9] Etant donnéK un corps, I unK -espace vectoriel de dimension finie
n, U un endomorphisme de [ .
Lensemble de polynomes annulateurs de\y, notély, est 'ensemble {Q € K[X]: Q(y) =0 ()} -

Remarque 2.7 [1],[4], [9]
1. Lensemble 1, est un ensemble non vide puisque Py, le polynome caractéristique est un
élément dely,. En effet,

Py(y) =Py (A) =det(A - A1) =0.

2. Il existe au moins my, € Ly, tel que pour tout polynomeP dely, et degmy, < degP, my, est
appelé polynome minimal de . Alors,

- le polynome minimal est un polynome annulateur dey c’est-a-dire my,(y) = 0 (E),
- Pour tout a € I, on a a.my,(x) est aussi un polynome minimal de y,
- Les racines de my, sont les mémes de Py, autrement dit le polynome my, divise P,.

-Deux matrices semblables ont le méme polynome minimal ( mais la réciproque n'est vraie
en général, c’est a dire on peut trouver des matrices possédant le méme polynome minimal
mais elles ne sont pas nécessairement semblables.

Proposition 2.7 [4], [9] Admettant y € £ (F ), dim [ < oo et B une base de |- . Alors W pos-
sede le méme polynéme minimal de son matrice associée dans la base B.

Preuve. [4], [9] Soit A =M(y,B). Mettons my,(x) = ap + a;.x +... + a,.x". Alors

my (W) =aoly + a1y +...+a,y" =0

et
my(A) = aplp+arA+..+a, A"
= ap.M{/,B)+a;.MW,B) +...+ an.M(an,B)
= M(ap.ly +a.v+...+a,yv",B)
= M(my(y),B)
= M(0,B)=0.
D’ou

My (A) = 0m,, 1)
On suppose maintenant I'existence d'un polynéme S € K [X] avec S(A) =0¢(r). On a
SW) =bolf + bW +...+ by

et

M(S(wy),B) bo.M(,B) + by M(y,B) +...+ b, M(y", B)
bo.M(1;,B) + by M(y,B) +... + b,,. M(y,B))"

S(A).

Donc M(S(y),B) = S(A) =0, de plus S(y) = 0 () ce qui donne S € I, et donc degm,, <
degQ. La preuve est ainsi achevée. m
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3. POLYNOME CARACTERISTIQUE

Proposition 2.8 [4], [9] Supposonsw € Z(F ), dim [ < oo etQ € K[X] un polynéme. Alors
Q) =02()) © Q(x) est divisible par myy (x).

Preuve. [4], [9] <) Supposons que Q(x)est divisible par my,(x). Alors, on peut trouver un
polyndome Q; € K[X] tel que Q(x) = my (x).Q1(x), ce qui implique

Q) = my().Q1 (W) =02E).Q1 (W) =02 ).

Par suite Q(V) =0 ().
=) Supposons que Q(y) =0 E) et Q(x) = mw(x).Ql (x) + R(x) avec

0 < degR < degm,,. (2.6)
Il suffit de montrer que R(x) = 0. Supposons que R(x) #0. On a
R(W) = Q) — my (¢).Q1 (W) =0¢)

on obtient donc R € I, dans ce cas deg m,, < degR ce qui contredit (2.6). Par suite R(x) = 0.
]

Corollaire 2.3 [4] Soientw € Z(F ), dim[ < oo. Le polynome caractéristique dey est divi-
sible par le polynome minimal my, de plus il possede les mémes racines de Py,.

Exemple 2.8 Préciser le polynome minimal de A donnée par
10
A=[0 5
3 6

Ppl@)=0-a)1-a)(9—a).

© O O

Le polynome caractéristique de A est

Comme les racines de P 4 (a) sont tous simples, alors my, (o) = Py ().
Exemple 2.9 La méme question pour la matrice

2 0
A=|1 0
0 -1

la matrice associée ay : R® — R3. Alors, le polynéme caractéristique de A est

S O Ww

P 4(00) = (1+0)*(3 - ).

Donc, soit my(a) = (1+a) @ —a) , soit my(a) = me (o). 11 suffit de vérifier que mw(/l) =0.
Comme
I+ ADEI-A) =0np, (R),

alors my (o) = (1+a) (3 — ).
Théoréme 2.2 [9] Soient\y € £ (E) et | | un sous espace vectoriel de [ stable par . Etant
donné lapplication
vithkh — Fa
x = yix)=yk).

Alors my,(x) est divisible my, (x).
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4. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Preuve. (9] Il suffit de montrer my, (Y1) = 0 ). On pose my (x) = ap + ar.x + ... + an.x".

Donc my, (W1(x)) = ag.x + a1 Y1 (x) +... + ap. Py (x).

ap.x + a. Y(x) + ...+ ap.p'(x)
My ()
0.

My, (W1 (X)) = ap.x + a1. Y1 (%) + ... + ap.Wyy (%)

D’olt My, (x) =0 (). =

4 Théoreme de CAYLEY-HAMILTON

Théoreme 2.3 Théoreme de CAYLEY-HAMILTON [1],[4]
Chaque endomorphisme (ou matrice) annule son polynome caractéristique.

Preuve. [1],[4] Admettons u € [ . On note F le sous espace K[w](u) ( dont la base est
{x,v(x),...,w?(x)}, q est le dgré du polyndme minimale) et P le polyn6me annulateur de
u. Sachant que F est stable par ¢ qui admet une matrice associée a P ; par suite a comme
polyndme caractéristique P.
On sait qu'il existe un polynome Q vérifiant Py, = P,rQ car le sous espace F est stable par
.
On déduit donc
Py =PQ

et

Py (W) (x) = (Qy)oP())(x) =0

comme Py (x) =0.
On obtient donc pour tout u, I'endomorphisme Py, (y) =0. m

5 Exercices corrigés

Exercice 2.1 [6] Considérons l'endomorphisme f : E — E, E un espace vectoriel. Supposons
que f admet deux vecteurs propres U et U’ associés aux deux valeurs propres distinctes a
et P . Montrer que la somme de ces vecteurs propres ne peut pas étre un vecteur propre de
I'endomorphisme f.

Solution. [6] On a U un vecteur propre associé a la valeur propre «, alors U #0 et f(U) =
aU, de méme U’ un vecteur propre associé a la valeur propre p, alors U’ #0 et f(U’) =pU’.
Donc,

fU+U) = fU)+ f(U)=aU +pU".

Supposons qu'il existe un scalaire A vérifiant (U + U’) = A.(U + U’), par suite

fU+UY=AU+U)=aU+pU’" = (@-AN).U+P-A)U'=0
= a—-A=0etPfp-A=0
= O(:ﬁ

ce qui contradiction car a et f sont distinctes.
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5. EXERCICES CORRIGES

Exercice 2.2 [9] Chercher le polynéme caractéristique, le polynome minimale et les espaces
propres des matrices suivantes :

1 -1 -1
A=|-1 1 -1},
-1 -1 1

et
11 -1
A=111 1],
10 2

Solution.[9] En calculant le déterminant det(A — xI,;) , on obtient

P4(x)=—(x—2)*(x+1).

La matrice /A admet deux valeurs propres A; = 2 de multiplicité 2 et A, = 1 de multiplicité
1.

Précisant les sous espaces propres :

Pour déterminer le sous espace propre F 2(A), il suffit de résoudre le systeme AX = 2X qui

0
est équivalent a la seule équation [+ m + n =0, on trouve que les deux vecteurs u; = | 1
-1
1
et up =| 0 | engendrent le sous espace propre F (/).
-1

Pour le deuxiéme sous espace f _;(A), cet espace est traduit par le systéme linéaire ho-
mogene

2l-m-n = 0,
—l+2m-n = 0, 2.7
—l-m+2n = 0.

qui est de rang 2. Cet espace est de dimension 1, de plus, il est engendré par le vecteur
1

us=\11{.
1

Le polynome minimale de la matrice /A est donné par m 4 (x) = —(x —2)(x + 1) car

(A =2Ip,®) (A + Ivy ) = OMy m)

Pour la matrice A, on obtient
P ()= (x—2)(x— 2.

ce polyndme admet deux racines (valeurs propres) : a; = 2 valeur propre simple et oz = 1
valeur propre de multiplicité égal a 2.

Précisant les sous espaces propres : Pour déterminer le sous espace propre f 1(A), il suffit
1

de résoudre le systeme A'X = 2X qui montre que le vecteur u; = | —1 | engendre le sous
-1

26



5. EXERCICES CORRIGES

espace propre F 1(A).
Pour le deuxiéme sous espace propre F »(A), il est traduit par le systeme linéaire homo-
gene

—-l+m-n = 0,
I-m+n = 0, (2.8)
I = 0.
0
il est engendré par le vecteur up = | 1|.
1

Le polynome minimale de la matrice /A est donné par m 4 (x) = (x —2)(x — 1) car

(A =2Ip,®) (A = Ivyw) = OMy(w)

Exercice 2.3 [4] Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice
1 2 -2
A=|2 1 =2
2 2 -3

2. Donner les polynémes minimales de cette matrice.

Solution.[4] 1. En utilisant les propriétés du déterminant, on obtient

x—-1 =2 2
PA(x): -2 x-1 2
-2 -2 x+3

P (%)= (x—1)(x+ D>

Les racines de ce polyndme qui sont les valeurs propres de /A sont 1 de multiplicité 1 et -1
de multiplicité 2.
Pour déterminer le sous espace propre f 1(A), il suffit de résoudre le systeme :

0l+2m-2n = 0,
2l+0m-2n = 0, 2.9
2l+2m—-4n = 0.

1
qui admet comme solution [ = m = n ce qui implique m;(A) = vect(u;) avec u; =| 1.
1

Pour le deuxiéme sous espace propre F _1(A), il suffit aussi de résoudre le systeme

2l+2m—-2n 0,
2l+2m-2n = 0, (2.10)
2l+2m-2n = 0.

qui est équivalanta 2/+2m—-2n=0, on obtient donc:

l -m+n -1 1
mil= m =m 1 +n 0
n n 1
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5. EXERCICES CORRIGES

d’ou F _1(A) = vect(uy, uz) avec

-1
u=1| 1
et
1
Us = 0
1

2. Le polyndme minimal de A est

mA(x) =(x—-1D(x+1).

Exercice 2.4 [1] Admettons A et B deux matrices carrées d'ordre k dont les éléments sont
complexes satisfaisant AB = BA et toutes les valeurs propres de A sont distinctes.
Prouver que chaque vecteur propre de A est aussi vecteur propre de B.

Solution. [1] 1. Supposons u un vecteur propre de la matrice A, dans la base canonique,
associé a la valeur propre y vérifiant Au = yu, donc en utilisant I'hypothese de I'exercice,
on obtient

BAu=B.yu

et
ABu=v.Bu

ceci dit que le vecteur Bu représente un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
propre Y. Puisque toutes les valeurs propres de A sont distinctes alors tout sous espace
propre de A est une droite vectorielle contenant Bu et u et donc on peut trouver un sca-
laire 6 vérifiant Bu = du ce qui implique que u est un vecteur propre de B associé a d.

On en déduit que chaque vecteur propre de A est aussi vecteur propre de B.

Exercice 2.5 [4] Considérons la matrice /A de type n dont les scalaires sont complexes et

, (0 4
A‘(In 0 )

une matrice de type 2n et scalaires complexes.
Donner le polynome caractéristique de A' en fonction de celui de A.

Solution.[4] En effectuant un calcul du déterminant de YI,, — A’ en faisant une transfor-
mation par des propriétés élémentaires par blocs. Pour la premiere étapes, on multiplie
les n premieres colonnes par Y puis en remplacant la colonne C; par la colonne C; + C;4,,

on obtient
1

Tyr

1

Yn

Y1, -A

Y, -A —-A
0 YL, |

PAr(Y):‘

On déduit donc
P /(Y) =P, (Y")

ce qui implique que « est une valeur propre de la matrice A’ équivaut a dire que le carré
de a est une valeur propre de /. De plus, m A () =my (a?) pour tout @ € S p(/l’ — {0}, et
mAr(O) =2m(0)si0€ Sp(/l').
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5. EXERCICES CORRIGES

Exercice 2.6 [9] Etant donné H un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n sur
lequel on définit l'endomorphisme . Supposons que l'espace H admet une décomposition
sous forme une somme directe de sous espaces propres stables sous la forme

H:H19H2®...€BHP.

Sachant que sur chaque sous-espace H;j, l'endomorphisme  induit un endomorphisme
W dont le polynome caractéristique est donné par Py, (x). Montrer que

Py (x) = Py, (x)....Py, (%)

Solution. [9] Notons pour tout j € {1,...p}, k; =dimH; et B; une base de H; qui forment
une partition de la bas de H dans laquelle 'endomorphisme est représenté par la matrice
bloc diagonale

M=Diag(My,,My,,...My,)

ou My, représente la matrice associée a y; dans la base Bj, par suite
det(M — xI,,) =det(M — xI, ). det(M — xI,)...det(M — xIk,)
d’ot le résultat.

Exercice 2.7 [9] Etant donné g un endomorphisme deR® donné par (x,y,z) — g(x,y,2) =
(y+z,x+22).
Notons M =M (g,B.) oit B, est la base canonique de R

1. Déterminer le polynéme caractéristique de g.

2. Donner l'expression de ML M3 en fonction de M, M? et 5.

Solution. [9]

En déterminant la matrice associée a g on obtient M =M (g, B)

o = O
S O =
— = =

Admettons x € R, alors Pg(x) = Pym(x)

Pm(x) detM — xI3)
—+xt+x-1

1-x)(x* - 1)

Donc, le polyndome caractéristique de la matrice M est de degré 3, admet deux racines
ay = —1 simple et az = 1 double. Par suite, le spectre de la matrice M est S,(M) = {-1, 1}.

2. En utilisant le polyndme caractéristique de M, on obtient Py;(0) = —1 #0. Alors, la ma-
trice M admet un inverse. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a

PyM)=0 = —M>+M?+M-=Igs,
> M l=—M?+M+Igs.

Pour trouver la matrice M3, D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a

PvM)=0 = —-M3+M?+M—Ips =0,
> M*=M?+M-Igs
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6. EXERCICES PROPOSES

6 Exercices proposés

Exercice 2.8 [6] Etant donné f un endomorphisme de R3 défini par f(x,y,2) =(x,¥,0).
Prouver que spectre de f est {0,1}.

Exercice 2.9 [6] Etant donnéM une matrice vérifiant M? = M.
1. Préciser les valeurs propres de M.
2. Déterminer toutes les matrices M d’ordre 2 satisfaisant M? = M.

Exercice 2.10 [6] Trouver le valeurs propres et les vecteurs propres de
cosg —sing 0
A=|singp cosp 0],
0 0 1

avec0 <@ <2m

= =

A=

o O
O = Q

Exercice 2.11 [6] Prouver qu’'une matrice nilpotente n'a que des valeurs propres nulles.
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Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

1 Introduction

Quand on veut décrire un endomorphisme W d'un espace vectoriel, on se base a cher-
cher une base de F suivant laquelle la matrice associée a cet endomorphisme soit simple
que possible.

2 Endomorphismes diagonalisables

Définition 3.1 [4] Lendomorphisme  est dit diagonalisable si [ possede une base dans
laquelle la matrice associée a y est diagonale.

Cette base est appelée une base de diagonalisation de .

Remarque 3.1 (9] Pour diagonaliser un endomorphisme il faut chercher une base de vec-
teurs propres de U dans laquelle y est représente par une matrice diagonale

D=diag(ay,...,a,)

«; définie une valeur propres de .
Les vecteurs propres uy,..., U, associés aux ay,...,a, forment des vecteurs colonnes d’'une
matrice inversible P. Dans ce cas, on a

P'MP=D
avecM =Maitgw

Remarque 3.2 [9] Un endomorphisme n'est pas forcément diagonalisable.

1. A titre d’exemple, puisque une matrice diagonale nilpotente est nécessairement nulle
alors un endomorphisme nilpotent non nul n'est jamais diagonalisable.

2. Les matrices de type n et de scalaires dans le corps K dont le polynéme caractéristique est
(x — )™ ne sont pas diagonalisables.

Autrement dit, supposons que « est la seule valeur propre d’'une matrice M, alors si cette der-
niere est diagonalisable, elle posséde donc une matrice inversible P vérifiant P~'MP = oI,
c'est-a-direM =P (al,)P~! = al,,.

Dans la cas générale, on vas voir que le probléme revient a l'ordre de multiplicité des valeurs
propres.
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2. ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

2.1 Condition de diagonalisation

Proposition 3.1 [9] Etant donné v un endomorphisme de l'espace [ . Si le polynome ca-
ractéristique de\y est scindé surK et ses racines sont tous simples alors  est diagonalisable.

Preuve. [9] Supposons que spec(y) = (ay, az, ...,a,) est le spectre de y, alors
Py ()= (=1)"(x —ay)...(x —ap)

avec a; sont deux a deux distinctes. Admettons (uy, Uy, ..., ;) les n vecteurs propres as-
sociés, alors, d’apres le théoreme 2.1, ces vecteurs sont linéairement indépendants donc
ils forment une base a I’espace F . Par suite, la matrice associé a I'’endomorphisme  est
semblable a la matrice diagonale Diag(ay, oy, ...,a,), d’ou le résultat. m

Remarque 3.3 (9] Sous ces conditions, on remarque que l'espace F est une somme directe
des sous espaces propres [ («;), j € (1,...,n) qui sont tous des droites, car chaqu'un d’eux
contient la droite Kuj , on en déduit donc

F:Kul@...@KungF(al)@...@F(an):F
ce qui signifie F («;) :Ku].

Dans cette étape, on résume tous les résultats obtenus et on déduit le théoréeme fonda-
mental sur la diagonalisation :

Théoreme 3.1 [1],/4], [8] [9] Etant donné V un endomorphisme de [ . Les énoncés suivant
sont équivalents :.

1. Lendomorphisme y (ou la matrice associée a\y dans une base de [) est diagonalisable.
2. Le polynome caractéristique de \ est scindé sur K et chaque sous espace propre de \ ait
pour dimension l'ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.

3. F est la somme directe des sous espaces propres de .

Preuve. [4], [8] [9] (3) = (1) est trivial.
(1) = (2). Supposons B = {uy, ..., u,} une base de f dans laquelle la matrice associée a
I’endomorphisme v est diagonale de type

0(1111 0 0
D: 0 O ,
0 [0 apl,

ou les scalaires «; sont distincts deux a deux, Iy +...+ [, =dim f .
En effectuant un calcul simple, on obtient le polynome caractéristique de v sous la forme

Py(0) = (=) (x—ap) .. (x — o)

Comme la matrice D est diagonale, alors chaque sous espace propre contient exactement
l; vecteurs de la base B, c’est-a-dire que

dimF (a;) =1;.

(2) = (3). Nous savons que la somme des sous espaces propres est directe et comme la
dimension de chaque espace propre F (a;) égale a /; et que la somme de /; égale a la di-
mension de I'espace f alors, on déduit que ce dernier est la somme directe des sous-
espaces propres f . D’ol1 la preuve. =

Remarque 3.4 (9] On peut remarquer qu'une matrice carrée peut étre diagonalisable sur le
corps complexe mais ne l'étre pas sur le corps réel car si le corps K est complexe alors chaque
polynome de C[X] est scindé ce qui n'est pas vrai si le corps K est réel.
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2. ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

2.2 Laméthode pratique de la diagonalisation

[4], [9]
Considérons une matrice /A de I'espace .4, (K) associée a 'endomorphisme y défini sur
un espace vectoriel / (rapporté a une base B = {uy, ..., uy}.
Pour étudier la diagonalisation d'un endomorphisme W, on procédera en général de la
facon suivante :
1.En premier lieu, on calcule le polynéme caractéristique de I’endomorphisme .
2. Sile polynome caractéristique P 4 (x) = (=1)" (x — o) h...(x—og)'r est scindé sur le corps
IK c’est a dire que les scalaires «; étant deux a deux distincts et /) +... + [, = n, alors on
doit chercher le rang des matrices /A — ay, ( pour savoir si la matrice /A est diagonalisable )
c’est-a-dire il faut chercher que

Viell,..,pl,rgA-o;l,) =n—1;.

3. Si cette propriété est vérifiée, en déduit que la matrice /A est semblable a la matrice
diagonale

ol | 0] o
0 [0 [apl,

4. Pour chercher la matrice de passage P, il faut résoudre les systemes linéaires homo-
genes A — a;1,,)X = 0,, d’'inconnue X afin de préciser les sous espaces propres f (a;) =
ker(w — a;I;) et de trouver une base By de chaque espace propre et la base propre sera
formée de vecteurs propres (W; 1,...,W; ;) c’est- dire- que c’est la réunion de bases By, .
5. Finalement, la matrice P est donnée par

Wit oo Wi e e Wit ooy Wi s Wp 1,y W
d’ou

P 'AP=D.

Exemple 3.1 /4] Considérons la matrice

0 3 2
A=|-2 5 2
2 -3 0

son polynome caractéristique est P 4 (x) = (x — 2)%2(x — 1) qui admet deux valeurs propres
a1 =1 une valeur simple et o, = 2 une valeur propre double.
Pour déterminer le sous espace propre I 1(A), il suffit de résoudre le systéme :

-l+3m+2n = 0,
2l+4m+2n = 0, (3.1)
2l-3m-n = 0.

qui est équivalant a l = y = —n, ainsi F 1(A) = vect(u,) avec

1
uy=1|1
-1
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et l'étude de sous espace propre F (), conduit au systeme :

-2l+3m+2n = 0,
-2l+3m+2n = 0, (3.2)
2l-3m-2n = 0.

qui est équivalant a2l —3y—2n=0, ainsi F »(A) = vect(uy, us) avec

3 1
u=|2| etuz=10].
0 1

La somme des dimensions des sous espaces propres égale a 3, par suite la matrice A est
diagonalisable et la famille (u,, u, us) forme une base de diagonalisation, dans ce cas la
matrice de passage de la base canonique a la base propre est donnée par

1 3 1
P=|1 2 0
-1 0 1
dont la matrice inverseP~! est donnée par
2 -3 2
Pl=[-1 2 1
2 -3 -1

et la matrice diagonale de l'endomorphisme A est diag(1,2,2). On en déduit la matrice A
S’écrit sous la forme

1 3 1I(1 0 0\(2 -3 -2
A=|1 2 0]|l0 2 0Of]-1 2 1
-1 0 1J\0 0 2)\2 -3 -1

Remarque La diagonalisation d'une matrice nous permettre de calculer la puissance nieme
de cette derniere

Exemple 3.2 On reprend l'exemple précédent pour calculer A"

A" = (pppY)"=(PDP ! PDPL...(PDP})
PD"P!,

1 0
A" = plo 2" o |p7!
0

0o 2"
[1 3 1
= 1 2 0 0 2”
-1 0 1110 O 2”
[ 2_2n+1 3(_1_2n+2n+1) _2_2n+1
— 2_2n+1 _3_2n+1 _2_2n+1
| -2+ 27+ 3(-1-2" 22"

Proposition 3.2 [1] Un endomorphisme est diagonalisable équivaut a dire que son poly-
néme minimum nait que des racines simples.
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3 Endomorphismes trigonalisables

On considere toujours K un corps, / un K -espace vectoriel de dimension finie n, W
un endomorphisme de F .
Si le polynome caractéristique de 'endomorphisme  est scindé sur le corps et la dia-
gonalisation de 'endomorphisme  est impossible, on peut penser a sa trigonalisation.

Définition 3.2 [4] Lendomorphisme W est dit trigonalisable si [ posséde une base dans
laquelle la matrice associée a\y est triangulaire supérieure.
Autrement dit si la matrice associée a\y est semblable a une matrice triangulaire.

Remarque 3.5 [1], [4], [8] 1. La trigonalisation d'un endomorphisme\ ( ou sa matrice as-
sociée) est de trouver une base de [ dans laquelley se présenté par une matrice triangulaire
supérieure, cette base est appelée "base de trigonalisation”.

2. La diagonalisation est un cas particulier de la trigonalisation.

3. Dans le cas ou la matrice de W dans la base (u,, ..., uy) est triangulaire supérieure, alors
sa matrice dans la base inversé (uy, ..., uy) est triangulaire inférieure.

4. Tout endomorphisme d’'un espace vectoriel est trigonalisable sur C.

Théoréme 3.2 [8], [9] Etant donné v un endomorphisme de l'espace | .\ est trigonali-
sable si est seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur le corps K.

Les valeurs propres ( dont les vecteurs propres associés est une base de F dans laquelle la
matrice de \ est triangulaire supérieure) représentent les valeurs diagonaux de la matrice
triangulaire.

3.1 Laméthode pratique de la trigonalisation

[1]
Considérons une matrice /A de 'espace .4, (K) associée a I'endomorphisme y défini sur
un espace [ (rapporté a une base B = {uy, ..., u,}.)
Pratiquement, pour trigonaliser la matrice /, on suit les procédures suivantes :
1. Cherchons les valeurs propres et les sous espaces propres,
2. Choisissons une base de vecteurs propres pour les sous espaces propres qui sont de
dimension égal a I'ordre de multiplicité de la valeur propres associée,
3. Pour les sous espaces propres qui admettent une bases incomplete, on doit la complé-
ter par des vecteurs non propres, souvent par des vecteurs de la base canonique.

Exemple 3.3 /1] Considérons la matrice

1 -3 4
A=|4 -7 8
6 7 7
son polynome caractéristique est P 4 (o) = —(a+ 1)%(a-3) qui admet deux valeurs propres
o1 =3 une valeur propre simple et a2 = —1 une valeur propre double.
Pour chercher le sous espace vectoriel associé a la valeur propre o = 3, qui a de dimension
une, on résout le systeme
l
(A-3)|m|=0
n
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3. ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES

c’est-a-dire

-2l-3m+4n = 0,
41-10m+8n = 0, (3.3)
6/-7m+4n = 0.
1
qui équivaut a 21 = m = n, on obtient | 3(/A) = vect(v,), avec vy = | 2|, de méme le sous
2

espace propre associé a la valeur propre oz = —1, qui est de dimension une, on résout le
systeme
l
(A+D|m|=0
n
Cest-a-dire
2l-3m+4n = 0,
4]-6m+8n = 0, (3.4)
6l-7m+8n = 0.

1
qui équivaut a n = I, m = 21, on obtient F 3(A) = vect(v,), avec v, = |2 ]. Ce sous espace
1
propre étant de dimension inférieure a 2, l'ordre de multiplicité de la valeur propreoay = -1,
donc la matrice A n'est pas diagonalisable.
On pense maintenant a la trigonalisation de la matrice A, pour cela, considérons la base
V1, U2, V3 avec v est un vecteur quelconque ne dépend pas de vy et v2, on aura la matrice
triangulaire

3 0 a
A=l0 -1 b
0O 0 -1

semblable a A. Pour Trouver les valeurs a et b ainsi que la matrice de passage, on peut
prendre vs par exemple le vecteur ey de la base canonique car

1 11
det(v,,vs,e1)=12 2 0[—-2#0.
210

On peut remarquer qu'on peut choisir vs = e, (par contre on ne peut pas choisir vs = es car
V1 = e3 + 12). Par suite, la matrice de passage est donnée par

1 1 1
P=|2 2 0
210
et donc
A =P71AP
Précisons les valeurs de aetb. On a

v(ey) =a.vi+b.v,—e; =(1,4,6)

ce qui donne
a+b-1 = 1,
2a+2b = 4, (3.5)
2a+b = 6.
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4. REDUCTION DE JORDAN

d’oii
a=4,b=-2
et
3 0 4
A=10 -1 -2{.
0 0 -1

Remarque 3.6 /1] Il existe un nombre infini de changement de base permettant de trigo-
naliser une matrice.

Proposition 3.3 [4] Un endomorphisme est trigonalisable équivaut a dire il possede un
polynéme annulateur non nul scindé.

4 Réduction de Jordan

[5] Nous allons montrer que toute matrice, dont le polynome caractéristique est scindé,
a une matrice diagonale par blocs, avec des blocs "presque” diagonaux.

4.1 Blocs et matrices de Jordan
[5]

Définition 3.3 Toute matrice de la forme

a«a 1 0 .0 O
a 1

0 0 « 0

: 0 T |

0 ... ... 0 «

est appelée bloc de Jordan aveca e K etP > 1

C’est donc une matrice triangulaire supérieure, avec des coefficients a sur la diagonale,
des 1 juste au-dessus de la diagonale, puis des 0 encore au-dessus.

Exemple 3.4 [5]

2 0 0

Ay = |02 1]=70,
0 0 2
(-1 0 0 o0
0 -1 1 0

N P B (G
(0 0 0 -1
(-1 0 0 0 0]
0 -1 0 0

A; = [0 0o -1 1 of=J(-D.
0 0 0 -1 0
(0 0 0 0 -1

37



4. REDUCTION DE JORDAN

Définition 3.4 Matrice du Jordan[5] Soient A1, Ay, ..., A\ € K. On appelle matrice du Jor-
dan toute matrice diagonale ] de la forme

] = diagonale(J (A\1),J (A2),...,] (Ag))
J(A1) 0
_ J(A2)
0 J(Ag)

oit] (A;) soit des blocs de Jordan.

Les blocs de Jordan peuvent étre de tailles différentes, et les valeurs A € K sont quel-
conques (certaines d’entre elles peuvent étre égales). La notation 0 désigne une matrice
nulle (elles peuvent étre de tailles différentes).

Théoreme 3.3 [5] Théoréme de la réduction a la forme du Jordan

Si A € M, (K) a son polynéme caractéristique scindé sur K, alors A est semblable a une ma-
trice de Jordan, appelée réduite de Jordan de A, il existe donc P € M,,(IK) inversible telle
que

J(A1) 0
) J(Ap)
P AP=
0 J(A%)

ot] (A\y) sont des blocs de Jordan.
Autrement dit

Théoreme 3.4 [5] Ondit que f € £ (E) admet une réduction du Jordan s’il existe une base
deE dans laquelle la matrice est de la forme du Jordan.

J (A1) 0
J(Ag)

0 J(An)

Ol Ay, ..., Ny, sont les valeurs propres de f .

[5]Cette réduction est bien pratique (seule la diagonale et la sur diagonale de la matrice
dans la nouvelle base contiennent des scalaires non nuls).
— La forme diagonale est un cas particulier de la forme du Jordan ou tout les blocs de
Jordan sont d’ordre 1, associé a une seule valeur propre.

— La forme du Jordan est un cas particulier de la forme Triangulaire.

— Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si la matrice réduite de Jor-
dan le représentant est diagonale.

— Les A; qui apparaissent dans les blocs de Jordan sont les valeurs propres de A (ou de
f) et donc les racines du polynéme caractéristique.
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4. REDUCTION DE JORDAN

— Une méme valeur A peut apparaitre dans plusieurs blocs différents.
— En particulier, ce théoreme s’applique a toutes les matrices complexes.

— Unicité. Cette décomposition est unique dans le sens ou le nombre et la taille des
blocs de Jordan ne dépendent que de A (ou de f). Par contre, on s’autorise a permu-
ter les blocs de Jordan entre eux.

— Le nombre de blocs associés a la valeur propre A est égal a la dimension du sous-
espace propre E).

— Lasomme des tailles des blocs de Jordan associés a A est la multiplicité de A comme
racine du polynéme caractéristique.

— La taille du plus grand bloc de Jordan associé a A est la multiplicité de A comme
racine du polyné6me minimal.

Théoréme 3.5 Théoreme du Jordan :(les conditions) :
[5]Soit E un k.e.v et soit f un endomorphisme de E, dimE = n . Alors, [ admet une
réduction de Jordan si et seulement si [ est un endomorphisme scindé deE.

[5]Voici une méthode basique pour trouver la réduite de Jordan d’'une matrice A € M, (),
ainsi qu'une matrice de passage :

e Calculer le polynome caractéristique et les valeurs propres de A.

* Pour chaque valeur propre A, calculer le sous-espace propre E) = Ker (A—Aln) et trouver
une base de E). Le nombre de blocs de Jordan associés a A est dimE)

. ®» Pour chaque vecteur propre de la base de E) ., on construit le bloc de Jordan associé :

- Si v; € E) est un vecteur propre de la base de E,, alors on cherche v, € K" tel que
A-AIn)vy = vy.

- Puis on cherche s'il existe v3 € K" tel que (A —1n)vs = vs.

- On arréte le processus lorsqu’il n’y pas de solution.

-OnaAv; =Avy, puis Avy = v1+Av2,..,Avp = Vp_1 + AVp.

- Donc, dans le sous-espace engendré par ces (v1, V2, ..., Up), la matrice associée a A, dans
cette base, est exactement le bloc de Jordan.

-On peut aussi savoir quand s’arréter en utilisant le fait que le bloc de Jordan est toujours
d’'une taille p inférieure ou égale a la multiplicité de A comme racine du polynéme carac-
téristique (et méme du polyn6me minimal).

Exemple 3.5 /5] Trouver la forme de Jordan de la matrice suivante (dansR).

-1 0 4
A=|0 -1 2

-1 2 2
SOit A €S H(A).

PAAM)=(1+AN?Q2C=-N=0+N)1+A)2-A\).

et toutes les valeurs propres sont dans K =R donc A admet une réduction du Jordan.
1. Pour A =2
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4. REDUCTION DE JORDAN

EA(2)

| I
=
=
S
N—
m
=
w

V1 #0ps = By = {v} est une base de Ex(2). pour A = -1

Ea(-1) {(x,y,2) eR*: —~x+4z=—x,—y+2z=—y,~x+2y+2z=—z}
{(x,y,2) € [Rszx:Zy,z:O}
{27, 7,0),y e R} = (12 =(2,1,0))
par suitedimEx(—1) =1 < mul (A = -1). D'apres la décomposition spectrale.
R3 = ker (A — 213) @ ker (A + I3)? et donc il existe une base de R3, B =By UBs = {11, V2, U3}
deR3 telle que

RV

AUl Al}g AV3

|2 0 o | »
]l o -1 1 |%
0 o -1 |
D’apres la définition
AU1 =2 4]
{ Avy=1v, we.(D
Avs3=0v1+1v2— 13

(pour la troisieme colonne de la matrice ] (—1), on ne peut pas choisir la deuxieme com-
posante égale a 0, car si c’est le cas, on obtient le vecteur vs un vecteur propre de la valeur
propre (-1), ce qui n'est pas vrai).

Il reste a chercher vs (x, y, z). Pour ce faire, on a d’apres le systeme (), on a

Avs = wv—-v3<=Ar3=(2,1,0)—(x,),2)
= Arz=(2-x,1-y,—2)

-Xx+4z=2-Xx
= -y+2z=1-y
—X+2y+2z=-2z
z=1
x:2y+%,y€lR§
d’oi v3:(2y+%,y,%);y€R.
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Définition 3.5 Indice d’un endomorphisme/[4]
Etant donner  un endomorphisme de F . On appel Uindice de y 'unique entier naturel k
vérifiant

10} =ker(y®) Cker(y!) C ... Cker(w*) =ker(y**!) = ... + ker(y*) = ...

C'est aussi le plus petit entier naturel tel que ker(y*) = ker(y**1).

5 Exercices corrigés

Exercice 3.1 [4] Montrer que la matrice

1 2 -2
A=|2 1 =2
2 2 -3

est diagonalisable puis donner sa matrice diagonale.

Solution. [4] D’apres I'exercice 2.3 du chapitre précédent, nous avons
P(x)=(x-1D(x+1)

qui a pour racines 1 de multiplicité 1 et -1 de multiplicité 2, m;(A) = vect(u;) avec u; =

i
i

F _1(A) =vect(us, uz) avec
1
Uz = 0].
1

Comme dim F (A) + dim F ;1 (A) = 3, donc la matrice /A est diagonalisable et la famille
H = {u;, up, us} représente une base de diagonalisation dans laquelle I'endomorphisme
W 4 associée a la matrice A est donnée par

et

d’ou P est donnée par

et P~! est donnée par
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Exercice 3.2 [4] Réduire la matrice suivante puis donner son polynéme minimal

3 0 8
A=]13 -1 6
-2 0 -5

Solution. [4]1. En utilisant les propriétés du déterminant, on obtient
P (x)=(x+1)°

La racine de ce polynéme qui est la valeur propre de A est -1 de multiplicité 3.
Pour déterminer le sous espace propre f _;(A), il suffit de résoudre le systeme :

4l+0m+8n = 0,
3l+0m+6n = 0, (3.6)
2l+0m—-4n = 0.

qui est équivalant a [ +2n =0, par suite dim F _; (/) = 2, alors cette matrice n’est pas dia-
gonalisable.

Admettons A’ = A +]13, on peut vérifier que A’ #0 et A”® = 0; ce qui implique que le poly-
nome minimale de A est mA(x) = (x+ 1)2.

0
On remarque que le vecteur us = (O) n'est pas un élément de f _;(A) de plus, le vecteur
1
8
up = | 6 | qui appartient a F _;(A) représente I'image de us par I'endomorphisme A
-4

associé a A'.
0

D’autre part, on remarque que le vecteur u; = | 1| est un élément de f _;(A)et donc
0

(11, uy) forme une base de [ _;(A).
Finalement, la famille H = {u,, uy, us} représente une base dans laquelle la matrice asso-
ciée a 'endomorphisme y 4 est donnée par

-1 0 O
A=]10 -1 0
0 0 -1

Exercice 3.3 [4] Considérons la matrice /A de type n dont les scalaires sont complexes et

el

I, 0O

une matrice de type 2n et scalaires complexes.
Etudier la diagonalisation de A" en en fonction celle de A.

Solution.[4] Supposons a € S ,(A') et soit u; = (’711) un élément de f o(A) alors
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ce qui implique que Am = am et [ = am ce qui équivalent 3 Am =a?m et [ =am. On en
déduit que le vecteur m est un élément de sous-espace propre f ,2(A) et que 'applica-

tion :
( )
m
m

induit un isomorphisme de F ,2(A) sur F 4(A"). De plus, ces deux espaces ont la méme
dimension pour tout a € S, (A). On peut distinguer deux cas :
1. Dans le cas ou1 0 est une valeur propre de /A, en utilisant la proposition 2.4, nous avons

1<dimF o) < mul 4 (0)

etcomme dim f (A") =dim [ ¢(A) et mul 4/(0) =2mul 4 (0), on déduit donc que dim o)<
mul 4/(0), ce qui implique que la matrice A’ n’est pas diagonalisable.

2. Dans le cas ou1 0 n’est pas une valeur propre de /, on trouve que mul y/(0) = mul 4 (?)

et dim/ «(A") =dim/f 42 (A) pour tout a € S, (A"), ce qui implique dim /o (A") = dim [ ¢(A)
pour chaque a € S, (A") équivaut a dim /o (A) = mul 4 (o) pour chaque o’ € S, (A).

Par suite A’ est diagonalisable si est seulement si / est diagonalisable.

Exercice 3.4 [4] Considérons /A une matrice d’ordre n dont les éléments sont des scalaires
complexes et
, (44 24
A'= (—3/1 A

une matrice d'ordre 2n dont les éléments sont des scalaires complexes.
Prouver que /' est diagonalisable si et seulement si A l'est.

Solution.[4] On note

n (4 2
et 3

En effectuant un calcul simple, on obtient P 4(x) = x? —3x + 2 dont les racines (valeurs
propres) sont toutes simples a = 1 et o =2, ce qui signifie que A" est une matrice diago-
nalisable.

D’autre part, avec un calcul simple, on peut montrer que le vecteur u; = ( ) est un vec-

-3
1
teur propre de la valeur proprea =1 et uy = (_ 1) est un vecteur propre de la valeur propre

o' =2 par suite la matrice de passage de la base canonique a une base de diagonalisation

de A" est
2 1
-3 -1

o)

dont I'inverse est
On en déduit donc
En calculant par blocs, on obtient
=31, -1, 0 2A 31, 2I, )
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Iy

-1, -
3, 2I,

I, I,

31, -1, ) alors la ma-

) est inversible avec un inverse (

A0
0 24
A, alors les deux matrices /; et / seront aussi diagonalisables.

Si A est diagonalisable alors on peux trouver une matrice inversible P d’ordre n de termes
complexes et une matrice diagonale D telles que

Puisque la matrice (

trice /A’ est semblable a A; = ( ) Dans le cas ol on peux diagonaliser la matrice

A=PDP!,

YRR

Ainsi A; et A’ sont diagonalisables.

On adonc

Exercice 3.5 [9] Etant donnée la matrice

1 -1 -1
A: -1 1 -1 )
-1 -1 1

associée a I'endomorphisme y dans la base canonique de R®. Etudier la possibilité de dia-
gonalisation de la matrice A.

Solution.[9] D’apres I'exercice 2.2, la famille (1, (0,1,—1), u2(1,0,—1), us(1,1,1)) forme une
base dans laquelle la matrice de passage de la base canonique a la base (u,, 12, u3) est

0 1 1
P=11 0 1],
-1 -1 1

et ’endomorphisme y est représenté par la matrice diagonale

2 0 0
D=|0 2 0|,
0 0 -1
de plusD=P~1 AP,
Exercice 3.6 [9] Prouver que la matrice
1 1 -1
A=|1 1 1|,
1

n'est pas diagonalisable et qu'elle est trigonalisable .

Solution.[9] D’aprés I'exercice 2.2, il est clair que la famille (u;, e», e3) forme une base de
R3. En composant la matrice de passage P de la base canonique a la base (u1, e, e3), on

obtient

1 00
P=1-1 1 0],
-1 01
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son inverse est donné par

(=R ]

par suite, on obtient la matrice

11 -1
A =P 1AP=[0 2 0
01 1

2 0
" o_
Posons A" = (1 ]

). Il est facile a montrer que cette matrice est diagonalisable dont la
. . N 0 1 .
matrice de passage de la base canonique a la base propre est A; = 1) et son inverse

_ -1 1 . .
est donné par A; 1_ ( 1 0) , et finalement, sa matrice diagonale est

AATA, = (1 0).

0 2
D’ou
1 -1 0 1 0 O 11 -1 1 00
T=1 0 1 0 ]=1 0 -1 1 02 0 010 (3.7)
0 0 2 0 1 2 01 1 0 0 2
Exercice 3.7 [8] Montrer que la matrice
1 4 -2
A=|0 6 -3
-1 4 0

est trigonalisable en donnant la matrice de passage.

Solution. [8] Un calcul simple du polyndme caractéristique de la matrice /, on obtient
P (%) =-(x-3)(x- 2)? dont les racines (valeurs propres) sont a = 3 une racine simple
et ' =2 une racine double. Pour préciser si la matrice / est diagonalisable ou non, il faut
déterminer ses espaces propres.

Pour chercher le sous espace propre associé a la valeur propre o = 3, on résout le systeme

1
Ax =3x, on trouve le 'espace propre [ 3(A) = vect(u;) avec u; =|1].
1
De méme, le sous espace propre associé a la valeur propre a = 2, on résout le systeme
4
Ax =2x, on trouve le I'espace propre [ 3(A) = vect(uy) avec up = | 3 |, cet espace est de
4

dimension 1 strictement inférieure a ordre de multiplicité de a = 2, ceci dit que la matrice
A n’est pas diagonalisable. On va donc la trigonaliser. Considérons la base B = {u;, uy, es}
et W 'endomorphisme associé a la matrice /A dans la base canonique. Pour déterminer la
matrice triangulaire, il faut calculer les valeurs de v sur cette nouvelle base :

Y(u1) =3ur, Wug) =2uy,y(e3) = —6u; + uz +2es3
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par suite la matrice de y dans la base B est donnée par
30 -6
A=[0 2 1
0 0 2
Exercice 3.8 [1] Donner la réduction la plus simples de matrices suivantes

2

0 m m
A=l L 0 m
i L 9

m2 m
0O 0 -1
A=1 -1 -1
1 -2

en précisant le polynome minimal de /' .

Solution.[1] En ce qui concerne le polyndme caractéristique de la matrice /, on obtient
Pix)=—(x-2)(x+ 1)2 qui les racines 2 de multiplicité 1 et -1 de multiplicité 2.

Le sous espace propre [ 1(/A) est le plan d’équation x + my + m?z = 0 et le sous espace
propre [ »(/A) est la droite x = my = m?z, par suite / est diagonalisable et sa matrice dia-
gonale est

-1 0 O
=10 -10
0 0 2
et sa matrice de passage est donnée par
m 0 m?
Pi=|-1 m m
0o -1 1

En ce qui concerne le polyndme caractéristique de la matrice A’ est donné par P A0 =
—(x+1)3 qui admet une seule valeur propre —1 de multiplicité 3.
Pour préciser le sous espace propre associée a cette valeur propre, on obtient le systeme

Il-n = 0,
I-n = 0, (3.8)
m-n = 0.

ce qui donne [ = m = n et donc F _1(A) = vect(v,) avec v; = (1,1,1). La réduction conve-
nable de la matrice A’ est celle de Jordan

-1 1 0
J=10 -1 1|.
0o 0 -1

Pour chercher une base de I'’espace [, on doit compléter le vecteur {v; =(1,1,1).} On a

V(v2)=v1— 12, W(v3) =12 — U3
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d’ou
(W+D(w2)=v,(W+D(v3) =12

ce qui demande que v, v3 soient des éléments de I’espace image v + 1, cet ensemble est
donné par

l l-n
(w+D|m|=|1l-n
n m-n

c’est un plan d’équation / — m = 0. On remarque que le vecteur v, est un élément de cet
espace, en ce qui concerne le vecteur v,, on peut le choisir tel que v, = (¢, ¢, d), se sont
des coordonnées dans I’ancienne base. En utilisant la relation v (v»2) = v; — v», on obtient
c—d=1,alors v, =(c,c,c—1).

Il nous reste que les coordonnées de v3 = (e, f, g), en utilisant I’équation y(vs3) = v2 — v3,
on obtiente=1, f=g=0.

Donc la matrice de passage suivante contient les vecteurs d'une base de Jordan

1 11
P=|1 1 0}f.
1 00

1l est facile a vérifier que A’ =PJP~!.

En ce qui concerne le polyndme minimal de la matrice A’, on sait que ce dernier divise
le polynéme caractéristique P ;/(x) = —(x + 1)3, pour cela, on doit chercher le plus petit
entier s vérifiant (A’ +1)°* = 0 ou bien (J +1)* = 0. En effectuant les calcules, on obtient

010
J+I=|0 0 1|%0
000
et
00 1
Jg+D*=|0 0 o0]%o.
000

On en déduit que s = 3. Par suite, dans ce cas, le polyndme minimal coincide avec le poly-
ndme caractéristique.

6 Exercices proposés

Exercice 3.9 [1] Admettant qu'une matrice carrée /A d'ordre n possede les valeurs propres
aj,i=1,..,n.

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice A2,

2. Supposons maintenant que la matrice /A est symétrique. Préciser la somme des scalaires
(x?, i=1,...,n en fonction des éléments de .

Exercice 3.10 [I] Etant donné v un endomorphisme de f , dimf = n dont les valeurs
propres sont seulement o , 0z avec o # .

Supposons que \y est le projecteur de | sur [ 1, parallelement a | » et U, est le projecteur
deF surf », parallelemental 1 ot F 1, I 2 sont les sous espaces propres associés aux oy # o
respectivement.

Déterminer les endomorphismes W1 + W2, W1 0W2, W20V . Puis, donner l'expression du po-
lynéme minimal de .
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Exercice 3.11 [I] Etant donnéy un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension
finien=3.

Supposons que U possede une valeur propre A double et une autre valeur propre y, étudier
les différentes réductions possibles de v, les noyaux et images de ¢ — Al et v — pl ainsi que
leurs puissances.

Exercice 3.12 [4] Supposons que\y un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension
finie. Notons
8y :L(E) — L(E)
h — gy(h)=yoh-hoy

1. Etudier la possibilité de la diagonalisable de g, siy est diagonalisable puis déterminer

ses valeurs propres en fonction de ceux de W
2. Prouver que si\y est nilpotent, alors g, l'est aussi.
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Chapitre 4

Applications de la réduction des
endomorphismes

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter les différentes méthodes d’applications de la
réduction des endomorphismes (ou bien des matrices) au calcul des puissances d’'une
matrice, exponentielle d'une matrice et aux systemes d’équations linéaires a coefficients
constants.

2 Calcul des puissances d’'une matrice

[1]
On suppose durant tout ce chapitre que K est un corps, F un K -espace vectoriel de di-
mension finie 7, W un endomorphisme de f .
Rappelons que si A’ est la matrice réduite de la matrice A, alors il existe une matrice in-
versible P vérifiant A’ =P~! Ap ce qui implique A" =P~ A" p, Vn entier positif, autrement
dit A” =PA"p~L. Alors pour calculer la puissance n de la matrice A il suffit de calculer
A" Pour ce faire, on distingue deux cas :

Cas 1. La matrice / est diagonalisable[1]
Supposons que la matrice / est diagonalisable, dont les valeurs propres sont oy, 0, ..., 0k
pas forcément toutes distinctes , autrement dit sa matrice réduite est donnée par

ap O 0 .0 O
0 (0.6/) 0 :
A=lo 0o 0o . o0
0 . .0
0 0 a
alors

@ 0 0 .0 0

0 0(’21 0
A"=10o 0o 0 . 0
0 .0
0 0 o
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3. APPLICATIONS DE LA REDUCTION DES ENDOMORPHISMES AU CALCUL
D’EXPONENTIELLE D’'UNE MATRICE

Par suite, la matrice A” =PA"P~! sil’on connait la matrice de passage P.

Cas 2. La matrice /| est trigonalisable[1], [8]
Dans ce cas, la matrice A’ peut s’écrire sous la forme A’ =D + T o1 D est une matrice dia-
gonale et T est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont tous nuls, donc
T est nilpotente.
Si de plus DT =TD, alors le calcul de la puissance de la matrice /A devient tres facile sur-
tout dans le cas ou1 'ordre de A est petit en utilisant la formule du binéme pour calculer
A
n
A"=D+D"=Y croFrk,
k=0
en retirant les termes de la somme pour lesquels i est plus grand que l'indice de nilpo-
tence de la matrice T
Dans le cas contraire (si DT # TD), la nilpotence de la matrice T n’est pas utilisable, par
suite, la formule du bindbme ne s’applique pas.

3 Applications delaréduction des endomorphismes au cal-
cul d’exponentielle d’'une matrice

Définition 4.1 [5] Etant donné k un corps. On appelle exponentielle de la matrice A €

M,, (k), la matrice suivante :

~ A_+ool K
exp(A)=e _];)k!/l .

Propriétés [5] Les propriétés suivantes sont satisfaites par I'’exponentielle de matrices :
Soient C,De M, (k), a,p ek

1) ZZ‘:’S %Ck est convergente uniformément sut tout compact de k.

2) e%=1,,"0" est la matrice nulle,

3)Si C et D satisfaisant CD = DC, alors ¢©*P = ¢CeP,

4) eCeC= I,

5) Pour toute matrice A € M, (k), la matrice exp(A) admet un inverse et (ex p(/l))_1 =—e”

A

Méthodes de calculs I'exponentielle d'une matrice
Pour effectuer le calcul de I'exponentielle d’'une matrice, on peut revenir aux calculs de
I'exponentielle d'une matrice diagonale et une autre matrice nilpotente.

Lemme 4.1 [5] Etant donné A € M,, (k), et P inversible. Alors,
exp(P~1AP) =P lexp(A)P

Preuve. [5] En utilisant le résultat : pour tout k € (K),P~1 A*P = (P~ AP)¥ ainsi que la défi-
nition de I'’exponentielle, on obtient

| —

+00 1
PAP =P (Y EA’“).P =P 'exp(A)P
Cn k=0 .

=~

+00
exp(P~'AP) =)
k=0
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3. APPLICATIONS DE LA REDUCTION DES ENDOMORPHISMES AU CALCUL
D’EXPONENTIELLE D’'UNE MATRICE

Comment calculer ’exponentielle d’'une matrice
1) Si A est diagonale : [5] Soit la matrice

A 0 eM 0

)\2 e)‘z

A = = eH =
0 An 0 el

Cas particulier [5]
et™ 0
et)\g
et = . ,teR.
0 | etn

Exemple 4.1 Soit la matrice

2 0 e 0 0
D= |0 —=eP=[0 e! 0
0 0 0 0 et
el 0
etVteR; eP=]1 0 et 0
0 0 et
2) Si /A est nilpotente d’indice p : [5]
Donc AP~ 40 et AP = 0. Alors,
Y. Z
=0 k
] qu
2 1 -1
= In+/1+—/1 +.t AP
2 (p-1)
cas particulier : [5]
et/l _ Z( )
1
= Ip+tA+ =12+ ..+ p-1
2 -1
0 00 0 0O
Exemple 4.2 Soit la matriceN={0 0 1|=N?=[0 0 0
0 0O 0 0O

N est nilpotent d’'indice p = 2. Alors
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D’EXPONENTIELLE D’'UNE MATRICE

N L1
e:Z—'N
k=0 "
1 00 0 0O
= I,+N=]0 1 O+ |0 O 1
0 0 1 0 0O
1 00
= 011
0 01
et
e™ = I,+IN
(1 0 0] 0 0
= |01 0Ol+¢t]0 O 1
0 0 1] 0 0
[1 0 O]
= |0 1 ¢
0 0 1

3) Si H est une matrice de Jordan : [5]

Donc, A admet toujours une décomposition de Dunford
J(AD)

J(A
A= (o) ) =D+N

J(Ar)
D: diagonalisable, N est nilpotente et DN = ND.

Alors : e/l = eD*N = gD N

Cas particulier :

et/l — pID+IN _ 5D N

2 0 0 2 0 0 0 0
Exemple4.3 J=|0 -1 1|=|0 -1 0|+]|0 0 1
0 0 -1 0 0 -1 0 0
Alors :
& = ePtN=gP N
e 0 0] 1 0
= |0 el o0 x[o 1 1]
(o0 0 e'f |o 1
(e 0 0]
= [0 el e,
(0 0 et
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4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

de méme
et] — et(D+N)
_ oD N
e’ 0 011 00
= 0 et o 01 ¢
0 0 e’f]0 0 1

— Si /A posséde une réduction de Jordan, alors, il existe une matrice P € M, (k) telle que
A=PJp~L.
Alors : e/ =pPelp1.

Exemple 4.4 Considérons la matrice suivante :

1 0 4

0 -1 2f.
2

-1 2

A=

On a A admet une réduction de Jordan avec

2 0 0 § 2 3 % % 1

I: 0 —1 1 ,P: § ]_ 0 ,P_lz g § —?2

0 0 -1 10 1 2 1

Alors, A=PJPL ered =peIp-1,
el = pdp!
% 2 311e2 0 0 _§1 § 1
= |51 0[]0 ' O 7 9 =2
1 -1 =4

4 Systeme d’équations différentielles

4.1 Systeme d’équations différentielles homogenes

Théoreme 4.1 [1],[5] Etant donné la matrice A € M,, (R). Alors les solutions du systeme
différentiel homogene X' = AX sont les fonctions X : R — R" définies par X(t) = exp(t/).Xg
ot X est un vecteur de R" quelconque.

Preuve. [5] D’abord, en dérivant exp(z/1) on obtient Aexp(tA), ce qui implique que X(#) =
exp(rA).Xy est une solution de I'équation X’ = AX.
D’autre part, en posant Z(t) = exp(—tA)X(t), on obtient

Z' (1) = exp(—tA) (X — AX) = 0.

Par suite, Z est une fonction constante que I’on note X,y € R”. D’ot1 X(#) = exp(tA). Xy pour

tout?z. m
On considere le systéme suivant

x) () =anx1 () + ...+ a1 %, (1)
Xy (1) = a1 X1 (£) + .. + A2 X5 (1) )

X, (1) = ap1 X1 (1) + oo + App Xy (1)
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ol xj sont des fonctions dérivables dans R. On pose

x1 (1) xp (8)
x2 (1) ) x, (1)
X(1) = . =X ()= .
X (1) x;’t([)
et
all oo oo aln
A=| = (aij) eM, ().
anl oo e ann

Alors, (S) < X' (1) = AX (1), c’est 'écriture matricielle.

a) Systeme diagonal([1], [5] Dans le cas ol la matrice / est diagonal a coefficients réels

de type

(04] 0
x
A= 2 ,
0 Ay
le systeme
X' (1) = AX (1),
s’appelle un systéme diagonal
Dans ce cas
x1 () =01 X1 (2)
x5 (1) = X2 (1)
X(=Axm=4 2

x;1 (1) =0t xp (1)

Enrésolvant chaque équation x;. () = x; () de ce systeme indépendamment, on obtient

des solutions de la forme h; et h j € R. Par suite, les solutions du systéme (S) sont donc

les fonctions
hl el t

hzeazt
X(1) =

hneant

b) Systéme triangulaire[1], [5] Etant donné M une matrice triangulaire , dans ce cas le
systeme s’écrit
x1 ()= a1 x1 () + ...+ a1,%, (1)
Xy (1) = A2 X2 (£) + ...+ A2 Xy (1)

S)

x;; (1) = appx, (1)

En intégrant la derniére équation, et en reportant sa solution dans I’équation précédent,
on obtient une équation de type x'(t) = [.x(¢) + k(t) et ainsi on remonte intégrer le reste
du systeme.
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Si la matrice M associée au systeme différentiel admet une réduction sous la forme A =
. ! [
PBP! le systéme s’écrit donc X = AX=PB.P7!X.

c) Systéme diagonalisable[1], [5] On cite dans la partie suivante un premier résultat qui
donne un relation entre les vecteurs propres de la matrice / et les solutions du systeme
différentiel associé.

Proposition 4.1 [I], [5] Etant donné A € M, (R) admet une valeur propre o dont W est le
vecteur propre associé. Alors, la fonction

X:R — R"
t — eMWw

représente une solution du systeme différentiel X' (t) = AX.

Preuve. [1], [5] Supposons que X(f) = e“'W, donc
X'(£) = ae®W = e* (aW) = e*’ AW = AX (1)
ce qui affirme que X(#) représente une solution du systeme différentiel X'(¢) = AX. m

Théoréeme 4.2 [1], [5] Etant donné A € M, (R) une matrice diagonalisable sur R admet
une base de vecteurs propres (Wy, ..., W) associés aux valeurs propres ay, ..., oy, . Alors, les-
pace des solutions du systeme X'(t) = AX posséde une base formée de fonctions X;(t) =
e%'W; (0<i<n).

Preuve. [1], [5]
1. En utilisant la proposition précédente, les fonctions X; (1) = e®’V; (0 <i < n) sont des
solutions du systeme X'(t) = AX.
2. Pour montrer que la famille X; (#) = e*’W; (0 <i < n) est libre, on considere les réelles
a, ..., a, satisfaisant

a1 X1(H) +...+a,.X,(1)=0.

sachant que cette équation est vérifiée pour tout ¢ réel, en particulier pour ¢ =0 telle que

al.wl +...+ an.Wn = 0

et comme W; forment une base de R”, alors a; = ... = a, = 0 d’ot 'indépendance linéaire
de X; ().

3. Si on possede P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs Wy, ..., W,, on trouve que
la matrice P~' AP = D est diagonale.

4. Soit P7'X' =B.P"!X. En posant Y = P7!X, c’est-a-dire X = PY on obtient I'équation Y =
BY, P étant la matrice de changement de base, c’est-a-dire que A =PDP~! avec

(06] 0
a2

0 Ay,
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Ainsi, X = AX = PD.P"!X. Alors, Y =P~ 1X =P~ AX = P! APY = DY. Ainsi Y est la solution
d’un systeme différentiel diagonal :

y1 (D =o1y1 (1)
Yy () =02y (1)

y; () =a,yn (1)

Puisque les vecteurs colonnes de P sont les vecteurs propres Wi, Wo, ..., W,, alors X(¢) =
PY (1) = k1€MW + ... + ke "W, = ki X + ...+ kX,

On a montrer que toute solution X(¢) est combinaison linéaire des X; (7).

Par suite, la famille (X;,...,X,) engendre I'espace des solutions.

On en déduit que : (X, ...,X;) est une base de solutions. =

Exemple 4.5 [1], [5] Etant donné le systeme différentiel

¥ () =3x(t) +2y(1) — 4z(1)

X' () =x(t) +4y(t) —4z(1)
(S) (:»{
Z'(1) =3x(t) =3y(t) + z(1)

avec

1
X(O):XO:(Z
3
Le systeme se présente sous la forme X =MX avec
x(1)
X(®)=1 y@® |,
z(1)
x'(1)
X=| y®
Z'(1)
et
1 4 -4
M=|3 2 -4
3 -3 1

Les valeurs propres de la matrice M sont a; = 1,a2 = —2,a3 = 5 qui sont toutes simples,
alors la matrice M est diagonalisable, et les vecteurs propres associés sont

1 0 1
U= 1 |,Ux=| 1 |,U3=]1
1 1 0

Pour la solution générales, nous obtenons

e’ 0 et
Xi(H) = eo‘l'tUl =| e , Xo (1) = eaz'tUg = €_2t , X3 (1) = e°‘3'tU3 = 65t .
el e 2! 0
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Les solutions du systeme X’ = MX sont donc les fonctions de la forme
X(1) = AXq (1) +PXo (1) + vX3()

avec a,, v € R. Pour chercher la condition initiale, cherchons la solution satisfaisant en
plus X(0) =Xg. Or

A+P
X(O))\Xl(t)+ﬁX2(t)+vX3(t))\V1+BV2+vV3( A+P+v )
A+p

La condition initiale X(0) = Xy. est donnée donc en le systeme
A+p=1
A+Pp+v=2
A+p=3
On trouve A =2, =1, v = —1. Par suite, la seule solution qui vérifie le systeme et la condi-

tion initiale est
zel‘ _ eSt
X(t) = ( 2el + ¢21 _ g5t ) )

2el + 72t

d) Si M est trigonalisable ou admet une réduction de Jordan[1] le systéme se résout de la
méme maniere de proche en proche en remontant de la derniere a la premiere équation :
on peut d’abord intégrer la derniere équation, puis reporter la solution dans I’équation
précédente et ainsi en remontant intégrer tout le systeme.

Exemple 4.6 [1] Résolvons le systeme différentiel suivant

y'(t) =4x(t) —7y(r) + 8z(1)

X' () =x(t) = 3y(t) +4z(1)
(S) =
Z'(1) =6x(t) —7y(t) +7z(t)

Solution.[1] 1l s'agit de trouver l'ensemble des fonctions dérivables x, y,z de R dans R
telles que :

V' (1) =4x(t) - 7y(t) +8z(1)

x'(1) = x(¢) =3y(t) +4z(1)
(S) =
Z'(£) =6x(t) = 7y(t) + 7z(t)

~ z !
Le systeme se présente sous la forme X =MX avec

x(1)
X(®=| y@® |,
z(1)

, x'(1)
X (l‘)=( y'(1)

Z' (1)

1 -3 4
M=| 4 -7 8
6 -7 +7

et
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(S) est un systéeme homogene ou " sans second membre". Sa matrice associée est la matrice
M, elle est réduite a la matrice de Jordan

3 0 0
J=l 0 -1 1 |=P'AP
0 0 -1

et la matrice de passage est donnée par

1 1 -1
P=1 2 2 -1 |.
21 0

On a vu que A = PJ.P71, le systeme s'écrit doncX = AX = PJ.P71X. Soit P~'X =J.P~!X. En
posantY =P~ !X, on obtient I'équationY =JY. Si on pose

x1(8)
Y= J/1(t) )
z1(1)

l'équation Y =JY équivaut au systeme

Y1 (0) ==y1(0) + z1(0)...(2)

{ x1 (5 =3x1(0)....(1)
Z’l(t) =—-2z1(0)...(3)

En résolvant la premiere équation et la derniere équation, on obtient

xi()=ae’,z () =ye ",

avec o, Y étant des constantes.

Reste a traiter l'équation (2), on l'a réécrit sous forme yi(t) = —y1(t) + Ye~!, on obtient
la solution générale de I'équation sans second membre y)(t) = —y:1(t) qui est donnée par
y1(t) =Pe~! et la solution particuliére de I'équation compléte sous la forme u(t)e™" d'oit

t

(W —we '+ue '=ye ,u' =y, u=yt.

Ainsi yy = (p+yt)e ! donc

x(1) 1 1 -1 aed?
(y(t))_(z 2 —1)(([?)+yt)et)
z(1) 21 0 ve !

x(t) =aed + (yt+p—y)e !
y(t) =2ae3 + 2yt +p—y)e!
z(t) =2ae3 + (yt+p)e!

5 Exercices corrigés

Exercice 1 :[1] Résoudre le systeme différentiel suivant

x' (1) =—z(1)
S)=1<{ Y =x(t)—y()—z(1)
Z' (1) = y(£) —2z(1)
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Solution.[1]
Il s’agit de trouver I’ensemble des fonctions dérivables x, y, z de R dans R telles que :

x'(t) =—z(1)
S) =14 YO =x(0)-y®)-z(1)
Z'(1) = y(t) —2z(1)
Le systeme se présente sous la forme X =AX avec

x(1)
X=| y@® |,

z(1)

, x' (1)
X (1) = ( Y@ )

Z'(1)

0 0 -1
A=]11 -1 -1
0o 1 -2

Les calculs se présentent sous la forme matricielle. (S) est un systeme homogene ou " sans
second membre". Sa matrice est réduite a la matrice de Jordan

et

et la matrice de passage est donnée par

1 11
P=1 1 1 0 |[.
1 00

On avu que A =PJ.P!, le systéme s’écrit donc X = AX = PJ.P~1X. Soit P~!X =J.P~'X. En
x1(1)

posant Y = P™1X, on obtient I'équation Y =JY.Sion poseY = ( »n (@) ) , I’équation Y =JY
z1(1)

équivaut au systeme

Vi) ==y (0 +z1(0)...(2)

{ X (1) = —x1 () + y1(B).enn (1)
2 =~z(D)...3)

De (3), on obtient
t

z1(H)=ye ,
et 'équation (2) s’écrit
dyl —t
—— 4y = .
dat =vye
On sait que
yo=ue !
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conduit a
u=y,u=y.t

donc
t

y1(0) =(y.t+Ple .

L'équation (1) s’écrit
L P
dr 1 =Y. .

Ona

Xp=v.e !

implique que

v =y.t+B,v= %tzﬂ'}t,
et
X1 = (%t2 +Bt+aoe "’

Enfin

x(1) x1(8)

y@ |=P| n@

z(1) z1(1)
donne

vy =L +@+y)t+@+p))e’

{ x(O =32 +P+y)t+@+p+y))e’
Z(t):(%tz-i—f)t-i—o()e_t

a, P,y étant trois constants.
Exercice 2 :[1] Chercher les solutions du systeme différentiel

y'(£) ==3x(t) +4y(t) —9z(1)

X' (1) =4x(t) - 3y(t) +9z(1)
S) =
Z' (1) ==3x(t) +3y(t) — 8z(1)

Solution. [1]

Le systeme (S) s’écrit X'(t) = AX avec

4 -3 9
A= -3 4 -9 |.
-3 3 -8

On trouve det(A — AI) = —(A — 1)2(A +2). Les vecteurs propres associés a A = 1 sont

{3}

Pour A = -2, on trouve
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A est diagonalisable par la matrice de passage

1 0 1
P=1 1 3 -1
01 -1

et le systeme diagonalisé s’écrit avec X = PY sous la forme

1 0 0
(S1) Y’:(O 1 0 )Y
00

-2

X1
etY:( 2 )CarX’(t):AX,Y:PlX, Y =P~ X/, X =PY donc
z1

X'(1) =PDP~ !X
ce qui donne
P IX'(1)=DP"'X

c’est-a-dire
Y'(r) =DY.
Alors le systeme devient
x1 (1) =x1(8)
Y10 =y1(8)
Z1(8) =—2z1(1)
ce qui donne
x1 (1) =ae’
n(@=pe’
zi () =ye *

Enfin, en revenant a x, y, z, donc aux solutions de (S) par la relation

X X1 1 0 1 ae’
y |=P| »n |=[1 3 -1 pe!
z z) 01 -1 ye 2!

2t

qui nous donne
x(t)=ae’ +ye”
y(1) = (x+3p)e’ +ye 2!
z(t) =pe’ —ye %!

ol a, B, Y sont les trois constantes d’intégration.
Exercice 3 :[5]
Soit la matrice suivante

1. Donner la décomposition de Dunford de A.
2.Posons B=P~'AP =D + N : Calculer expB.
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Solution. 1. La décomposition de Dunford de A s’écrit sous forme P"'AP =D + N avec

1 00 0 0 O 0 4 -6 -6
D=0 2 0 |,N=| 0 -3 3 |,P= 1 |,p-1=| -3 6 6 |.
0 0 2 0 -3 3 -1 -2 4 3

D est bien diagonal, N est nilpotente, car N? = 0, et DN = ND.
On pose Y =P~ !X (donc X = PY). Posons B=P~"!AP =D + N : alors

O N~
Wi O

1 0 0
B=[0 -1 3
0 -3 5
Ona
et 0 0 1 0 0
exp(tD)=| 0 e** 0 |,exp(tN)=I+tN=| 0 -3t+1 3t
0 0 et 0 -3t 3t+1
Ainsi
e’ 0 0
exp(tB) = exp(tD+ tN) =exp(tD)exp(tN)=| 0 (=3t+1)e*’  3te?!
0 —-3te?’  (3r+1)e*!

Exercice 4 : [5] En utilisant les résultats de |'exercice 3, résoudre le systeme différentielle

x'(t)=x(t) -3z(1)
S) = Y (1) = x(t) — y(t) — 62(1)
Z'(t) =—x(t) + 2y(t) + 5z(1)

Solution. [5]
D’apres I'exercice 3, ce systéme s’écrit sous la forme X’ = AX dont les solutions sont les
1
X(t) = exp(tA)Xy. Ici, la condition initiale est X = ( 1
0
Les solutions de Y’ = BY sont les Y(#) = exp(tB)V,V € R”. Ainsi, les solutions du systeme
X' = AX sont les

e!  (-3t+1)e*"  3re?!
X()=Pexp(iB)V=| ze'  -3te?'  (@r+1)e*' |V
0 (t+3)e*" —(t+De*

Exercice 5 :[5]
Calculer I'exponentielle des matrices suivantes :

1 1 0
M=| 0 2 -1
-1 1 3
et
-5 0 1
L:( 12 6 6
-1 0 -7
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6 Exercices proposés

Exercice 6 :[5]
Déterminer la décomposition de Dunford des matrices de I'exercice 5.

Exercice 7 :
Chercher les solutions du systeme différentiel

Y () ==2x(t) +5y(1) +2z(1)

X' (1) ==3y(t) +2z(1)
(S1) <:>{
Z'() =2x(1) -3y(1)

y'(t) =4x(t) - 7y(t) +8z(1)

x' (1) = x(1) =3y(r) +4z(1)
(S2) =
Z'(6)=6x(1) +7y(t) + 7z(1)

x'(6)=x(0) +y(t) — z(1)
Y () =y +w()
Z'(6) =z(t) + w(r)

w'(1) = w(z)

(S3) =
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