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Résumé

Les équations di¤érentielles fractionnaires EDFS sont très importantes dans la résolution des
problèmes dans di¤érents domaines scienti�ques comme la physique, la chimie,...etc.
Nous avons présenté quelques résultats qui consistent à étudier l�existence et l�unicité de
la solution d�un problème d�équation di¤érentielle fractionnaire. Ce résultat est basé sur le
théorème de contraction de Banach.
Mots clés : Dérivée au sens '�Hilfer ; Point �xe ; Existence et unicité ; Principe de contrac-
tion de Banach.

Abstract

Fractional di¤erential equations are very important in solving problems in di¤erent scienti�c
elds such as physics, chemistry, etc.
We presented some results which consist in studying the existence and uniqueness of the solu-
tion of a fractional di¤erential equation problem. This result is based on Banach�s contraction
theorem.
Keywords : '�Hilfer fractional derivative ; Existence and uiniqueness ; Fixed point theorem
of Banach.
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Notation

�1; �1 : Deux nombres réels entre 1 et 2.
�1; �1 : Deux nombres réels entre 0 et 1.
[a; b] : Intervalle fermé de R d�éxtrèmitès a et b.
[0;1) : Intervalle semi ouvert de R d�éxtrèmitès 0 et 1.
(a; b) : Intervalle ouvert de R d�éxtrèmitès a et b.
N : Ensemble des nombres entiers naturels.
R : Ensemble des nombres réels:
C : Ensemble des nombres complexes.
Cn ([a; b] ;R) : ff : [a; b]! R ; f n�fois dérivables et continueg .
HiD�1;�1;'0+ : la dérivées fractionnaire '-Hilfer d�ordres �1.
HiD�1;�1;'0+ : la dérivées fractionnaire '-Hilfer d�ordres �1.
CD�1;'

0+ : la dérivée fractionnaire au sens de '-Caputo d�ordre �1.
� (:) : Fonction Gamma d�Euler.
I�;'a+ : L�intégrale fractionnaire '-Riemann-Liouville d�ordre �.



Introduction

Depuis le début du calcul fractionnaire en 1695, il existe de nombreuses dé�nitions des in-
tégrales et des dérivées fractionnaires et au �l du temps de nouvelles dérivées et intégrales
fractionnaires sont apparus. Récemment, Almeida [1] utilisait l�idée de la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo par rapport à une notre fonction. Dans cette perspective, nous utilisons
l�idée de dérivée fractionnaire de Hilfer, et proposer un opérateur di¤érentiel fractionnaire
d�une fonction par rapport à une autre fonction, le dérivé dit de '�Hilfer.

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaires est l�un des plus importants champs
d�applications de la théorie du calcul fractionnaire, en e¤et de nombreux phénomènes se
modélisent par des équations di¤érentielles fractionnaires (voir, [2], [3] ) et l�étude de ces
dernières permet certainement une meilleure interprétation des phénomènes physiques.
Dans l�article [4], les auteurs ( H. Beddani, M et all ) ont étudié l�équation di¤érentielle
fractionnaire suivante :8>>>>>>><>>>>>>>:

HiD�1;�1;'a+  p

�
HiD�2;�2;'a+ u

�
(t) = G(t; u(t)); t 2 [a; b] ;

u(a) = 0; u(b) =
nP
i=1

�iu (� i) ;

 p

�
HiD�2;�2;'a+ u

�
(a) = 0;

 p

�
HiD�2;�2;'a+ u(b)

�
= I�;'a+ u (�) ; a < �; � i < b,

où HiD�1;�;'0+ et HiD�2;�;'0+ sont des dérivées fractionnaires de type '�Hilfer. Dans notre travail,
on considère le problème suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = g(t; v(t)); t 2 [0; b] ;

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(0) = 0; v(0) = 0;

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(b) =

nP
i=1

v(ti); 0 < t1 < ::: < tn < b;

CD�1;'
0+ v(b) =

kP
j=1

CD�1;'
0+ v (�j) ; 0 < �j < b;

(0.0.1)

où HiD�1;�1;'0+ et HiD�1;�1;'0+ sont les dérivées fractionnaire '-Hilfer d�ordres �1; �1 et CD
�1;'
0+

la dérivée fractionnaire au sens de '-Caputo d�ordre �1.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres et s�achève par un conclusion générale.
Chapitre 1 : Le premier chapitre contient les principales dé�nitions et notations nécessaires.
On rappellera les dé�nitions et les propriétés essentielles correspondantes à la notion de
l�intégration et la dérivation fractionnaire de type '-Hilfer et de type '-Caputo.
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Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on trouve la solution de problème 0.0.1.
Chapitre 3 : Ce chapitre est consacré à l�étude d�existence et d�unicité de la solution d�un
probléme d�équation di¤érentielle fractionnaire au sens '-Hilfer qui basé sur le théoréme de
point �xe, pour cela nous utilisons le principe de contractante de Banach.
Chapitre 4 : Dans ce dernier chapitre, on donne un exemple pour illustrer les résultats
obtenus.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons présente quelques outils mathématiques de base essentiel sur
la théorie de calcul fractionnaire telles que, la fonction spéciale comme fonction Gamma,
l�intégrale fractionnaire au sens de '�Riemann�Liouville, la dérivée fractionnaire au sens de
'�Riemann�Liouville, la dérivée fractionnaire de type '�Hilfer, la dérivée fractionnaire de
type '�caputo. On termine le chapitre par une section réservée les éléments de théorie du
point �xe.

1.1 Outils mathématiques de base

Pour tout s; t 2 [0;1) et t � s; notons

'�(t; s) = ('(t)� '(s))�; � 2 R;

tel que ' : [a; b]! R une fonction croissante sur intérvalle [a; b] et '0 6= 0.
avec

('(b)� '(0)) =M:

1.1.1 Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons la fonctions Gamma, ces fonctions jouent un rôle impor-
tant dans la thèorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

Dé�nition 1.1.1 [15] Pour z 2 C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma est dé�nie par
l�intégrale suivante :
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� (z) =

Z 1

0

exp (�t) tz�1dt;

avec � (1) = 1, � (0+) = +1, � est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0 < z < 1.
une propriété importante de la fonction Gamma � est la relation de récurrence suivante :

�(z + 1) = z�(z); (1.1.1)

qu�on peut la démontrer par une intégration par parties :

�(z + 1) =

Z 1

0

exp (�t) tzdt = [� exp (�t) tz]10 + z

Z 1

0

exp (�t) tz�1dt = z� (z) :

La fonction Gamma d�Euler généralise la factorielle car �(n+1) = n! 8n �N, en e¤et �(1) = 1
et en utilisant la relation (1.1.1), nous obtenons :

�(2) = 1;

�(3) = 2�(2) = 2:1! = 2;

�(4) = 3�(3) = 3:2 = 6;

par récurrence, nous obtenons : �(n+ 1) = n(n� 1)! = n!.

Valeurs particulières

�(
1

2
) =

p
�;

�(
3

2
) =

p
�

2
;

�(
5

2
) =

3
p
�

4
;

ainsi que

�(n+
1

2
) =

�
n� 1

2

�
�

�
n� 1

2

�
=

�
n� 1

2

��
n� 3

2

�
:::
3

2

1

2
�

�
1

2

�
=
(2n)!

22nn!

p
�;

mais aussi négatifs, par exemple :

�(�1
2
) = �2

p
�:
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1.1.2 Intégrale fractionnaire Riemann�Liouville

Dé�nition 1.1.2 ([12])Soit (a; b) tels que (�1 � a < b � 1) un intervalle �ni ou in�ni
de demi-axe (0;1) et � > 0. L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s�appuie sur la
formule de Cauchy pour le calcul de l�intégrale répétée n fois qui est donnée par :

I�a+u(t) =
1

�(�)

tZ
a

(t� s)��1u(s)ds:

1.1.3 Intégrale fractionnaire '�Riemann�Liouville
Dé�nition 1.1.3 ([12])Soit (a; b) tels que (�1 � a < b � 1) un intervalle �ni ou in�ni
de demi-axe (0;1) et � > 0. De plus, soit ' une fonction croissante positive sur [a; b], qui a
une dérivée continue '0 sur [a; b]. L�intégrale fractionnaire '�Riemann�Liouville d�ordre �
d�une fonction u par rapport à une autre fonction ' sur [a; b] est dé�ni par :

I�;'a+ u(t) =
1

�(�)

tZ
a

'0(s)'��1(t; s)u(s)ds; (1.1.2)

où � (:) est une fonction Gamma.

1.1.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann�Liouville

Dé�nition 1.1.4 ([12]) Soient n � 1 < � < n avec n 2 N et [a; b] est un intervalle tel que
(�1 � a < b � +1) ; on dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann�
Liouville d�une fonction u : [a; b] ! R par :

D�a+u(t) =

�
d

dt

�n
In��a+ u(t)

=
1

�(n� �)

dn

dtn

tZ
a

(t� s)n���1u(s)ds; n� 1 < � < n:

1.1.5 Dérivée fractionnaire au sens de '�Riemann�Liouville
Dé�nition 1.1.5 [12] Soit n 2 N et soient '; u 2 Cn ([a; b] ;R) deux fonctions telle que '
est croissante avec '0 6= 0. Pour tout t 2 [a; b], la dérivée fractionnaire '�Riemann�Liouville
d�ordre � d�une fonction u est dé�nie par :

D�;'a+ u(t) =

�
1

'0(t)

d

dt

�n
In��;'a+ u(t)

=
1

�(n� �)

�
1

'0(t)

d

dt

�n tZ
a

'0(s)'n���1(t; s)u(s)ds;

où n = [�] + 1, [�] représente la partie entière du nombre réel �.
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1.1.6 Dérivée fractionnaire de type Hilfer

Dé�nition 1.1.6 ([9], [11]) Soient n � 1 < � < n avec n 2 N et [a; b] est un intervalle tel
que (�1 � a < b � +1) ; on dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Hilfer
d�une fonction u : [a; b] ! R par :

HiD�;�a+ u(t) = I
�(n��)
a+

�
d

dt

�n
I(1��)(n��)a+ u(t) = I��a+ Da+u(t);

1.1.7 Dérivée fractionnaire de type '�Hilfer
Dé�nition 1.1.7 ([9], [11]) Soient n � 1 < � < n avec n 2 N et [a; b] est un intervalle tel
que (�1 � a < b � +1) et '; u 2 Cn ([a; b] ;R) deux fonctions telle que ' est croissante
avec '0 6= 0. Pour tout t 2 [a; b], la dérivée fractionnaire '�Hilfer d�une fonction u d�ordre
� et 0 � � � 1 est dé�nie par :

HiD�;�;'a+ u(t) = I�(n��);'a+

�
1

'0(t)

d

dt

�n
I(1��)(n��);'a+ u(t) = I��;'a+ D;'a+ u(t);

où n = [�] + 1 et  � � = � (n� �) :

Exemple 1.1.1 On pose :

� =
1

2
; � = 0; n = 1 donc  =

1

2
;

il vient :
HiD1=2;'a+ u(t) = D3=4;'a+ u(t):

On a :

D�;'a+ u(t) =

�
1

'0(t)

d

dt

�n
In��;'a+ u(t)

=
1

�(n� �)

�
1

'0(t)

d

dt

�n tZ
a

'0(s)'n���1(t; s)u(s)ds:

Pour ' = t; u = c, on a :

D3=4;'a+ u(t) =

�
1

1

d

dt

�1
I3=4;ta+ u(t)

=
1

�(1=4)

�
1

1

d

dt

�1 tZ
a

1 [t� s]�1=2 u(s)ds

=
c

�(1=4)
t�1=2:

Donc,
HiD1=2;'a+ u(t) =

c

�(1=4)
t�1=2:
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Lemme 1.1.1 Soit u 2 Cn([a; b];R); n� 1 < � < n; 0 � � � 1 et  = �+ �(n� �), alors

I�;'a+ (
HiD�;�;'a+ u)(t) = u(t)�

k=nX
k=1

'�k(t; a)

�( � k + 1)
r[n�k]
' I(1��)(n��);'a+ u(a); t 2 [a; b];

où

r[n]
' u(t) :=

�
1

'0(t)

d

dt

�n
u(t):

Exemple 1.1.2 Pour n = 2; il vient :

I�;'a+ (
HiD�;�;'a+ u)(t) = u(t)�

k=2X
k=1

'�k(t; a)

�( � k + 1)
r[n�k]
' I(1��)(n��);'a+ u(a)

= u(t)�
�
'�1(t; a)

�()
r'I(1��)(2��);'a+ u(a) +

'�2(t; a)

�( � 1) I
(1��)(2��);'
a+ u(a)

�
= u(t) +

'�1(t; a)

�()
m0 +

'�2(t; a)

�( � 1) m1;

où m0;m1 2 R; ou bien :

I�;'a+ (
HiD�;�;'a+ u)(t) = u(t) +

('(t)� '(a))�1

�()
m0 +

('(t)� '(a))�2

�( � 1) m1;

tel que  = �+ �(2� �); c�est-à-dire 2�  = (1� �) (2� �):

Proposition 1.1.1 Soient (n� 1 < � < n < �) ; n 2 N et 0 � � � 1. Pour tout t > a; on
a :

HiD�;�;'a+ '��1(t; a)(t) =
�(�)

�(� � �)
'����1(t; a)

=
�(�)

�(� � �)
('(t)� '(a))����1:

1.1.8 Opérateur p�Laplacien
Dé�nition 1.1.8 [14]Soient p 2]1;+1[ et s 2]0; 1[, alors on dé�nit le p-Laplacien faction-
naire par :

(��)spu(x) = 2P:V:
Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy; 8x 2 RN

avec

P:V:

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy = lim

�!0+

Z
RN�B(x;�)

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy
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Lemme 1.1.2 Soit  p un opérateur p�Laplacien. Alors on a :
1. Si j�1j ; j�2j � � > 0; 1 < p � 2; et �1�2 > 0; nous trouvons :�� p(�1)�  p(�2)

�� � (p� 1) �p�2 j�1 � �2j :

2. Si p > 2; 0 < j�1j ; j�2j � ��: Il vient :�� p(�1)�  p(�2)
�� � (p� 1) �p�2� j�1 � �2j :

1.1.9 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 1.1.9 ([12], [1]) Soit f 2 Cn ([a; b] ;R) ; n 2 N�, on dé�nit la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo d�ordre � > 0 de la fonction f comme suit :

CD�
a+f(t) = In��a+

�
d

dt

�n
f(t):

1.1.10 Dérivée fractionnaire au sens de '�Caputo

Dé�nition 1.1.10 ([12], [1])Soit f 2 Cn ([a; b] ;R) ; n 2 N�, on dé�nit la dérivée fraction-
naire au sens de '�Caputo d�ordre � > 0 de la fonction f comme suit :

CD�;'
a+ f(t) = In��;'a+

�
1

'0(t)

d

dt

�n
f(t):

Remarque 1.1.1 La dérivée HiD�;�;'a+ est considérée comme une interpolation entre la déri-
vée de '�Riemann-Liouville et la dérivée de '�Caputo puisque :

HiD�;�;'a+ f =

8<:
D�;'a+ f � = 0;

CD�;'a+ f � = 1:

Proposition 1.1.2

1. Soit � 2 R avec � > n, on a :

CD�;'
a+ ('(t)� '(a))��1 =

�(�)

�(� � �)
('(t)� '(a))����1:

2.
CD�;'

a+ I�;'a+ f(t) = f(t):

Proposition 1.1.3 [6]Soit les nombres ai; i = 1; :::; k positives, on a : 
kX
i=1

ai

!q
� kq�1

 
kX
i=1

aqi

!
; q � 1:
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1.2 Éléments de Théorie du Point Fixe

Les théorèmes de point �xe consistent à transformer un problème donné en un problème du
type x = '(x), ainsi ils fournissent des conditions généralement su¢ santes pour les quelles
l�équation x = '(x) admet une solution.
Ce théorème repose essentiellement sur les dé�nitions suivantes (Voir :[12], [16], [7], [13], [15]).

1.2.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.2.1 ([12])(Espace vectoriel normé) Soit k:kX une norme associée à un es-
pace vectoriel X, le couple (X; k:kX) est appelé un espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.2.2 [13])(Espace Complet) On dit que X est complet pour la norme k:kX si
tout suite de cauchy dans X est convergente.

Dé�nition 1.2.3 ([16])(Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est ap-
pelé espace de Banach.

Dé�nition 1.2.4 ([7])(Application contractante) Soit (X; k:kX) un espace vectoriel normé.
Une application � de X dans X est dite contractante s�il existe un nombre positive K 2 [0; 1[,
tel que pour tout x; y, on a :

k�(x)� �(y)kX � K kx� ykX :

Dé�nition 1.2.5 ([15])(Application lipschitzienne) Soient G une partie de R2, f : G!
R une application et K un nombre réel positif. On dit que f est K-lipschitzienne par rapport
à y si

8(t; y) 2 G; jf(t; y1)� f(t; y2)j � Kjy1 � y2j:
Où K est appelée la constante de Lipschitz.
Si 0 � K < 1, on dite que f est contractante.

1.2.2 Théorème de Point Fixe

Nous avons présenté le théorème de principe de contraction de Banach qui assure l�unicité et
l�existence de la solution.

Théorème 1.2.1 ([7])(Principe de contractante de Banach)SoientX espace de Banach
et � : X ! X. Si � est une application contractante, alors � admet un point �xe unique.



Chapitre 2

Problème aux limites avec la dérivée
fractionnaire au sens de '-Hilfer

Dans ce chapitre, nous étudions le problème d�équation di¤érentielle fractionnaire au sens
'�Hilfer, et nous trouvons la représentation intégrale de la solution.

2.1 Position de problème

On considère le problème suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = g(t; v(t)); t 2 [0; b] ;

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(0) = 0; v(0) = 0;

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(b) =

nP
i=1

v(ti); 0 < t1 < ::: < tn < b;

CD�1;'
0+ v(b) =

kP
j=1

�
CD�1;'

0+ v
�
(�j) ; 0 < �j < b;

(2.1.1)

où HiD�1;�1;'0+ et HiD�1;�1;'0+ sont les dérivées fractionnaire '-Hilfer de ordres �1; �1 tels que
1 < �1; �1 < 2 et �1; �1 deux paramètres tel que 0 � �1; �1 � 1; et CD�1;'

0+ la dérivée
fractionnaire au sens de '-Caputo d�ordre �1 et

 p(z) = jzjp�2z; (2.1.2)

désigne l�opérateur p�Laplacien et véri�e :

1

p
+
1

q
= 1;

�
 p
��1

=  q: (2.1.3)

Aussi ' : [0; T ] ! R est une fonction croissante telle que '0 6= 0 et g : [0; T ] � R ! R une
fonction donnée.
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2.2 Solution intégrale

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes qui seront utilisés dans le chapitre
suivant.

Lemme 2.2.1 On suppose que � 6= 0; tel que

� = ('(b)� '(0))1��1�1 �
kX
j=1

('(�j)� '(0))1��1�1;

et h : [0; b]! R une fonction continue, alors la solution du problème aux limites fractionnaires
suivant : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = h(t); t 2 [0; b] ;

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(0) = 0; v(0) = 0;

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(b) =

nP
i=1

v(ti); 0 < t1 < ::: < tn < b;

CD�1;'
0+ v(b) =

kP
j=1

CD�1;'
0+ v (�j) ; 0 < �j < b;

avec est donnée par l�équation intégrale suivante :

v(t) =
1

�(�1)

tZ
0

'0(s)'�1�1(t; s)X (s; 0) ds

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
�

kX
j=1

X (�j; 0)

�('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
X (b; 0) ;

où

X (s; 0) =  q

(
I�1;'0+ h(s) +

('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
;

I�1;'0+ h(s) =
1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx;

I�1;'0+ h(b) =
1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; v(x))dx.
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Preuve. Soit
HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = h(t);

d�où
I�1;'0+

h
HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t)
i
= I�1;'0+ h(t):

D�après le lemme 1.1.1, nous obtenons :

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = I�1;'0+ h(t) +

'1�2(t; 0)

�(1 � 1)
c0 +

'1�1(t; 0)

�(1)
c1; (2.2.1)

= I�1;'0+ h(t) +
('(t)� '(0))1�2

�(1 � 1)
c0 +

('(t)� '(0))1�1

�(1)
c1;

tel que

1 = �1 + �1(2� �1) ou 2� 1 = (1� �1) (2� �1) et c0; c1 2 R;

car n = [�1] + 1 = 2: En utilisant la condition  p
�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(0) = 0; on a :

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(0) = I�1;'0+ h(0) +

�
('(t)� '(0))1�2

�(1 � 1)
c0 +

('(t)� '(0))1�1

�(1)
c1

�
t!0

= 0:

Puisque on a : 8<: 0 � �1 � 1;
1 < �1 < 2

)

8<:
(1� �1) (2� �1) � 0;
1 � 2 � 0;
1 � 1 = (�1 � 1) + �1(2� �1) � 0;

ce qui implique : �
('(t)� '(0))1�2 !1; t! 0;
('(t)� '(0))1�1 ! 0; t! 0:

Donc

c0 = �
�

�(1 � 1)
('(t)� '(0))1�2

:
('(t)� '(0))1�1

�(1)
c1

�
t!0

= 0:

Alors, vue de (2.2.1) on a :

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

�(1)
c1: (2.2.2)

Nous utilisons la condition

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(b) =

nX
i=1

v(ti);

nous trouvons :

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(b) = I�1;'0+ h(b) +

('(b)� '(0))1�1

�(1)
c1;
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ce qui implique :

c1 =
�(1)

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#
;

de (2.2.2), il vient :

 p

�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) = I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#
:

D�après (2.1.3), on a :�
HiD�1;�1;'0+ v

�
(t) =  q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
;

en appliquant l�opérateur I�1;'0+ sur cette formule et utilisant encore le lemme 1.1.1, alors

v(t) = I�1;'0+

"
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

+
('(t)� '(0))1�2

�(1 � 1)
c2 +

('(t)� '(0))1�1

�(1)
c3;

avec
1 = �1 + �1(2� �1) ou 2� 1 =

�
1� �1

�
(2� �1) et c2; c3 2 R:

En utilisant la condition v(0) = 0 et les mêmes téchniques nous obtenons : c2 = 0: Alors

v(t) = I�1;'0+

"
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#
(2.2.3)

+
('(t)� '(0))1�1

�(1)
c3:

Maintenant, nous utilisons la condition CD�1;'
0+ v(b) =

kP
j=1

CD�1;'
0+ v (�j). On a :

v(�j) = I�1;'0+

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

+
('(�j)� '(0))1�1

�(1)
c3;

et d�après la proposition 1.1.2, il vient :

CD�1;'
0+ v(�j) = CD�1;'

0+ I�1;'0+

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

+CD�1;'
0+

�
('(�j)� '(0))1�1

�(1)
c3

�
;
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ce qui implique :

kX
j=1

CD�1;'
0+ v(�j) =

kX
j=1

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

+c3

kX
j=1

CD�1;'
0+

�
('(�j)� '(0))1�1

�(1)

�
;

vue la proposition 1.1.2, on a :

kX
j=1

CD�1;'
0+ v(�j) =

kX
j=1

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

+
1

�(1 � �1)
c3

kX
j=1

('(�j)� '(0))1��1�1: (2.2.4)

D�autre part, on a :

v(b) = I�1;'0+

"
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#
t=b

+
('(b)� '(0))1�1

�(1)
c3:

Encore une fois, la proposition 1.1.2 donne :

CD�1;'
0+ v(b) =  q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
t=b

(2.2.5)

+
1

�(1 � �1)
c3 ('(b)� '(0))1��1�1:

De (2.2.4) et (2.2.5), nous trouvons :

1

�(1 � �1)

 
('(b)� '(0))1��1�1 �

kX
j=1

('(�j)� '(0))1��1�1

!
c3

=
kX
j=1

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

� q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
t=b

;
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puisque � 6= 0; on a :

c3 =
�(1 � �1)

�

kX
j=1

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

��(1 � �1)

�
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
t=b

;

en remplacant c3 dans (2.2.3), il vient :

v(t) = I�1;'0+

"
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)

�
kX
j=1

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

�('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
t=b

:

Vue la formule (1.1.2), on a :

I�;'a+ u(t) =
1

�(�)

tZ
a

'0(s)'��1(t; s)u(s)ds

=
1

�(�)

tZ
a

'0(s)('(t)� '(s))��1u(s)ds:

Alors

v(t)

=
1

�(�1)

tZ
0

'0(s)'�1�1(t; s)

"
 q

(
I�1;'0+ h(s) +

('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#
ds

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)

�
kX
j=1

"
 q

(
I�1;'0+ h(�j) +

('(�j)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)#

�('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
 q

(
I�1;'0+ h(t) +

('(t)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)
t=b

:

�



Chapitre 3

Existence et unicité d�une solution

Dans ce chapitre, nous étudions l�unicité de la solution en utilisant le théorème de point �xe
de Banach et en se basant sur le principe de contraction de Banach (voir théorème 1.2.1).

3.1 Hypothèses

On suppose que :
� (H1) : La fonction g : [0; b]� R! R est continue.
� (H2) : Il existe deux fonctions positives � 2 C([0; b] ;R) et � : [0;1[ ! [0;1[ telles que
pour tout t 2 [0; b] on a : (

jg(t; v(t)j � �(t) jv(t)j ;
�� = Sup

t2[0;b]
j�(t)j ;

et �����
nX
i=1

v(ti)

����� � � kvkC ;�����
kX
j=1

Xv (�j; 0)

����� � K jXv(b; 0)j :

� (H3) : Il existe ! > 0 et une fonction � : [0;1[! [0;1[ telles que pour t 2 [0; b] ; on a :

jg(t; v)� g(t; u)j � ! jv � uj ;

et �����
nX
i=1

v(ti)�
nX
i=1

u(ti)

����� � � kv � ukC :
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� (H4) : Il existe k � 0, tel que :

kX
j=1

sup
�j2[0;b]

j(Xv �Xu) (�j; 0)j � k j(Xv �Xu) (b; 0)j :


 = 3q�2
�
2��M�1

�(�1 + 1)
1 + �

�q�1
:

�1 =
('(b)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
:

�2 =

�
M�1

�(�1 + 1)
+ �1K + �1

�

:

�3 = (q � 1) yq�2
�
2!M�1

�(�1 + 1)
+ �

�
:

3.2 Transformation le problème

1. L�espace de Banach :
Cv' = fv : [0; b]! R; v 2 C [0; b]g ;

muni de
k v kCv'=k v kC= sup

t2[0;b]
j v (t) j :

2. L�application : on considère pour tout t 2 [0; b] l�opérateur T : Cv' ! Cv' :

Tv(t) =
1

�(�1)

tZ
0

'0(s)'�1�1(t; s)Xv (s; 0) ds

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
�

kX
j=1

Xv (�j; 0)

�('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
Xv (b; 0) :

Où

Xv (s; 0) =  q

8<: 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)h(x)dx+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#9=; ;

h(x) = g(x; v(x)):
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On considère V r =
n
v 2 Cv' : kvkCv' � r

o
et �2 � r; nous montrons que TV r � V r pour

tout v 2 V r (Voir 1.1.3)

jXv (s; 0)j =

������ q
8<: 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#)�����
� sup

t2[0;b]

������ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

"
nX
i=1

v(ti)� I�1;'0+ h(b)

#�����
q�1

� 3q�2 sup
t2[0;b]

0@0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

1Aq�1

+

 
nX
i=1

v(ti)

!q�1
+

0@ 1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; v(x))dx

1Aq�11CA
� 3q�2

"
2

�
��M�1

�(�1 + 1)
kvkC

�q�1#
+

 
nX
i=1

v(ti)

!q�1

� 3q�2

"�
2��M�1

�(�1 + 1)

�q�1
(kvkC)

q�1 + (� kvkC)
q�1

#

� 3q�2

"�
2��M�1

�(�1 + 1)

�q�1
rq�1 + (�r)q�1

#

� 3q�2

"�
2��M�1

�(�1 + 1)

�q�1
+ � q�1

#
rq�1

� 
rq�1:

D�où,
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sup
t2[0;b]

jTv(t)j

� sup
t2[0;b]

������ 1

�(�1)

tZ
0

'0(s)'�1�1(t; s)Xv (s; 0) ds

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
�

kX
j=1

Xv (�j; 0)

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
Xv (b; 0)

����
� M�1

�(�1 + 1)
jXv(b; 0)j+ �1K jXv(b; 0)j+ �1 jXv(b; 0)j

�
�

M�1

�(�1 + 1)
+ �1K + �1

�

rq�1

� �2r
q�1

� r:

Donc l�opérateur T est bien dé�nie.

3. Contractante : Soient u; v 2 Cv'; nous avons :

jTv(t)� Tu(t)j =

������ 1

�(�1)

tZ
0

'0(s)'�1�1(t; s) (Xv �Xu) (s; 0) ds

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
�

kX
j=1

(Xv �Xu) (�j; 0)

+
('(t)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)
(Xv �Xu) (b; 0)

���� ;
où

Xv (s; 0) =  q

�
1

�(�1)

sR
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

�
nP
i=1

v(ti)� 1
�(�1)

bR
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; v(x))dx

��
Il vient :
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jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j =

������ q
8<: 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

24 nX
i=1

v(ti)�
1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; v(x))dx

359=;
� q

8<: 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; u(x))dx

359=;
������ :

En utilisant le lemme 1.1.2, on a :

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j � (q � 1) yq�2������ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

� 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

24 nX
i=1

v(ti)�
1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; v(x))dx

35
�('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; u(x))dx

35������ :
Donc,
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jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j � (q � 1) yq�28<:
������ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; v(x))dx

� 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x; u(x))dx

������
+
('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

�����
nX
i=1

v(ti)�
nX
i=1

u(ti)

�����
+

������ 1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; v(x))dx

� 1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)g(x; u(x))dx

������
9=; :

D�autre part, nous trouvons :

sup
s2[0;b]

����('(s)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1

���� = ('(b)� '(0))1�1

('(b)� '(0))1�1
= 1:

D�où,

sup
s2[0;b]

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j � (q � 1) yq�2

� sup
s2[0;b]

24 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x) jg(x; v(x))� g(x; u(x))j dx

+

�����
nX
i=1

v(ti)�
nX
i=1

u(ti)

�����
+

1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x) jg(x; v(x))� g(x; u(x))j dx

35 ;
ou bien :
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sup
s2[0;b]

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j � (q � 1) yq�224 1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x) jg(x; v(x))� g(x; u(x))j dx

+

�����
nX
i=1

v(ti)�
nX
i=1

u(ti)

�����
+

1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x) jg(x; v(x))� g(x; u(x))j dx

35 ;
alors,

sup
s2[0;b]

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j

� (q � 1) yq�2

�

24 2

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x) jg(x; v(x)� g(x; u(x)j)dx

+

�����
nX
i=1

v(ti)�
nX
i=1

u(ti)

�����
#
;

et d�aprés (H2) ; on a :

sup
s2[0;b]

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j

� (q � 1) yq�2 �

24 2!

�(�1)
sup
t2[0;b]

jv � uj
bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)dx+ � kv � ukc

35 :
Donc,

1

�(�1)

bZ
0

'0(x)'�1�1(b; x)dx =
M�1

�(�1 + 1)
;

on a aussi :
sup
t2[0;b]

jv(t)� u(t)j = kv � ukc ;

il vient :
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jXv (b; 0)�Xu (b; 0)j � (q � 1) yq�2 �
�
2!M�1

�(�1 + 1)
+ �

�
kv � ukc

� �3 kv � ukc :

En�n :

jTv(t)� Tu(t)j � sup
t2[0;b]

������ 1

�(�1)

tZ
0

'0(s)'�1�1(t; s) (Xv �Xu) (s; 0) ds

������
+ sup
t2[0;b]

������1 �
kX
j=1

(Xv �Xu) (�j; 0)

�����
+ sup
t2[0;b]

j�1 (Xv �Xu) (b; 0)j ;

c�est-à-dire

jTv(t)� Tu(t)j

� 1

�(�1)

bZ
0

'0(s)'�1�1(t; s) j(Xv �Xu) (s; 0)j ds

+ sup
�j2[0;b]

������1 �
kX
j=1

(Xv �Xu) (�j; 0)

�����+ j�1 (Xv �Xu) (b; 0)j ;

d�où,
sup
s2[0;b]

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j � �3 kv � ukc :

Alors,

jTv(t)� Tu(t)j

� 1

�(�1)
�3 kv � ukc

bZ
0

'0(s)'�1�1(b; s)ds

+�1 �
kX
j=1

sup
�j2[0;b]

j(Xv �Xu) (�j; 0)j+ �1 j(Xv �Xu) (b; 0)j ;

puisque,

1

�(�1)

bZ
0

'0(s)'�1�1(b; s)ds =
M�1

�(�1 + 1)
;
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il vient :

jTv(t)� Tu(t)j � M�1

�(�1 + 1)
�3 kv � ukc

+�1 �
kX
j=1

sup
�j2[0;b]

j(Xv �Xu) (�j; 0)j+ �1�3 kv � ukc ;

ce qui implique :

jTv(t)� Tu(t)j

�
�

M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3

�
kv � ukc + �1 �

kX
j=1

sup
�j2[0;b]

j(Xv �Xu) (�j; 0)j :

On sait que :
kX
j=1

sup
�j2[0;b]

j(Xv �Xu) (�j; 0)j � k j(Xv �Xu) (b; 0)j :

Donc,

jTv(t)� Tu(t)j

�
�

M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3

�
kv � ukc + �1k j(Xv �Xu) (b; 0)j

�
�

M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3

�
kv � ukc + �1k j(Xv (b; 0)�Xu(b; 0))j ;

et on a :
sup
s2[0;b]

jXv (s; 0)�Xu (s; 0)j = jXv (b; 0)�Xu (b; 0)j � �3 kv � ukc :

Finalement :

jTv(t)� Tu(t)j

�
�

M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3

�
kv � ukc + �1�3k kv � ukc

�
�

M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3 + �1�3k

�
kv � ukc

� L kv � ukc ;

avec

L =

�
M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3 + �1�3k

�
:

Si 0 � L < 1, alors l�opérateur T est contractante.
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Théorème 3.2.1 Soit � 6= 0. Supposons que les hypothèses sont véri�ées et

0 � L < 1;

où

L =

�
M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3 + �1�3k

�
:

Alors notre problème admet une unique solution sur [0; b] :

3.3 Exemple

Exemple 3.3.1 On considère le problème suivant :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

HiD
3
2
; 1
5
;t

0+  p

�
HiD

9
5
; 4
5
;t

0+ v
�
(t) = t3v(t); t 2

�
0; 1

102

�
;

 p

�
HiD

9
5
; 4
5
;t

0+ v
�
(0) = 0; v(0) = 0;

 p

�
HiD

9
5
; 4
5
;t

0+ v
�
( 1
102
) =

nP
i=1

v(ti); 0 < t1 < ::: < tn <
1
102
;

CD
9
5
;t

0+ v(
1
102
) =

kP
j=1

CD
9
5
;t

0+ v
�
(1
2
)j
�
;

pour cet exemple, on a

�1 =
3

2
; �1 =

9

5
; �1 =

1

5
; �1 =

4

5
:

Ainsi que, nous avons

�j =

�
1

2

�j
; 1 =

49

25
; q = 2; k = 1;

avec

g(t; v(t)) = t3v et ' (t) = t;

Il est facile de voir que ' est croissante et la fonction f est continue. D�autre part, pour
toutes u, v 2 R2, nous trouvons

8t 2
�
0;
1

102

�
:

jg(t; v(t))� g(t; u(t))j �

0@ sup
t2[0; 1

102
]
t3

1A jv(t)� u(t)j

� ! jv � uj ;
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tel que

! =
1

106
:

On a aussi

8t 2
�
0;
1

102

�
: ' (b)� ' (0) =M;

d�où

M =
1

102
:

� = ('(b)� '(0))1��1�1 �
kX
j=1

('(�j)� '(0))1��1�1

= 46:07;

c�est à dire

� 6= 0;
maintenant, soit

y = 1; �(t) = t4

� =
1

108
;

et

�1 =
('(b)� '(0))1�1�(1 � �1)

� �(1)

= 1:54� 10�3:
D�autre part, on a

�3 = (q � 1) yq�2
�
2!M�1

�(�1 + 1)
+ �

�
= 1:15� 10�8;

ce qui implique

L =

�
M�1

�(�1 + 1)
�3 + �1�3 + �1�3k

�
= 3:71� 10�11:

pour L = 3:71� 10�11, d�après le théorème 3.2.1 de notre problème admet unique solution.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l�existence et l�unicité des solutions du problème aux
limites pour des équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire au sens de '-Hilfer avec condi-
tions initiale contenant la dérivée de Caputo.
L�existence de la solution unique a été prouvée en utilisant le théorème du point �xe, qui
basé sur principe de contractante de Banach. Ensuite, les résultats obtenus ont été étayés
par des exemples.
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