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Résumé

Ce travail consiste à étudier la croissance des solutions de certaines équations différentielles
linéaires à coefficients fonctions entières á travers l’étude de ses coefficients et voire les condi-
tions qui leurs sont imposées .

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on donne les notions de
bases nécéssaires sur la théorie de Nevanlinna qu’on a besoin d’utiliser dans notre travail.

Dans le deuxième chapitre on va expliquer les résultats obtenus par Chen Zogxuan et Li
Chunhong et Huang Xiaojun pour les équations différentielles linéaires homogènes [7], [8] et
Wang et Laine pour les équations différentielles non homogènes [9], [10].



Introducion

Dans le domaine de l’analyse complexe, et de la multiplicité de ses théories, il existe une
théorie qui décrit la distribution des valeurs d’une fonction méromorphe appelée la théorie
de Nevanlinna, cette théorie joue un grand rôle dans l’étude des propriétés des solutions des
équations différentielles linéaires dans le plan complexe.

Dans ce mémoire on étudie la croissance des solutions des équations différentielles linéaires
de type :

f (k) + hk−1(z)e
Pk−1(z)f (k−1) + ...+ h0(z)e

P0(z)f = H (0)

telle que k ⩾ 2, où les Pj(z) (j = 0; 1; ...; k− 1) sont des polynômes de degré n et les hj(z) (j = 0; 1; ...; k− 1) etH
sont des fonctions entiéres d’ordre fini inférieur strictement á n.

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

Le premier chapitre est une introduction à la théorie de Nevanlinna, où on donne des défini-
tions et des propriétés sur cette théorie qui concernent la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes dans le plan complexe.

Dans le deuxième chapitre de ce mémoire nous étudierons l’ordre des solutions des équa-
tions différentielles linèaires d’ordre supérieur de la forme de l’équation (0)



Chapitre 1

Notions de base sur la théorie de Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va présenter les notions de base nécéssaire et donner quelques définitions et
résultats dont on aura besoin tout au long de notre travail.

1.1 Formules de Jensen et de Poisson & Formule de Poisson-

Jensen

Théoréme 1.1. [6](Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) ̸=
0;∞, et soient a1, a2, ..., an (respectivement b1, b2, ..., bn) ses zéros (respectivement ses pôles), cha-
cun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln |f(0)| = 1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ−

∑
|aj |⩽r

ln
r

|aj|
+
∑
|bj |⩽r

ln
r

|bj|

Preuve du Théorème 1.1.

On démontre le théorème lorsque f n’admet ni zéro ni pôle sur le cercle |z| = r. Considérons
la fonction :

g(z) = f(z)

∏
|aj |⩽r

r2 − ajz

r (z − aj)∏
|bj |⩽r

r2 − bjz

r (z − bj)
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On a g ̸= 0;∞ dans le disque |z| ⩽ r, donc ln g (z) est analytique, et d’aprés la formule de
moyenne pour les fonctions harmoniques :

ln |g (0)| = 1

2π

2π∫
0

ln
∣∣g(reiφ)∣∣ dφ (1.1.1)

D’autre part

|g (0)| = |f(0)|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏

|aj |⩽r

r

−aj∏
|bj |⩽r

r

−bj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = |f(0)|

∏
|aj |⩽r

r

|aj|∏
|bj |⩽r

r

|bj|
,

D’où
ln |g(0)| = ln |f(0)|+

∑
|aj |⩽r

ln
r

|aj|
−
∑
|bj |⩽r

ln
r

|bj|
(1.1.2)

et pour z = reiφ, on obtient :

∣∣g(reiφ)∣∣ = ∣∣f(reiφ)∣∣
∏

|aj |⩽r

∣∣∣∣ r2 − ajre
iφ

r (reiφ − aj)

∣∣∣∣
∏
|bj |⩽r

∣∣∣∣ r2 − bjre
iφ

r (reiφ − bj)

∣∣∣∣ =
∣∣f(reiφ)∣∣

∏
|aj |⩽r

∣∣∣∣reiφ(re−iφ − aj)

r (reiφ − aj)

∣∣∣∣
∏
|bj |⩽r

∣∣∣∣reiφ(re−iφ − aj)

r (reiφ − bj)

∣∣∣∣

=
∣∣f(reiφ)∣∣

∏
|aj |⩽r

∣∣eiφ∣∣
=1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣reiφ − aj

reiφ − aj

∣∣∣∣∣
∏
|bj |⩽r

∣∣eiφ∣∣ ∣∣∣∣∣reiφ − bj
reiφ − bj

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

=
∣∣f(reiφ)∣∣ . (1.1.3)

On remplace (1.1.2) et (1.1.3) dans (1.1.1), on aura

ln |f(0)|+
∑
|aj |⩽r

ln
r

|aj|
−
∑
|bj |⩽r

ln
r

|bj|
=

1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ.

D’où

ln |f(0)| = 1
2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ−

∑
|aj |⩽r

ln
r

|aj|
+
∑
|bj |⩽r

ln
r

|bj|
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Théoréme 1.2. [1](Formule de Poisson) Soit f une fonction analytique dans le disque |ξ| ⩽R
alors pour tout r <R et θ, φ ∈ [0; 2π] on a

f(reiθ) =
1

2π

2π∫
0

Re

[
Reiφ + reiθ

Reiφ − reiθ

]
ln |f(ρeiφ)|dφ.

Preuve du Théorème 1.2.
La fonction f etant analytique dans le disque |ξ| ⩽ R, d’aprés la formule intégrale de Cauchy on
a

f(z) =
1

2πi

∮
|ξ|=R

f(ξ)

ξ − z
dξ. (1.1.4)

Soit z∗ le point symétrique à z par rapport au cercle |ξ| = R. Alors on a

z∗ =
R2

z̄
=

R2

re−iθ
=

R2

r
eiθ.

On considère la fonction ξ 7−→ f(ξ)
ξ−z∗

, qui est analytique dans le disque |ξ| ⩽ R,

d’aprés le théorème de Cauchy, on a

0 =
1

2πi

∮
|ξ|=R

f(ξ)

ξ − z∗
dξ. (1.1.5)

Par la soustraction, de (1.1.4) et (1.1.5), on obtient

f(z)− 0 =
1

2πi

∮
|ξ|=R

( f(ξ)

ξ − z
− f(ξ)

ξ − z∗

)
dξ.

On pose ξ = Reiφ (dξ = Rieiφdφ) et z = reiθ, on aura

f(z) = f(reiθ) =
1

2πi

2π∫
0

( f(Reiφ)

Reiφ − reiθ
− f(Reiφ)

Reiφ − R2

r
eiθ

)
Rieiφdφ

=
1

2π

2π∫
0

(Reiφf(Reiφ)

Reiφ − reiθ
− Rreiφf(Reiφ)

Rreiφ −R2eiθ

)
dφ

=
1

2π

2π∫
0

( Reiφ

Reiφ − reiθ
+

reiφ

Reiθ − reiφ

)
f(Reiφ)dφ

=
1

2π

2π∫
0

( Rei(φ−θ)

Rei(φ−θ) − r
+

r

Re−i(φ−θ) − r

)
f(Reiφ)dφ
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=
1

2π

2π∫
0

R2 − rRei(φ−θ) + rRei(φ−θ) − r2

(Rei(φ−θ) − r)(Re−i(φ−θ) − r)
f(Reiφ)dφ

=
1

2π

2π∫
0

R2 − r2

R2 − rR(ei(φ−θ) + e−i(φ−θ)) + r2
f(Reiφ)dφ

=
1

2π

2π∫
0

Re

[
R2 − rR(

2i sin(φ−θ)︷ ︸︸ ︷
ei(φ−θ) − e−i(φ−θ))−r2

R2 − rR (ei(φ−θ) + e−i(φ−θ))︸ ︷︷ ︸
2 cos(φ−θ)

+r2

]
f(Reiφ)dφ

=
1

2π

2π∫
0

Re

[(
Reiφ + reiθ

)(
Reiφ − reiθ

) .(Re−iφ − re−iθ
)(

Re−iφ − re−iθ
)]f(Re−iφ)dφ

=
1

2π

2π∫
0

Re

[
Reiφ + reiθ

Reiφ − reiθ

]
f(Reiφ)dφ, (1.1.6)

d’où le résultat

Théoréme 1.3. [2](Formule de Poisson -Jensen) Soit f(z) une fonction méromorphe non
identiquement nulle, et aj(j = 1, 2, ...) ( respectivement bj) ses zéros (respectivement ses pôles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Si z = reiθ et r < ρ, alors dans le disque
|z| < ρ, on a

ln |f(z)| = 1

2π

2π∫
0

Re

[
Reiφ + reiθ

Reiφ − reiθ

]
f(Reiφ)dφ −

∑
|aj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − ajz

ρ(z − aj)

∣∣∣∣
+
∑
|bj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − bjz

ρ(z − bj)

∣∣∣∣
Nevanlinna a appelé cette formule la formule de Poisson-Jensen.

Preuve du Théorème 1.3. On fait le même raisonnement du Théorème 1.1 .

On démontre le théoréme dans le cas où f n’admet ni zéros ni pôles sur le cercle |z| = ρ, Consi-
dérons la fonction

g(z) = f(z)

∏
|aj |⩽ρ

ρ2 − ajz

ρ (z − aj)∏
|bj |⩽ρ

ρ2 − bjz

ρ (z − bj)

(1.1.7)
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On a g ̸= 0;∞ dans le disque|z| ⩽ ρ, donc ln g (z) est analytique. Donc Re ln g(z) est une fonc-
tion harmonique dans le disque |z| ⩽ ρ.

D’aprés (1.1.6) :

g(z) =
1

2π

2π∫
0

Re

[
ρeiφ + reiθ

ρeiφ − reiθ

]
g(ρeiφ)dφ,

donc

ln |g(z)| = 1

2π

2π∫
0

Re

[
ρeiφ + reiθ

ρeiφ − reiθ

]
ln |g(ρeiφ)|dφ. (1.1.8)

De (1.1.7), nous avons

ln |g(z)| = ln |f(z)|+
∑
|aj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − ajz

ρ (z − aj)

∣∣∣∣− ∑
|bj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − bjz

ρ (z − bj)

∣∣∣∣ . (1.1.9)

On remplace (1.1.9) dans (1.1.8), on obtient

ln |f(z)|+
∑
|aj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − ajz

ρ (z − aj)

∣∣∣∣− ∑
|bj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − bjz

ρ (z − bj)

∣∣∣∣ = 1

2π

2π∫
0

Re

[
ρeiφ + reiθ

ρeiφ − reiθ

]
ln |g(ρeiφ)|dφ.

(1.1.10)
D’autre part, pour z = ρeiφ (z.z̄ = ρ), on a∣∣∣∣ ρ2 − ajz

ρ (z − aj)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ρ2 − bjz

ρ (z − bj)

∣∣∣∣ = 1,

d’où
ln
∣∣g(ρeiφ)∣∣ = ln |f(ρeiφ)|. (1.1.11)

On remplace (1.1.11) dans (1.1.10), on obtient

ln |f(z)|+
∑
|aj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − ajz

R (z − aj)

∣∣∣∣− ∑
|bj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − bjz

ρ (z − bj)

∣∣∣∣ = 1

2π

2π∫
0

Re

[
ρeiφ + reiθ

ρeiφ − reiθ

]
ln |f(ρeiφ)|dφ,

d’où

ln |f(z)| = 1

2π

2π∫
0

Re

[
ρeiφ + reiθ

ρeiφ − reiθ

]
ln |f(ρeiφ)|dφ−

∑
|aj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − ajz

ρ(z − aj)

∣∣∣∣
+
∑
|bj |⩽ρ

ln

∣∣∣∣ ρ2 − bjz

ρ(z − bj)

∣∣∣∣ ,
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1.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 1.1. [3] (logarithme tronqué)
Pour tout nombre réel x ⩾ 0, on définit

ln+ x = max (0, lnx) =

{
lnx x > 1
0 0 ⩽ x ⩽ 1

Lemme 1.1. [3] On a les propriétés suivantes du logarithme tronqué :

❶ lnx ⩽ ln+ x

❷ ln+ x ⩽ ln+ y pour tout (0 < x ⩽ y)

❸ lnx = ln+ x− ln+ 1
x

❹ |lnx| = ln+ x+ ln+ 1
x

❺ ln+

(
m∏
j=1

xj

)
⩽

m∑
j=1

ln+ xj

❻ ln+

(
m∑
j=1

xj

)
⩽ lnm+

m∑
j=1

ln+ x

Preuve de lemme 1.1. Les deux premières propriétés sont évidentes

➂ .On a d’aprés la Définition 1.1 :

ln+ x− ln+ 1
x
= max(lnx, 0)−max(ln 1

x
, 0)

= max(lnx, 0)−max(− lnx, 0)
= max(lnx, 0) + min(lnx, 0)
= lnx

➃ .

ln+ x+ ln+ 1
x
= max(lnx, 0)−min(lnx, 0)
= |lnx|

➄ . Si
m∏
j=1

xj ⩽1 alors l’inégalité est triviale (0 ⩽
m∑
j=1

ln+ xj)

On montre l’inégalité pour
m∏
j=1

xj ⩾1.

On a d’aprés ❺

ln+

(
m∏
j=1

xj

)
= ln

(
m∏
j=1

xj

)
⩽

m∑
j=1

lnxj

➅ . On a
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ln+

(
m∑
j=1

xj

)
⩽ ln+(m max

1⩽j⩽n
xj)

D’aprés ❺

⩽ ln+m+ ln+(max
1⩽j⩽n

xj)

⩽ lnm+
m∑
j=1

ln+ xj

Définition 1.2. [6] Soient a ∈ C et f une fonction méromorphe, on désigne par n(t, a, f) le nombre
de racines de l’équation f(z) = a dans le disque |z| ⩽ t (chaque racine étant comptée avec son
ordre de mutiplicité ) et par n(t, a, f) le nombre de racines distinctes de l’équation f(z) = a dans
le disque |z| ⩽ t.

De même, on désigne par n(t,∞, f) le nombre des pôles de f dans le disque |z| ⩽ t (chaque
pôle étant compté avec son ordre de mutiplicité ) et par n(t,∞, f) le nombre de pôles distincts
dans le disque |z| ⩽ t.

Exemple 1.1. Soit l’exemple suivant :

f(z) = ez, a ∈ C

n(t, a, ez) = n(t, a, ez) = 0 et n(t,∞, ez) = n(t,∞, ez) = 0

car f(z) = ez n’admet ni zéros ni pôles.

Définition 1.3. [2]
Soit f une fonction méromorphe, on définit la fonction a-points de f par :

N(r, a, f) = N(r,
1

f − a
) =

r∫
0

n(t, a, f)− n(0, a, f)

t
dt+ n(0, a, f)lnr f ̸≡ a ∈ C

et

N(r, f) = N(r,∞, f) =

r∫
0

n(t,∞, f)− n(0,∞, f)

t
dt+ n(0,∞, f)lnr

De même, on définit la fonction a-points distincts par :

N(r, a, f) = N(r, a,
1

f − a
) =

r∫
0

n(t, a, f)− n(0, a, f)

t
dt+ n(0, a, f)lnr f ̸≡ a ∈ C
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et

N(r, f) = N(r,∞, f) =

r∫
0

n(t,∞, f)− n(0,∞, f)

t
dt+ n(0,∞, f)lnr.

Lemme 1.2. [6] Soit f une fonction méromorphe avec a-points ; α1, α2, ...., αn dans le disque
|z| ≤ r tels que 0 ≤ |α1| ≤ |α2| ≤ ... ≤ |αn|, Alors :

r∫
0

n (t, a, f)

t
dt =

r∫
0

n (t, a, f)− n (0, a, f)

t
dt =

∑
0⩽|αj |⩽r

ln
r

|αj|

Preuve de lemme 1.2. Posons rj = |αj| (j = 1, ..., n). Alors

n∑
j=1

ln
r

|αj|
=

∑
0⩽|αj |⩽r

ln
r

rj
= ln

( n∏
j=1

r

rj

)
= ln

( rn

r1r2...rn

)

= ln
[r2
r1

(r3
r2

)2(r4
r3

)3
.....
( rn
rn−1

)n−1( r

rn

)n]
= ln

r2
r1

+ 2 ln
r3
r2

+ 3 ln
r4
r3

+ ...+ n ln
r

rn

=

r1∫
0

0
dt

t
+

r2∫
r1

1
dt

t
+

r3∫
r2

2
dt

t
+ ....+

rn∫
rn−1

(n− 1)
dt

t
+

r∫
rn

n
dt

t

=

r∫
0

n(t, a, f)

t
dt

Proposition 1.1. [3]
Soit f une fonction méromorphe avec son développement de Laurent au voisinage de 0 :

f(z) =
∞∑

j=m

Cjz
j , Cm ̸= 0 ,z ∈ C ,m ∈ Z

Alors :

ln |cm| =
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ+N(r, f)−N(r,

1

f
)

Preuve de la Proposition 1.1. On considère la fonction :

k(z) = f(z)z−m, z ∈ C.

On voit que k(0) ̸= 0;∞ de plus m = n(0, 0, f)− n(0,∞, f) et on a



Fonction caractéristique de Nevanlinna 15

si m > 0 alors n(0, 0, f) = m et n(0,∞, f) = 0
si m < 0 alors n(0, 0, f) = 0 et n(0,∞, f) = −m

si m = 0 alors n(0, 0, f) = n(0,∞, f) = 0.

Donc k et f ont les mêm,e zéros et les même pôles dans le disque pointé 0 < |z| ⩽ r. D’après la
formule de Jensen :

ln |Cm| = ln |k(0)| = 1

2π

2π∫
0

ln
∣∣k(reiφ)∣∣ dφ−

∑
|aj |⩽r

ln
r

|aj|
+
∑
|bj |⩽r

ln
r

|bj|

=
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)r−m

∣∣ dφ−
∑
|aj |⩽r

ln
r

|aj|
+
∑
|bj |⩽r

ln
r

|bj|

D’aprés le Lemme 1.2 précédent :

ln |Cm| =
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ−m ln r+

r∫
0

n (t,∞, f)− n (0,∞, f)

t
dt−

r∫
0

n (t, 0, f)− n (0, 0, f)

t
dt

=
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ+

r∫
0

n (t,∞, f)− n (0,∞, f)

t
dt−

(
n (0, 0, f)− n (0,∞, f)

)
ln r

−
r∫

0

n (t, 0, f)− n (0, 0, f)

t
dt

=
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ+

r∫
0

n (t,∞, f)− n (0,∞, f)

t
dt+ n (0,∞, f) ln r

−

( r∫
0

n (t, 0, f)− n (0, 0, f)

t
dt+ n (0, 0, f)

)
.

D’où

ln |cm| =
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f(reiφ)∣∣ dφ+N(r, f)−N(r,

1

f
).

Définition 1.4. [2] (fonction de proximité)

Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction de proximité de f est définie par :

m (r, a, f) = m
(
r, 1

f−a

)
= 1

2π

2π∫
0

ln+

∣∣∣∣ 1

f (reiφ)− a

∣∣∣∣ dφ , f ̸≡ a ∈ C
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et

m (r, f) = m (r,∞, f) = 1
2π

2π∫
0

ln+
∣∣f (reiφ)∣∣ dφ

Définition 1.5. [2] (Fonction caractéristique)

Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction de proximité de f est définie par :

T (r, f) = m (r, f) +N (r, f),

Exemple 1.2. Pour la fonction f (z) = eαz, α ∈ R∗, on a :

n(t,∞, f) = 0 et n(0,∞, f) = 0 alors N(r, f) = 0

et

m (r, f) = 1
2π

2π∫
0

ln+
∣∣∣eαreiφ∣∣∣ dφ = 1

2π

2π∫
0

ln+ |eαr cosφ| dφ = 1
2π

3π
2∫

−π
2

ln+ |eαr cosφ| dφ

= 1
2π

π
2∫

−π
2

αr cosφdφ = 1
2π
2

π
2∫

0

αr cosφdφ = 1
π
αr sinφ |

π
2
0 dφ = αr

π

D’où

T (r, f) = αr
π

Corollaire 1.1. [3] Soit f une fonction méromorphe, f est rationelle si et seulement si
T (r, f) = O (ln r).

Corollaire 1.2. [3] Soit f une fonction entiére, f est un polynôme si et seulement si
T (r, f) = O (ln r).

Lemme 1.3. [3] Soient f1, ..., fn des fonctions méromorphes, Alors :

❶ m

(
r,

n∑
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

m (r, fj) + lnn

❷ m

(
r,

n∏
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

m (r, fj)
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❸ N

(
r,

n∑
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

N (r, fj)

❹ N

(
r,

n∏
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

N (r, fj)

❺ T

(
r,

n∑
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

T (r, fj) + lnn pour n ⩾ 1

❻ T

(
r,

n∏
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

T (r, fj) pour n ⩾ 1

❼ T (r, fn) = nT (r, f) , n ∈ N∗

Preuve de lemme 1.3. .

➀ .

m

(
r,

n∑
j=1

fj

)
= 1

2π

2π∫
0

ln+

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

fj
(
reiφ

)∣∣∣∣∣ dφ
D’après le Lemme 1.1 (❻)

⩽ 1
2π

2π∫
0

( n∑
j=1

ln+
∣∣fj (reiφ)∣∣+ lnn

)
dφ

=
n∑

j=1

( 1

2π

2π∫
0

ln+
∣∣fj (reiφ)∣∣ dφ)+ 1

2π
2π lnn

=
n∑

j=1

m (r, fj) + lnn

➁ .

m

(
r,

n∏
j=1

fj

)
= 1

2π

2π∫
0

ln+

∣∣∣∣∣
n∏

j=1

fj
(
reiφ

)∣∣∣∣∣ dφ
D’après le Lemme 1.1 (❺)

⩽ 1
2π

2π∫
0

n∑
j=1

ln+
∣∣fj (reiφ)∣∣ dφ

=
n∑

j=1

( 1

2π

2π∫
0

ln+
∣∣fj (reiφ)∣∣ dφ)

=
n∑

j=1

m (r, fj)
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Si z0 est un pôle d’ordre βj pour fj, alors il est un pôle d’ordre égal au plus max
1⩽j⩽n

βj pour

n∑
j=1

fj avec max
1⩽j⩽n

βj ⩽
n∑

j=1

βj. Donc

N

(
r,

n∑
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

N (r, fj)

➂ .

Si z0 est un pôle d’ordre βj pour fj, alors il estun pôle d’ordre égal au plus
n∑

j=1

βj pour
n∏

j=1

fj.

Donc

N

(
r,

n∏
j=1

fj

)
⩽

n∑
j=1

N (r, fj)

➃ D’après ❶ et ❷ , on a

T

(
r,

n∑
j=1

fj

)
= m

(
r,

n∑
j=1

fj

)
+N

(
r,

n∑
j=1

fj

)

⩽
n∑

j=1

m (r, fj) + lnn+
n∑

j=1

N (r, fj)

=
n∑

j=1

(
m (r, fj) +N (r, fj)

)
+ lnn

=
n∑

j=1

T (r, fj)

➄ D’après ❸ et ❹ , on a

T

(
r,

n∏
j=1

fj

)
= m

(
r,

n∏
j=1

fj

)
+N

(
r,

n∏
j=1

fj

)

⩽
n∑

j=1

m (r, fj) +
n∑

j=1

N (r, fj)

=
n∑

j=1

(
m (r, fj) +N (r, fj)

)
=

n∑
j=1

T (r, fj)

➅ . On distingue deux cas
Si |f | ⩽ 1, alors :

m (r, fn) = 1
2π

2π∫
0

ln+
∣∣fn
(
reiφ

)∣∣ dφ = 0 (car |f | ⩽ 1 ⇔ |f |n ⩽ 1)

et

N (r, fn) = nN (r, f)
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Donc

T (r, fn) = m (r, fn) +N (r, fn) = 0 + nN (r, f)

= n
(
m (r, f) +N (r, f)

)
= nT (r, f)

Si |f | > 1, alors :

m (r, fn) = 1
2π

2π∫
0

ln+
∣∣fn
(
reiφ

)∣∣ dφ =
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣fn
(
reiφ

)∣∣ dφ
= n 1

2π

2π∫
0

ln
∣∣f (reiφ)∣∣ dφ = nm (r, f)

et

N (r, fn) = nN (r, f)

Donc

T (r, fn) = m (r, fn) +N (r, fn) = nm (r, f) + nN (r, f)

= n
(
m (r, f) +N (r, f)

)
= nT (r, f)

1.3 Premier Théorème fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.4. [3] (Premier Théorème fondamental)
Soient a ∈ C et f une fonction méromorphe et soit le développement de Laurent de la fonction
f − a autour de l’origine :

f (z)− a =
∞∑

j=m

Cjz
j, Cm ̸= 0, m ∈ Z.

Alors

T
(
r, 1

f−a

)
= T (r, f)− ln |cm|+ φ (r, a),

où

|φ (r, a)| ≤ ln 2 + ln+ |a| .

Preuve du Théorème 1.4. On distingue deux cas pour montrer ce théorème :

1er cas : pour a = 0

D’après la Proposition 1.1, on a

log |cm| =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣f(reiθ)∣∣ dθ +N(r, f)−N

(
r,

1

f

)
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=
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(reiθ)∣∣ dθ − 1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(reiθ)|
dθ

+N(r, f)−N

(
r,

1

f

)
= m(r, f)−m(r, 0, f) +N(r, f)−N

(
r,

1

f

)
.

Donc

T

(
r,

1

f

)
= m

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f

)
= m(r, f) +N(r, f)− log |cm|

= T (r, f)− log |cm| (1.3.1)

où φ(r, a) = 0.

2me cas :(cas général) pour a ̸= 0

Posons h = f − a. Alors

N

(
r,
1

h

)
= N

(
r,

1

f − a

)
m

(
r,
1

h

)
= m

(
r,

1

f − a

)
N (r, h) = N(r, f − a) = N(r, f).

On a
log+ |h| = log+ |f − a| ≤ log+ |f |+ log+ |a|+ log 2. (1.3.2)

log+ |f | = log+ |h+ a| ≤ log+ |h|+ log+ |a|+ log 2. (1.3.3)

En intégrant (1.3.2) et (1.3.3) on aura

m(r, h) ≤ m(r, f) + log+ |a|+ log 2

m(r, f) ≤ m(r, h) + log+ |a|+ log 2.

Posons φ(r, a) = m(r, h)−m(r, f), on obtient

−(log+ |a|+ ln 2) ≤ φ(r, a) ≤ log+ |a|+ log 2 ⇔ |φ(r, a)| ≤ log+ |a|+ log 2.

D’après (1.3.1), on a

T (r,
1

f − a
) = T (r,

1

h
) = m(r,

1

h
) +N(r,

1

h
)

= m(r, h) +N(r, h)− ln |cm|
= m(r, f) + φ(r, a) +N(r, f)− ln |cm|

= T (r, f) + φ(r, a)− ln |cm| .

Où φ(r, a) ≤ log+ |a|+ log 2.
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Corollaire 1.3. [3] Soit f une fonction méromorphe. Alors pour tout a ∈ C :

T
(
r, 1

f−a

)
= T (r, f) +O (1), r → ∞

Proposition 1.2. [3] Soient f une fonction méromorphe et a, b, c, d ∈ C avec ad− bc ̸= 0, Alors :

T
(
r, af+b

cf+d

)
= T (r, f) +O (1)

Exemple 1.3. f(z) = 3ez+1
ez+1

T (r, f) = T
(
r, 3e

z+1
ez+1

)
= T (r, ez) +O (1)
= r

π
+O (1)

Preuve de la Proposition 1.2.

Si c=0 :. On a directement

T
(
r, af+b

d

)
= T

(
r, a

d
f + b

d

)
⩽ T

(
r, a

d

)
+ T (r, f) + T

(
r, b

d

)
+ ln 2

= ln+
∣∣a
d

∣∣+ T (r, f) + ln+
∣∣ b
d

∣∣+ ln 2

= T (r, f) +O (1)

Si c ̸=0 :on a

af+b
cf+d

=
a(f+ b

a
)

c(f+ d
c
)
= a

c

[
f+ b

a
+ d

c
− d

c

f+ d
c

]
= a

c

[
f+ d

c

f+ d
c

+
b
a
− d

c

f+ d
c

]
= a

c

[
1 +

bc−da
ac

f+ d
c

]
= a

c

[
1 + bc−da

ac
(
f+ d

c

)] = a
c
+ bc−da

c2
(
f+ d

c

) = a
c
+ bc−da

c2
1

f+ d
c

Donc

T
(
r, af+b

cf+d

)
= T

(
r, a

c
+ bc−da

c2
1

f+ d
c

)
D’aprés le lemme 1.3 (❶)

⩽ T
(
r, a

c

)
+ T

(
r, bc−da

c2

)
+ T

(
r, 1

f+ d
c

)
+ ln 2

= T
(
r, a

c

)
+ T

(
r, bc−da

c2

)
+ T

(
r, f +

d

c

)
+O (1)︸ ︷︷ ︸

D′apres le corollaire1.3

+ ln 2

= ln+
∣∣a
c

∣∣+ ln+
∣∣ bc−da

ac2

∣∣+ T (r, f) + ln+
∣∣d
c

∣∣+ 2 ln 2 +O (1)

= T (r, f) +O (1)
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1.4 L’ordre et l’hyper-ordre d’une fonction méromorphe ou en-

tière

Définition 1.6. [3](L’ordre)
Soit f une fonction méromorphe. Alors l’ordre de f est défini par :

ρ (f) = lim
r→+∞

log T (r,f)
log r

Si f est une fonction entière, alors

ρ (f) = lim
r→+∞

log logM(r,f)
log r

où M (r, f) = max
|z|=r

|f (z)|.

Remarque 1.1. On définit l’ordre inférieur d’une fonction méromorphe par :

µ (f) = lim inf
r→+∞

log T (r,f)
log r

Définition 1.7. [3](L’hyper-ordre)
Soit f une fonction méromorphe, alors l’hyper-ordre de f est défini par

ρ2 (f) = lim
r→+∞

log log T (r;f)
log r

Si f est une fonction entière, alors

ρ2 (f) = lim
r→+∞

log log logM(r,f)
log r

Remarque 1.2. On dit que la fonction f est d’ordre infini si

lim
r→+∞

log T (r, f)

log r
= +∞

Exemple 1.4. Soit f(z) = anz
n + ...+ a1z + a0.

On a n (t, f) = 0, et donc N (r, f) = 0.

D’autre part,

m (r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f (reiθ)∣∣ dθ =

1

2π

2π∫
0

log+ |an| rn (1 + o (1)) dθ = n log r +O (1) ,

et comme

T (r, f) = m (r, f) +N (r, f) = n log r +O (1) , alors ρ (f) = lim
r→+∞

log T (r, f)

log r
= 0
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Lemme 1.4. [6] Soient f et g deux fonctions entières non constantes. Alors :

❶ ρ(f + g) ⩽ max{ρ(f); ρ(g)}
❷ ρ(f.g) ⩽ max{ρ(f); ρ(g)}
❸ Si ρ(f) < ρ(g), alors ρ(f + g) = ρ(g) et ρ(f.g) = ρ(g)

Lemme 1.5. [3] Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

ρ
(
f (k)
)
= ρ (f) (k ∈ N)

1.5 L’exposant et L’hyper-exposant de convergence des zéros

d’une fonction méromorphe

Définition 1.8. [3] Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant de convergence des
zéros de la fonction f par :

λ (f) = lim
r→+∞

logN(r, 1f )
log r

où

N
(
r, 1

f

)
=

∫ r

0

n
(
t, 1

f

)
− n

(
0, 1

f

)
t

dt+ n

(
0,

1

f

)
log r,

et n
(
t, 1

f

)
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| ≤ t.

et on définit l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

λ (f) = lim
r→+∞

logN(r, 1f )
log r

,

où

N
(
r, 1

f

)
=

∫ r

0

n
(
t, 1

f

)
− n

(
0, 1

f

)
t

dt+ n

(
0,

1

f

)
log r

et n
(
t, 1

f

)
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| ≤ t.

On définit l’hyper-exposant de convergence des zéros de la fonction f par :

λ2 (f) = lim
r→+∞

log logN(r, 1f )
log r

et l’hyper-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par :
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λ2 (f) = lim
r→+∞

log logN(r, 1f )
log r

Définition 1.9. [3] (La mesure linéaire et la mesure logarithmique )
Supposons que E ⊂ [1,+∞[ , on définit la mesure linéaire de l’ensemble E par :

m(E) =

+∞∫
1

χE(t)dt

et la mesure logarithmique par :

lm(E) =

+∞∫
1

χE(t)
dt

t

où χE(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 1.10. [4](La densité supérieure et inférieure )
On définit la densité supérieure et inférieure respectivement de l’ensemble E par :

densE = lim
r→+∞

sup
m(E ∩ [1, r])

r
,

densE = lim
r→+∞

inf
m(E ∩ [1, r])

r
.

Exemple 1.5. Soit l’ensemble E = [e, e4] ⊂ [1,+∞[

➀ La mesure linéaire de E est

m(E) =

+∞∫
1

χE(t)dt =

e4∫
e

dt = e(e3 − 1).

➁ La mesure logarithmique de l’ensemble de E est

lm(E) =

+∞∫
1

χE(t)
dt

t
=

e4∫
e

dt

t
= 3.

➂ La densité supérieure de l’ensemble de E est

densE = lim
r→+∞

sup
m(E ∩ [1, r])

r
= lim

r→+∞
sup

m([e, e4] ∩ [1, r])

r
= lim

r→+∞
sup

m([e, e4])

r
= 0.
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Définition 1.11. [13] Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n une fonction entière, on définit le terme maximal de

la fonction f par :
µ(r) = max

n⩾0
|an| rn

Définition 1.12. [13] Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n une fonction entière, on définit l’indice central de la

fonction f par :
νf (r) = max{m : |am| rm = µ(r)}

1.6 Deuxiéme Théorème fondamental de Nevanlinna

Lemme 1.6. [2](lemme de la dérrivée logarithmique) Soient f une fonction méromorphe
non constante et k ∈ N, Alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= S(r, f),

où S(r, f) = O (log r + log T (r, f)) à l’extérieur d’un ensemble E ⊂ [0,+∞[de mesure linéaire
finie.

Si f est d’ordre fini, alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log r) . (r → ∞) .

Lemme 1.7. [3] Soit f une fonction méromorphe non constante sur |z| < R et aj (j = 1, 2, ..., q)
des nombres complexes finis distincts. Alors l’égalité

m

(
r,

q∑
j=1

1

f − aj

)
=

q∑
j=1

m

(
r,

1

f − aj

)
+O (1) (1.6.1)

est vrai pour 0 < r < R.

Théoréme 1.5. [3](Deuxiéme Théorème fondamental) Soient f une fonction mérom-
porphe non-constante dans le disque |z| < R et aj (j = 1, 2, ..., q) des nombres complexes finis
distincts. Alors pour 0 < r < R, on a

m (r, f) +

q∑
j=1

m

(
r,

1

f − ai

)
≤ 2T (r, f)−N1 (r) + S (r, f) (1.6.2)

où

N1 (r) = 2N (r, f)−N (r, f ′) +N

(
r,

1

f ′

)
(1.6.3)
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et

S (r, f) = m

(
r,
f ′

f

)
+m

(
r,

q∑
j=1

f ′

f − aj

)
+O (1) (1.6.4)

Preuve du Théorème 1.5. On onsidère la fonction

g (z) =

q∑
j=1

1

f (z)− aj
.

D’après le Lemme 1.7, on a

m (r, g) =

q∑
j=1

m

(
r,

1

f − aj

)
+O (1) , (1.6.5)

d’autre part, on a

m (r, g) ⩽ m (r, f ′g) +m

(
r,

1

f ′

)
.

⩽ m (r, f ′g) + T (r, f ′)−N

(
r,

1

f ′

)
+O (1) (1.6.6)

d’aprés le Corollaire 1.3.

Et on a
T (r, f ′) = m (r, f ′) +N (r, f ′)

⩽ m (r, f) +m

(
r,
f ′

f

)
+N (r, f ′)

⩽ T (r, f) +m

(
r,
f ′

f

)
+N (r, f ′)−N (r, f) . (1.6.7)

On remplace (1.6.7) dans (1.6.6) on obtient

m (r, g) ⩽ m (r, f ′g) + T (r, f) +m

(
r,
f ′

f

)
+N (r, f ′)−N (r, f)−N

(
r,

1

f ′

)
+O (1) ,

et d’aprés (1.6.5)

q∑
j=1

m

(
r,

1

f − aj

)
⩽

q∑
j=1

m

(
r,

f ′

f − aj

)
+ T (r, f) +m

(
r,
f ′

f

)

+N (r, f ′)−N (r, f)−N

(
r,

1

f ′

)
+O (1)

On rajoute m(r, f)

m(r, f) +

q∑
j=1

m

(
r,

1

f − aj

)
⩽ m(r, f) +

q∑
j=1

m

(
r,

f ′

f − aj

)
+ T (r, f) +m

(
r,
f ′

f

)
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+N (r, f ′)−N (r, f)−N

(
r,

1

f ′

)
+O (1)

= T (r, f)−N(r, f) +

q∑
j=1

m

(
r,

f ′

f − aj

)
+ T (r, f) +m

(
r,
f ′

f

)

+N (r, f ′)−N (r, f)−N

(
r,

1

f ′

)
+O (1)

= 2T (r, f)− 2N(r, f) +N (r, f ′)−N

(
r,

1

f ′

)
+m

(
r,
f ′

f

)
+

q∑
j=1

m

(
r,

f ′

f − aj

)
+ T (r, f) +O (1)

= 2T (r, f)−N1 (r) + S (r, f) .

Donc

m (r, f) +

q∑
j=1

m

(
r,

1

f − ai

)
⩽ 2T (r, f)−N1 (r) + S (r, f) ,



Chapitre 2

Ordre de croissance des solutions des
équations différentielles linéaires

Au cours des dernières dècennies, de nombreux chercheurs ont étudié la croissance des solu-
tions des équations différentielles linéaires du second ordre de type :

f ′′ + h1(z)e
P1(z)f ′ + h0(z)e

P0(z)f = H, (2.1.1)

où Pj(z) (j = 0, 1) sont des polynômes non constants, et hj(z) (j = 0, 1) sont des fonctions
entières non identiquement nulles telles que ρ(hj) < degPj, H est une fonction entière.

Gundersen [5] a prouvé que si degP1 ̸= degP0, alors toute solution non constante de l’équation
(2.1.1) est d’ordre infini, mais si degP1 = degP0, alors l’équation (2.1.1) peut avoir des solutions
non constantes d’ordre fini.

2.1 L’ordre de croissance des solutions des équations différen-

tielles linéaires homogène.

Chen [7] a également étudié le problème de la croissance des solutions des équations différen-
tielles linéaires homogène, pour degP1 = degP0 = 1, et il a obtenu le résultat suivant :

Théorème. A [7] Soient a,b des constantes complexes non nulles avec a ̸= b, et hj(z) ̸≡ 0 sont des
fonctions entières avec ρ(hj) < 1 (j = 0, 1). Alors toute solution f ̸≡ 0 de l’équation différentielle

f ′′ + h1(z)e
azf ′ + h0(z)e

bzf = 0, (2.1.2)

est d’ordre infini et son hyper-ordre ρ2(f) = 1.

Li Chunhong et Huang Xiaojun [8] ont généralisé ce résultat pour les équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur

f (k) + Ak−1f
(k−1) + ...+ A1f

′ + A0f = 0, (2.1.3)

où k ⩾ 2, Aj = hj(z)e
ajz (j = 0; ...; k − 1), et ils ont obtenu :
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Théorème. B [8] Soeint hj(z) ̸≡ 0 des fonctions entières avec ρ(hj) < 1 (j = 0, 1, ..., k − 1) et
aj (j = 0, 1, ..., k − 1) des constantes complexes non nulles satisfaisant aj = cja0 oú cj > 0, et si
k = 2 , ck−1 > 1, et si k ⩾ 2, ck−1 > m (où m = max

1⩽j⩽k−2
cj), alors toute solution transcendante

de l’équation (2.1.3) est d’ordre infini.

Maintenant, on cherche à améliorer ce résultat dans le théorème suivant, on réduit la condition
”ck−1 > m (où m = max

1⩽j⩽k−2
cj)” à ”∃ as tel que aj = cjas oú 0 < cj < 1” et on suprime la condition

”hj(z) ̸≡ 0” (permis hj(z) = 0 si j ̸= s) :

Théoréme 2.1. Soit Aj(z) = hje
ajz, où hj(z) (j = 0, 1, ..., k − 1) sont des fonctions entières

avec ρ(hj) < 1, et aj (j = 0, 1, ..., k− 1) sont des constantes complexes. Supposons qu’il existe un
coefficient As(z) = hse

asz
s tel que hs ̸≡ 0 et pour j ̸= s : si Aj ̸≡ 0 on a aj = cjas oú 0 < cj < 1,

et si Aj = 0 on définit cj = 0. Alors toute solution transcendante de l’équation (2.1.3) satisfait
ρ(f) = ∞.

De plus, si max{c1; ...; cs−1} < c0, alors toute solution f ̸≡ 0 de (2.1.3) est d’ordre infini.

Exemple 2.1. Soient les deux équations différentielles suivantes :

➀ .
f ′′ + z2e

1
4
izf ′ + (z2 + 3z)e

1
2
izf = 0.

Il existe as = a0 =
1
2
i donc c1 =

1
2
et alors a1 =

1
2
a0 et ρ(z2) = ρ(z2 + 3z) = 0 < 1.

Donc les conditions du Théoréme 2.1 sont vérifiées, alors toute solution transcendante sa-
tisfait ρ(f) = ∞.

➁ .

f (4) + e
1
2
izf (3) + (z2 + z)e

1
8
izf ′′ + e

1
6
izf ′ + z3e

1
4
izf = 0

On a : ∃ as = a3 = 1
2
i et c3 = 1

2
tel que a0 = 1

2
a3 et a1 = 1

3
a3 et a2 = 1

4
a3, ρ(z3) =

ρ(z2 + 3z) = 0 < 1
Donc les condition, du Théoréme 2.1 sont vérifiées. Alors toute solution transcendante sa-
tisfait ρ(f) = ∞.
De plus on a max{c1; ..; cs−1} = max{c1; c2} = max{1

3
; 1
4
} = 1

3
< c0 =

1
2
, alors toute solution

f ̸≡ 0 est d’ordre infini.

Avant de prouver le Théorème 2.1, on a besoin d’utiliser les lemmes suivants :

Lemme 2.1. [5] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini ρ et
H = {(k1, j1); ...; (km, jm)} (i = 1; ...;m) un ensemble fini de points distincts entiers vérifiantki >
ji ⩾ 0 et soit ε > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure
linéaire nulle tel que pour tout z = reiθavec |z| suffisamment grand et θ ∈ [0, 2π)\E et pour tout
(k, j) ∈ H, on ait ∣∣∣∣f (k)(z)

f (j)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|(k−j)(ρ−1+ϵ) (2.1.4)
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Lemme 2.2. ([11]). Soit P (z) = anz
n + ... + a0, (an = α + iβ ̸= 0) un polynôme de degré n ⩾ 1

et h(z) ̸≡ 0 une fonction entière avec ρ (h) < n. Soit f (z) = h (z) eP (z), z = reiθ, δ (P, θ) =
α cosnθ − β sinnθ. Alors pour tout ε > 0, il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire
finie telle que pour tout θ ∈ [0, 2π) \ (E ∪ E0), où E0 = {θ ∈ [0, 2π) : δ (P, θ) = 0} est un
ensemble fini, il existe R > 0 tel que pour |z| = r > R, les assertions suivantes sont vérifiées :

❶ Si δ (P, θ) > 0, alors

exp{(1− ε) δ (P, θ) rn} ≤ |f(z)| ≤ exp{(1 + ε) δ (P, θ) rn} (2.1.5)

❷ Si δ (P, θ) < 0, alors

exp{(1 + ε) δ (P, θ) rn} ≤ |f(z)| ≤ exp{(1− ε) δ (P, θ) rn} (2.1.6)

Remarque 2.1. Dans la preuve du Théoréme 2.1, nous devons spécifier le Lemme 2.2 pour n = 1,
donc P (z) devient P (z) = az et δ(P, θ) = α cosnθ − β sinnθ devient δ(P, θ) = cos(θ + φ).

Nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soit la fonction h(z)ea(z), où h(z) ̸≡ 0 est une fonction entière avec ρ(h) = α < 1,
et a = deiφ (d > 0, φ ∈ [0, 2π)), on pose (E0 = {θ ∈ [0, 2π) : cos(θ + φ) = 0}, alors pour tout ε
(0 < ε < 1− α), il existe un ensemble de mesure linéaire nulle, si z = reiθ, θ ∈ [0, 2π)\(E ∪E0),
on a pour tout r suffisamment grand :

❶ Si cos(θ + φ) > 0, alors

exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)} ⩽ |h(z)ea(z)| ⩽ exp{(1 + ε)dr cos(θ + φ)} (2.1.7)

❷ Si cos(θ + φ) < 0, alors

exp{(1 + ε)dr cos(θ + φ)} ⩽ |h(z)ea(z)| ⩽ exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)} (2.1.8)

Lemme 2.4. Soit f(z) une fonction entière, supposons que |fm(reiθ)| n’est pas bornée sur un
certain rayon {z : argz = θ}, alors il existe une suite infinie de points {zn = rne

iθ;n = 1; ...}, où
rn → ∞ telle que fm(reiθ) → ∞ et∣∣∣∣f (j)(zn)

fm(zn)

∣∣∣∣ ≤ |zn|m−j(1 + o(1)), (j = 0, ...,m− 1) (2.1.9)

quand n → ∞.

Lemme 2.5. [10] Soit f(z) une fonction entière avec ρ(f) = ρ < ∞. Supposons qu’il existe un
ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel que pour tout rayon arg z = θ ∈ [0, 2π)\E,

log+ |f(reiθ)| ≤ Mrα (2.1.10)

où M est une constante positive dépendant de θ et α une constante positive indépendante de θ.
Alors ρ(f) ≤ α.
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Preuve du Théorème 2.1. On montre que ρ(f) = ∞, on suppose que ρ(f) < ∞, on pose z = reiθ

et as = deiφ, alors |easz| = erd cos(θ+φ),et pour j ̸= s, aj = cjde
iφ, |eajz| = ecjrd cos(θ+φ), posons

m = max {cj; j ̸= s}, (0 ⩽ m < 1). d’après le Lemme 2.1, il existe un ensemble E1 ⊂ [0, 2π) de
mesure linéaire nulle tel que pour tout z = reiθ avec |z| suffisamment grand et θ ∈ [0, 2π)\E1, on
ait : ∣∣∣∣f (j)(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|M , (j = s+ 1; ...; k), (2.1.11)

où M est une constante positive, pour hs ̸≡ 0 et ρ(hs) < 1(j = 1; ...; k − 1), d’aprés le Lemme
2.2, il existe E2 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle, et pour θ ∈ [0, 2π)\(E1 ∪ E2 ∪ E0)(E0 =
{θ ∈ [0, 2π) : cos(θ + φ) = 0}, E0 est un ensemble fini ), pour tout ε(0 < 3ε < 1 − c), on a pour
tout r suffisamment grand :

1. Si cos(θ + φ) > 0, alors

exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)} ⩽ |Hs(re
iθ)| ⩽ exp{(1 + ε)dr cos(θ + φ)} (2.1.12)

et
|Hj(re

iθ)| ⩽ exp{(1 + ε)dr cos(θ + φ)} (j ̸= s) (2.1.13)

2. Si cos(θ + φ) < 0 et Hj ̸≡ 0, alors

|Hs(re
iθ)| ⩽ exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)} (2.1.14)

et
|Hj(re

iθ)| ⩽ exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)} (j ̸= s) (2.1.15)

1er cas cos(θ+φ) > 0 : On montre que |f (s)(reiθ)| est bornée sur le rayon {z : argz = θ}. Si
|f (s)(reiθ)| n’est pas bornée sur le rayon {z : argz = θ}, alors d’aprés le Lemme 2.3, il existe une
suite infinie des points {zq = rqe

iθ;n = 1; ...}, telle que quand q → ∞, on a rq → ∞, f (s)(zq) → ∞
et ∣∣∣∣f (j)(zq)

f (s)(zq)

∣∣∣∣ ≤ |zq|s−j(1 + o(1)), (j = 0, ..., s− 1), (2.1.16)

On remplace (2.1.11) - (2.1.13), et (2.1.16) dans (2.1.3), on obtient

exp{(1− ε)drq cos(θ + φ)} ⩽ |Hs(zq)| ⩽
∣∣∣∣f (k)(zn)

f (s)(zq)

∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣∣Hs+1(zq)
f (s+1)(zq)

f (s)(zq)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣Hs−1(zq)
f (s−1)(zq)

f (s)(zq)

∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣∣H0(zq)
f(zq)

f (s)(zq)

∣∣∣∣ (2.1.17)

⩽ k exp{(1 + ε)mdrq cos(θ + φ)}|zq|M

et d’aprés (2.1.17), on obtient

exp{1
3
(1−m)drq cos(θ + φ)} ⩽ rMq (2.1.18)
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C’est une contradiction, donc |f (s)(reiθ)| ⩽ M sur le rayon {z : argz = θ}, donc on peut facile-
ment obtient

|f (s)(reiθ)| ⩽ Mrk (2.1.19)

sur {z : argz = θ}.

2eme cas cos(θ + φ) < 0 : d’après (2.1.3) nous obtenons

−1 = Hk−1(z)
f (k−1)(z)

f (k)(z)
+ ...+Hs(z)

f (s)(z)

fk(z)
+ ...+H0(z)

f(z)

fk(z)
(2.1.20)

On montre que |f (k)(reiθ)| est bornée sur le rayon {z : argz = θ}. Si |f (k)(reiθ)| n’est pas bornée
sur le rayon {z : argz = θ}, alors d’après le Lemme 2.3, il existe une suite infinie de points
{zq = rqe

iθ;n = 1; ...}, telle que quand q → ∞, on a rq → ∞, f (s)(zq) → ∞ et∣∣∣∣f (j)(zq)

f (k)(zq)

∣∣∣∣ ⩽ |zn|k−j(1 + o(1)), (j = 0, ..., k − 1), (2.1.21)

d’après (2.1.14) et (2.1.21) on a quand q → ∞∣∣∣∣Hs(zq)
f (s)(zq)

f (k)(zq)

∣∣∣∣ ⩽ exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)}rk−s
q (1 + o(1)) → 0 (2.1.22)

Si Hj ̸= 0 (j ̸= s) alors d’après (2.1.15) et (2.1.21) et cj > 0, on a quand q → ∞∣∣∣∣Hj(zq)
f (j)(zq)

f (k)(zq)

∣∣∣∣ ⩽ exp{(1− ε)dr cos(θ + φ)}rk−j
q (1 + o(1)) → 0, (2.1.23)

On remplace (2.1.22) et (2.1.23) dans (2.1.20), on obtient

1 ⩽ 0 (2.1.24)

C’est une contradiction, donc |f (k)(reiθ)| ⩽ M sur le rayon {z : argz = θ}, donc

|f (k)(reiθ)| ⩽ Mrk (2.1.25)

sur {z : argz = θ}.

D’après le Lemme 2.5, en combinant (2.1.19) et (2.1.25), et le fait que E1∪E2∪E0 a une mesure
lnéaire nulle, on sait que f(z) est polynômiale, ce qui contredit notre supposition, donc ρ(f) = ∞.

En outre, supposons que f est une solution polynômiale de l’équation (2.1.3) de degré n, si
n ⩾ s, alors on prend θ ∈ [0, 2π)\E1 ∪ E2 ∪ E0 satisfaisant cos(θ + φ) > 0, alors pour tout
ε1 (0 < 3ε1 < min{1−m,m0 −m′}(m′ = max{c1; ...; cs−1} < m0)), d’après (2.1.3) et le Lemme
2.3 on a

exp{(1− ε1)dr cos(θ + φ)}rm−s ⩽ |hs(re
iθ)f (s)(reiθ)|edr cos(θ+φ)

= |Hs(re
iθ)f (s)(reiθ)| (2.1.26)
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⩽
∑
j ̸=s

|hj(re
iθ)f (j)(reiθ)|ecjdr cos(θ+φ)

⩽ krm exp{(1 + ε1)mdr cos(θ + φ)},
d’aprés (2.1.26) on obtient

exp{1
3
(1−m)dr cos(θ + φ)} ⩽ rs, (2.1.27)

c’est une contradiction.

Si m < s, on prend θ comme ci-dessus, d’après (2.1.3) et le Lemme 2.3 on a

exp{(1− ε1)m0dr cos(θ + φ)}rm−s ⩽ |H0(re
iθ)f (s)(reiθ)|

⩽
s−1∑
j=1

|Hj(re
iθ)f (j)(reiθ)| (2.1.28)

⩽ (s− 1) exp{(1 + ε1)m
′dr cos(θ + φ)}

et

exp{1
3
(m0 −m′)dr cos(θ + φ)} ⩽ s− 1 (2.1.29)

c’est une contradiction, de plus, si max{c1; ...; cs−1} < c0, alors toute solution f ̸≡ 0 de (2.1.3)
est d’ordre infini.

2.2 L’ordre de croissance des solutions des équations différen-

tielles linéaires non homogènes

Quelques années après Chen, exactement en 2008, Wang et Laine [9] ont étudié l’équation
différentielle linéaire non homogène

f ′′ + h1(z)e
azf ′ + h0(z)e

bzf = H, (2.2.1)

et ils ont obtenu :

Théorème. C [9] Soient a,b des constantes complexes telles que ab ̸= 0 et hj(z) ̸≡ 0 et H ̸≡ 0 sont
des fonctions entières avec ρ(hj) < 1 (j = 0, 1), Alors toute solution non trivale f de l’équation
(2.2.1) est d’ordre infini.

Considérons maintenant l’équation différentielle linéaire non homogène d’ordre supérieur :

f (k) + hk−1(z)e
Pk−1(z)f (k−1) + ...+ h1(z)e

P1(z)f ′ + h0e
P0z(z)f = H (2.2.2)

où Pj(z) = ajnz
n + ... + aj0 sont des polynômes de degré n ≥ 1, on pose Aj(z) = hj(z)e

Pj(z)

(j = 0, 1, ..., k − 1) telle que hj et H ̸≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre fini, Il est clair que
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toutes les solutions de l’équation (2.2.2) sont des fonctions entières, et si certains des coefficients
sont des fonctions transcendantes, alors la plupart des solutions de l’équation (2.2.2) sont d’ordre
infini.

Question : Quelles sont les conditions sur Aj(z) et H qui nous garantissent que chaque solu-
tion de l’équation (2.2.2) est d’ordre infini.

Wang et Laine [10] ont étudié le problème et ont dèmontré les résultats suivants :

Théoréme 2.2. [10] Soit Aj(z) = hj(z)e
Pj(z) (j = 0, ...k − 1), où Pj(z) = ajnz

n + ... + aj0 sont
des polynômes de degré n ⩾ 1, hj(z) sont des fonctions entières non nulles d’ordre strictement
inférieur à n, et H ̸≡ 0 une fonction entière avec ρ(H) < n. Si les nombres complexes ajn(j =
0, ...k − 1) sont distincts, alors toute solution de l’équation (2.2.2) est d’ordre infini.

Exemple 2.2. Considérons l’équation différentielle :

f (4) + (z3 − z)e3z
4

f(3) + e5iz
4

f ′ + ez
4

f = ez
3

on a : n = 4; ρ(z3 − z) = 0 et ρ(ez
3
) = 3 < 4 ; a34 = 3, a14 = 5i, a04 = 1. Donc, les conditions du

Théoréme 2.2 sont vérifiées. Alors toute solution de l’équation (2.2.2) est d’ordre infini.

Lemme 2.6. [13] Supposons que f1(z), f2(z), ..., fn(z) (n ⩾ 2) sont des fonctions méromorphes et
g1(z), g2(z), ..., gn(z) sont des fonctions entières vérifiant les conditions suivantes :

❶

n∑
j=1

fj(z)e
gj(z) ≡ 0

❷ gj(z)− gk(z) ne sont pas constantes pour 1 ≤ j < k ≤ n,

❸ pour 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h < k ≤ n,

T (r, fj) = o{T (r, egh−gk)}, (r → ∞, r /∈ E) (2.2.3)

où E est un ensemble de mesure linéaire finie
Alors

fj ≡ 0 (j = 1, 2, ...n) (2.2.4)

Lemme 2.7. [13] Supposons que f1(z), f2(z), ..., fn(z) (n ≥ 2) sont des fonctions méromorphes
linéairement indépendantes vérifiant l’égalité suivante :

n∑
j=1

fj ≡ 1 (2.2.5)

Alors pour 1 ≤ j ≤ n, on a

T (r, fj) ≤
k∑

j=1

N(r,
1

fk
) +N(r, fj) +N(r,D)−

n∑
k=1

N(r, fk)−N(r,
1

D
) + S(r) (2.2.6)
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où D est le déterminant Wronskien W (f1, f2, ..., fn),

S(r) = o( max
1≤k≤n

{T (r, fk)}), (r → ∞, r /∈ E) (2.2.7)

E est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 2.8. Soit f(z) une fonction entière, supposons que

G(z) =
log+

∣∣f (k)(z)
∣∣

|z|ρ
(2.2.8)

n’est pas bornée sur un certain rayon arg z = θ avec une constante ρ > 0. Alors il existe une
suite infinie de points {zn = rne

iθ} (n = 1, 2, ...), où rn → ∞ telle que G(z) → ∞ et∣∣∣∣f (j)(zn)

f (k)(zn)

∣∣∣∣ ⩽ 1

(k − j)!
(1 + o(1))rk−j

n , j = 0, ..., k − 1 (2.2.9)

quand n → ∞.

Preuve du Théorème 2.2. Supposons que f est une solution de (2.2.2)avec ρ(f) = ρ < ∞. Alors
n ≤ ρ, si f (k) = H, on peut appliquer le Lemme 2.6 pour conclure que hsf

(s) ≡ 0 pour un certain s
(0 ≤ s ≤ k−1) tel que hs ̸≡ 0, Alors f est un polynôme de degré inférieur à s et donc H ≡ 0, c’est
une contraduction. Ainsi on peut supposer que f (k) ̸≡ H. Par le Lemme 2.7, il facile de voir que
n ≤ ρ puisque les fonctions exponentielles epj(j = 0, 1, ..k − 1) sont linéairement indépendantes.
D’après le Lemme 2.2, il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire tel que à si θ ∈
[0, 2π)\E, alors δ(Pj, θ) ̸= 0 pour tout 0 ≤ j ≤ k − 1 et δ(Pj − Pi, θ) ̸= 0 pour tout i, j avec
0 ≤ i < j ≤ k − 1, si z = reiθ avec r assez grand, alors chaque Aj(z) vérifie les deux inégalités
(2.1.5) ou (2.1.6).
D’après le Lemme 2.1, on a ∣∣∣∣f (j)(z)

f (i)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|kρ, 0 ⩽ i < j ⩽ k, (2.2.10)

Comme les ajn sont distincts, alors pour tout θ ∈ [0, 2π)\E fixé, il existe précisément un
s ∈ {0, ..., k − 1} tel que

δ(Ps, θ) = δ := max{δ(Pj, θ) | j = 0, ..., k − 1} (2.2.11)

On note δ1 = max{δ(Pj, θ) | j ̸= s}, alors δ1 < δ et δ ̸= 0, on discute maintenant deux cas :

1er cas Supposons tout d’abord que δ > 0, d’après le Lemme 2.2, pour tout ε donné avec
0 < 3ε < min{(δ − δ1)\δ, n− ρ(H)}, on a

|As(re
iθ)| ⩾ exp {(1− ε)δrn} (2.2.12)

et
|Aj(re

iθ)| ⩽ exp{(1 + ε)δ1r
n} (2.2.13)
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pour j ̸= s et r suffisamment grand, on va maintenant montrer que

log+ |f (s)
(z)|

|z|ρ(H)+ε
(2.2.14)

est bornée sur le rayon {z : arg z = θ}. En supposant le contraire, alors d’aprés le lemme 2.8,
il y a une suite des points {zm = rme

iθ} telle que rm → +∞, et

log+ |f (s)(zm)|
r
ρ(H)+ε
m

→ ∞, (2.2.14)

∣∣∣∣f (j)(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣ ⩽ (1 + o(1))rs−j
m , j = 0, ...s− 1, (2.2.15)

D’après (2.2.14) et la définition de l’ordre, il est facile de voir que∣∣∣∣ H(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣→ 0 (2.2.16)

pour m assez grand, de (2.2.2), on obtient

|As(zm)| ⩽
∣∣∣∣f (k)(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣+ ...+ |As+1(zm)|
∣∣∣∣f (s+1)(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣+ |As−1(zm)|
∣∣∣∣f (s−1)(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣
+...+ |A0(z)|

∣∣∣∣ f ′(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ H(zm)

f (s)(zm)

∣∣∣∣ (2.2.17)

En utilisant (2.2.10), (2.2.12) et (2.2.13), (2.2.15), et la limite (2.2.16), on conclut de l’inégalité
précédente que

exp{(1− ε1)δr
n
m} ⩽ (k + 1) exp{(1 + ε1)δ1r

n
m}rMm , (2.2.18)

où M > 0 est une constante bornée, ce qui est une contradiction, par conséquent,

log+ |f (s)(z)|
|z|ρ(H)+ε

(2.2.19)

est bornée, et on a |f (s)(z)| ≤ M exp{rρ(H)+ε} sur le rayon {z : arg z = θ}, par le même
raisonnement que dans la preuve du ([12], lemme 3.1), on peut immédiatement conclure que

|f(z)| ⩽ (1 + o(1))rs|f (s)(z)| ⩽ (1 + o(1))Mrser
ρ(H)+ε

⩽ Mer
ρ(H)+2ε

(2.2.20)

sur le rayon. arg z = θ.
2eme cas Supposons maintenant que δ < 0, de (2.2.2), on a

−1 = Ak−1
f (k−1)

f (k)
+ ...+ Aj

f (j)

f (k)
+ ...+ A0

f

f (k)
− H

f (k)
, (2.2.21)

D’après le Lemme 2.2, on a pour tout ε donné avec 0 < 3ε < min{1, n− ρ(H)}, on a

|Aj(re
iθ)| ≤ exp{(1− ε)δrn} (j = 0, 1, ..., k − 1) (2.2.22)

pour r assez grand, comme dans le 1er cas, on montre que
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log+ |f (k)(z)|
|z|ρ(H)+ε

(2.2.23)

est bornée sur le rayon {z : arg z = θ}, supposons le contraire, de même que dans le 1er cas,
il résulte du lemme 2.8 qu’il existe une séquence de points {zm = rme

iθ} telle que∣∣∣∣f (j)(zm)

f (k)(zm)

∣∣∣∣ ⩽ rk−j
m (1 + o(1)) (j = 0, ...k − 1), (2.2.24)∣∣∣∣ H(zm)

f (k)(zm)

∣∣∣∣→ 0, (2.2.25)

pour m assez grand. En substituant les inégalités (2.2.22) et (2.2.24), (2.2.25) dans (2.2.21),
on trouve immédiatement une contradiction, Par conséquent, on a |f (k)(z)| ≤ M exp{rρ(H)+2ε}
sur le rayon {z : arg z = θ}, ce qui implique comme dans le 1er cas que

|f(z)| ≤ M exp{rρ(H)+2ε}, (2.2.26)

Ainsi pour tout θ ∈ [0, 2π)\E, avec E est de mesure linéaire nulle, on obtient (2.2.26) sur
le rayon {z : arg z = θ} à condition que r soit suffisamment grand, alors d’après le Lemme 2.5,
ρ(f) ≤ ρ(H) + 2ε < n, c’est une contraduction, donc toute solution transcendante de (2.2.2) est
d’ordre infini.

Théoréme 2.3. [10] Soit Aj(z) = hj(z)e
Pj(z) (j = 0, ...k − 1), où Pj(z) = ajnz

n + ...+ aj0 sont
des polynômes de degré n ≥ 1, hj(z) sont des fonctions entières non nulles d’ordre strictement
inférieur à n, et H ̸≡ 0 une fonction entière avec ρ(H) < n, supposons qu’il existe deux coefficients
As(z) = hs(z)e

Ps(z) et At(z) = ht(z)e
Pt(z) tels que asn = |asn|eiθs et atn = |atn|eiθt oú 0 ⩽ s < t ⩽

k − 1 θs, θt ∈ [0, 2π), θs ̸≡ θt, hsht ̸≡ 0, et pour tout j ̸≡ s, t, ajn = djasn où 0 < dj < 1, ou ajn
= djatn (0 < dj < 1). Alors toute solution transcendante de l’équation (2.2.2) est d’ordre infini.

Exemple 2.3. Soient les deux équations différentielles suivantes

➀

f (3) + cos(z)eiz
4

f ′′ + sin(z)
(
e3iz

4

f ′ + e2iz
4

f
)
= ez

2

On a : n = 4 ρ(ez
2
) = 2 ; ρ(cos(z)) = ρ(sin(z)) = 1 < 4 ; ∃ asn = a04 = 2i et atn = a14 = 3i

tels que a24 =
1
2
a04, ou a24 =

1
3
a14.

Donc les conditions du Théoréme 2.3 sont vérifiées, alors toute solution transcendante est
d’ordre infini.

➁

f (4) + 3ze
3i
2
z3−zf (3) + e

i
2
z3+z2+1f ′′ + z3e4iz

3−2f ′ + zeiz
3

f = z3

On a : n = 3 ρ(z) = ρ(3z) = ρ(z3) = 0 < 3, ∃ asn = a13 = 4i et atn = a33 = 3i
2
tels que

a03 =
1
4
a13 et a23 =

1
8
a13, ou a03 =

2
3
a33 et a23 =

1
3
a33

Donc les conditions du Théoréme 2.3 sont vérifiées, alors toute solution transcendante est
d’ordre infini.
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Preuve du Théorème 2.3. Supposons que f est une solution transcendante de l’équation (2.2.2)
avec ρ(f) = ρ < ∞.

Si ρ < n, alors il résulte de (2.2.2) que

f (t)hte
Pt(z) + f (s)hse

Ps(z) +

p∑
u=1

Bu(z)e
djuPt(z) +

q∑
v=1

Cv(z)e
djvPs(z) = F (z) (2.2.26)

où Bu(u = 1, ..., p), Cv(v = 1...q) sont des fonctions entières d’ordre strictement inférieur à n,
En rassemblant les termes du même type, si nécessaire, alors on peut supposer que les coefficients
dju(u = 1, ..., p) respectivement djv(v = 1, ...q) sont distincts et étant donné que θs ̸= θt et
θs, θt ∈ [0, 2π), on peut conclure que djuPt(z)− djvPs(z) sont des polynômes de degré n. En effet,
si djuatn = djvasn, on a

0 <
dju
djv

∣∣∣∣atnasn

∣∣∣∣ = ei(θs−θt) (2.2.27)

ce qui est impossible.

De même, Pt(z)−Ps(z), Pt(z)−djvPs(z) et Ps(z)−djuPt(z) sont également des polynômes de
degré n. Par conséquent, en appliquant le Lemme 2.6 à 2.2.26, on déduit que f (t)ht ≡ f (s)hs ≡ 0,
comme hsht ̸≡ 0, alors f doit etre un polynôme de degré inférieur à s, donc H ≡ 0, c’est une
contradiction.

Par conséquent, on peut supposer que f (k) ̸≡ H, D’après le Lemme 2.7, si f (k) ̸= H, alors
n ⩽ ρ puisque les fonctions exponetielles ePt, ePs, edjuPt (u = 1, 2, ..., p) et edjvPs (v = 1, 2, ..., q)
sont linéairement indépendantes.

Comme θs ̸= θt, d’après les Lemmes 2.1 et 2.2, il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure
linéaire nulle tel que pour tout θ ∈ E\[0, 2π), les Aj(re

iθ) vérifient (2.1.5) ou (2.1.6), (2.2.10)
sont vérifiées et

δ(Ps, θ) ̸= δ(Pt, θ), δ2 := max{δ(Ps, θ), δ(Pt, θ)} ≠ 0 (2.2.28)

on applique aussi les notations δ, δ1 trouvées dans la démonstation du Théorème 2.2.

1er cas Tout d’abord supposons que δ2 > 0. On peut supposer que δ2 = δ(Ps, θ), de l’hypo-
thèse sur ajn, on sait que δ1 < δ2 = δ, donc (2.2.12) et (2.2.13) sont vérifiées d’après le Lemme
2.2, En utilisant le même raisonnement que dans le 1er cas dans la démonstration du Théorème
2.2, on obtient l’inégalité (2.2.26) sur le rayon {z : arg z = θ}.

2eme cas Enfin supposons que δ2 < 0. Encore une fois par la condition sur ajn, on voit que
δ < 0. Par le même argument utilisé dans le 2eme cas dans la démonstration du Théorème 2.2,
on obtient à nouveau (2.2.26).

Par conséquent, par le Lemme 2.5, on obtient une contradiction, donc ρ(f) = ∞.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions de certaines équations différen-
tielles linéaires dont les coefficients sont des fonctions entières. On a étudié les résultats ob-
tenus par Chen Zogxuan et Li Chunhong et Huang Xiaojun pour les équations différentielles
linéaires homogènes [7], [8] et wang et Laine pour les équations différentielles non homogènes
[9], [10]. En imposant des conditions sur ces coefficients, et ils ont démontré que chaque solu-
tion est d’ordre infini.

Est il possible de généraliser les résultats de ce mémoire pour les équations á coefficients
des fonctions méromorphes. Et sous quelles conditions sur les coefficients?
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