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Résumé

Ce travail consiste a étudier la croissance des solutions de certaines équations différentielles
linéaires a coefficients fonctions entiéres a travers 1’étude de ses coefficients et voire les condi-
tions qui leurs sont imposées .

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on donne les notions de
bases nécéssaires sur la théorie de Nevanlinna qu’on a besoin d’utiliser dans notre travail.

Dans le deuxieme chapitre on va expliquer les résultats obtenus par Chen Zogxuan et Li
Chunhong et Huang Xiaojun pour les équations différentielles linéaires homogenes [7]], [8] et
Wang et Laine pour les équations différentielles non homogenes [9]], [[10].



Introducion

Dans le domaine de 1’analyse complexe, et de la multiplicité de ses théories, il existe une
théorie qui décrit la distribution des valeurs d"une fonction méromorphe appelée la théorie
de Nevanlinna, cette théorie joue un grand rdle dans 1'étude des propriétés des solutions des
équations différentielles linéaires dans le plan complexe.

Dans ce mémoire on étudie la croissance des solutions des équations différentielles linéaires
de type:

) 4 hk_l(z)ePkfl(z)f(k_l) 4o+ ho(z)ePO(Z)f —H (0)

telle que k > 2, ottles P;(z2) (j = 0;1;...; k — 1) sont des polynomes de degrénetles h;(z) (j =0;1;...;k—1) et H
sont des fonctions entiéres d’ordre fini inférieur strictement 4 n.

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

Le premier chapitre est une introduction a la théorie de Nevanlinna, oti on donne des défini-
tions et des propriétés sur cette théorie qui concernent la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes dans le plan complexe.

Dans le deuxieme chapitre de ce mémoire nous étudierons I'ordre des solutions des équa-
tions différentielles lineaires d’ordre supérieur de la forme de I'équation (0)



Chapitre 1

Notions de base sur la théorie de Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va présenter les notions de base nécéssaire et donner quelques définitions et
résultats dont on aura besoin tout au long de notre travail.

1.1 Formules de Jensen et de Poisson & Formule de Poisson-
Jensen

Théoréme 1.1. [0](Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) #
0; 00, et soient ay, as, ..., a, (respectivement by, by, ..., b, ) ses zéros (respectivement ses paoles), cha-
cun €tant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

27
1 , r r
In|f(0)| = —/ln}f(rew)‘ dp — Z In— + Z In——
on 0 laj|<r ]a]| [bjl<r b3

Preuve du Théoréme 1.1.

On démontre le théoréme lorsque f n’admet ni zéro ni pole sur le cercle |z| = r. Considérons
la fonction :

H r2—a_jz
laj|<r " <Z B aj)

o(z) = 1)
1 =0
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On a g # 0;00 dans le disque |z| < r, donc Ing(z) est analytique, et d’aprés la formule de
moyenne pour les fonctions harmoniques :

2w

In|g (0)| = %/ln |g(re™?)| de (1.1.1)

0

D’autre part

1T = Il s

J |a7|<,’,| ]|

laj|<r
9 (0)] = [£(0)| T =fO)] = H
—b. | |
[bjl<r J [bj|<r J
D’ou
In[g(0) = I |f(O)] + > ln—— > o (1.1.2)
jaler Y il
et pour z = re'?, on obtient :
r? —a;re

II

laj|<r

I

laj|<r

re'(re”" — ;) ‘

r(re¥¥ — a;) r(re¥¥ — a;)

‘g(rew)’ = ‘f(r ) H r? — biret - |f(rew)| H re"(re” — aj)
ol 7 (reiv —bj) e T (re® — b))
=1
=
. ‘a~|<7‘ 7*6@%0 - aj .
= |f(re®)[ = —— = [f(re"¥)]. (1.1.3)
I
S LA
=1
On remplace (1.1.2) et (1.1.3) dans (1.1.1)), on aura
2m
In|f(0)] + Z ln— — Z In — = i/ln|f(rei“’)|dg0.
ol bl 2y

D’ou

2w

In|f(0)] = %/ln‘f(rew)‘dgp Z ln + Z ln—

0 |a | <r a| lbj]<r
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Théoréme 1.2. [1]/(Formule de Poisson) Soit f une fonction analytique dans le disque |{] <R
alors pour tout r <R et 0, € [0;27] on a

2

f(re®) = % / Re

0

Re™ + re®

Reisa _ 7’619 ln |f(p€up)|d90

Preuve du Théoréme 1.2.

La fonction f etant analytique dans le disque [§| < R, d’aprés la formule intégrale de Cauchy on
a

f@):% jf gf(_—g)zdg. (1.1.4)
|€l=R

Soit z* le point symétrique a z par rapport au cercle |§| = R. Alors on a

. RZ R2 R2 0
Zz = — = — = —€ .
z re—w r
On considere la fonction & — gf—i, qui est analytique dans le disque || < R,
d’aprés le théoreme de Cauchy, on a
1 f(§)
0=— ——>—dE. 1.1.5
271 ]{ E—2* ¢ ( )
lél=R

Par la soustraction, de (1.1.4) et (1.1.5), on obtient

e -0 § (2 - I yae
l§|=R

On pose £ = Re™ (d¢ = Rie*dyp) et z = re?, on aura

2
, 1 f(Re™) f(Re™) i
_ (AN — b
f(Z) f(re ) i / <R6i<p _ 7»62'9 Reigo _ R_QeiG)Rle d(p
2 r
2

_ i/ (Reiﬂ"f(Rei‘P) B Rrewf(Rew)>
o7 Reiv —rei®  Rpeiv — R2e0 )Y

1 Re™® re' -
_ ip
—5- [ ( + )£(Re)dg

Ret? —re? ~ Rei® — rety

1 Rei(‘%’_e) r '
_ y
Cm / <Rei(@—9) —r + Re—i(e—0) _ r)f(Re )dgp
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TR i(p—0) i(p—0) _ .2
= % / R(Re:(n‘ﬁ(;) — T)TRZ{%;‘P_H) — T)T f(Re*)dyp
0
1 7 R2 _ 42 ‘
T o / R?2 — rR(eile=0) 4 e~ile=0)) 4 y2 f(Re*?)dp
0
) 2isin(p—0)
3 2 p(ie—0) _ —ilp—0)\ _,.2
- %/9‘{2 }]; _:g((eei(w_e) +€e—i(<p—0))) +:2 F(Re)dy
: ) 2 cos(p—0) .
1 7 Re'® + rei®) (Re~ — pe—if ’
L 0/9% ER@W j—L Tem; ' ERe—w — re—w; f(Re™)dep
1 7 Re®? + ret?
T 27 /9% Toor o | (Be¥)dp, (1.1.6)

d’ou le résultat

Théoréme 1.3. [Z](Formule de Poisson -Jensen) Soit f(z) une fonction méromorphe non
identiquement nulle, et a;j(j = 1,2,...) ( respectivement b;) ses zéros (respectivement ses poles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Si z = re? et r < p, alors dans le disque
|z] < p, on a

2
2

1 Re™ + ret , Pt —a;z
1 = [ Re| T H(Re¥)dp — S In| L Y2
alf(e)] = - [ 0| G | Ry — 3 | £
0 lajl<p
- 3wl
e 1PLZ )

Nevanlinna a appelé cette formule la formule de Poisson-Jensen.

Preuve du Théoreme 1.3. On fait le méme raisonnement du Théoréme :
On démontre le théoréme dans le cas ou f n’admet ni zéros ni péles sur le cercle |z| = p, Consi-
dérons la fonction
11 PP —ajz
i<, P2~ )
o) = F(2) (117)
H p° —bjz
p(z— b))

lbjI<p
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On a g # 0;00 dans le disque|z| < p, donc Ing(z) est analytique. Donc Reln g(z) est une fonc-
tion harmonique dans le disque |z| < p.

D’aprés :

2T
1 pe'¥ + ret
9(z) 27r/ N [prm— g(pe?)dep,
0
donc )
1 pe'® + ret A
1 = — [ me|— 1 )| de. 1.1.8
0190 = 5 [ e PTG (oo (118

De , nous avons

2
p° — bz
In|g(2)| =In|f(2)] + In In (1.1.9)
|Z< z—a» -2 )
aj|xp ‘bjlgp
On remplace (1.1.9) dans (1.1.8), on obtient
2 2 _ 5 7 : 0
p°—G;z p° —bjz 1 pe'? +re’ i
1 In|—————| — In|l———|=— [ Re| ———| 1 Y| dep.
alf @)+ 3 | LB 37 L = o e 2 (e
lajl<p [bj1<p 0
(1.1.10)
D’autre part, pour z = pe? (2.2 = p), on a
’pQ—a_jZ _‘pQ_b_fZ =1
plz—a)| |p(z=by)|
d'oi | |
In |[g(pe?)| = In|f(pe?)|. (1.1.11)
On remplace (1.1.11) dans (1.1.10), on obtient
9 b_ 2m . 0
p- — 4z P~ —bjz 1 pe'’ +re’ i
1 In|———| — 1 =— [ Re|———| | “V|d
@+ 3 | p | = 3 | L o o | BT ()
|ajl<p J |bj|<p ! 0
d’ou
2m
1 pe“"~|—r6 —a;z
1 =— [ R . 1 dp — 1
0l = e [ 9| ST el — 3 p(z_%)
0 laj|<p
+ Y m[e b
_ plz = b)|’
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1.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 1.1. [3] (logarithme tronqué)
Pour tout nombre réel x > 0, on définit

Inz r>1

+.. _
In x_max(O,lnx)—{O 0<a<l

Lemme 1.1. [3] On a les propriétés suivantes du logarithme tronqué :
O nr<Infz
® In"zx<Inty pourtout (0 <x < y)
® nr=In"zx—IntL

|lnx| =In"z+In*1

Preuve de lemme 1.1. Les deux premieres propriétés sont évidentes
® .On a d’aprés la Définition[1.]] :

In*z —In" 2 = max(Inz,0) — max(Iln 2, 0)
= max(Inz,0) — max(—1Inz,0)
= max(Inz,0) + min(In z, 0)
=Inz

81

In* z 4+ In™ 1 = max(Inz,0) — min(Inz,0)
= |Inz|

® .5 ij <1 alors l'inégalité est triviale (0 < Zhﬁ z;)
Jj=1 j=1
On montre l'inégalité pour H x; =1

j=1

On a d’aprés [@|

(1)) 5

® . 0Ona
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m
In* (Z xj) <Inf(m max ;)
j=1

D’aprés

<In"m + In"(max z;)
1<jsn

<lnm+ Z In* x;
j=1

Définition 1.2. [6/ Soient a € C et f une fonction méromorphe, on désigne parn(t,a, f) le nombre
de racines de l'équation f(z) = a dans le disque |2| < t (chaque racine étant comptée avec son
ordre de mutiplicité ) et par n(t, a, f) le nombre de racines distinctes de l’équation f(z) = a dans

le disque |z| < t.

De méme, on désigne par n(t, oo, f) le nombre des péles de [ dans le disque |z| < t (chaque
pole étant compté avec son ordre de mutiplicité ) et par n(t, 00, f) le nombre de péles distincts

dans le disque |z| < t.

Exemple 1.1. Soit ['exemple suivant :
f(z)=e*,acC

n(t,a,e*) =n(t,a,e*) =0 et n(t, 00, €*) = n(t,00,€*) = 0
car f(z) = €* nadmet ni zéros ni poles.
Définition 1.3. [Z]
Soit f une fonction méromorphe, on définit la fonction a-points de f par :

T

N(r,a,f):N(r,fia):/n(t’a’f);nm’a’f)dt—l—n((),a,f)lnr f#aeC

et

r

N(r, f) = N(r,00, f) = / n{t, 0, f) ; n(o’oo’f)dt+n(0,oo,f)lnr

De méme, on définit la fonction a-points distincts par :

T

N(r,a, f) = N(r,a, 7 i a) = / nlt. e, f) ;ﬁ(o’a’f)dt +7n(0,a, f)inr f#£aeC
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et
- _ [t —7(0
N(r,f)=N(r,o00, f) = / n(t, 00, f) ; i ’Oo’f)dt—l—ﬁ((),oo,f)lnr.
0
Lemme 1.2. [6] Soit f une fonction méromorphe avec a-points; oy, s, ....,q, dans le disque
2| <7 tels que 0 < |ay| < |ag| < ... < |ay,|, Alors :
/rn(t7auf>dt:/Tn(tva7f)_n(0aa7f)dt: Z IDL
t t o]
0 0 0<]ay|<r

Preuve de lemme 1.2. Posons r; = || (j = 1,...,n). Alors
ZlnL: Z lnizln(H£>:ln< " >
Jj=1 |aj 0<|a|<r T j=1 Tj rre..Ty
T2 (T3\2(Ta\3 o\l T\
w20 G -Gn) ()]
T \T2 T3 Tn—1 Tn

:1n2+21nﬁ+31n2+...+n1n1

r1 T T3 Tn
Foar foat fdt H d [ dt
= — 1— 2— + ... —1)— —
/Ot—l—/t-l-/t-l— +/(n )t+/nt
0 r1 T2 Tn—1 Tn
t
:/n( ,ta,f)dt

0

Proposition 1.1. [/
Soit f une fonction méromorphe avec son développement de Laurent au voisinage de 0 :

f(z)=) C7, Cn#0,2€C meL
j=m

Alors :

2

In|cp| = % /m | f(re)| de + N(r, f) — N(r, %)
0

Preuve de la Proposition 1.1. On considere la fonction :
k(z) = f(z)z=™,z € C.
On voit que k(0) # 0;00 de plus m =n(0,0, f) —n(0,00, f) et on a
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si m > 0 alors n(0,0, f) =m et n(0,00, f) =0
si m < 0 alors n(0,0, f) =0 et n(0,00, f) = —m
si m = 0 alors n(0,0, f) = n(0,00, f) = 0.

Donc k et f ont les mém,e zéros et les méme poles dans le disque pointé 0 < |z| < r. D’aprés la
formule de Jensen :

In |C,,| = In |k(0) /ln|k7“e ‘d(p—Zln——l—Zln—

b5l

laj|<r 4 lbj|<r
1 2
=5 ln|f7“e m|d<p—Zln +Zln
0 laj|<r |bj|<r
D’aprés le Lemme[1.9 précédent :
2 T r
1 — _
1I1|C |_ /ln{fre {d@—mlnT—f-/n(t?OO’f)tn(o’oo7f)dt—/n(t’07f)tn(O’O,f)dt
0 0 0
[ [ (1,00, 1) ~n (0,00, f)
n (t,00, f) —n (0, oo,
=5 In |f(re’ |d<,0+/ ; dt—(n(0,0,f)—n(O,oo,f))lnr
0 0
t
0
1 2m T
t _
2 ln‘fre |d<p—|—/n(’oo’f)tn(()?OO’f)dt—l—n(O,oo,f)ln'r
s
0 0

[ (8,0, f) —n(0,0,f)
_</ t dt+n(0,0,f)>-

0
D’ou
27

In|c,| = %/ln{f(rewﬂ de+ N(r, f) — N(r, %)

0

Définition 1.4. [2] (fonction de proximité)

Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction de proximité de f est définie par :

1
m(r,a,f)zm(r,#) :%/hﬁ | dy
0

yf#FacC
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et

m (r, f) =m (r, o0, ):%/IH—F}JC(TGW)‘C&,D

0

Définition 1.5. [Z] (Fonction caractéristique)

Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction de proximité de f est définie par :

T(r,f)=m(r,f)+ N(r,f),

Exemple 1.2. Pour la fonction f(z) = e**, a € R*, on a

n(t,00, f) =0 et n(0,00, f) =0 alors N(r, f) =0
et
2w
Py

2 %T
_ 1 + | jarcos g _ 1 + | ,arcos ¢
dgp—g/ln e |dgp—§/ln e | dp
0
™
2

vl

BN
= lﬂ/arcoss&ﬁp = %Z/arcosgod@ = %Ocrsingo |§L dp =
3 0
D’ou

T(f) =

Corollaire 1.1. [3] Soit f une fonction méromorphe, [ est rationelle si et seulement si
T(r,f)=0((nr).

Corollaire 1.2. [3] Soit f une fonction entiére, f est un polynome si et seulement si
T (r,f)=0((nr).

Lemme 1.3. [3] Soient f1,..., fn, des fonctions méromorphes, Alors :

o m(hi:fj) <Zn:m(r7fj)+lnn
j=1 j=1
9m<rvﬁfj> < Y m(?“,f])
7j=1 j=1
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7=1

r, f")y=nT(r,f) ,née&N*

@T(r,ﬁ]@) ZT r, f;) pourn >1
n

o
N

Preuve de lemme 1.3. .

@ .
n 2m
m <T,ij> =g [ 3 () a
J=1 0
D’aprés le Lemme 1.1
2m
<& [ (015, o) + nn)ag
0o =1
n 2w
= Z (i/hﬁ |/ (rew)}dgo) - i27Tl]f1n
: o J 21
Jj=1 0
m(r, f;) +1nn
7j=1
@ .
" 2 n
" (ﬁHﬁ) = / [ ] i (re) | de
j=1 0 Jj=1

D’aprées le Lemme 1.1

< /Zhﬁ{fj rew |dcp

o J=1

2w

—Z< /ln+|f] (re™) }dap)
:Zm( 7, f3)

J=1
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Si zp est un pole d’ordre B; pour f;, alors il est un pole d’ordre égal au plus ax B pour

\]\
Z fj avec 11[£1Ja<:><1;1 B < Zﬁj Donc
p =1

N <73ij> <N
j=1 j=1
® .

Si 2y est un pole d’ordre 5; pour f;, alors il estun péle d’ordre égal au plusz Bj pour H fi-

P j=1
Donc
N (r,ﬁfj> < iN(r
=1
@ D’apres|@| et|@, on a
T <T,ij> =m (T,ZfJ) +N (r,ij>
=1 -1
< m (r, f;) —|—lnn—|—ZN (r, f;)
j=1 J=1
=3 () + N f)) +Inn
j=1
= ZT<T’fj)
® D’apres[®| et|@, on a
T (T,Hfj) =m (r, fj> +N (r,Hfj>
j=1 j=1 J=1
< (r, f;) +ZN r, f;)
=1
=> (m <r,fj>+N<r,fj>)
j=1
= ZT(T,fj)
j=1
® . On distingue deux cas
Si|f| <1, alors :
2m
m (r, f™) :%/hﬁ’f” (Tei‘p)}dgpz() (car |fI<1 & |f]"<1)

0
et

N (r, f") = nN(r, f)
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Donc
T(r, ") =m(r, f*) + N(r, f") = 0+ nN(r, f)
=n(m @)+ N () =nT(f)
Si|f| > 1, alors :

2 2

m(r, f*) = % /ln‘L ‘f” (rew)| dp = % /ln |f” (rew) ‘ dp
0

0
2

=n5- [ In ‘f (re’) ‘ dp =nm (r, f)
0
et

N (r, f7) = nN (1. f)
Donc
T(r, ") =m(r, /") + N (r, f*) = nm (1, f) + 0N (7, f)
=n(m(r,f)+ N(r.f) ) =nT(r,f)

1.3 Premier Théoreme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.4. [3] (Premier Théoréme fondamental)
Soient a € C et f une fonction méromorphe et soit le développement de Laurent de la fonction
f — a autour de lorigine :

flz)—a=> Ci2, Cp#0, meL.
j=m
Alors
T(r 7)) =T ) = lew] + ¢ (r,0),

ot

lo(r,a)] <In2+1In"|a.

Preuve du Théoreme 1.4. On distingue deux cas pour montrer ce théoreme :
1°" cas : pour a = 0

D’aprés la Proposition on a

2

log || = %/log!f(rew)‘ d0+ N(r,f)— N <7°, 1)

0
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2
1

2
L o e an- L [
- 0 dg — — [ logt ———
27T/log |f(7’e )‘d@ 5 | log |f(7’e“9)|d9
0

0

+N(r, f) = N (7’, 1)

f
1
= (e, f) = 0.1)+ NG ) = N (7 )
Donc . . .
T(r,=)=m|r - —|—N('r’,—> =m(r,f)+ N(r, f) —log|cn
(ng) =m (7)) 3 (nF) = min) + ) - 1o
=T(r, f) —log|cm| (1.3.1)
ot p(r,a) = 0.
2™m¢ cas :(cas général)  pour a # 0
Posons h = f — a. Alors
1 1
V()= ()
1\ 1
mr ) =min a
N(T,h) :N(r,f—a) :N<7’,f)
On a
log® |h| =log® |f —al <log™ |f]| + log™ |a| + log 2. (1.3.2)
log® |f| =log™ |h + a| <log™ |h| +log™ |a| + log 2. (1.3.3)

En intégrant (1.3.2) et (1.3.3) on aura

m(r,h) < m(r, f) +log" |a| + log2

m(r, f) < m(r,h) +log" [a| + log 2.

Posons p(r,a) = m(r,h) — m(r, f), on obtient
—(log™ |a] +In2) < ¢(r,a) < log™ |a| +1og2 < |o(r,a)| < log™ |a| + log 2.

D’aprés (1.3.1), on a

1 1 1 1
- - m(Tu E) + N(T’, E)

=m(r,h) + N(r,h) — In|cy,|
:m(r,f)—i—cp(r,a)—i—N(r,f)—ln]cm]
=T(r, f)+ o(r,a) —In|cy,|.

Ou ¢(r,a) <log™ |a| + log 2.
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Corollaire 1.3. [3] Soit f une fonction méromorphe. Alors pour tout a € C :

T(r,ﬁ) =T(rf)+0(1), r—o

Proposition 1.2. [3/ Soient f une fonction méromorphe et a,b,c,d € C avec ad — be # 0, Alors :

T (r,455) =T (r, f) + O (1)

’ef+d

Exemple 1.3. f(z) = 35;?

Preuve de la Proposition 1.2.

Si ¢c=0 :. On a directement

ST (rY)+T@r f)+T(r,2)+n2
=In" |4 +T(r,f) +In" |5 +1n2
=T, f)+0(1)

St c¢#0 :on a
af+b _ a(f+3) _ g[f+§+%—g} _ Q[H% N g_g] _ 2[1 N bc;cda]
of+d " e(f+8) | [t clf+L T e c F+2
=l ] = sy =
Donc

af+b a bc—da 1
T(n ) =T (n e+ )
D’aprés le lemme

<T(r2) +T(r ) + T (r,77) +1n2

_T(r,%)+T(r,bC($)+T(r,f+%l) +0(1)+In2

.

D’apres le:orollair
=In" |2+ In* [2=de| 4 T (r, f) + In* [4] +2In2+ O (1)

ac?

=T(r,f)+0(1)
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1.4 L’ordre et ’hyper-ordre d’une fonction méromorphe ou en-
tiere

Définition 1.6. [3/(L’ordre)

Soit f une fonction méromorphe. Alors l'ordre de [ est défini par :

p(f) = T “Te)

r—+00 log 7

Si f est une fonction entiére, alors

p (f) _ mloglog M(r,f)

r—-+o0o logr

ot M (r, f) = max|f (z)].

|z|=r

Remarque 1.1. On définit ['ordre inférieur d’une fonction méromorphe par :

p(f) = limin f 8 T0

1
r—+00 o8

Définition 1.7. [3/(L ’hyper-ordre)
Soit f une fonction méromorphe, alors l'hyper-ordre de f est défini par

ps (f) _ mloglogT(r;f)

r—-+00 logr

St f est une fonction entiére, alors

— 131y logloglog M(r,f)
p2 (f) - TLII-EIOO logr

Remarque 1.2. On dit que la fonction f est d’ordre infini si

log T'(r, f)
m e ——
r—+oo  logr

Exemple 1.4. Soit f(z) = a,2" + ... + a1z + ap.

Onan(t,f)=0, et donc N (r, f) = 0.

D’autre part,
2T
m(r, f) = /log+|f(7°e )‘d@——/logﬂanh (1+0(1))dd =nlogr+0O(1),
0

et comme

T(r,fy=m(r,f)+ N(r,f) =nlogr+ O (1),alors p(f) = lim
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Lemme 1.4. [6] Soient f et g deux fonctions entiéres non constantes. Alors :

O o(f+g) <max{p(f);p(9)}
@ p(f.g) <max{p(f);p(g)}
® Sip(f)<plg), alors p(f+g)=plg) et p(f.g9)=plg)

Lemme 1.5. [3] Si [ est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

p(fP)=p(f) (keN)

1.5 L’exposant et L’hyper-exposant de convergence des zéros
d’une fonction méromorphe

Définition 1.8. [3] Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant de convergence des
zéros de la fonction f par :

A(f) = T ()

r—+00 log

ot

=
e

oy prled) e (05) !
N (r, —) = / dt +n (0, —) log r,
d 0 t f
etn (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction [ situés dans le disque |z| < t.

et on définit l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

log N(?", %)
logr ’

>

(f) = Tmn

r—+4o00

o

- m(t,l)—ﬁ(o,l) 1
N(T l);/ d d dt+ﬁ<0,—)10g7‘
0 t f
etn (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

On définit [’hyper-exposant de convergence des zéros de la fonction f par :

- loglog N(T,l>
)\2 (f) = TEI_POO logr !

et [’hyper-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par :
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— T 10glogﬁ(r,%)
X (f) = T 2 iler)
Définition 1.9. [J/ (La mesure linéaire et la mesure logarithmique )
Supposons que E C [1,+00[, on définit la mesure linéaire de l’ensemble E par :
“+oo
m(E) = / xe(t)dt
1
et la mesure logarithmique par :
T at
Im(E) = / XE(t)7
1
ot xg(t) est la fonction caractéristique de ’ensemble E.
Définition 1.10. [//(La densité supérieure et inférieure )
On définit la densité supérieure et inférieure respectivement de l'ensemble E par :
N ENnll
densE = lim sup u,
r—+00
ENn|l
densFE = lim infw.
r—-+00 r
Exemple 1.5. Soit I’ensemble E = e, e*] C [1, +00]
@® La mesure linéaire de E est
+oo et
m(E) = / xe(t)dt = /dt =e(e® —1).
1 e
@ La mesure logarithmique de l’ensemble de E est
+oo et
dt dt
Im(E) = /XE(t)— S
t t
1 e
® La densité supérieure de l’ensemble de E est
S EnN|l 1N 4
densE = lim sup m(EA L) = lim sup m(le, 10 (L 7)) = lim sup m(le. <) = 0.

r—+00 T r—+00 r r—+00
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Définition 1.11. [15] Soit f(z) = Zanz” une fonction entiere, on définit le terme mazimal de
n=0
la fonction f par :
p(r) = max |az| r
Définition 1.12. [13] Soit f(z) = Zanz" une fonction entiere, on définit [indice central de la
n=0

fonction f par :
vi(r) = max{m : [am|r™ = p(r)}

1.6 Deuxiéme Théoreme fondamental de Nevanlinna

Lemme 1.6. [2/(lemme de la dérrivée logarithmique) Soient f une fonction méromorphe

non constante et k € N, Alors
(k)
m (T’, fT) - S(T’,f)7

ot S(r, f) = O (logr +1logT (r, f)) a Uextérieur d’un ensemble E C [0, +oo[de mesure linéaire
finie.

Si f est d’ordre fini, alors

m(r—) — O (logr). (r — c0).

Lemme 1.7. [3] Soit f une fonction méromorphe non constante sur |z| < R et a; (j =1,2,...,q)
des nombres complexes finis distincts. Alors l’égalité

m (’”’if ! aj) _ im (7‘, f_#a]) +0(1) (1.6.1)

est vrai pour 0 < r < R.

Théoréme 1.5. [3/(Deuxiéme Théoréme fondamental) Soient f une fonction mérom-
porphe non-constante dans le disque |z| < R et aj (j =1,2,...,q) des nombres complezes finis
distincts. Alors pour 0 <r < R, on a

m (r, f) + Zm (r, 7 _1 ai) < 2T (r, f) — Ny (1) + S (r, f) (1.6.2)

Ni(r)=2N(r,f)=N(r,f)+N (r, %) (1.6.3)
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et
B fl 4q f/
S, fy=m|r,=)+m r,z +0(1) (1.6.4)
f =—q
Preuve du Théoreme 1.5. On onsidére la fonction
d 1
z) = T —
9(2) ;f(z) —ay
D’apres le Lemme on a
! 1
m(r,g) =Y m|r, +0(1), 1.6.5
W;(f_a) 0 (165)
d’autre part, on a
, 1
m(r,g) g m<7n7fg) +m (h?) .
1
<mln s+ 700 - N (r ) +00) (1.66)
d’aprés le Corollaire[1.3
Et on a
T(r,fYy=m(r, fY+ N (r, )
f! /
<m(r, f)+m r,? + N (r, f)
<t (n ) N s =N ). (167)

On remplace dans on obtient

/

m (r,g) <m<r,f'g)+T(r,f)+m(r,i) LN )= N, )—N(r,

f
et d’aprés (|1.6.5))

T>+OU%
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SN f) = N (r, f) = N <7~, fl> +0(1)
—9T(r, f) — 2N(r, f) + N (r, f) — N (r, fl) +m (7‘, ?)
+zq;m (r, _/aj) +T (r, f)+0O(1)

Donc




Chapitre 2

Ordre de croissance des solutions des
équations différentielles linéaires

Au cours des derniéres decennies, de nombreux chercheurs ont étudié la croissance des solu-
tions des équations différentielles linéaires du second ordre de type :

4 i (2)eP@ ! ho(2)eE f = 1, (2.1.1)

ou Pj(z) (j = 0,1) sont des polynémes non constants, et hj(z) (j = 0,1) sont des fonctions
entiéres non identiquement nulles telles que p(h;) < deg Pj, H est une fonction entiére.

Gundersen [3] a prouvé que si deg Py # deg Py, alors toute solution non constante de l’équation
est d’ordre infini, mais st deg Py = deg Py, alors I’équation peut avoir des solutions
non constantes d’ordre fini.

2.1 L’ordre de croissance des solutions des équations différen-
tielles linéaires homogene.

Chen [7] a également étudié le probléme de la croissance des solutions des équations différen-
tielles linéaires homogene, pour deg Py = deg Py = 1, et il a obtenu le résultat suivant :

Théoréme. A [7] Soient a,b des constantes complexes non nulles avec a # b, et hj(z) # 0 sont des
fonctions entiéres avec p(h;) <1 (j =0,1). Alors toute solution f # 0 de l’équation différentielle

"+ hi(2)e f' 4 ho(2)e* f = 0, (2.1.2)
est d’ordre infini et son hyper-ordre pa(f) = 1.

Li Chunhong et Huang Xiaojun [8] ont généralisé ce résultat pour les équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur

FR 4 A fE D 4 A+ Aof =0, (2.1.3)
ok >2, A; = hj(z)e%* (j =0;...;k — 1), et ils ont obtenu :
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Théoréme. B [§] Soeint hj(z) # 0 des fonctions entiéres avec p(h;) <1 (j = 0,1,...,k —1) et
a; (1 =0,1,....,k — 1) des constantes complexes non nulles satisfaisant a; = cjay ot c; > 0, et si
k=2,c¢c_1>1, etsik>2 c,.1>m (oum= max c¢;), alors toute solution transcendante

1< <h—2
de l’équation est d’ordre infini.

Maintenant, on cherche a améliorer ce résultat dans le théoreme suivant, on réduit la condition

tg—1 > m (oum = max c¢;)”a "3 a, tel que a; = cjas 01U 0 < ¢; < 17 et on suprime la condition
1<j<k—2

"hi(z) £ 07 (permis hj(z) =0 sij #s) :

Théoréme 2.1. Soit Aj(z) = h;e%*, ou hj(z) (j = 0,1,....,k — 1) sont des fonctions entiéres
avec p(h;) <1, eta; (j=0,1,....k — 1) sont des constantes complezes. Supposons qu’il existe un
coefficient As(z) = hse®?* g tel que hy Z0 et pour j # s : si A; 0 on a a; = cjas 0ot 0 < ¢; < 1,
et si Aj = 0 on définit c; = 0. Alors toute solution transcendante de l’équation satisfait

p(f) = oo.
De plus, si max{cy;...;cs_1} < co, alors toute solution f # 0 de est d’ordre infini.

Exemple 2.1. Soient les deux équations différentielles suivantes :

@ .
f//_i_ZQeiiZf/_i_(/22_’_32)6%1'2](':0.

Il existe a; = ap = 3i donc ¢ = 5 et alors a1 = 3aq et p(z*) = p(z* +32) =0 < 1,
Donc les conditions du Théoréme sont vérifiées, alors toute solution transcendante sa-
tisfait p(f) = oo.

f(4) + e%lzf(S) + (22 + z)eéizf// + e%iZfl + ZSG%iZf =0

Ona:3Ja; = a3 = %z et c3 = % tel que ag = ias et a; = %ag et ap = iag, p(23) =

p(z2+32)=0<1 ’

Donc les condition, du Théoréme sont vérifiées. Alors toute solution transcendante sa-
tisfait p(f) = oo.

De plus on a max{cy;..; ¢s_1} = max{c;; o} = max{3; 1} = 5 < ¢co = 3, alors toute solution
f # 0 est d’ordre infini.

Avant de prouver le Théoréeme|2.1, on a besoin d’utiliser les lemmes suivants :

Lemme 2.1. [5] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p et

H = {(k1,j1);; (km, jm)} (i = 1;...;m) un ensemble fini de points distincts entiers vérifiantk; >
ji = 0 et soit € > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0,2m) de mesure
linéaire nulle tel que pour tout z = reavec |z| suffisamment grand et 6 € [0,27)\E et pour tout
(k,j7) € H, on ait

9(z)
O (z)

< |Z|(k—j)(p—1+e) (2.1.4)
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Lemme 2.2. ([11]). Soit P (z) = a,2™ + ... + ap, (an, = o+ i # 0) un polynome de degré n > 1
et h(z) #Z 0 une fonction enticre avec p(h) < n. Soit f(z) = h(z) eP®), 2 = re?, § (P,0) =
acosnb — Bsinnf. Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire
finie telle que pour tout 0 € [0,2w) \ (E'UEy), ou Ey = {0 € [0,27) : 0 (P,0) = 0} est un
ensemble fini, il existe R > 0 tel que pour |z| =1 > R, les assertions suivantes sont vérifiées :

O Si6 (P,0) >0, alors

exp{(1 —¢) ¢ (P,0) r"} < |f(2)| <exp{(l+¢)0d (P0) r"} (2.1.5)
® Sij (P,0) <0, alors

exp{(1+¢) 0 (P,0) r"} <|f(2)] <exp{(1—¢)d (P,0) r"} (2.1.6)

Remarque 2.1. Dans la preuve du Théoréme|[2.1], nous devons spécifier le Lemme[2.9 pour n = 1,
donc P(z) devient P(z) = az et §(P,0) = acosnf — Ssinnb devient §(P,0) = cos(0 + ).

Nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soit la fonction h(z)e®?), ou h(z) # 0 est une fonction entiére avec p(h) = a < 1,
et a = de" (d > 0,p € [0,2m)), on pose (Ey = {0 € [0,27) : cos(0 + @) = 0}, alors pour tout &
(0 <e <1—aq), il existe un ensemble de mesure linéaire nulle, si z =re?, 6 € [0,27)\(E U Ep),
on a pour tout r suffisamment grand :

O Sicos(@+ ) >0, alors
exp{(1 — &)drcos( + )} < |h(2)e™| < exp{(1 + &)drcos(f + ¢)} (2.1.7)
® Sicos(f+ ) <0, alors

exp{(1 + &)drcos( + ¢)} < |h(2)e*?| < exp{(1 — &)drcos(f + ¢)} (2.1.8)

Lemme 2.4. Soit f(z) une fonction entiére, supposons que |f™(re®)| n’est pas bornée sur un
certain rayon {z : argz = 0}, alors il existe une suite infinie de points {z, = rpei?;n =1;...}, ou
T, — oo telle que f™(re?) — oo et

f(j)<zn)

Pty | S Pl (o)), (=0, m =) (2.1.9)

quand n — oo.

Lemme 2.5. [1(] Soit f(z) une fonction entiére avec p(f) = p < oo. Supposons qu’il existe un
ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout rayon argz = 0 € [0,27)\E,

log® |f(re')| < Mr® (2.1.10)

ou M est une constante positive dépendant de 0 et o une constante positive indépendante de 6.

Alors p(f) < a.
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Preuve du Théoréme 2.1. On montre que p(f) = oo, on suppose que p(f) < oo, on pose z = re'?

et as = de, alors |e®*| = e"deos(0+%) ot pour j # s, a; = c;de’¥, |e%*| = ecideos(0+0) - posons
m = maz {c;;j # s}, (0 <m < 1). d’aprés le Lemme [2.1], il existe un ensemble Ey C [0,2) de
mesure linéaire nulle tel que pour tout z = e’ avec |z| suffisamment grand et 6 € [0,27)\Ey, on
ait :

£9()

hge
ot M est une constante positive, pour hy Z 0 et p(hs) < 1(j = 1;...;k — 1), d’aprés le Lemme
il existe Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, et pour 0 € [0,2m)\(E; U Ey U Ey)(Ey =
{0 € [0,27) : cos(0 + ¢) = 0}, Ey est un ensemble fini ), pour tout (0 < 3e < 1 —¢), on a pour
tout r suffisamment grand :

1. Sicos(6+¢) >0, alors

< |2|M, (j=s+1;...5k), (2.1.11)

exp{(1 —e)drcos(0 + ¢)} < |Hy(re®)| < exp{(1 + ¢)dr cos(f + )} (2.1.12)

et
|H;(re’®)| < exp{(1+¢)drcos(§ + )}  (j # s) (2.1.13)

2. Stcos(0+¢) <0 et Hi #0, alors
|Hy(re)| < exp{(1 — &)dr cos(f + )} (2.1.14)

et
|H;(re)| < exp{(1 — &)drcos(0 +¢)} (j # s) (2.1.15)

1" cas cos(0+ @) > 0 : On montre que | f©) (re?)| est bornée sur le rayon {z : argz = 0}. Si
| @) (re®)| n'est pas bornée sur le rayon {z : argz = 0}, alors d’aprés le Lemme il existe une
suite infinie des points {z, = r,e"%;n = 1; ...}, telle que quand ¢ — o0, on ar, — 0o, f)(z,) = o0
et

‘f(j)(zq) <z 7 +0(1),  (Gj=0,.,s—1), (2.1.16)

FO(z)
On remplace (2.1.11) - (2.1.15), et dans (2.1.9), on obtient

k) (2 (s+1) (4
exp{(1 — e)drq cos(f + )} < |Ho(2)] < ‘?()Ez:)) e 'Hsﬂ(zq)‘ff(s‘)(iq;) '
(s—1)( 5 B
+‘H81(Zq>ff(8)(iq§> +..+ ‘HO(Z(])JCJ(C;)—(Z) (2.1.17)

< kexp{(1 + e)mdry cos(0 + ¢) }| 2|

et d’aprés , on obtient

exp{%(l —m)drqgcos(0 + @)} <rlf (2.1.18)
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C’est une contradiction, donc | (re?®)| < M sur le rayon {z : argz = 0}, donc on peut facile-

ment obtient .
|f (re’®)| < M+ (2.1.19)

sur {z:argz = 0}.
2°m¢ cas cos(0+ @) <0 : d’apres nous obtenons

—1= H;H(z)M + ...+ Hs(z)f(S)(z) + .+ Ho(z)M (2.1.20)

f®(z) f¥(2) f*(2)

On montre que |f® (re?)| est bornée sur le rayon {z : argz = 0}. Si |f®) (re?)| n'est pas bornée
sur le rayon {z : argz = 0}, alors d’aprés le Lemme il existe une suite infinie de points

{2, = 1,69 =1;...}, telle que quand ¢ — oo, on a ry — 0o, f©)(z,) — oo et

f(j)(zq) k—j .
’f(’“)(zq) < za]"7 (1 4 0(1)), (1=0,...,k—1), (2.1.21)
d’apres (2.1.14) et (2.1.21]) on a quand ¢ — o
f(S)(Zq) k—s
Hs(zq)f(T(z) <exp{(1 —¢&)drcos(d + ¢)}r, *(1+0(1)) = 0 (2.1.22)
q
Si H; #0 (j # s) alors d’apres et (2.1.21) et ¢; > 0, on a quand ¢ — oo
f(j)(zq) k—j
Hj(zq)f(k)<z ) < exp{(1 —¢e)drcos(0 + ) }r, /(1 +0(1)) = 0, (2.1.23)
q
On remplace et dans , on obtient
1<0 (2.1.24)

C’est une contradiction, donc |f® (re?)| < M sur le rayon {z : argz = 0}, donc
|f 8 (ret?)| < Mot (2.1.25)

sur {z :argz = 0}.

D’apreés le Lemme[2.5, en combinant (2.1.19) et (2.1.25), et le fait que EyUE>U Ey a une mesure
Inéaire nulle, on sait que f(z) est polynémiale, ce qui contredit notre supposition, donc p(f) = co.

En outre, supposons que f est une solution polynomiale de l’équation de degré n, si
n = s, alors on prend 6 € [0,2m)\E; U Ey U Ey satisfaisant cos(6 + ) > 0, alors pour tout
g1 (0 < 3e; < min{l — m,mg — m'}(m' = max{cy;...;cs_1} < myg)), d’aprés et le Lemme
2.9 on a

exp{(1 — e1)dr cos(0 + @) }r™ " < [h(re®) f1) (re’) e O+
= |Hy(re®) f (re”)| (2.1.26)
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< Z |h] (rei‘g)f(j) (T6i0> |ecjd7" cos(0+p)

< kr™exp{(1 + 1)mdr cos(6 + ¢)},

d’aprés on obtient
exp{%(l —m)drcos(d + @)} <1’ (2.1.27)
c’est une contradiction.
Sim < s, on prend 0 comme ci-dessus, d’apres et le Lemme on a
exp{(1 — &1)modr cos(0 + ) }r™ = < |Ho(re™) f9) (re')|

s—1

<Y [Hj(re) f9 (re)] (2.1.28)

1

j
< (s —1)exp{(1+e1)m'drcos(6 + ¢)}
et )
exp{g(mo —m')drcos(0+ )} <s—1 (2.1.29)

c’est une contradiction, de plus, si max{ci;...;cs_1} < cq, alors toute solution f Z 0 de
est d’ordre infini.

2.2 L’ordre de croissance des solutions des équations différen-
tielles linéaires non homogenes

Quelques années aprés Chen, exactement en 2008, Wang et Laine [9] ont étudié l'équation
différentielle linéaire non homogéne

4+ hi(2)e f' + ho(2)e” f = H, (2.2.1)
et ils ont obtenu :

Théoreme. C [J] Soient a,b des constantes complezes telles que ab # 0 et hj(z) # 0 et H # 0 sont
des fonctions entiéres avec p(h;) <1 (j = 0,1), Alors toute solution non trivale f de l’équation

est d’ordre infini.

Considérons maintenant l’équation différentielle linéaire non homogene d’ordre supérieur :
O 4 by (2)eP 13 fED by (2)eP @ o hee2(2) f = H (2.2.2)

ot Pj(2) = ajn2™ + ... + ajo sont des polynémes de degré n > 1, on pose Aj(z) = hj(z)efi®
(7 =0,1,...,k — 1) telle que h; et H # 0 sont des fonctions entiéres d’ordre fini, 1l est clair que
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toutes les solutions de l’équation (2.2.2]) sont des fonctions entiéres, et si certains des coefficients
sont des fonctions transcendantes, alors la plupart des solutions de ’équation (2.2.2)) sont d’ordre
Question : Quelles sont les conditions sur A;(z) et H qui nous garantissent que chaque solu-
tion de ’équation (2.2.2)) est d’ordre infini.
Wang et Laine [10] ont étudié le probléme et ont déemontré les résultats suivants :

Théoréme 2.2. [10] Soit A;(z) = hj(2)efi®) (j = 0,..k — 1), ot Pj(2) = a;nz" + ... + ajo sont
des polynomes de degré n > 1, h;(z) sont des fonctions entiéres non nulles d’ordre strictement
inférieur a n, et H # 0 une fonction entiére avec p(H) < n. St les nombres complexes a;,(j =
0,..k — 1) sont distincts, alors toute solution de l’équation est d’ordre infini.

Exemple 2.2. Considérons l’équation différentielle :

f(4) + (23 . 2)6324](-(3) + e5iz4f/ + ez4f — 623
ona:n=4;p(z>—2)=0cet p(ezs) =3<4;a3 =3, aya = 51, agy = 1. Donc, les conditions du
Théoréme sont vérifiées. Alors toute solution de l’équation (2.2.2)) est d’ordre infini.

Lemme 2.6. [13] Supposons que fi(z), f2(2), ..., fu(2) (n = 2) sont des fonctions méromorphes et
91(2), 92(2), ..., gn(2) sont des fonctions entiéres vérifiant les conditions suivantes :

o ij(z)egj(z) =0
j=1
O ¢,(2) — gr(z) ne sont pas constantes pour 1 < j < k < n,
® pourl <j<n,1<h<k<n,
T(r, f;) = of{T(r, e %)}, (r = oo, r ¢ E) (2.2.3)

ou E est un ensemble de mesure linéaire finie
Alors

;=0 (j=1,2,..n) (2.2.4)

Lemme 2.7. [13] Supposons que fi(z), fa(2),..., fu(2) (n > 2) sont des fonctions méromorphes
linéairement indépendantes vérifiant I’égalité suivante :

ifj =1 (2.2.5)

Alors pour 1 < j<mn, on a

n

T(r, fj) < Z N(r, %) + N(r, f;) + N(r,D) = Y N(r, fx) = N(r, %) +S(r) (2.2.6)

k=1
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ot D est le déterminant Wronskien W (f1, fa, ..., fn),

S(r) = o(max {T'(r, fx)}), (r = oco,r ¢ E) (2.2.7)

1<k<n

E est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 2.8. Soit f(z) une fonction entiére, supposons que
g™ |fW(2)]
I

n’est pas bornée sur un certain rayon argz = 6 avec une constante p > 0. Alors il existe une
suite infinie de points {z, = rpe®} (n=1,2,...), ot r,, — oo telle que G(z) — oo et

‘f”’(zn)
O (z)

G(2) (2.2.8)

1 .
< —(1+o())rk j=0,.. k-1 2.2.9
(o) (2:29)

quand n — 0.

Preuve du Théoreme 2.2. Supposons que f est une solution de cwec p(f) =p < oo. Alors
n<p,si f® = H, on peut appliquer le Lemme pour conclure que hy f®) = 0 pour un certain s
(0<s<k—1) tel que hy Z 0, Alors f est un polynome de degré inférieur a s et donc H =0, c¢’est
une contraduction. Ainsi on peut supposer que f*) % H. Par le Lemme il facile de voir que
n < p puisque les fonctions exponentielles ePi(j = 0,1, ..k — 1) sont linéairement indépendantes.

D’apres le Lemme il eziste un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire tel que a si 0 €
0,2m)\E, alors 6(P;,0) # 0 pour tout 0 < j < k —1 et §(P; — P;,0) # 0 pour tout i,j avec
0<i<j<k-—1,siz=re avecr assez grand, alors chaque A;(z) vérifie les deur inégalités
(2.1.5) ou (2.1.6)).

D’apres le Lemme 2.1}, on a

f(j)(z)
f0(2)

Comme les aj, sont distincts, alors pour tout 6 € [0,2m)\E fixé, il existe précisément un
s €{0,....k — 1} tel que

<|z|f, 0<i<j<k, (2.2.10)

0(Ps,0) =60 :=max{6(F;,0) | j=0,....k—1} (2.2.11)
On note §; = max{d(P;,0) | j # s}, alors 6y < § et 0 # 0, on discute maintenant deuz cas :

1" cas  Supposons tout d’abord que o > 0, d’aprés le Lemme pour tout £ donné avec
0 < 3e <min{(d —01)\d,n — p(H)}, on a
|As(re®)| > exp {(1 —¢)or"} (2.2.12)

et
|A;j(re)| < exp{(1+¢e)6r"} (2.2.13)
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pour j # s et r suffisamment grand, on va maintenant montrer que

log™ | /' (2)|

[P+

(2.2.14)

est bornée sur le rayon {z : arg z = 0}. En supposant le contraire, alors d’aprés le lemme
il y a une suite des points {2, = r,e?} telle que r,, — +o0, et

log™ | £ (zm)|

e 00 (2.2.14)
J) .
‘f Zm <(L+oL)rsd, j=0,..5—1, (2.2.15)

D’apres (2.2.14)) et la deﬁmtwn de l’ordre, il est facile de voir que

‘f &z ' -0 (2.2.16)
pour m assez grand, de , on obtient
9 (2m) F I (zn) fs Y
|As(zm)| < (o) + oo+ |Asi1(2m)| o) + [As—1(zm)]
['(zm) H (2m)
+...+ [Ao(2) I'f(s S 1900 (2.2.17)

En utilisant (2.2.10]), (2.2.12)) et (2.2.13)), (2.2.15)), et la limite (2.2.16]), on conclut de l'inégalité
précédente que

exp{(1 —e1)6r™} < (k+ 1) exp{(1 + &,)0y 7"} (2.2.18)
ou M > 0 est une constante bornée, ce qui est une contradiction, par conséquent,

log™ |/ (2)]

ETEIE (2.2.19)

est bornée, et on a |f©)(2)] < Mexp{r’™+e} sur le rayon {z : argz = 0}, par le méme
raisonnement que dans la prewve du ([12], lemme 3.1), on peut immédiatement conclure que

1£(2)] < (14 o()r*|fO )] < (1 + o(1)) Mroe™™ ™™ < Mem™™ ™™ (2.2.20)

sur le rayon. argz = 6.
2°m¢ eas  Supposons maintenant que 6 < 0, de (2.2.2)), on a

£ £0) f H
— Ayl TR Al et Aof ~ o (2.2.21)
D’apreés le Lemme 2.2}, on a pour tout ¢ donné avec 0 < 3 < min{l,n — p(H)}, on a
|A;(re®)| < exp{(1 —e)dr"} (j=0,1,....k—1) (2.2.22)

pour r assez grand, comme dans le 1°" cas, on montre que
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log™ | f®¥)(2)]

P (2.2.23)

est bornée sur le rayon {z : arg z = 0}, supposons le contraire, de méme que dans le 1°" cas,
il résulte du lemme qu’il existe une séquence de points {z, = e} telle que

f(j)(zm) _j ‘
FO(ey| Srm (o) (7=0..k 1), (2.2.24)
H(zm)
FO | (2.2.25)

pour m assez grand. En substituant les inégalités (2.2.22) et (2.2.24]), (2.2.25)) dans (2.2.21)),
on trouve immédiatement une contradiction, Par conséquent, on a |f®(2)] < M exp{rrt)+2}
sur le rayon {z : argz = 0}, ce qui implique comme dans le 1°" cas que

1f(2)] < M exp{rr+2}, (2.2.26)

Ainsi pour tout 0 € [0,2m)\E, avec E est de mesure linéaire nulle, on obtient sur
le rayon {z : argz = 0} a condition que r soit suffisamment grand, alors d’aprés le Lemme
p(f) < p(H) + 2¢ < n, c’est une contraduction, donc toute solution transcendante de est
d’ordre infini.

Théoréme 2.3. [10] Soit Aj(2) = h;j(2)eli® (j =0,..k — 1), ot Pj(2) = ajnz" + ... + ajo sont
des polynomes de degré n > 1, h;(2) sont des fonctions entiéres non nulles d’ordre strictement
inférieur an, et H #Z 0 une fonction entiére avec p(H) < n, supposons qu’il existe deux coefficients
Ay(2) = he(2)eP*?) et Ay(2) = hy(2)eP ) tels que ag, = |as|e? et ay, = |am|e® 01 0 < s <t <
k—106,06, €[0,2m), 05 # 6y, hshy £ 0, et pour tout j # s,t, a;, = djas, ot 0 < d; <1, ou aj,
= djay, (0 < d; <1). Alors toute solution transcendante de l’équation (2.2.2)) est d’ordre infini.

Exemple 2.3. Soient les deux équations différentielles suivantes

O)
&+ COS(Z)€iZ4f/, + sin(z) <e3iz4f' + e2iz4f> = e
Ona:n=4 p(e’)=2;plcos(z)) = p(sin(z)) =1 < 4;3 ay, = aps = 2i et a, = a4 = 3i
tels que asy = %a04, 0U A9y = %aM.
Donc les conditions du Théoréme sont vérifiées, alors toute solution transcendante est
d’ordre infini.
@

f(4) + 326%z3—2f(3) + egz3+22+1fu + Z3e4iz3—2f/ + Zeiz3f _ 3

Ona:n=3 p(z)=pBz)=p(z*) =0<3, T am, = a3 =4i et ay, = agg = 3 tels que
(g3 = 1013 et azy = ga13, OU Qg3 = 2agy el g3 = 5az3

Donc les conditions du Théoréme sont vérifiées, alors toute solution transcendante est
d’ordre infini.
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Preuve du Théoréme 2.3. Supposons que [ est une solution transcendante de l'équation (2.2.2))
avec p(f) = p < oo.

Si p < n, alors il résulte de (2.2.2)) que

P
FOhe?® 4 fOn el 13" B, (2)eh ) 4 Z Cy(2)eto D) = P(2) (2.2.26)
u=1

ot By(u=1,....,p), Cp(v =1...q) sont des fonctions entiéres d’ordre strictement inférieur a n,
En rassemblant les termes du méme type, si nécessaire, alors on peut supposer que les coefficients
dju(u = 1,...,p) respectivement d;,(v = 1,...q) sont distincts et étant donné que 05, # 6; et
05,0, € [0,27), on peut conclure que dj, Py(2) — d;,Ps(2) sont des polynomes de degré n. En effet,

51 djytn, = djyQgy, 0N @

du
d

JU

Qi

0< — (0= (2.2.27)

a’S?’l

ce qui est impossible.

De méme, Py(z) — Py(z), Py(2) —d;, Ps(2) et Py(z Pt ) sont également des polynomes de
2 2. 26

degré n. Par conséquent, en appliquant le Lemme on déduit que fOh, = fOh, =0,
comme hghy £ 0, alors f doit etre un polynome de degré inférieur a s, donc H = 0, c’est une
contradiction.

Par conséquent, on peut supposer que f*) # H, D’aprés le Lemme si f®) £ H, alors
n < p puisque les fonctions exponetielles e, et edinP (y = 1,2,...,p) et elvPs (v =1,2,...,q)
sont linéairement indépendantes.

Comme 04 # 0;, d’apres les Lemmes et il existe un ensemble E C [0,2m) de mesure
linéaire nulle tel que pour tout 0 € E\[0,2m), les A;(re) vérifient (2.1.5) ou (2.1.6]), (2.2.10)
sont vérifiées et

5(P,,0) £ 6(P,,0), 6, :=max{d(P,,0),5(P,0)} #0 (2.2.28)

on applique aussi les notations 8,0, trouvées dans la démonstation du Théoréme[2.9

1" cas Tout d’abord supposons que dy > 0. On peut supposer que 6o = 0(Ps,0), de Uhypo-
thése sur a;,, on sait que §; < 0y = 6, donc (2.2.12]) et (2.2.13|) sont vérifiées d’aprés le Lemme
En utilisant le méme raisonnement que dans le 1" cas dans la démonstration du Théoreme

on obtient l'inégalité (2.2.26|) sur le rayon {z : argz = 6}.

2°m¢ cas  Enfin supposons que 02 < 0. Encore une fois par la condition sur a;,, on voit que
5 < 0. Par le méme argument utilisé dans le 2°™¢ cas dans la démonstration du Théoréme

on obtient a nouveau (2.2.26|).

Par conséquent, par le Lemme on obtient une contradiction, donc p(f) = oo.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions de certaines équations différen-
tielles linéaires dont les coefficients sont des fonctions entiéres. On a étudié les résultats ob-
tenus par Chen Zogxuan et Li Chunhong et Huang Xiaojun pour les équations différentielles
linéaires homogenes [[7]], [18] et wang et Laine pour les équations différentielles non homogenes
[9]], [10]. En imposant des conditions sur ces coefficients, et ils ont démontré que chaque solu-
tion est d’ordre infini.

Est il possible de généraliser les résultats de ce mémoire pour les équations & coefficients
des fonctions méromorphes. Et sous quelles conditions sur les coefficients ?



Bibliographie

1]

[9]
[10]
[11]
[12]

[13]

A. A. Goldberg, I. V. Ostrovskii, THE DISTRIBUTION OF VALUES OF MEROMORPHIC FUNC-
TIONS, Transl. Math. Monogr., vol. 236, Amer. Math. Soc., Providence RI, 2008.

E. Borel, SUR LES ZEROS DES FONCTIONS ENTIERE, Acta Mathematica. December
1897,20 :1964.

W. K. Hayman, MEROMORPHIC FUNCTIONS, Oxford Mathematical Monographs Clarendon
Press, Oxford 1964.

L.Yang, “ VALUE DISTRIBUTION THEORY, "Springer-Verlag, Berlin, 1993

G.G.Gundersen, “ESTIMATES FOR THE LOGARITHMIC DERIVATIVE OF A MEROMORPHIC
FUNCTION, PLUS SIMILAR ESTIMATES, Journal of the London Mathematical Society,vol.s2-
37,n0.121,pp.88-104,1998.

B. Belaidi, FONCTIONS ENTIERES ET THEORIE DE NEVANLINNA, Editions Al-Djazair, 2017.
Chen Zongxuan, THE GROWTH OF SOLUTIONS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION f”7 +
e *f"+ Q(z)f =0, Science in China (Series A), 2001, 31 : 775-784 (in Chinese)

Li Chunhong, Huang Xiaojun, ON THE GROWTH OF SOLUTIONS OF A CLASS OF
HIGH ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS (IN CHINESE), ACTA MATHEMATICA SCIENTIA,
2003,23A(6)

J.Wang and I.Laine, GROWTH OF SOLUTIONS OF SECOND ORDER LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS”Journal of Mathematical Analysis and Applications,vol.342,no.1,pp.39-51,2008.

J.Wang and I.Laine,“GROWTH OF SOLUTIONS OF NONHOMOGENEOUS LINEAR DIFFEREN-
TIAL EQUATIONS,Abstr.Appl.Anal.(2009),Art.ID 363927,1-11.

A.Markushevich, THEORY OF FUNCTIONS OF A COMPLEX VARIABLE,vol.2,Prentice-
Hall,Englewood Cliffs,NJ,USA,1965.

I.Laine and R.Yang,”FINITE ORDER SOLUTIONS OF COMPLEX LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS,”Electronic Journal of Differentail Equations,vol.2004,n0.65,pp.1-8,2004.

C.-C.Yang and H.-X.Yi,UNIQUENESS THEORY OF MEROMORPHIC FUNCTIONS,vol.557
of Mathematics and Its Applications,Kluwer Academic Publishers,Dordrecht,The Nether-
lands,2003.



	  Notions de base sur la théorie de Nevanlinna
	Formules de Jensen et de Poisson & Formule de Poisson-Jensen
	Fonction caractéristique de Nevanlinna
	Premier Théorème fondamental de Nevanlinna
	L'ordre et l'hyper-ordre d'une fonction méromorphe ou entière
	L'exposant et L'hyper-exposant de convergence des zéros d'une fonction méromorphe
	Deuxiéme Théorème fondamental de Nevanlinna

	Ordre de croissance des solutions des équations différentielles linéaires 
	L'ordre de croissance des solutions des équations différentielles linéaires homogène.
	L'ordre de croissance des solutions des équations différentielles linéaires non homogènes

	Bibliographie

