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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie la croissance des solutions méromorphes des équations différen-

tielles linéaires d’ordre supérieur

Ae(2) f% 4+ A4 1) fE D 4+ A(2)f + Ao(2)f = F(2),

et

A (2) f® 4+ Ay (2) [V 4+ A (2) f + Ao (2) f = Qe”,

avec les coefficients A;(z), (j = 0,1,...,k) et les fonctions F(z), P(z) et Q(z) sont des
fonctions entiéres d’ordre de croissance fini et la condition qu’il existe un coefficient A(z2),
(0 < s < k) d’ordre maximal. On obtient quelques estimations sur I’hyper-ordre et ’hyper-

exposant de convergence des zéros de ces solutions.

Abstract

In this thesis, we study the growth of meromorphic solutions of higher order linear differential

equations

A (2) f® + A 1) fF D 4+ A(2)f + Ag(2)f = F(2),

and
Ap (2) fO 4+ Ay (2) fO D+ L4 AL (2) f + Ao (2) f = Qe

where the coefficients A;(z), (j = 0,1, ..., k) and the functions F'(z), P(z) and Q)(z) are entire
functions of finite order and the condition that there exists a coefficient A4(z), (0 < s < k)
of maximal order. We obtain some estimates on the hyper-order and the hyper-exponent of

convergence of the zeros of these solutions.
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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna ou la théorie de la distribution des valeurs d’une fonction
méromorphe était fondée par le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna au début du 20°™°
siecle. Cette théorie joue un role trés important dans I’étude de la croissance des solutions

des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Beaucoup d’études ont été faites sur la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes complexes. Elles concernent les problemes de la répartition des zéros et les applica-
tions de la théorie de distribution des valeurs dans ’étude de comportement asymptotique
des solutions des équations différentielles. Parmi les mathématiciens qui ont contribué au

développement de cette théorie, on cite : R. Nevanlinna, G. Gunderson, C. C. Yang,...etc.

Ce mémoire est réparti en une introduction et deux chapitres. Dans le premier chapitre,
on commence par la présentation de la formule de Jensen qui est la base de la théorie de
Nevanlinna. Puis, on cite les définitions des fonctions N (r, f), m (r, f), T (r, f) avec des
propriétés. En suite, on traite le premier théoréme de Nevanlinna qui est une conséquence de
la formule de Jensen et quelques notions ,notations et définitions fondamentales de la théorie
de Nevanlinna,...etc . Ces derniers sont utilisés dans la suite de ce travail.

Le deuxiéme chapitre se base sur deux théorémes. On commence par le premier théoréme,

qui étude la coissance des solutions de I’équation différentielle linéaire non homogeéne
A () O+ A1 () f5 D b L A()f + Ao(2)f = F (2),

puis le deuxiéme théoréme qui aborde la croissance des solutions de ’équation différen-

tielle linéaire non homogeéne
Ag (2) fP 4+ A (2) 5V 4+ A (2) f1 4 Ao (2) f = Qe

ou A;(2) (1 =0,1,....k), F(z) et Q(z) # 0 sont des fonctions entieres d’ordre finie et P(z)

est une fonction entiére transcendante.




Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.
Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va donner les définitions de base de la théorie de Nevanlinna sur
les fonctions méromorphes et de rappeler quelques propriétés sur la croissance des fonctions

méromorphes. Pour plus de détails voir ([11], [13], [16]) .

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 (Fonction méromorphe) Une fonction méromorphe est une fonction
holomorphe dans tout le plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés

dont chacun est un pole pour la fonction.

Remarque 1.1.1 En pratique, on peut considérer une fonction méromorphe comme le quo-
tient de deux fonctions entiéres.

z

e
Exemple 1.1.1 Les fonctions — et tanz sont des fonctions méromorphes.
z

Définition 1.1.2 (Fonction transcendante) Les fonctions transcendantes sont des fonc-

tions qui ne sont pas algébriques comme : €, cos z,sin 2, ...etc

Définition 1.1.3 (Fonction méromorphe transcendante) Une fonction méromorphe

transcendante est une fonction qui n’est pas rationnelle.

Théoréme 1.1.1 (La formule de Jensen) ([15]) Soit f une fonction méromorphe telle

que f(0) # 0,00 et ay,as,--- (respectivement by, bs, - ) ses zéros (respectivement ses poles),
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chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

2T
1 ; r r
lo2(1/(O) = 5= [ o |re) do = 3 logr+ Y lom i
0 laj|<r J [bj|<r J

Preuve. On démontre le théoréme lorsque f n’admet ni zéros ni poles sur le cercle |z| = r.

Considérons la fonction )

rt—a;z
B \aj|<rr(z_a’j)
()= ) M

[bj|<r r (Z - b])
Alors, g # 0,00 dans le disque |z| < 7, et In|g (2)| est une fonction harmonique. D’apres la

formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a

2
1 )
In|g (0)] = %/ln |g (rew)| dep. (1.1.1)
0
D’autre part,
,
laj|<r ’&]‘
19 (0)] = [ (0)] T
‘bj|<7’ |b.7|
d’ou
r r
loglg (0)| =log | (0)| + }_ log—— > log . (1.1.2)
) |a;] _ 10,1
laj|<r |bj|<r
Pour z = re’, on a pour tout a; et b;
rP—az | _|2Z-az | _|z(E—ay)| _ - 72 —biz
r(z—a;)| |r(z—a;)| |r(z—q) r(z=b)|
D’ou
|9 (re?)| = [ (re®)] -
De ([1.1.1)) et (1.1.2)), on obtient la formule de Jensen.
Définition 1.1.4 ([15]) Pour tout réel x > 0, on définit
log x, six > 1,

logt z = log z,0) =
og" v = max(logz,0) {0, si 0< x<1.

Lemme 1.1.1 ([15]) On a les propriétés suivantes
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(a) logz < logtx

(b) log"z <loghy (0 <z <y).
(c) logz =log™ x —log* L.

(

d) |logz| =log™  + log™ 1.

(e) log™ x (

n
zi | < S logt ;.
j=1 j=1

s

n

(f) log* (Z xj> < > logt z; + logn.
=1

J=1

Définition 1.1.5 ([19]) (La fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. On dé-

finit la fonction a—points de f par

Sia # oo
Sia = 00

N(r, f) = N(r,00,f) :/Tn(t,oojf)_n(o’oo’f)dﬂn(ﬁoo,f)logr

0 t

Exemple 1.1.2 Considérons la fonction f(z) =e*2z"" a € C*, m e N* et|z| <t.

On an(t,oo, f) =m carn(t,00,e**) =0 et n(t,00,z2~™) = m. Alors

N (r, f)= /Orn(t’oqn;n(o’oo’f)dt—i-n(r,oo,f)logr—mlogr.

Définition 1.1.6 ([15]) (La fonction a-points distincts) On définit la fonction a—points

distincts de f par
St a # oo

N(r,a, f) =N (r, 7 i a) = /07“ nlt,a f) ; n(0,a, f)dt+ﬁ(0,a, f)logr.

St a =00

N(r,00, f) = N (r, f) :== dt + (0, 00, f)logr.

/T n(t, 00, f) — n(0, 00, f)
0 t

Remarque 1.1.2 Si f une fonction entiére, alors N (r, f) = N (r, f) = 0.
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Définition 1.1.7 ([11],[15]) (La fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe
tel que f # a € C. On définit la fonction de proximité de f par

2w

1 1
0= g [ (=

0

et
2T

% /logJr |f(rei‘p)} dop.

0

m(r, 00, f) = m(r, f) =

Exemple 1.1.3 Soit la fonction f(z) =e**z7" a € C*, m e N* et |z| <t. Alors, on a
1 27
m(r, f) = —/logJr ‘f(reia)}d&
2m

_ lOg on“cose.rfm) de

VB w\:\

= o (ar cos — mlogr)dd

ar
= — — —logr.
T

|
') SMM

Proposition 1.1.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe représentée par la sérié de Laurent

a l'origine
+oo
f(z) = chzj, cm €CY, meZ, z€C.
j=m
Alors

2w
log |cm| = %/o log ‘f(rei“")‘ dp+ N (r,f)— N (r, %) )

Définition 1.1.8 ([11],[15]) (La fonction caractéristique) Soit f une fonction méro-

morphe. On définit la fonction caractéristique de Nevanlinna de f par

T(r, f) = m(r, f) + N(r, ).

Exemple 1.1.4 Soit la fonction f(z) =e*2z"" a € C*, m e N* et|z| <t. Alors

T(r,f) = m(rf)+N(r[)

ar m

= — — —logr+mlogr
T 2

= %+—logr
s 2 '

Remarque 1.1.3 La fonction caractéristique de Nevanlinna permet de mesurer la croissance

d’une fonction méromorphe.
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1.1.1 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.1.2 ([11]) Soit f une fonction méromorphe tel que f # a € C et soit le

développement Laurent de fonction f — a autour de l’origine
+00 ‘
f(z)—a:chz], cm #0, meZ, zeC.
j=m

Donc,

1
T ( ) (. ) —log lem| + ¢ (r.0)
ol

| (r,a)] <log™ |a| + In2.

Preuve. Premierement, montrons le théoréme pour a = 0. D’aprés la proposition 1.1.1 et la

propriété (c) du lemme 1.1.1, nous avons

2m
log || = %/g 10g|f(7“ew)}dg0—|—N(T, f)—N (7“, %)
1

1 21 i 1 27 1
- %/ log |/(re W‘%/o 1°g|f<rew>|d“”‘N<“?)
= WD) =m0 )N ) - N (1)

_ m(r,f)—m(r,%)+N(r,f)—N(r,%).

Ainsi,
1
m(r,f)—i-N(T,f) m (r, f) + N (r, f)
D’ou
1
T (r, ?) =T (r, f) —log|cm|.
Ici ¢ (r,0) = 0.

Montrons le théoréme dans le cas général a # 0. Posons h = f — a. Dans ce cas, nous avons
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Nous avons aussi

log® |h| = log™ |f — a| <log™ |f| +log™ |a| + log 2.

log" || =log™ |l +a| <log™ |h] +log" |a] +log 2.

En intégrant ces deux inégalités, on obtient

m (r,h) <m(r, f) +log" |a| + log 2.

m (r, f) < m(r,h) +log" |a|] + log 2.

En posant ¢ (r,a) = m (r,h) —m (r, f), on trouve

— (log™ |a] 4+ 10g 2) < ¢ (r,a) <log™ |a| + log 2.

Dot | (r,a)| < log™ |a| + log 2.

Ainsi,

() ()
= m(r,h) + N (r,h) —log |cn|
= m(r, f)+ N (r, f) +¢(r,a) —log|cy|
= T(r,f)+¢(ra) —loglen|.

Remarque 1.1.4 Le premier théoréme fondamental de Nevanlinna peut étre exprimé comme

suit

T<T’fia> =T(r,f)+0(1),r — +o0.



1.2 La croissance et la distribution des valeurs d’une fonction entiére ou
méromorphe 8

Proposition 1.1.2 ([11], [1]]) Soient f, f1, fa, - , fu des fonctions méromorphes et a, b, c,d €
C telles que ad — be # 0. Alors

1) T(T,ij) < ZT(r,fj) + Inn, pour n > 1.

j=1
2) T(r H <ZT r, fj), pourmn > 1.
3)TT mT( f), m e N*.

( a}vi(g) T(r,f)+0(1), f # =2,

1.2 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction entiére ou méromorphe

1.2.1 L’ordre et ’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.2.1 ([11], [15]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre de f par

log T'(r, f)
U=t =

Si f est fonction entiére alors

_ ———loglog M(r, f)
p(f) o TEI—POO lOgT

Y

ou M(r, f) = 1‘rn|ax|f( )|

Définition 1.2.2 ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’hyper-ordre de f

par
—loglog T'(r, f)
— Tim —=0—o=\hJJ
plf) = B ==
et si f est fonction entiére
logloglog M (r, f
palf) = T J)

r—+00 logr
Exemple 1.2.1 La fonction f(z) = e**, a € C*.

log T (r, f)
m ——
r—+00 log r
10g ar

p(f) =

= lim
r—+o00 logr

log ar — logm

= 1m
r—+o00 log r

=1
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et

1.2.2 L’ordre inférieur

Définition 1.2.3 ([71]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre inférieur de f

par
. logT (r, f
r—400 ogr

St f est une fonction entiére, alors

log log M
sy logr

Exemple 1.2.2 Considérons la fonction f (z) = e* ,z € C*. Alors

. logT (r,e?
p(f) = lim %
r—400 ogr
. logz
= lim B
r—+oo logr
=1

1.2.3 L’exposant de convergence et I’hyper-exposant de conver-
gence

Définition 1.2.4 ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant de conver-
gence des zéros et des zéros distincts respectivement par
log N (r, %)
A(f)= lim ————=

r—+oo  logr

et o
_ _ logN (7’, %)
Af) = lim —————~.
(7) r— oo logr

ot N (7“, %) et N (T, %) sont les fonctions densités des zéros et des zéros distincts respecti-

vement dans le disque {z : |z| < r}.

Exemple 1.2.3 Considérons la fonction f (z) = e*,z € C*. Alors
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Définition 1.2.5 ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe. On définit I’hyper-exposant

de convergence des zéros et des zéros distincts de fonction f respectivement par

loglog N (r, %)

A2 (f) - TEE_HOO logr

)

loglog N (r, %)
)\2 (f) - TEI—POO IOgT '

1.2.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la densité des
ensembles

Définition 1.2.6 ([13]) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) est définie par

7mm:/ﬁ

B
Définition 1.2.7 ([15) La mesure logarithmique d’un ensemble E C [1,+00) est définie par

dt

my (E) = ;

E
Exemple 1.2.4 La mesure logarithmique de l’ensemble E = [1,¢e°] C [1, +o00].

6

dt [ dt .
WMQZ/TZ T =gl =6
E 1

Définition 1.2.8 ([13]) La densité supérieure d’un ensemble E C [0,+00) est définie par

dens (E) = lim M

r——+00 T

Définition 1.2.9 ([13]) La densité inférieure d’un ensemble E C [0,+00) est définie par

dens (E) = lim M

r—-+00 T
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1.2.5 Le Lemme de la dérivée logarithmique

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) ([11]) Soit f une fonction méromorphe trans-

cendante. Alors

- ( f7) = S(r, f) = o(T(r, )).

ot S(r, f) = O(logT(r, f)+logr) a Uextérieur d’un ensemble E C (0,+00) de mesure linéaire
finie.
Si f est d’ordre fini, alors

m (n %) = ottogn).

Corollaire 1.2.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k € N*. Alors

(k)
m <r, fT) =S(r, f).

1.3 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron
+00
Définition 1.3.1 (L’indice central) ([15]) Soit f(z) = > a,2" une fonction entiére. Pour
n=0
+00
tout > 0 la série Y |a,|r"™ est convergente. D’ow lilil la,| ™ = 0 et le terme mazimal

n=0
w(r) = max{|a,|r™; n € N} est bien défini. On définit l'indice central de la fonction f par

vi(r) = max{m : u(r) = |a,|r™}.

Exemple 1.3.1 Soit P(z) = a,2" + -+ + ag, a, # 0. Alors p(r) = max{|a;|r; j =

0,---,n} = |a,|r™, r assez grand, et par conséquent
vp(r) = max{m : |a,|r™ = |a,| ™} = n.

Proposition 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction entiére d’ordre p(f). Alors

- logvs(r) T log log M (r, f)
r—too  logr rtoo log r '
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1.4 Théoréme de factorisation de Hadamard

Définition 1.4.1 (Produit canonique) ([13], [16]) Soit f une fonction méromorphe trans-

cendante et soient zy, z2,.. ses zéros avec 0 < |z1| < |z9| < ... Soit p Uentier minimal tel que

la série
>t
— |Zn|p+1
converge. On appelle
E(u,0) = (1—u),
u? uP
E(u,p) = (1—u)exp(u+ 5 bt ?) p=12,..

des facteurs principauz. Le produit infini
=z
p(z) = HE(Z—,p),
n=1 n

converge uniformément dans chaque domaine borné dans C et par suite P(z) s’appelle le
produit canonique de f formé a partir des zéros de f . L’entier p est appelé le genre du

produit canonique.

Théoréme 1.4.1 ([16]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini p (f) et soient {ay as, ...}
et {by.ba, ...} les zéros et les poles de f dans C\ {0}, respectivement. Supposons que f a une
représentation

f(z) =" + 2™+ (e £ 0),

au voisinage de z = 0. Alors

) = 2FeQ(2) P (2)
£ () G

avec @) (z) est un polynéme de degré inférieur ou égal a p(f) et Py (z) et Py(z) sont des

produits canoniques de f formés des zéros et des poles non nuls de f .



Chapitre 2

Estimation de ’hyper-ordre des
solutions méromorphes des équations
différentielles complexes d’ordre
supérieur

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié la croissance des solutions de 1’équation différentielle linéaire

d’ordre supérieur
FO 4+ A1 () fD 4+ A2) f + Ao(2)f = F(2), (2.1.1)

ou Aj(z) (j =0,1,--- ,k—1), F(2)(# 0) sont des fonctions entiéres (ou fonctions méro-
morphes) et ils ont obtenu des résultats intéressants, (voir par exemple [2], [3], [4], [12], [13],
[14], [15], [I7]]). Dans [15], Wang, et Liu ont étudié les propriétés des solutions de 'équation
quand il existe un coefficient A,(z) (0 < s < k — 1) vérifiant la condition u(A,) < 3
et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.1.1 ([15]) Supposons que Ay (2),..., Ax_1(2), F (z) sont des fonctions méro-
morphes d’ordre finie. S’il existe s € {0,1,...,k — 1} tel que

p=max{p(4). G #9)p ()0 ()} <man <5,

alors
(i) Toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (2.1.1)), dont les poles sont de
multiplicité uniformément bornée, satisfait p(As) < py(f) < p( As). En outre si F' # 0,
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alors on a
1 (As) < X (f) = Xa(f) = po () < p(Ay).

(i1) Si s > 2, alors toute solution méromorphe non-transcendante f de 'équation (2.1.1)) est
un polynome de degré deg f < s—1. Si s =0 ou s = 1, alors toute solution non-constante f

de ’équation (2.1.1)) est une fonction transcendante.

Si F' (z) est d’ordre infini, Wang et Liu [15] ont considéré I’équation différentielle linéaire

fO LA )PV 4 L+ A (2) f 4+ A (2) f = QeP (2.1.2)

ouA;(2)(j=0,1,...k —1),Q (2) # 0 sont des fonctions méromorphes et P est une fonction

entiére transcendante et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.1.2 ([15]) Supposons que Ay (2), ..., Ax—1(2),Q () # 0 sont des fonctions mé-

romorphes d’ordre finie, P est fonction entiére transcendante tel que

max {p (P)p(@ (4. 005 < k-1 (1) F<mian < 5.

Alors, toute solution f de léquation (2.1.2)) est une fonction transcendante, et toute solu-
tion méromorphe transcendante f de l'équation (2.1.2)), dont les poles sont de multiplicité
uniformément bornée, satisfait ju(Ag) < Ao (f) = X2 (f) = po (f) < p(Ao).

Pour k£ > 2, on considére les équations différentielles linéaires
A2 P + A1 () fED 4 A () + Ao(2) f = F(2), (2.1.3)

ou A;(2),(j =0,1,--- k), F(2) sont des fonctions entiéres telles que Ag(z)Ax(2)F (2) # 0,
et
A2 P+ Aa () f Y 4+ AR) o+ Ao(2) f = Qe (2.1.4)

lorsque A;(z),(j =0,1,--- k), Q(2)( 0) sont des fonctions entiéres et P est une fonction
entiére transcendante.

On sait que si Ay (z) = 1, alors toutes les solutions de I’équation sont des fonctions
entiéres, mais si Ay (z) est une fonction entiére non constante, alors I’équation peut
posséder des solutions méromorphes. Par exemple I’équation

1 1
2f"+4f" + (—1 - 522 — z> e *f + <<1 — 522 + 2z> e %+ 263"’) f
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1 1
= (—1 — 522 - z) e * -+ (z — 523 + 2z2> e % 4 2

admet une solution méromorphe f (z) = %eez + z.

D’apres les résultats des deux théorémes précédents, on pose la question : peut-on avoir les
mémes propriétés que dans le Théoréme 2.1.1 pour I’équation différentielle linéaire s’il
existe un coefficient A4(2) (0 < s < k) sous la condition p(A,) < 1?7 et deuxiemement, qu’est-
ce qu'on peut dire sur la croissance des solutions méromorphes de ’équation différentielle
linéaire lorsque A;(z), (j =0,1,--- ,k), Q(2)(# 0) sont des fonctions entieres et P est
une fonction entiére transcendante ?

L’objectif principal de cette partie est d’examiner les questions ci-dessus en étudiant les

résultats du travail de Ferraoun et Belaidi [§] qui ont généralisé les Théorémes précédents

aux équations (2.1.3) et (2.1.4)).

En fait, nous allons détailler les preuves des résultats suivants.

Théoréme 2.1.3 ([§]) Supposons que Ay (z), ..., Ax (2), F (2) (# 0) sont des fonctions en-
tieres d’ordre fini. S’il existe s € {0,1,....,k — 1} tel que

o =max{p(4;),(j # ). p(F)} < p(A) < 5. (2.1.5)

N | —

alors,

(1) Toute solution méromorphe transcendante f, telle que G) < u(f), de léquation ([2.1.3))
vérifie 1(As) < po(f) < p(Ay). En outre, si F # 0, alors on a u(As) < Xao(f) = Xao(f) =
pa(f) < p(Ay).

(11) Si s > 2, alors toute solution rationnelle f de ’équation (2.1.3)) est un polynéme de degré

deg f < s—1. 85 =0 ou 1, alors toute solution non constante (2.1.3|) est transcendante.

Corollaire 2.1.1 ([§]) Supposons que Ay (2),..., Ax (2), F (2) (# 0) sont des fonctions en-
tieres. S’il existe s € {0,1;...,k} tel que

a:max{p(Aj),(j;és),p(F)} <ﬂ<As) :p<As) <

N | —

Alors toute solution méromorphe transcendante f, telle que A (%) < u(f), de léquation

[.1.3) vérifie Aa(f) = Xa(f) = po(f) = p(Ay), et toute solution rationnelle f(z) de I'équation
(2.1.3)) est un polynome de degré deg f < s — 1.
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Théoréme 2.1.4 ([8]) Supposons que Ay (2), ..., Ax (2),Q (2) (# 0) sont des fonctions en-

tieres d’ordre fini et P est fonction entiére transcendante telle que

max {p (P),p(Q),p(4;),(1<j<k)} <p(do) <5 (2.1.6)

N —

Alors toute solution f de l’équation (2.1.4)) est transcendante, et toute solution méromorphe f,

telle que A\ G) < u(f), de l’équation vérifie u(Ao) < Xa(f) = Xa(f) = po(f) < p(Ay).

Corollaire 2.1.2 ([8]) Supposons que Ay (2), ..., Ar—1 (2),Q (2) ( 0) sont des fonctions en-

tieres d’ordre fini et P est fonction entiére transcendante telle que

N | —

max {p (P),p(Q),p(4;),(0<j <k)} <p(Ay) =p(do) <

Alors toute solution f(z) de l’équation (2.1.4) est transcendante, et toute solution méromorphe
J telle que X () < pu(f), de Véquation @TA) vérifie a(f) = Aa(f) = palf) = p(Ao).

Remarque 2.1.1 Les Théoréme 2.1.3 et Théoréme 2.1.4 sont la généralisation des Théoréme

2.1.1 et Théoréme 2.1.2 de Wang et Liu [15] et Théoréme 1.8 de Zang et Tu [17].

2.2 Lemmes préliminaires

Pour démontrer nos résultats, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 ([9) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et soit o >
1, une constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C (1,4+00) de mesure logarithmique
finie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de v et (m,n) (m,n € {0,1,---  k})

m < n tels que pour tout z avec |z| =1 ¢ [0,1] U Ey, on a

()
f(z)

<B <M(mga r) log T(ar, f))nm.

Lemme 2.2.2 ([6]) Soit f(z) = 28 une fonction méromorphe, telle que g(z) et d(z) sont
des fonctions entiéres vérifiant p(g) = u(f) = p < p(g) = p(f) < 400 et A(d) = p(d) =
/\(%) < p. Alors il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que

pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U Ey et |g(2)| = M(r,g9) on a

<r*, (s€N).
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Lemme 2.2.3 ([10]) Soient g : [0,+00) — R et h : [0,400) — R des fonctions monotones
croissantes telles que g(r) < h(r) pour tout r ¢ E3U[0,1], ot E3 C (1,400) est un ensemble
de mesure logarithmique finie. Alors, pour tout o > 1, il existe ro = 1o(ar) > 0 tel que

g(r) < h(ar) pour tout r > ry.

Lemme 2.2.4 ([6]) Soit f(z) = % une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des fonc-
tions entieres telles que pu(g) = p(f) = p < p(g) = p(f) < +o0 et A(d) = p(d) = /\(%) < jh.
Alors il existe un ensemble E; C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z

vérifiant || =r ¢ [0, 1] U Ey et |g(z)| = M(r,g), on a

f(2) _ (velr)
-

ot v,(r) est Uindice central de g(z).

)n<1+o<1>>, (n>1),

Lemme 2.2.5 ([3]) Soit g(z) une fonction entiére d’ordre p(g) = a < oo. Alors pour tout
e > 0, il existe un ensemble E5 C [1,400) d’une mesure linéaire finie et mesure logarithmique

finie, tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U Es5, on a
exp{—r*"} < [g(2)] < exp{r®T}.

Lemme 2.2.6 ([7)) Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini, avec l’hyper ordre py(g) = p,

et vy(r) est lindice central de g(z). Alors

T log log v4(r)

r—too  logr - P

Lemme 2.2.7 ([1]) Soit g(z) une fonction entiére avec 0 < pu(g) < 1. Alors pour tout
a € (u(g),1), il existe un ensemble Fg C [0,00) tel que

log densEg > 1 — M,

«

ot Eg = {r € [0,00) : m(r) > M(r)cosma}, m(r) = |i‘nf log|g(z)|, M(r) = sup log |g(z)].
Z|=r |z|=r

Lemme 2.2.8 ([8]) Soit f(z) une fonction enticre telle que p(f) < 5. Alors pour tout e > 0

donné, il existe un ensemble E; C (1,+00) avec logdensE,; > 0, tel que pour tout z vérifiant

|z| =r € Er, ona

[f(2)] = exp{r/)=e}.
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1
Preuve. Soit oy = %(f) Alors d’aprés le Lemme 2.2.7, il existe un ensemble H avec

log densH > 1 — 1) tel que pour tout z vérifiant |z| =r € H,on a

log|f(2)| > cos(mag)log M (r, f). (2.2.1)

D’apreés la définition de I'ordre inférieur, pour tout € > 0 donné, il existe r; > 0 tel que pour
r > 7y, ona
log M (r, f) > =5, (2.2.2)

Comme .
cos(mag)r)—3

rﬂ(f)*s

alors, de (2.2.1) — (2.2.3)), il existe m2(> 71), tel que pour tout z vérifiant |z| =r € H\[0, 2],

— 400, (r — +00), (2.2.3)

on obtient

|£(2)] > exp{cos(mag)r*V) 72} > exp{r/~}.

Posons F; = H N [ry, +00], alors log densE; > 0.

Lemme 2.2.9 ([16]) Soit f,g deuz fonctions méromorphes non constantes avec p(f) est

Vordre de f et pu(g) est l'ordre inférieure de g. Alors on a

1 (f+g) <max{p(f),u(9)}

et
p(fg) <max{p(f),u(9)}-

Sip(g) > p(f), alors on obtient

w(f+9)=n(fg)=n(g).

2.3 Preuve de Théoréme 2.1.3

(i) Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation ([2.1.3)) telle
que (%) < pu(f).
De l’équation ([2.1.3)) on obtient

1
76)

—A,(2) = [Ay (2) f®) + Ay (2) F5 + o A (2) fETD

FA () [V L+ AR+ A () f+F
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(k) (k-1) (s+1)
= 1.0 < || [ [T+ e ol D+t 1 1|
f(s—l) ! F
+|As—1 (2)] 7 + ...+ |4 (2)] 7 + |40 (2)| + ‘TH (2.3.1)

D’aprés le Lemme 2.2.1, il existe une constante B > 0 et un ensemble F; C (1,4+00) de

mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifient |z| = r ¢ [0, 1] U £}, nous avons

log? r

log T (2r, f))

IN
o
~~
N
S
=
=

r

N
e

IN
o
S
=
s
B
=
—
AN
<
AN
oyl

(2.3.2)

Puisque A <%> < p(f), alors d’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, on peut

g9(2)
d(z)

écrire f sous la forme f (z) = , avec g (z) et d(z) sont deux fonctions entiéres vérifiant

0 (9) = 1 (f) = 1 < p(g) = plf). p<d>=A(§) <u

Alors, d’apres lemme 2.2.2, il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout |z| =r ¢ [0,1] U Ey et |g (2)] = M (r,g) et pour z suffisament grand,

on a

<%, (2.3.3)

f(2)
f¥ (2)
De (2.1.5)) , pour tout € donné vérifiant 0 < 2 < p(As) — «, on obtient pour r suffisamment

grand

loglog M (r, A;) catc ot Tm loglog M (r, F)

<a+te
r—400 log r r—+00 log r

ce qui implique

|4; (z)] < exp {7"““} , (#s), |F(2)] <exp {ra+5} ) (2.3.4)
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D’apres le lemme 2.2.8, pour tout € > 0, il exsite un ensemble E; C (1, +00) avec log densF, >

0, tel que pour tout z vérifient |z| = r € E7, on a

| A (2)] > exp {r#1)= (2.3.5)

Puisque p(d) = A (%) < p(f)=p(g), alors pour tout € vérifiant 0 < 2e < p(f) — A (%) et

pour r suffisamment grand, on obtient

F(z)| |d(z) . :M .
‘f(Z) _'g(z) FN =377y 1P G
exp {rp(d)+a} .
S Wexp{r }
A3y
expir
= exp{{ru(f)—a}} exp {r*}
< e it (2.3.6)

Soit Fg = F7\ ([0,1] U E1 U Ey) . Alors on a logdensEg > 0. Donc, en substituant (2.3.2)) —
(2.3.6) dans (2.3.1]), pour tout z vérifiant |z| =r € Eg et |g (z)| = M (r,g), on obtient
exp {r*A)= b < || [exp {r**<} B(T (2r, f))F! +exp {r**} B(T (2r, f))*"
+...+exp {r**} B(T (2r, NF 4 exp {ro*=} B(T (2r, f))krt
+..+exp {r*t} B(T (2r, /)" +exp {r*™} +exp {r*te}],

ce qui implique
exp {47 < B (k+ 1) r* (T (2r, f)) T exp {rte}. (2.3.7)
De (2.3.7) et le Lemme 2.2.3, on obtient

1(As) —e < py(f).

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors on a

p(As) < py ()

Maintenant, on démontre que p,(f) < p (As). Nous pouvons écrire (2.1.3) comme
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(k) (k—1) (s+1)
— Ay, (z)fT = A1 (2) / 7 + .+ A (2) / 7
A, ()] ;) A2 (;_1) bt A (2) f7 + Ay (2) — ? (2.3.8)

D’apres le Lemme 2.2.4, il existe un ensemble £, C (1, +00) de mesure logarithmique finie tel

que pour tout |z| =r ¢ [0,1]U Ey et |g (z)| = M (r, g) , nous avons

f9 () (vg(r) J . o
7(2) —( B ) (I+0(1),(G=1,...k). (2.3.9)

Pour tout £ > 0 donné et pour r suffisament grand, on a

|A; (2)] <exp {rPA)tel 5 =0, k-1 (2.3.10)

Par lemme 2.2.5, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble F5 C (1,+00) de mesure

logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Ej, nous avons :

|Ag ()] > exp { =" > exp { —prlAdtel (2.3.11)

De (2.3.8)) et (2.3.9)), on obtient

S 45 () (J) (L4 0(1)) + A (2) — 2C)

z

_ (v%r))’“ (1+40(1) = A:(z)

il s’en suit

J=1

ZIGAN I LIS~ 4 o229V 1o 4| EG
‘( . >‘|(1+ W)l < s [;mj(n( O ol + (a1 + |7
(2.3.12)

Par (2.3.6) et (2.3.10) — (2.3.12), pour tout z satisfait |z| = r ¢ [0,1] U E4 U E5 et |g (2)| =

M (r,g), on obtient
vg (1) g
z

(=)

ce qui implique

(1 +0(1))]

k—1
(L4 o()] < exp{r09+e) [Zexp{rpwsws}
j=1

+exp {TP(AS)Jra} +exp {r*T°}],
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(14+0(1) < (k+1) |(1+o0(1))|exp {TP(AS)+6}.

(4 (o4)°

D’ou

(") 16+ o)l < b+ DI+ o] exp {7477},

z

Donc,

T loglog vy (1)
r—+o00 log r

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (2.3.13)) et le Lemme 2.2.6, on obtient

< p(A,) +e. (2.3.13)

pa(9) < p(As),

Finalement, on a

Soit ' # 0. Maintenant, nous prouvons g (f) = A2(f) = po(f). De (2.1.3)), on obtient

) (k1) /
% = % (Aka+Ak—1f 7 + ...+ A (2)7+A0) : (2.3.14)

Si f admet comme zéro zy d’ordre (> k), alors ' admet nécessairement comme zéro zg

d’ordre v — k. D’o1i, on obtient

(:4) < s 3) e (c4),
N (r, %) < kN <r, %) +N (r, %) . (2.3.15)

Par (2.3.14]), on obtient d’apres le Lemme de la dérivée logarithmique ([11])

m <r, %) <m (7“, %) + Zk;m(r, A)+ 0 (logrT (r, ), (r ¢ E). (2.3.16)
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ol E est un ensemble de mesure linéaire finie. De (2.3.15]) et (2.3.16]), on obtient

N (r, %) +m (r, %) <kN (r, %) +N (r, %) +m (r, %) +]Zk;m(r, A))+O (logrT (r, f))

ce qui donne

T (7", %) — T(r, )+O(1) < kN (7‘, %) T (r, %) +iT (r, A,)+0 (log T (r, ) , (r & E).

J=0

Ainsi

T (r,f) < kN (7", %) +T(r,F)+ ZT(T, AN+ O (logrT (r, f)),(r ¢ E). (2.3.17)

Pour r sufisamment grand et pour € > 0, on a

O (logrT (r, f))=0(T (r,f)), (2.3.18)

k
T(r,F)+Y T(r,A;) < r/ddtep Yy prldore
j:() j:0
< (k+2) it (2.3.19)

D’ow, de (2.3.17) , (2.3.18)) et (2.3.19)), pour r sufisamment grand et r ¢ E, on obtient

T(r, )= OllogrT (1) < KN (13 ) + (4 2) 05

N (1 ~ O(logrT (r, f))

T ) o< (

1

) + (]{3 + 2) Tp(As)+s7

d’ou

Comme \o(f) < py(f), on obtient

M(As) < 5\2(f> - )‘2(f) - pQ(f) < p(As)'

(ii) Supposons que f est une solution rationnelle de (2.1.3)) . Si f est une fonction rationnelle,
qui a un pole a zy de degré m > 1, ou f(z) est un polyndéme de degré deg f > s, alors

f®)(z) #£ 0. De (2.1.3)), on obtient
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f (k) f(k 1) f(erl)
4.1 < 1 O |+ s 01 D+t e 0|
f(s—l) f 1

Alors, en substituant ( et (2.3.5)) dans ([2.3.20]), on obtient

exp {r“(As)’s} < (k+1)r"exp {rote},
o M est un constant. C’est une contradiction. D’ot, f(2) est un polynéme de degré deg f <
s —1.
Sis=0oul et f(z) est une solution polynomiale de (2.1.3)), alors de (i), on obtient deg f <

s—1.Don, f (z) doit étre une constante. Par conséquent, de (i), toute solution non constante

f(z) de est transcendante.

2.4 Preuve de Théoréme 2.1.4

D’aprés les hypothéses, il est claire que toute solution méromorphe de I’équation ([2.1.4])
est d’ordre infini. Alors, toute solution méromorphe de ([2.1.4]) est transcendante.
Supposons que f est une solution méromorphe transcendante, telle que A G) < (f).

Soit f = ge”’. Donc, on obtient

Xz (9) = X2 (f),  A2lg) = A S) (2.4.1)

En substituant f = ge” dans (2.1.4]), on obtient

d® 4+ B (2) g% V4. 4+ B (2)g + Bo(2) g = el (2.4.2)

" Bi1 (2) = ’%Z;—l(i’;) + kP (2.4.3)
Bi—j (2) :%Hk—jﬂ)%?

+ i A’“ﬁ&(z) [(k N f; m> (P)" + Dyt (P)| =2, k. (2.4.4)



2.4 Preuve de Théoréme 2.1.4 25

et D,,—1 (P') est un polyndme différentiel en P’ de degrée m—1, ces coefficients sont constants.

De (244), on a

By () = jz 8 + j; 8 P+ mz:; i’: ((ZZ; [(P)" + D, 1P,
_ A:(z) Ao (2)+ A1 () P+ 3 A (2) [(P)" + Dy s (P)] (2.4.5)

De (2.1.6) , (2.4.3) , (2.4.4) , (2.4.5)) et le Lemme 2.2.9 | on obtient

p(Bo) = max {pu (Ao), p(4;), (1 < j < k)} = pu(Ao) (2.4.6)

et

p(%) < maX{p(Ak)7p(Q>} < M(AO)v p(B]) <IM(A0)7 .] = 17"'7k_1' (247)

Par (2.4.2), (2.4.6) , (2.4.7)) et Pappliquation de Théoréme 2.1.3 pour Ax(z) =1 et s =0, on
obtient

1 (Ag) < Xa(9) = X2 (9) = pa(9) < p(Ao) (2.4.8)

Comme py(e”) = p(P) < 11(Ap) < py (g), alors on obtient p, (f) = py (g) . Ainsi, de (2.4.1)
et (2.4.8), on obtient

1 (Ao) < Aa(f) = A2 (f) = p2 (f) < p(Ag).



CONCLUSION

Nous avons traité dans ce mémoire les notions de I'ordre et I’hyper ordre des solutions des
équations différentielles d’ordre k dans le cas ot les coefficients sont des fonctions entiéres et
cela ouvre une porte pour plusieurs perspectives. Les questions suivantes se posent : conserve-
t-on les mémes résultats dans le cas ot les coefficients sont des fonctions analytiques 7 Peut-on
généraliser les résultats obtenus pour des fonctions analytiques? Et sous quelles conditions

cette généralisation serait possible ?
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