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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie la croissance des solutions méromorphes des équations di¤éren-

tielles linéaires d�ordre supérieur

Ak (z) f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + :::+ A1(z)f
0
+ A0(z)f = F (z) ;

et

Ak (z) f
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = Qe

P ;

avec les coe¢ cients Aj(z); (j = 0; 1; : : : ; k) et les fonctions F (z), P (z) et Q(z) sont des

fonctions entières d�ordre de croissance �ni et la condition qu�il existe un coe¢ cient As(z),

(0 � s � k) d�ordre maximal. On obtient quelques estimations sur l�hyper-ordre et l�hyper-
exposant de convergence des zéros de ces solutions.

Abstract
In this thesis, we study the growth of meromorphic solutions of higher order linear di¤erential

equations

Ak (z) f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + :::+ A1(z)f
0
+ A0(z)f = F (z) ;

and

Ak (z) f
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = Qe

P ;

where the coe¢ cients Aj(z); (j = 0; 1; : : : ; k) and the functions F (z), P (z) andQ(z) are entire

functions of �nite order and the condition that there exists a coe¢ cient As(z), (0 � s � k)
of maximal order. We obtain some estimates on the hyper-order and the hyper-exponent of

convergence of the zeros of these solutions.
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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna ou la théorie de la distribution des valeurs d�une fonction

méromorphe était fondée par le mathématicien �nlandais Rolf Nevanlinna au début du 20�eme

siècle. Cette théorie joue un rôle très important dans l�étude de la croissance des solutions

des équations di¤érentielles linéaires dans le domaine complexe.

Beaucoup d�études ont été faites sur la distribution des valeurs des fonctions méro-

morphes complexes. Elles concernent les problèmes de la répartition des zéros et les applica-

tions de la théorie de distribution des valeurs dans l�étude de comportement asymptotique

des solutions des équations di¤érentielles. Parmi les mathématiciens qui ont contribué au

développement de cette théorie, on cite : R. Nevanlinna, G. Gunderson, C. C. Yang,...etc.

Ce mémoire est réparti en une introduction et deux chapitres. Dans le premier chapitre,

on commence par la présentation de la formule de Jensen qui est la base de la théorie de

Nevanlinna. Puis, on cite les dé�nitions des fonctions N (r; f), m (r; f), T (r; f) avec des

propriétés. En suite, on traite le premier théorème de Nevanlinna qui est une conséquence de

la formule de Jensen et quelques notions ,notations et dé�nitions fondamentales de la théorie

de Nevanlinna,...etc . Ces derniers sont utilisés dans la suite de ce travail.

Le deuxième chapitre se base sur deux théorèmes. On commence par le premier théorème,

qui étude la coissance des solutions de l�équation di¤érentielle linéaire non homogène

Ak (z) f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + :::+ A1(z)f
0
+ A0(z)f = F (z) ;

puis le deuxième théorème qui aborde la croissance des solutions de l�équation di¤éren-

tielle linéaire non homogène

Ak (z) f
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = Qe

P ;

où Aj(z) (j = 0; 1; :::; k) ; F (z) et Q(z) 6= 0 sont des fonctions entières d�ordre �nie et P (z)
est une fonction entière transcendante.



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.
Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va donner les dé�nitions de base de la théorie de Nevanlinna sur

les fonctions méromorphes et de rappeler quelques propriétés sur la croissance des fonctions

méromorphes. Pour plus de détails voir ([11]; [13]; [16]) :

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 (Fonction méromorphe) Une fonction méromorphe est une fonction

holomorphe dans tout le plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés

dont chacun est un pôle pour la fonction.

Remarque 1.1.1 En pratique, on peut considèrer une fonction méromorphe comme le quo-

tient de deux fonctions entières.

Exemple 1.1.1 Les fonctions
ez

z2
et tan z sont des fonctions méromorphes.

Dé�nition 1.1.2 (Fonction transcendante) Les fonctions transcendantes sont des fonc-

tions qui ne sont pas algébriques comme : ez; cos z; sin z; :::etc

Dé�nition 1.1.3 (Fonction méromorphe transcendante) Une fonction méromorphe

transcendante est une fonction qui n�est pas rationnelle.

Théorème 1.1.1 (La formule de Jensen) ([13]) Soit f une fonction méromorphe telle

que f(0) 6= 0;1 et a1; a2; � � � (respectivement b1; b2; � � � ) ses zéros (respectivement ses pôles),
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chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log(jf(0)j) = 1

2�

2�Z
0

log
��f(rei')�� d'� X

jaj j<r

log
r

jajj
+
X
jbj j<r

log
r

jbjj

Preuve. On démontre le théorème lorsque f n�admet ni zéros ni pôles sur le cercle jzj = r:
Considérons la fonction

g (z) = f (z)

Q
jaj j<r

r2 � ajz
r (z � aj)Q

jbj j<r

r2 � bjz
r (z � bj)

:

Alors, g 6= 0;1 dans le disque jzj 6 r; et ln jg (z)j est une fonction harmonique. D�après la
formule de la moyenne d�une fonction harmonique, on a

ln jg (0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��g �rei'��� d': (1.1.1)

D�autre part,

jg (0)j = jf (0)j

Q
jaj j<r

r

jajjQ
jbj j<r

r

jbjj
;

d�où

log jg (0)j = log jf (0)j+
X
jaj j<r

log
r

jajj
�
X
jbj j<r

log
r

jbjj
: (1.1.2)

Pour z = rei'; on a pour tout aj et bj���� r2 � ajzr (z � aj)

���� = ���� z�z � ajzr (z � aj)

���� = ����z (z � aj)r (z � aj)

���� = 1 = ���� r2 � bjzr (z � bj)

���� :
D�où ��g �rei'��� = ��f �rei'��� :
De (1:1:1) et (1:1:2), on obtient la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.4 ([13]) Pour tout réel x > 0; on dé�nit

log+ x = max(log x; 0) =

�
log x; si x > 1;
0; si 0 < x � 1:

Lemme 1.1.1 ([13]) On a les propriétés suivantes
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(a) log x � log+ x
(b) log+ x � log+ y (0 � x � y):
(c) log x = log+ x� log+ 1

x
:

(d) j log xj = log+ x+ log+ 1
x
:

(e) log+ x

 
nQ
j=1

xj

!
�

nP
j=1

log+ xj:

(f) log+

 
nP
j=1

xj

!
�

nP
j=1

log+ xj + log n:

Dé�nition 1.1.5 ([13]) (La fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. On dé-

�nit la fonction a�points de f par
Si a 6=1

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (r; a; f) log r:

Si a =1

N (r; f) = N (r;1; f) =
Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (r;1; f) log r:

Exemple 1.1.2 Considérons la fonction f (z) = e�zz�m; � 2 C�; m 2 N� et jzj < t:
On a n (t;1; f) = m car n (t;1; e�z) = 0 et n (t;1; z�m) = m: Alors

N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (r;1; f) log r = m log r:

Dé�nition 1.1.6 ([13]) (La fonction a-points distincts) On dé�nit la fonction a�points
distincts de f par

Si a 6=1

�N(r; a; f) = �N

�
r;

1

f � a

�
:=

Z r

0

�n(t; a; f)� �n(0; a; f)
t

dt+ �n(0; a; f) log r:

Si a =1

�N(r;1; f) = �N (r; f) :=

Z r

0

�n(t;1; f)� �n(0;1; f)
t

dt+ �n(0;1; f) log r:

Remarque 1.1.2 Si f une fonction entière, alors N (r; f) = �N (r; f) = 0:
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Dé�nition 1.1.7 ([11]; [13]) (La fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe

tel que f 6� a 2 C. On dé�nit la fonction de proximité de f par

m(r; a; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
1

jf(rei')� ajd'

et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei')�� d':

Exemple 1.1.3 Soit la fonction f (z) = e�zz�m; � 2 C�; m 2 N� et jzj < t: Alors, on a

m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d�:

=
1

2�

Z �
2

��
2

log+
�
e�r cos �:r�m

�
d�

=
1

2�

Z �
2

��
2

(�r cos � �m log r)d�

=
�r

�
� m
2
log r:

Proposition 1.1.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe représentée par la sérié de Laurent

à l�origine

f(z) =
+1X
j=m

cjz
j; cm 2 C�; m 2 Z; z 2 C:

Alors

log jcmj =
1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')�� d'+N (r; f)�N �r; 1

f

�
:

Dé�nition 1.1.8 ([11]; [13]) (La fonction caractéristique) Soit f une fonction méro-

morphe. On dé�nit la fonction caractéristique de Nevanlinna de f par

T (r; f) := m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1.4 Soit la fonction f (z) = e�zz�m; � 2 C�; m 2 N� et jzj < t: Alors

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f)

=
�r

�
� m
2
log r +m log r

=
�r

�
+
m

2
log r:

Remarque 1.1.3 La fonction caractéristique de Nevanlinna permet de mesurer la croissance

d�une fonction méromorphe.
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1.1.1 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

Théorème 1.1.2 ([11]) Soit f une fonction méromorphe tel que f 6� a 2 C et soit le

développement Laurent de fonction f � a autour de l�origine

f(z)� a =
+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m 2 Z; z 2 C:

Donc,

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j � log+ jaj+ ln 2:

Preuve. Premièrement, montrons le théorème pour a = 0: D�aprés la proposition 1.1.1 et la

propriété (c) du lemme 1.1.1, nous avons

log jcmj =
1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')�� d'+N (r; f)�N �r; 1

f

�
=

1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')�� d'� 1

2�

Z 2�

0

log
1

jf(rei')jd'�N
�
r;
1

f

�
= m (r; f)�m (r; 0; f) +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
= m (r; f)�m

�
r;
1

f

�
+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
:

Ainsi,

m

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

f

�
= m (r; f) +N (r; f) :

D�où

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� log jcmj :

Ici ' (r; 0) = 0:

Montrons le théorème dans le cas général a 6= 0: Posons h = f � a: Dans ce cas, nous avons

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
;

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
;
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N (r; h) = N (r; f � a) = N (r; f) :

Nous avons aussi

log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2:

log+ jf j = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log 2:

En intégrant ces deux inégalités, on obtient

m (r; h) � m (r; f) + log+ jaj+ log 2:

m (r; f) � m (r; h) + log+ jaj+ log 2:

En posant ' (r; a) = m (r; h)�m (r; f) ; on trouve

�
�
log+ jaj+ log 2

�
� ' (r; a) � log+ jaj+ log 2:

D�où j' (r; a)j � log+ jaj+ log 2:
Ainsi,

T

�
r;

1

f � a

�
= T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= m (r; h) +N (r; h)� log jcmj

= m (r; f) +N (r; f) + ' (r; a)� log jcmj

= T (r; f) + ' (r; a)� log jcmj :

Remarque 1.1.4 Le premier théorème fondamental de Nevanlinna peut être exprimé comme

suit

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) ; r ! +1:
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Proposition 1.1.2 ([11]; [13]) Soient f; f1; f2; � � � ; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d 2
C telles que ad� bc 6= 0: Alors

1) T (r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + lnn; pour n � 1:

2) T (r;
nY
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj); pour n � 1:

3) T (r; fm) = mT (r; f); m 2 N�:

4) T
�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O (1) ; f 6� �d

c
:

1.2 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction entière ou méromorphe

1.2.1 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction

Dé�nition 1.2.1 ([11]; [13]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre de f par

�(f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
:

Si f est fonction entière alors

�(f) = lim
r!+1

log logM(r; f)

log r
;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :

Dé�nition 1.2.2 ([11]; [13]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�hyper-ordre de f

par

�2(f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r

et si f est fonction entière

�2(f) = lim
r!+1

log log logM(r; f)

log r
:

Exemple 1.2.1 La fonction f (z) = e�z; � 2 C�:

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r

= lim
r!+1

log �r
�

log r

= lim
r!+1

log�r � log �
log r

= 1
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et

�2 (f) = 0:

1.2.2 L�ordre inférieur

Dé�nition 1.2.3 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre inférieur de f

par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
:

Si f est une fonction entière, alors

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
:

Exemple 1.2.2 Considérons la fonction f (z) = ez ; z 2 C�: Alors

� (f) = lim
r!+1

log T (r; ez)

log r

= lim
r!+1

log r
�

log r

= 1

1.2.3 L�exposant de convergence et l�hyper-exposant de conver-
gence

Dé�nition 1.2.4 ([11]; [13]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de conver-

gence des zéros et des zéros distincts respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

et

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

:

où N
�
r; 1
f

�
et N

�
r; 1
f

�
sont les fonctions densités des zéros et des zéros distincts respecti-

vement dans le disque fz : jzj � rg :

Exemple 1.2.3 Considérons la fonction f (z) = ez; z 2 C�: Alors

� (f) = � (f) = 0;

car N
�
r; 1
f

�
= N

�
r; 1
f

�
= 0:
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Dé�nition 1.2.5 ([11]; [13]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�hyper-exposant

de convergence des zéros et des zéros distincts de fonction f respectivement par

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

:

1.2.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la densité des
ensembles

Dé�nition 1.2.6 ([13]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

m (E) =

Z
E

dt:

Dé�nition 1.2.7 ([13]) La mesure logarithmique d�un ensemble E � [1;+1) est dé�nie par

ml (E) =

Z
E

dt

t
:

Exemple 1.2.4 La mesure logarithmique de l�ensemble E = [1; e6] � [1;+1[ :

ml (E) =

Z
E

dt

t
=

e6Z
1

dt

t
= log t]e

6

1 = 6:

Dé�nition 1.2.8 ([13]) La densité supérieure d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

dens (E) = lim
r!+1

m (E \ [0; r])
r

:

Dé�nition 1.2.9 ([13]) La densité inférieure d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

dens (E) = lim
r!+1

m (E \ [0; r])
r

:
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1.2.5 Le Lemme de la dérivée logarithmique

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) ([11]) Soit f une fonction méromorphe trans-

cendante. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S(r; f) = o(T (r; f));

où S(r; f) = O(log T (r; f)+log r) à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire
�nie.

Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f 0

f

�
= O(log r):

Corollaire 1.2.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k 2 N�. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S(r; f):

1.3 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

Dé�nition 1.3.1 (L�indice central) ([13]) Soit f(z) =
+1P
n=0

anz
n une fonction entière. Pour

tout r > 0 la série
+1P
n=0

janj rn est convergente. D�où lim
n!+1

janj rn = 0 et le terme maximal

�(r) = maxfjanj rn; n 2 Ng est bien dé�ni. On dé�nit l�indice central de la fonction f par

�f (r) = maxfm : �(r) = jamj rmg:

Exemple 1.3.1 Soit P (z) = anz
n + � � � + a0; an 6= 0: Alors �(r) = maxfjajj rj; j =

0; � � � ; ng = janj rn; r assez grand, et par conséquent

�P (r) = maxfm : jamj rm = janj rng = n:

Proposition 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction entière d�ordre �(f): Alors

�(f) = lim
r!+1

log �f (r)

log r
= lim

r!+1

log logM(r; f)

log r
:
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1.4 Théorème de factorisation de Hadamard

Dé�nition 1.4.1 (Produit canonique) ([13]; [16]) Soit f une fonction méromorphe trans-

cendante et soient z1; z2,.. ses zéros avec 0 < jz1j � jz2j � ::: Soit p l�entier minimal tel que
la série 1X

n=1

1

jznjp+1

converge. On appelle

E(u; 0) = (1� u);

E(u; p) = (1� u) exp(u+ u
2

2
+ :::+

up

p
) p = 1; 2; :::

des facteurs principaux. Le produit in�ni

p(z) =
1Y
n=1

E(
z

zn
; p);

converge uniformément dans chaque domaine borné dans C et par suite P (z) s�appelle le

produit canonique de f formé à partir des zéros de f . L�entier p est appelé le genre du

produit canonique.

Théorème 1.4.1 ([16]) Soit f une fonction méromorphe d�ordre �ni � (f) et soient fa1;a2; :::g
et fb1;b2; :::g les zéros et les pôles de f dans Cn f0g ; respectivement. Supposons que f a une
représentation

f (z) = ckz
k + ck+1z

k+1 + :::; (ck 6= 0) ;

au voisinage de z = 0. Alors

f (z) = zkeQ(z)
P1 (z)

P2 (z)
;

avec Q (z) est un polynôme de degré inférieur ou égal à � (f) et P1 (z) et P2 (z) sont des

produits canoniques de f formés des zéros et des pôles non nuls de f .



Chapitre 2

Estimation de l�hyper-ordre des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles complexes d�ordre
supérieur

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié la croissance des solutions de l�équation di¤érentielle linéaire

d�ordre supérieur

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f 0 + A0(z)f = F (z); (2.1.1)

où Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z)(6� 0) sont des fonctions entières (ou fonctions méro-

morphes) et ils ont obtenu des résultats intéressants, (voir par exemple [2], [3], [4]; [12]; [13];

[14], [15], [17]]). Dans [15], Wang, et Liu ont étudié les propriétés des solutions de l�équation

(2:1:1) quand il existe un coe¢ cient As(z) (0 � s � k � 1) véri�ant la condition �(As) < 1
2

et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théorème 2.1.1 ([15]) Supposons que A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; F (z) sont des fonctions méro-

morphes d�ordre �nie. S�il existe s 2 f0; 1; :::; k � 1g tel que

b = max

�
� (Aj) ; (j 6= s) ; � (F ) ; �

�
1

As

��
< � (As) <

1

2
;

alors

(i) Toute solution méromorphe transcendante f de l�équation (2:1:1), dont les pôles sont de

multiplicité uniformément bornée, satisfait � (As) � �2 ( f) � � ( As) : En outre si F 6= 0;
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alors on a

� (As) � �2 (f) = �2(f) = �2 (f) � � (As) :

(ii) Si s � 2; alors toute solution méromorphe non-transcendante f de l�équation (2:1:1) est
un polynôme de degré deg f � s� 1: Si s = 0 ou s = 1; alors toute solution non-constante f
de l�équation (2:1:1) est une fonction transcendante.

Si F (z) est d�ordre in�ni, Wang et Liu [15] ont considéré l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

" + A0 (z) f = Qe
P (2.1.2)

où Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) ; Q (z) 6= 0 sont des fonctions méromorphes et P est une fonction
entière transcendante et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théorème 2.1.2 ([15]) Supposons que A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; Q (z) 6= 0 sont des fonctions mé-
romorphes d�ordre �nie, P est fonction entière transcendante tel que

max

�
� (P ) ; � (Q) ; � (Aj) ; (1 � j � k � 1) ; �

�
1

A0

��
< � (A0) <

1

2
:

Alors, toute solution f de l�équation (2:1:2) est une fonction transcendante, et toute solu-

tion méromorphe transcendante f de l�équation (2:1:2), dont les pôles sont de multiplicité

uniformément bornée, satisfait � (A0) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) � � (A0) :

Pour k � 2; on considère les équations di¤érentielles linéaires

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f 0 + A0(z)f = F (z); (2.1.3)

où Aj(z); (j = 0; 1; � � � ; k); F (z) sont des fonctions entières telles que A0(z)Ak(z)F (z) 6� 0;

et

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f 0 + A0(z)f = QeP ; (2.1.4)

lorsque Aj(z); (j = 0; 1; � � � ; k); Q(z)(6� 0) sont des fonctions entières et P est une fonction
entière transcendante.

On sait que si Ak (z) = 1; alors toutes les solutions de l�équation (2:1:3) sont des fonctions

entières, mais si Ak (z) est une fonction entière non constante, alors l�équation (2:1:3) peut

posséder des solutions méromorphes. Par exemple l�équation

zf 000 + 4f 00 +

�
�1� 1

2
z2 � z

�
e�zf 0 +

��
1� 1

2
z2 + 2z

�
e�2z + ze�3z

�
f
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=

�
�1� 1

2
z2 � z

�
e�z +

�
z � 1

2
z3 + 2z2

�
e�2z + z2e�3z

admet une solution méromorphe f (z) =
1

z2
ee

�z
+ z:

D�après les résultats des deux théorèmes précédents, on pose la question : peut-on avoir les

mêmes propriétés que dans le Théorème 2.1.1 pour l�équation di¤érentielle linéaire (2:1:3) s�il

existe un coe¢ cient As(z) (0 � s � k) sous la condition �(As) < 1
2
? et deuxièmement, qu�est-

ce qu�on peut dire sur la croissance des solutions méromorphes de l�équation di¤érentielle

linéaire (2:1:4) lorsque Aj(z); (j = 0; 1; � � � ; k); Q(z)(6� 0) sont des fonctions entières et P est
une fonction entière transcendante ?

L�objectif principal de cette partie est d�examiner les questions ci-dessus en étudiant les

résultats du travail de Ferraoun et Belaïdi [8] qui ont généralisé les Théorèmes précédents

aux équations (2:1:3) et (2:1:4) :

En fait, nous allons détailler les preuves des résultats suivants.

Théorème 2.1.3 ([8]) Supposons que A0 (z) ; :::; Ak (z) ; F (z) ( 6= 0) sont des fonctions en-

tières d�ordre �ni. S�il existe s 2 f0; 1; :::; k � 1g tel que

� = max f� (Aj) ; (j 6= s) ; � (F )g < � (As) <
1

2
; (2.1.5)

alors,

(i) Toute solution méromorphe transcendante f; telle que �
�
1
f

�
< �(f); de l�équation (2:1:3)

véri�e �(As) � �2(f) � �(As): En outre, si F 6� 0; alors on a �(As) � ��2(f) = �2(f) =

�2(f) � �(As):
(ii) Si s � 2; alors toute solution rationnelle f de l�équation (2:1:3) est un polynôme de degré
deg f � s� 1: Si s = 0 ou 1; alors toute solution non constante (2:1:3) est transcendante.

Corollaire 2.1.1 ([8]) Supposons que A0 (z) ; :::; Ak (z) ; F (z) ( 6= 0) sont des fonctions en-

tières. S�il existe s 2 f0; 1; :::; kg tel que

� = max f� (Aj) ; (j 6= s) ; � (F )g < � (As) = � (As) <
1

2
:

Alors toute solution méromorphe transcendante f; telle que �
�
1
f

�
< �(f); de l�équation

(2:1:3) véri�e ��2(f) = �2(f) = �2(f) = �(As); et toute solution rationnelle f(z) de l�équation

(2:1:3) est un polynôme de degré deg f � s� 1:



2.2 Lemmes préliminaires 16

Théorème 2.1.4 ([8]) Supposons que A0 (z) ; :::; Ak (z) ; Q (z) ( 6= 0) sont des fonctions en-
tières d�ordre �ni et P est fonction entière transcendante telle que

max f� (P ) ; � (Q) ; � (Aj) ; (1 � j � k)g < � (A0) <
1

2
: (2.1.6)

Alors toute solution f de l�équation (2:1:4) est transcendante, et toute solution méromorphe f;

telle que �
�
1
f

�
< �(f), de l�équation (2:1:4) véri�e �(A0) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) � �(A0):

Corollaire 2.1.2 ([8]) Supposons que A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; Q (z) ( 6= 0) sont des fonctions en-
tières d�ordre �ni et P est fonction entière transcendante telle que

max f� (P ) ; � (Q) ; � (Aj) ; (0 � j � k)g < � (A0) = � (A0) <
1

2
:

Alors toute solution f(z) de l�équation (2:1:4) est transcendante, et toute solution méromorphe

f; telle que �
�
1
f

�
< �(f), de l�équation (2:1:4) véri�e ��2(f) = �2(f) = �2(f) = �(A0):

Remarque 2.1.1 Les Théorème 2.1.3 et Théorème 2.1.4 sont la généralisation des Théorème

2.1.1 et Théorème 2.1.2 de Wang et Liu [15] et Théorème 1.8 de Zang et Tu [17]:

2.2 Lemmes préliminaires

Pour démontrer nos résultats, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et soit � >

1; une constante donnée. Alors il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de � et (m;n) (m;n 2 f0; 1; � � � ; kg)
m < n tels que pour tout z avec jzj = r 62 [0; 1] [ E1; on a���� f (n)(z)f (m)(z)

���� � B�T (�r; f)r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
:

Lemme 2.2.2 ([6]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, telle que g(z) et d(z) sont

des fonctions entières véri�ant �(g) = �(f) = � � �(g) = �(f) � +1 et �(d) = �(d) =

�( 1
f
) < �: Alors il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg(z)j =M(r; g) on a���� f(z)f (s)(z)

���� � r2s; (s 2 N):
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Lemme 2.2.3 ([10]) Soient g : [0;+1) ! R et h : [0;+1) ! R des fonctions monotones

croissantes telles que g(r) � h(r) pour tout r 62 E3 [ [0; 1]; où E3 � (1;+1) est un ensemble
de mesure logarithmique �nie. Alors, pour tout � > 1, il existe r0 = r0(�) > 0 tel que

g(r) � h(�r) pour tout r > r0:

Lemme 2.2.4 ([6]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des fonc-

tions entières telles que �(g) = �(f) = � � �(g) = �(f) � +1 et �(d) = �(d) = �( 1
f
) < �.

Alors il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z
véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg(z)j =M(r; g); on a

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o(1)); (n � 1);

où �g(r) est l�indice central de g(z):

Lemme 2.2.5 ([5]) Soit g(z) une fonction entière d�ordre �(g) = � < 1. Alors pour tout
" > 0; il existe un ensemble E5 � [1;+1) d�une mesure linéaire �nie et mesure logarithmique
�nie, tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E5, on a

expf�r�+"g � jg(z)j � expfr�+"g:

Lemme 2.2.6 ([7]) Soit g(z) une fonction entière d�ordre in�ni, avec l�hyper ordre �2(g) = �;

et �g(r) est l�indice central de g(z): Alors

lim
r!+1

log log �g(r)

log r
= �:

Lemme 2.2.7 ([1]) Soit g(z) une fonction entière avec 0 � �(g) < 1: Alors pour tout

� 2 (�(g); 1); il existe un ensemble E6 � [0;1) tel que

log densE6 � 1�
�(g)

�
;

où E6 = fr 2 [0;1) : m(r) > M(r) cos ��g; m(r) = inf
jzj=r

log jg(z)j ; M(r) = sup
jzj=r

log jg(z)j :

Lemme 2.2.8 ([8]) Soit f(z) une fonction entière telle que �(f) < 1
2
: Alors pour tout " > 0

donné; il existe un ensemble E7 � (1;+1) avec log densE7 > 0; tel que pour tout z véri�ant
jzj = r 2 E7; on a

jf(z)j � expfr�(f)�"g:
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Preuve. Soit �0 =
1
2
+�(f)

2
: Alors d�après le Lemme 2.2.7, il existe un ensemble H avec

log densH � 1� �(f)
�0
; tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 H; on a

log jf(z)j � cos(��0) logM(r; f): (2.2.1)

D�après la dé�nition de l�ordre inférieur, pour tout " > 0 donné; il existe r1 > 0 tel que pour

r > r1; on a

logM(r; f) � r�(f)� "
2 : (2.2.2)

Comme
cos(��0)r

�(f)� "
2

r�(f)�"
! +1; (r ! +1); (2.2.3)

alors, de (2:2:1)� (2:2:3), il existe r2(� r1); tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 Hn[0; r2];
on obtient

jf(z)j � expfcos(��0)r�(f)�
"
2g � expfr�(f)�"g:

Posons E7 = H \ [r2;+1]; alors log densE7 > 0:

Lemme 2.2.9 ([16]) Soit f; g deux fonctions méromorphes non constantes avec � (f) est

l�ordre de f et � (g) est l�ordre inférieure de g: Alors on a

� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g

et

� (fg) � max f� (f) ; � (g)g :

Si � (g) > � (f) ; alors on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (g) :

2.3 Preuve de Théorème 2.1.3

(i) Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l�équation (2:1:3) telle

que �
�
1
f

�
< � (f) :

De l�équation (2:1:3) on obtient

�As (z) =
1

f (s)
�
Ak (z) f

(k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ As+1 (z) f

(s+1)

+As�1 (z) f
(s�1) + :::+ A1 (z) f

0
+ A0 (z) f + F

i
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) jAs (z)j �
���� ff (s)

���� �jAk (z)j ����f (k)f
����+ jAk�1 (z)j ����f (k�1)f

����+ :::+ jAs+1 (z)j ����f (s+1)f

����
+ jAs�1 (z)j

����f (s�1)f

����+ :::+ jA1 (z)j ����f 0f
����+ jA0 (z)j+ ����Ff

����� (2.3.1)

D�après le Lemme 2.2.1, il existe une constante B > 0 et un ensemble E1 � (1;+1) de
mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ent jzj = r =2 [0; 1] [ E1; nous avons

����f (j) (z)f (z)

���� � B

�
T (2r; f)

log2 r

r
log T (2r; f)

�j
� B(T (2r; f))jT (2r; f)

= B(T (2r; f))j+1

� B(T (2r; f))k+1 ; 1 � j � k: (2.3.2)

Puisque �
�
1
f

�
< � (f) ; alors d�après le théorème de factorisation de Hadamard, on peut

écrire f sous la forme f (z) =
g (z)

d (z)
; avec g (z) et d (z) sont deux fonctions entières véri�ant

� (g) = � (f) = � � � (g) = �(f); � (d) = �
�
1

f

�
< �:

Alors, d�après lemme 2.2.2, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique

�nie tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg (z)j = M (r; g) et pour z su¢ sament grand,

on a

���� f (z)f (s) (z)

���� � r2s: (2.3.3)

De (2:1:5) ; pour tout " donné véri�ant 0 < 2" < � (As)� �; on obtient pour r su¢ samment
grand

lim
r!+1

log logM(r; Aj)

log r
� �+ " et lim

r!+1

log logM(r; F )

log r
� �+ "

ce qui implique

jAj (z)j � exp
�
r�+"

	
; (j 6= s) ; jF (z)j � exp

�
r�+"

	
: (2.3.4)
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D�après le lemme 2.2.8, pour tout " > 0; il exsite un ensembleE7 � (1;+1) avec log densE7 >
0; tel que pour tout z véri�ent jzj = r 2 E7; on a

jAs (z)j � exp
�
r�(As)�"

	
: (2.3.5)

Puisque �(d) = �
�
1
f

�
< � (f) = � (g) ; alors pour tout " véri�ant 0 < 2" < � (f)� �

�
1
f

�
et

pour r su¢ samment grand, on obtient

����F (z)f (z)

���� = ����d (z)g (z)

���� jF (z)j = jd (z)j
M (r; g)

jF (z)j

�
exp

�
r�(d)+"

	
exp fr�(g)�"g exp

�
r�+"

	
�

exp
n
r�(

1
f )+"

o
exp fr�(f)�"g exp

�
r�+"

	
� exp

�
r�+"

	
: (2.3.6)

Soit E8 = E7n ([0; 1] [ E1 [ E2) : Alors on a log densE8 > 0: Donc, en substituant (2:3:2) �
(2:3:6) dans (2:3:1); pour tout z véri�ant jzj = r 2 E8 et jg (z)j =M (r; g) ; on obtient

exp
�
r�(As)�"

	
�
��r2s�� �exp�r�+"	B(T (2r; f))k+1 + exp�r�+"	B(T (2r; f))k+1

+:::+ exp
�
r�+"

	
B(T (2r; f))k+1 + exp

�
r�+"

	
B(T (2r; f))k+1

+:::+ exp
�
r�+"

	
B(T (2r; f))k+1 + exp

�
r�+"

	
+ exp

�
r�+"

	�
;

ce qui implique

exp
�
r�(As)�"

	
� B (k + 1) r2s(T (2r; f))k+1 exp

�
r�+"

	
: (2.3.7)

De (2:3:7) et le Lemme 2.2.3, on obtient

� (As)� " � �2 (f) :

Comme " > 0 est arbitraire, alors on a

� (As) � �2 (f) :

Maintenant, on démontre que �2(f) � � (As) : Nous pouvons écrire (2:1:3) comme



2.3 Preuve de Théorème 2.1.3 21

�Ak (z)
f (k)

f
= Ak�1 (z)

f (k�1)

f
+ :::+ As+1 (z)

f (s+1)

f

+As (z)
f (s)

f
+ As�1 (z)

f (s�1)

f
+ :::+ A1 (z)

f
0

f
+ A0 (z)�

F

f
: (2.3.8)

D�après le Lemme 2.2.4, il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel
que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg (z)j =M (r; g) ; nous avons

f (j) (z)

f (z)
=

�
�g (r)

z

�j
(1 + o (1)) ; (j = 1; :::; k) : (2.3.9)

Pour tout " > 0 donné et pour r su¢ sament grand, on a

jAj (z)j � exp
�
r�(As)+"

	
; j = 0; :::; k � 1: (2.3.10)

Par lemme 2.2.5, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E5; nous avons :

jAk (z)j � exp
�
�r�(Ak)+"

	
� exp

�
�r�(As)+"

	
: (2.3.11)

De (2:3:8) et (2:3:9); on obtient

�
�
�g (r)

z

�k
(1 + o (1)) =

1

Ak (z)

"
k�1X
j=1

Aj (z)

�
�g (r)

z

�j
(1 + o (1)) + A0 (z)�

F (z)

f (z)

#
;

il s�en suit

�����
�
�g (r)

z

�k����� j(1 + o (1))j � 1

jAk (z)j

"
k�1X
j=1

jAj (z)j
�����
�
�g (r)

z

�j����� j(1 + o (1))j+ jA0 (z)j+
����F (z)f (z)

����
#
:

(2.3.12)

Par (2:3:6) et (2:3:10) � (2:3:12); pour tout z satisfait jzj = r =2 [0; 1] [ E4 [ E5 et jg (z)j =
M (r; g) ; on obtient�����
�
�g (r)

z

�k����� j(1 + o (1))j � exp
�
r�(As)+"

	"k�1X
j=1

exp
�
r�(As)+"

	 �����
�
�g (r)

z

�j����� j(1 + o (1))j
+exp

�
r�(As)+"

	
+ exp

�
r�+"

	�
;

ce qui implique
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�����
�
�g (r)

z

�k����� j(1 + o (1))j � (k + 1)
�����
�
�g (r)

z

�k+1����� j(1 + o (1))j exp�r�(As)+"	 :
D�où

�
�g (r)

z

�
j(1 + o (1))j � (k + 1) j(1 + o (1))j exp

�
r�(As)+"

	
:

Donc,

lim
r!+1

log log �f (r)

log r
� � (As) + ": (2.3.13)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (2:3:13) et le Lemme 2.2.6, on obtient

�2(g) � � (As) ;

ainsi

�2(f) � � (As) :

Finalement, on a

� (As) � �2(f) � � (As) :

Soit F 6� 0: Maintenant, nous prouvons �2 (f) = �2(f) = �2(f): De (2:1:3) ; on obtient

1

f
=
1

F

�
Ak
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ A1 (z)

f 0

f
+ A0

�
: (2.3.14)

Si f admet comme zéro z0 d�ordre (> k), alors F admet nécessairement comme zéro z0

d�ordre  � k. D�où, on obtient

n

�
r;
1

f

�
� kn

�
r;
1

f

�
+ n

�
r;
1

F

�
;

N

�
r;
1

f

�
� kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
: (2.3.15)

Par (2:3:14) ; on obtient d�après le Lemme de la dérivée logarithmique ([11])

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

F

�
+

kX
j=0

m (r; Aj) +O (log rT (r; f)) ; (r =2 E) ; (2.3.16)
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où E est un ensemble de mesure linéaire �nie. De (2:3:15) et (2:3:16) ; on obtient

N

�
r;
1

f

�
+m

�
r;
1

f

�
� kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+m

�
r;
1

F

�
+

kX
j=0

m (r; Aj)+O (log rT (r; f))

ce qui donne

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)+O(1) � kN

�
r;
1

f

�
+T

�
r;
1

F

�
+

kX
j=0

T (r; Aj)+O (log rT (r; f)) ; (r =2 E) :

Ainsi

T (r; f) � kN
�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

kX
j=0

T (r; Aj) +O (log rT (r; f)) ; (r =2 E) : (2.3.17)

Pour r su�samment grand et pour " > 0, on a

O (log rT (r; f)) = o (T (r; f)) ; (2.3.18)

T (r; F ) +
kX
j=0

T (r; Aj) � r�(As)+" +
kX
j=0

r�(As)+"

� (k + 2) r�(As)+": (2.3.19)

D�où, de (2:3:17) ; (2:3:18) et (2:3:19) ; pour r su�samment grand et r =2 E; on obtient

T (r; f)�O (log rT (r; f)) � kN
�
r;
1

f

�
+ (k + 2) r�(As)+"

)
�
1� O (log rT (r; f))

T (r; f)

�
T (r; f) � kN

�
r;
1

f

�
+ (k + 2) r�(As)+"

) (1� o (1))T (r; f) � kN
�
r;
1

f

�
+ (k + 2) r�(As)+";

d�où

�2(f) � ��2(f):

Comme ��2(f) � �2(f), on obtient

�(As) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) � �(As):

(ii) Supposons que f est une solution rationnelle de (2:1:3) : Si f est une fonction rationnelle,

qui a un pôle à z0 de degré m � 1; ou f(z) est un polynôme de degré deg f � s; alors

f (s)(z) 6� 0: De (2:1:3), on obtient
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jAs (z)j �
�
jAk (z)j

����f (k)f (s)

����+ jAk�1 (z)j ����f (k�1)f (s)

����+ :::+ jAs+1 (z)j ����f (s+1)f (s)

����
+ jAs�1 (z)j

����f (s�1)f (s)

����+ :::+ jA1 (z)j ���� f 0f (s)
����+ jA0 (z)j+ ���� 1f (s)

����+ jF j :� (2.3.20)

Alors, en substituant (2:3:4) et (2:3:5) dans (2:3:20), on obtient

exp
�
r�(As)�"

	
� (k + 1) rM exp

�
r�+"

	
;

oùM est un constant. C�est une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré deg f �
s� 1:
Si s = 0 ou 1 et f(z) est une solution polynomiale de (2:1:3), alors de (i), on obtient deg f �
s�1: D�où, f(z) doit être une constante. Par conséquent, de (i), toute solution non constante
f(z) de (2:1:3) est transcendante.

2.4 Preuve de Théorème 2.1.4

D�après les hypothèses, il est claire que toute solution méromorphe de l�équation (2:1:4)

est d�ordre in�ni. Alors, toute solution méromorphe de (2:1:4) est transcendante.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante, telle que �
�
1
f

�
< � (f) :

Soit f = geP : Donc, on obtient

�2 (g) = �2 (f) ; �2(g) = �2( f): (2.4.1)

En substituant f = geP dans (2:1:4) ; on obtient

g(k) +Bk�1 (z) g
(k�1) + :::+B1 (z) g

0
+B0 (z) g =

Q

Ak (z)
; (2.4.2)

où

Bk�1 (z) =
Ak�1 (z)

Ak (z)
+ kP 0: (2.4.3)

Bk�j (z) =
Ak�j (z)

Ak (z)
+ (k � j + 1) Ak�j+1 (z)

Ak (z)
P 0

+

jX
m=2

Ak�j+m (z)

Ak (z)

��
k � j +m

m

�
(P 0)

m
+Dm�1 (P

0)

�
; j = 2; :::; k: (2.4.4)
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etDm�1 (P
0) est un polynôme di¤érentiel en P 0 de degréem�1; ces coe¢ cients sont constants.

De (2:4:4) ; on a

B0 (z) =
A0 (z)

Ak (z)
+
A1 (z)

Ak (z)
P 0 +

kX
m=2

Am (z)

Ak (z)

�
(P 0)

m
+Dm�1P

0� ;
=

1

Ak (z)

"
A0 (z) + A1 (z)P

0 +

kX
m=2

Am (z)
�
(P 0)

m
+Dm�1(P

0)
�#

(2.4.5)

De (2:1:6) ; (2:4:3) ; (2:4:4) ; (2:4:5) et le Lemme 2.2.9 , on obtient

� (B0) = max f� (A0) ; � (Aj) ; (1 � j � k)g = � (A0) (2.4.6)

et

�

�
Q

Ak

�
� max f� (Ak) ; � (Q)g < � (A0) ; � (Bj) < � (A0) ; j = 1; :::; k � 1: (2.4.7)

Par (2:4:2) ; (2:4:6) ; (2:4:7) et l�appliquation de Théorème 2.1.3 pour Ak(z) = 1 et s = 0; on

obtient

� (A0) � �2 (g) = �2 (g) = �2 (g) � � (A0) (2.4.8)

Comme �2(e
P ) = � (P ) < � (A0) � �2 (g) ; alors on obtient �2 (f) = �2 (g) : Ainsi, de (2:4:1)

et (2:4:8), on obtient

� (A0) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) � � (A0) :



CONCLUSION

Nous avons traité dans ce mémoire les notions de l�ordre et l�hyper ordre des solutions des

équations di¤érentielles d�ordre k dans le cas où les coe¢ cients sont des fonctions entières et

cela ouvre une porte pour plusieurs perspectives. Les questions suivantes se posent : conserve-

t-on les mêmes résultats dans le cas où les coe¢ cients sont des fonctions analytiques ? Peut-on

généraliser les résultats obtenus pour des fonctions analytiques ? Et sous quelles conditions

cette généralisation serait possible ?
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