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RESUME

Les équations différentielles fractionnaires sont des équations différentielles dans lesquelles les
dérivées sont des opérateurs de dérivation fractionnaires.

Dans ce mémoire, on donnera des résultats d’éxistence d’une solution au moins pour les
problémes aux limites d’ordre fractionnaire de type p—Hilfer avec conditions aux limites. En
se basant sur le théoréme de points fixe d’Arzela-Ascoli.

Mots clés : Dérivée fractionnaire ¢p—Hilfer, Point fixe d’Arzela-Ascoli.

ABSTRACT

Fractional differential equations are differential equations in which the derivatives are frac-
tional differentiation operators.

In this thesis, we present some existence results of boundary value problems for differential
equations with fractional derivatives of p-Hilfer type, it also included the existence study of
at least one solution. The methods used are the Arzela-Ascoli fixed point theorems.

Keywords : p—Hilfer derivative, Arzela-Ascoli fixed point theorem.
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NOTATION

N : Ensembles des nombres entiers naturels.

R : Ensembles des nombres réels.

la, b] : Intervalle fermé de R d’éxtrémités a et b.

C ([a,b] ,R) : Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans R.
l|-]lc : Normes infinie.

I|l.llx : Normes de I’espace X.

HiDgf . Dérivées fractionnaire de type ¢-Hilfer de ordres a > 0.

Igf : Intégrale fractionnaire de type p-Riemann—Liouville d’ordre § > 0.

I'(.) : Fonctions Gamma.



INTRODUCTION

Depuis le début du calcul fractionnaire en 1695, il existe de nombreux définitions des
intégrales et des dérivées fractionnaires. Récemment, Almeida [I] utilisant 'idée de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo par rapport a une fonction. Ensuite, utiliser 'idée de dérivée
fractionnaire de Hilfer, et proposer un opérateur différentiel fractionnaire d’une fonction par
rapport & une autre fonction.

Dans larticle [15], 'auteur M. Houas a étudie I’équations différentielle fractionnaire suivante :

CDP(E D™ + Nu(t) = g(t,u(t)),t € [0,T],

avec conditions aux limites :

u (0) = Z?zl u(ti)v
Pu(T) =" Pulty), 0<ty <ty <..<T,

ot D%t DPsont des dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre a, 3 et I° représente ’intégrale
fractionnaire d’ordre 6 > 0. Dans notre travail, on considére le probléme suivant

mDGOe, (D) (1) = ftu(e). e 0],

o, (D5 (0) = 0,

¢p (Hipgziﬂz@u) (T)=>ult;), 0<t;<..<t,<T,
=1

avec aussi

u(0) =0,

k
5 5; 0.0.1
I5%u(T) = leofu (¢;)., 0<¢<T. (0.0.1)
J:
Chapitre 1 : Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires
a la compréhension du contenu de ce travail. On rappelera les définitions et les propriétés
essentielles correspondantes a la notion de I'intégration et la dérivation fractionnaire de Hilfer.
Quelques théoréemes du point fixe seront présentés.

Chapitre 2 : Dans le deuxiéme chapitre on donnera la solution d’équations différentielles avec
Iintégrale fractionnaire p—Riemann-Liouville, On présentera des résultats sur du probléme
suivant :

.

Hpr Py, (D) (1) = f(tult), te[0.T),

v, (Hipgiﬁz%@u) (0) =0,

v, (H%’Dgfﬁz%) (T) = SSu(ty), O0<t;<..<t,<T, (0.0.2)
=1
k

w(0) =0, IPfu(T)=SI¢u(), 0<¢<T,

\ Jj=1




Introduction 2

ol HZ'DS&’B U et HiDgi’ﬁ 2% sont les dérivées fractionnaire de type @-Hilfer d’ordres aq, vy
tels que 1 < aj,as < 2 et (3,3, deux parametres tel que 0 < 51,8, < 1. Ainsi que,
Igjf Intégrale fractionnaire de type ¢-Riemann-Liouville d’ordre § > 0 et 1,(z) = |z[P722
désigne 'opérateur p—Laplacien et vérifie :

Aussi
0:[0,T] =R, " #0,
f:0,T] xR —R.

Chapitre 3 : Ce chapitre est consacré a I'existence d’une solution au moins pour le probléme
non linéaire & condition initiale d’une équation différentielle fractionnaire, en utilisant le
théoréme de point fixe d’Arzela-Ascoli.

Chapitre 4 : Dans le dernier chapitre, on donne un exemple pour illustrer quelques résultats
principales.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et théoréme sur la théorie du calcul frac-
tionnaire. Ensuite, on s’intéresse particulierement a définir quelque notion de base sur le point
fixe de Banach.

1.1 Outils mathématiques de base

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction croissante avec ¢’ # 0. Notons

Vs, t € [07 00)3 t>s, Sov(ta 3) = (Qp(t) - @(S))Ua
L 4
1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 ([13], [34/)Un espace de Banach est un espace vectoriel normeé complet
pour la distance induite par la norme. ”

1.1.2 Fonction Gamma

On présente la fonction Gamma qui est le plus important outil dans la théorie du calcul
fractionnaire.

Définition 1.1.2 ([33]) On appelle la fonction Gamma notée T, la fonction définie par l'in-
tégrale suivante :

+o0
['(a) = / e “u® 'du, Re (o) > 0.
0

Remarque 1.1.1 Pour tout a € Cet n€N ona:
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I'a+1) =al'(a),
M'a+n)=ala+1)..(a+n—-1)T(a),
F'(n+1)=nl

1.1.3 Fonction Béta
Définition 1.1.3 ([33/) On appelle fonction Béta l'intégrale suivante :

1
B(a,)) = / (1—w)° " udu, Re (a) > 0, \ > 0,
0

La relation entre les fonctions Gamma et Béta est donnée par :

[T ()

B(a,\) = INCESYE

1.1.4 L’intégrale et la dérivée fractionnaires au sens de Riemann—
Liouville

Définition 1.1.4 ([19]). Soita,b] tels que (—oo < a < b < 00) un intervalle fini sur Uaxe
réel R. L’intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville d’ordre o, avec a > 0 de la fonction
u est définie par :

t

TS u(t) = —/ (t —s)* u(s)ds, t > a

a

Définition 1.1.5 ([19/). Soit I = [a,b] et u(t) € AC™[a,b] et n —1 < a <n,n € N. La
dérivée fractionnaire Riemann—Liouville d’ordre o, avec a > 0 de la fonction u est définie
par :

pra) = (5) Zieut)

t

a
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1.1.5 Intégrale fractionnaire oy—Riemann—Liouville

Définition 1.1.6 ([19]) Soit (a,b) tels que (—oo < a < b < o0) un intervalle fini ou infini
de demi-azxe (0,00) et a > 0. De plus, soit ¢ une fonction croissante positive sur | a,b|, qui
a une dérivée continue ¢’ sur [a,b]. L’intégrale fractionnaire p— Riemann—Liouville d’ordre
a d’une fonction u par rapport & une autre fonction ¢ sur [a,b] est défini par :

T (1) — ﬁ / ()0t s)uls)ds, (1.1.2)

a

ou I' (\) est une fonction Gamma.

1.1.6 Dérivée fractionnaire p—Riemann—Liouville

Définition 1.1.7 ([1§/-[19/)Soit n € N et soient p,u € C™([a,b],R) deux fonctions telle
que @ est croissante avec @' # 0. Pour tout t € [a,b], la dérivée fractionnaire p— Riemann—
Liouwille d’ordre o d’une fonction u est définie par :

) = () T

- roa (oms) / & ()pnas(t5)u(s)ds,

a

oun = [a]+1, [a] représente la partie entiére du nombre réel .

1.1.7 Deérivée fractionnaire type ¢o—Hilfer

Définition 1.1.8 ([16)-[17]) Soient n —1 < a < n avec n € N et [a,b] est un intervalle
tel que (—oo < a < b < +400) et p,u € C"([a,b],R) deux fonctions telle que ¢ est croissante
avec ¢' # 0. Pour tout t € [a,b], la dérivée fractionnaire o— Hilfer d’une fonction u d’ordre
a et de type 0 < 8 < 1 est définie par :

LTy, 05 n—o); 1 d " —B)(n—a); —a: .
H Da’f’wu(t) — Ifi )i# <¢/(t) %) IL(11+ B )“Du(t) = TP DYu(t),

oun=[a]+lety—a=0(n-—a).
Proposition 1.1.1 Soient a,, p > 0 . Alors, on a la propriété de semi-groupe suivante donnée

par :
IOPTP u(t) = IO7P%ul(t), t> a.
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Lemme 1.1.1 ([18])Soit u € C"([a,b],R), n—1<a<n, 0<f<1lety=a+S(n—a).
Alors

k=n
6% 1 a0 410 — (t’a) n— — n—a);
L (D) = ut) = 3 ey Ve T P ), te o,
k=1 v
ou L d\”
[n] t) = —
v = () 0

Exemple 1.1.1 Pour n = 2, il vient

k=2
«, iy, 3; (2 _k(t,a) - 1-B)(n—a);
G Da+6 u)(t) = u(t) — E mvgo k]z-(5+ D=akiey, ()
=1

k
pya(ta) —B)(2-a); Pr-2(t,0) _(1-p)2-a);
— ) - { 1) G pu-pe-ae, o) 4 1](’72— . T8y (o)

ot mg,my € R, ou bien

T2 (D) (1) = u(t) +

tel que v = a+ (2 — a), c’est-a-dire 2 — v = (1 — ) (2 — ).
Proposition 1.1.2 Soient « > 0 et A > 0. Pour toutt >a on a

T ot a)(t) = ToF(p(t) — o(a) (1)

T())
. F()‘) Ata—1
= Fa PO —e@) ),

Exemple 1.1.2 Calculons l'intégrale fractionnaire au sens de ¢— Riemann-Liouville de la
fonction :

p(t) =t
En utilisant la définition ([19]), on obtient :
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T et a)t) = o [#0pa(ts)o a(s.ads
= ﬁ / #'(s)(p(t) = ()2 Hp(s) — () Hds
—Lt _Sals_a/\—ls
- (a)[u )" s — a) s
En posant
s=z(t—a)+a,
on peut écrire
T (1 — )t — ﬁ/(t C(t—a)+a) e (t—a)+a—a)(t—a)de
_ (t_a)a+)\_1 t _ _ya—1_x—-1
= Ia) [(1 )2 dz
B (t . a)oHr)\fl .
- F(Oé) B ( ) )‘) )
d’ou
I'(A)

Tef oralt,0)(1) = g 33y Pt ) (1),

pour A = 1, on obtient :

L R0
f [ #Opanltants = SabUL
INCORTZ0),
I'(a+1)
J— Ma
 T(a+1)

Proposition 1.1.3 [17].Soit les nombres a;, i = 1, ..., k positives, on a

(

k

>

1=1

q k
) < o (zaz) gs1
=1
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Proposition 1.1.4 Soit u € [a,b] et 0 < a < 1. Alors, pour tout t1,ty € [a,b] on a

[p(ta) — o(t1)]",

TP u(ty) — I Pult < ——m——
at u( 2) at U’( 1)‘ = F( 1)

1.2 Points Fixes

Les théorémes de points fixes sont des outils trés important dans la résolution des équations
différentielles fractionnaires. En effet, nous assurent ’existence de la solution d’'un probléme
donné en le transformant en un probléme du point fixe.

Définition 1.2.1 ([15]-[29])Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.||y et ¢ :
X — X une application de X dans X. On appelle point fize de ¢ tout point u tel que :

ou = u.

1.2.1 Point fixe de Banach

Théoréme 1.2.1 ([11]-[13])Soient X un espace de Banach et ¢ : X — X est un opérateur
contractante. Alors, il existe un point fire x € X tel que :

¢r =z,

1.2.2 Point fixe d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.2.2 ([15])Soit Q@ C X . Alors Q est relativement compact dans X si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Q est uniformément borné.
2. ) est équicontinu.



Chapitre 2

Sur la solution d’équations
différentielles avec ’'intégrale
fractionnaire py—Riemann—Liouville

Dans ce chapitre, nous avons étudier d’équations différentielles fractionnaires avec des condi-
tions initiales, en utilisant I'intégrale fractionnaire de ¢p—Riemann-Liouville. On considére le
probléme suivant.
Hp Py, (D) (1) = f(tult), te[0.T],
¥, (HiDSi’ﬁ 2%) (0) =0, (2.0.1)
v, (Hipgz’wu) (T) = SSuty), O0<t;<..<t,<T,
i=1

avec aussi

u(0) =0,

. ks 2.0.2
I59u(T) = zl IXu(¢), 0<¢<T. (2.02)
J:

Ici, nous prenons HiDgi’ﬁ U et HiDgf"B 2% sont les dérivées fractionnaire o-Hilfer d’ordres
aq, s tels que 1 < ag, a0 < 2 et By, By deux parametres tel que 0 < 4, 5, < 1. Ainsi que,
Igf Iintégrale fractionnaire ¢-Riemann—Liouville d’ordre § > 0 et

by (2) = 2722, (2.0.3)

désigne 'opérateur p—Laplacien et vérifie :

T . 2.0.4
Stg=b (Vp) =1, (2.0.4)

Aussi ¢ : [0,7] — R est une fonction croissante telle que ¢’ # 0 et f : [0,7] x R — R une
fonction donnée.
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2.1 Solution intégrale

On prouve le lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution intégrale de
2.0.12.0.2

Lemme 2.1.1 On suppose que A # 0, tel que

A = (p(T) = p(0)) 2t - ()]

)

IIM?v

et g:[0,T] — R une fonction continue. Alors, la solution du probléme aux limites fraction-
naires sutvant :

Hpr ey, (1D ) (1) = (1), te[0,T),
v, (Hz’pgiﬁwu> (0) =0, (2.1.1)
v, (wDSf,ﬁmu) (T) =Y u(t;), 0<ty<..<t,<T,

i=1

avec

(O) =0,
Fu(T) = zﬁ@ (C,), 0<¢<T, (2.1.2)

est donnée par l'équation intégrale suivante :

u(t)

1 /

- ngp (8)(‘0012—1@7 S)

X |1y F(iy )/gp’<l’)90al (s, z)g(z)dx + ((j((;))—_g;(((())))):ll—l o | s

K S 0
+TZ/¢/(S)%21(Q’S) (2.1.3)
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ou

et

Preuve. On considére I’équations suivante :
Hipgr ey, (D) (1) = g(t). (2.1.4)
En appliquant 'opérateur Z;}** sur I'équation , on trouve
Tyre [mpge ey, (D) (1) = Toreglt),
d’apres le lemme [I.1.1], on obtient

(2,0 _4(t,0
gO,h 2( )mo + 90'71 1( )ml,
[(y; = 1) NG

b, (D) (1) = Tt g(t) +
tel que mg, my des réels et

=01+ p(2—a1) ou 2—7,=(1-7p))(2—a),

car n = [a] + 1 = 2. On obtient

v, (HiDgf’ﬁ%@u) (t) = T g(t) + (Sp(tr)‘(;lﬁpioi);l_ mo + ((t) ;(ﬁi?))%_ my. (2.1.5)
En utilisant la condition 1), (HiDgf”B 2”0u) (0) = 0, il vient
ionine, (o1 _ g+ [EO O o) = @)
wp ( D0+ ) (0) Io+ g(0) + { T(y, — 1) o+ T'(7,) 1 t—>0,
d’ou
[COREDTCMRET RS I
F("}/l - 1) F(VI) t—0 .
On a

Ogﬁlélv
{ l<a; <2 = (1-51)(2—a1) >0,

alors v, — 2 < 0, ce qui implique

(@) = (0))7* = 00, t—0.
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En plus v; — 1= (ay — 1) + 5,(2 — a1) > 0, donc
(p(t) = (0))*"F =0, t—0.

Enfin, on trouve

S { Cn=1 () = w(O))“‘lml] 0
" (p(t) —(0)) 2" T(y) —

n

Maintenant, on utilise la condition 1, (HiDO‘Q’Bmu) (T) = > u(t;), tel que 0 <t <..<
i=1
t, < T. Alors, d’apres la relation (| on a

(p(T) = (o))t
L(vy)

c’est-a-dire

['(71)
['(7;) - ar;e
" o) — (0 [;Wi)_z“* o
On remplace m, dans , on a
o, (D5 ) (1)
_ g (p(t) — p(0))m I'(71) ., arie
= Tgi¥g(t) + Xen (o) — ()i [; (i) = Zyi¥g(T) | |

ce qui implique

¢p (Hipgiﬁg;wu) (t) = Igf“"g(t) 4 ((5((;)) S;((%) — [Zu I{f‘i “9(T) | .

En utilisant I'inverse 'opérateur de 1,,, donc d’aprés la propriété (2.0.4)), on a

-1 Hiqo2,095¢ _ -1 (3%} (Qp(t) 0) 71_1 1P
()" [0, (252 7u) 0] = () (Iw 90+ (T = PO [Z“ ~hot o)

)

or
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Maintenant, en appliquant 'opérateur Zi?'* sur la formule ([2.1.6)) et utilisant encore une fois
le lemme |[1.1.1], on trouve

u(t) = I

N () Al B
% (_’Z’O+ g(t) + (o(T) = p(0)) 1 [Z IO+ (T)
L (o(t) = p(0))7 o(t) — (0))7="1

[(y,—1) ['(7,)

meo + ms,
tels que mo, mg € R et

—

Yo=0a2+ 32— 0z) ou 2—7,=(1-75,)(2— ).
Pour trouver les constantes mg, mg, en utilisant les conditions aux limites. On a u(0) = 0,

alors
(o) = plO)= 2 (olt) O
(v, —1) ? [ (7y) ’ t_>o‘

u(0) = [

Nous avons

{0§62§17:>{ Yo —2=(1-75;)(2—az) <0,

l<ay <2 ’72—1:(052—1)"‘52(2—042)20,
donc
{(90() 0(0))27% =00,  t—0,
(p(t) —p(0))="t =0, t—0,
finalement

e K(s@(g(—%sozog”ﬂ) (W) ;@g))%_l) m?’] o

b, (Ig‘j?@g@) L (o) = p0)n ! [Zu(ti) o g(T)

NEORTO)

['(73)

alors my = 0.

ult) = I (2.1.7)

)

k
Pour terminer mj3, on utilise la condition Igjfu(T) = ngjfu (¢;) tel que 0 < ¢; < T. Alors,

la formule (2.1.7)) donne

u(Gy) = Igi7 | Y, (Ioai“"g(@)+

(0(¢;) — @(0))r=t
F('Yz)

(SD(CJ') — ()" | a1
(o(T) — p(0))r—1 [Zu(ta —Z55%g(T)

i=1

+

ms,
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donc
k k _ n
5§<Pu A dpaz;p a1;p ' <¢(<])_¢(0))71 ' a1;p
Zj::[{)-‘r (é;) = ZJ:ISJF L2 |, (Io+ g(@)"“ (p(T) — p(0))1 1 LZl (t:) Lo+ 9(T) >
5 (P16 = O
Z[ 72) ¥
d’ou
: 520, _ : S+az;p at;e (So(gﬂ)_(p(()))%_l - u at;p
21(G) = ZZ Ys (IO* AT o) = o) [ e )

v (S i) - o).

D’apres la prposition [I.1.2], on trouve

k k — n
{02 azip a1yp plG5) — p(0)! § : 13
Ej:[?# U(Cj) - JEZI:ISI Yy <Io+ g(Cy) + (o(T) — @(0))71—1 L:l“(ti) — Lyt 9(T) )

ce qui implique

k
ZISL“"U(Q)
d+a;p JOL® ( (C@) B 90(0))71 ! - u a1;p
ZZ ( W) o) =T [Z R )
k
+F(5Tj_372) (2 [(p(¢;) — 90(0))5”2_1}) : (2.1.8)
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donc
1) _ +az;p a;p (gp(t) - 90(0))71_1 . a1;p
[3+ uw(T) = Ing Y, (Io+ g(t) + (o(T) — p(0))-1 [;u(tz) —Zy+ 9(T) ) .
L EEAT) - O
or, d’aprés la proposition [I.1.2] on a
I7¢u(T)
R R aiip (¢(t) — (0))n 1 - wlt) — 0%
R (I”* T o) o)yt [ e )
T2 ((T) — p(0)) (2.1.9)

+
TG+ 7y) "

k
De (2.1.8)), (2.1.9)) et la condition Ig;fu(T) = Zlgfu (Cj) , on trouve

- {(“T) = @O = ST (p(G) — () } .

I'(6 + v2)
_ Zz-giaz;so wq (Igi;gog(gi) 4 E%:)(Cz) — (0))7 ! [ZU(E) _Igi“‘pg(T)

dt+az;p
~70

" (Ig*wg(” D) = o)

Puisque A # 0, on obtient

ms
F(5+’Y2)zk: S+a;
— I Q2;p
o+

A =

o F((S + 72) 1—6+a2;<p
A ot
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En remplacant ms dans 'equation (2.1.7]), d’ou

(o(t) = (0))72" 1 T(6 + 75)
INGPY A

wq (Ig‘img(t) + (@(t) - ‘;0(0))’71*1 [Zu(tz) B Igz_&;iﬂguﬂ)

O+
XLyt

(e(T) = (0))n =t |

)

t=T

vue la formule (1.1.2)), on a

L)) = o [¢Eheanou)s

u(?)
. t

= F<&2)/90/(3)90a21(t7 s) |, (Ig‘f“’g(s) + (:j(;) — (0))1~ [ZU(E) — I2%g(T)

+F(5 +72) (p(t) — p(0))72"!
A T(yy) T(6 + )

k <
XZ/QO/(S%%QMA(CJ‘;S)
=1

L(0 +75) (o(t) = p(0))>"
[(6 + az) A T(7)

v, (Ié‘i“og(s) T e Lzlum) - (1)

)

ds,

T
X\/\SO/(S)SDOLQ-‘F(S—].(T? 8)
0

NN 2 O Rt () i SN
" (I“* I (@) — @) [Z R
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ce qui implique
u(t)
1

o G

T
ZZU(tZ) — F((zl)[gol(x)gaal_l(T, x)g(x)dx] )] ds (2.1.10)

e S s
15 9) FIOERISo {wq (F(; [ @)l alala)a

j:l 0

_I_
6|6
N

»
~ |
[ ||
AIBS
—~|=
SIS
~— |~
2| 2
T
— —
1
[
<
—~
~
|
)1
—
ol
=
~
ﬁ\
S
~
©
2
L
—~
~
=
=

&

~—

QU

S

| — |
N——
 —

SS9

»



Chapitre 3

Exitence d’une solution au moins

Dans ce qui suit et tout au long de ce chapitre, nous étudions ’existence d’une solution au
moins pour les problémes aux limites, en utilisant le théoréme de point fixe d’Arzela-Ascoli.
— On notera ’espace de Banach des fonctions continues sur [0,7] dans R par :

X =C([0,7],R)

— On transforme notre probléme & un probléme du point fixe. Alors, vue la formule [2.1.10],
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on considére pour tout t € [0, 7] 'opérateur H : X — X par :

X [Zlu(tz) — P(;l)/go'(x)gom_l(T, x) f(z,u(z))dz )] ds (3.0.1)

Y [ (61215 (T9 [wq (F o / P ()0, (5,0)f ( ula)da

(p(s) — ()" 1 J
+(gp(T) = o(0)) [1 /gp 1) 0o, 1(T,x) f(z u(x))dx])] ds.

tel que

et

Notons par
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Aussi
T = tfﬁ% T(2)]
T'(0 +72) (p(T) = 9(0))72""
['(0+ az) T'(7,) A
L(6 + yy) M2t
(6 + ag) T'(7y) A

et par suite

I, - w5 Moz
m, =r— ) — 2T pfe2to I §
27 " Tlaz+0+1) (Z | #(G) = (0)] ) Tt

En plus, on note pour tout » > 0

U, = {u € X7 HUHX < T} :

3.0.1 Hypothése

On suppose que :
— (H;) : La fonction f :[0,7] x R — R est continue.
— (Hy) : 1l existe deux fonctions positives v € C([0,7],R) et 0 : [0,00] — [0, 00] telles que

pour tout ¢ € [0,7] on a
|f(t u(®)| < () [u(®)],
= Sup [y(t)]

y(t
()]
te[0,7

et

<O lullx-

Zu(tz’)

3.0.2 Quelques résultats
En se basant sur le théoréme de point fixe d’Arzela-Ascoli (voir théoréme [1.2.2]).

Théoréme 3.0.1 On suppose que A # 0 et
yr?™t <7,

Si les hypothéses (Hy) et (Hy) sont satisfaites, alors motre probléme admet au moins une
solution sur [0,T]
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Preuve. On montre que l'opérateur H est complétement continu.
1. D’aprés ’hypothese (H;), l'opérateur H est continu.
2. Maintenant, on montre que 'opérateur H envoie tout ensemble borné de X en un ensemble

relativement compact dans X.
HU, C U,.

Soit u € U,, en utilisant (3.0.1)) on a

Yy / )apssr(C >[wq (ﬁ / & (2) a1 (5, 2) f (2, () e

J=1" 0
T

(p(s) = O IS~ i " ) f(z, u(z))dz s
NEGEEOT ZZI“W )y AT 0) (x| | |
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En utilisant (2.0.3), il vient

i=1

et d’aprés la proposition et la formule (1.1.1]), on trouve

Oél)

¥
x !Zum) - ey [ # @, x)f(x,u<x>>dm] ) ‘

0

17, (
Y, (T/go (2) 0o, —1(s,2) f(z,u(x))dr + .

/(p )Py, 1(5,2) f(z,u(x))ds
q—2 1 /
< s (2 e / ()00, 1T, ) (0, ()

< 31729 up
s€[0,T

1

+

/ o (1), 1 (T,2) f (&, u(x))da

T
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D’apés 'hypothéese (Hs), on a

s

1 ' (p(s) — (0))"
(0 —/go )Py, 1(8,2) f(x,u(r))dr +
1\ e &P Pmn e ulolde s oy EOT
Zu(t’L) - /QOI(JI)QOQI_l(T, QJ)f(.’I?,'UJ l
i=1 1) 0
2y M g1
< 30 1 ot ot .0.2
3 2,}/*Mo¢1 q—1 B B
< 31 2 0 94 1 q—1
- <(r<a1+1>> ! )
S leq—l‘
Donc
Moz
Sup |Hu(t)] < ———— TI,;r% "
te[O,g_ZQ’]| 0 = NGO !
Hl’l“qfl k ag+6 Ma2+5 .
T ) — (0 B N, § P
(a2+5+1); [ #(¢) — ¢ (0) T(as+o+1)
leq ! . az+0 M2 _
D G (S — 0|27 — ppaete .91
- T(laet+d+1) (JZW #(0) T
k
M2
< T* o446 . Ma2+5 + I g—1
N (a2+5+1 (; [ #(¢) — (0] ) T(as+1) "
< T (3.0.3)
<

ce qui implique ||Hul||y < oo, d’ou H est uniformément borné.On va établir '’équicontinuité
de H (U,) :
Soit u € U, et t1,ty € [0,T] tel que t; < to. Alors

Sup  |Hu(ts) — Hu(ty)]
ta,61€[0,T
to
Sup (o [ putas
up 8) P, 1 (2,
ta e [0.T] F(Oég) / 2 ¥ o—1\42
P(5+72)
(6 +az) T'(y,) A

©'(8) 0,1 (L1, 8)ds| [ K(s,0)]

0

|(o(t2) = 0(0))2 7" = (p(ta) — 9(0)>7"] x |L(¢;,0) + J(T,0)],
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K(s,0)
- gw o2t + (£ O
{ ! 7¢ D)o (T 2)f a:u(x))dx])]

aussi

J(T,

T
= /QO Soa2+5 1TS [ (
0

(80(8) _ (p(()))%_l 3 ) 1 / x T T, ul\xr i S
+(¢(T)—<p(o))vl—1 LZ“(W P(%)/w( )Par—1(Ts ) f (2, u(z))d D] ds.

D’apres (3.0.2)), il vient
Sup |Hu(ty) — Hu(ty)]

~
=)

t2,t1€[0,7]
: tz,gg[gﬂ F(;Q){¢/<S)¢a2_l<t2’s) 090/(5)9%2—1(?51,8)(18 |K(s,0)]
* T el Tl T |(lt2) =20 = (p(t) = ()] x |L(¢;,0) + J(T,0)].

[(6 +az) T'(7,
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de , on obtient
Sup |Hu(ts) — Hu(t1))|

ta,t1€[0,7
1 1
Su —/'s at,sds——/'s ao_1(t1,8)ds| | K(s,0
N o pey Ocp( )P ay-1(t2,5) T(on) 09@( )Pay-1(t1,8)ds| [K(s,0)|
I'(6 +72)
['(6 4+ az) I'(v5) A
_ k
t5) — o(0))2~1 — t) — 0 Y21 leq ' 0 o2 +8 Ne2to
() = 0" = ol = O oy 32 1) =0 1
D’apres la proposition [1.1.4] on trouve
Sup |Hu(ty) — Hu(ty)]
to t1€[0T}
< 2Iyre Lp(ta) — o(ts)|*
F(Oég + 1)
I'(6 4+ 7)
[0+ az) ['(v,) A
_ _ H Tq_l F ag+d o
X [(@(t2) = 9(0)27 = (p(t) — (0))>7] m > o) —e0)] 4 Mt
j=1

d’autre part, nous avons
((t2) = (0))271 > (p(t1) — 9(0))27,
d’ou

Sup  |Hu(ts) — Hu(ty)|

ta,t1€[0,7T

L1 lp(ta) = ()™

< 9T, 74 1|()0(2

= T T P an+ 1)
2I'(6 + 75) g1 IIrat k ag+é s

t — t 2 _ ) — O +M012 ,
05 Fag) Ty & |92 =PI Frm s ]Zl | ¢(¢;) = 2(0)]
ou bien
Sup |Hults) — Hu(t)
ta,t1€[0,7)

o opmpat y | 102 = eI T+ ) [(p(t) — e(t)™
- I(az+1) (6 + as) T(ag + 6+ 1)0(7,) A

k ag+4

S e —e0)] Mot

Jj=1

X
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Enfin
‘HU(tg)-HU(tlﬂ —>0, t2—>t1.

En vertue du théoréme de Arzela-Ascoli, il en résulte que H est un opérateur complétement
continu. O



Chapitre 4

Exemple

Nous présentons un exemple pour illustrer quelques résultats principales.

Exemple 4.0.1 On considére le probléme suivant :

( HiD%’Qv w H’LD4’4’ (t) — ( )-'—t tE [0 1]
= (3t+e)2 exXp (u 5 ) )
v, (D51 ) (0) =0,
0y (PO ) () = St 0 <hi< L <n<l,

3942 3942 1
u(0) =0, I3 u(1) = zfoa (2—)

\

Pour cet exemple, on a

4 ) 1 1
041_§> 042_17 51255 BZZZ
Ainsi que, nous avons
1
d= =9 Sj = 57 q:2
en plus
Flu(t) = ———epl)+t e (t) = 2
, U = —5exp(u e = 2t7,
(3t +e)? P 4

1l est facile de voir que ¢ est croissante et la fonction f est continue. D’autre part, pour
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toutes u,v € R?, on trouve

On a aussi

d’ot

c’est-a-dire

Maintenant, soit

Nous avons

tel que

D’autre part, on a

il vient

vt

m

IN

IN

0,1] :
‘ 1

‘ 1

(3t +e)?

1

(3t +

|f(t7u(t)) - f(t,l) (t))l

6)2

exp (u) —

lu —vl.

(3t+—€>QeXp(u)+t—

1

(3t 4 e)?

(3t +e)?

exp (v)

exp (v) — t)

vt € [0,1]: o(T) — ¢(0) = M,

T =




Exemple

29

2 *Mal -1
H1 - ( 7 + 9‘171 > .
061 +1
ﬁ
r(g +1) (26 + 2)2
= 0,591
Posons
_1
r=5
ce qui implique
II b 45 M2
M, = T )=o) et ) T
= 0.071.
et
H27,,q71 S T.

Enfin, D’aprés le Théoréme le probléme admet au moins une solution sur [0, 1]



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence des solutions du probléme
aux limites concernant les équations différentielles fractionnaire, ces résultats ont été obtenus
par l'utilisation du théoréme de point fixe en particulier nous avons utilisées le théoréme de
point fixe d’Arzela-Ascoli.
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