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Résumé

Les équations di¤érentielles fractionnaires sont des équations di¤érentielles dans lesquelles les
dérivées sont des opérateurs de dérivation fractionnaires.

Dans ce mémoire, on donnera des résultats d�éxistence d�une solution au moins pour les
problèmes aux limites d�ordre fractionnaire de type '�Hilfer avec conditions aux limites. En
se basant sur le théoréme de points �xe d�Arzela-Ascoli.

Mots clés : Dérivée fractionnaire '�Hilfer, Point �xe d�Arzela-Ascoli.

Abstract

Fractional di¤erential equations are di¤erential equations in which the derivatives are frac-
tional di¤erentiation operators.

In this thesis, we present some existence results of boundary value problems for di¤erential
equations with fractional derivatives of '-Hilfer type, it also included the existence study of
at least one solution. The methods used are the Arzela-Ascoli �xed point theorems.

Keywords : '�Hilfer derivative, Arzela-Ascoli �xed point theorem.
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Notation

N : Ensembles des nombres entiers naturels.

R : Ensembles des nombres réels.

[a; b] : Intervalle fermé de R d�éxtrémités a et b.

C ([a; b] ;R) : Espace des fonctions continues de [a; b] à valeurs dans R.

k.k1 : Normes in�nie.

k.kX : Normes de l�espace X.

HiD�;�;'0+ : Dérivées fractionnaire de type '-Hilfer de ordres � > 0.

I�;'0+ : Intégrale fractionnaire de type '-Riemann�Liouville d�ordre � > 0.

� (.) : Fonctions Gamma.



Introduction
Depuis le début du calcul fractionnaire en 1695, il existe de nombreux dé�nitions des

intégrales et des dérivées fractionnaires. Récemment, Almeida [1] utilisant l�idée de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo par rapport à une fonction. Ensuite, utiliser l�idée de dérivée
fractionnaire de Hilfer, et proposer un opérateur di¤érentiel fractionnaire d�une fonction par
rapport à une autre fonction.
Dans l�article [15], l�auteur M. Houas a étudie l�équations di¤érentielle fractionnaire suivante :

CD�(CD� + �)u(t) = g(t; u(t)); t 2 [0; T ] ;
avec conditions aux limites :�

u (0) =
Pn

i=1 u(ti);
I�u(T ) =

Pm
j=1 I

�u(ti); 0 < t1 < t2 < ::: < T ,

où D�et D�sont des dérivées fractionnaires de Caputo d�ordre �; � et I� représente l�intégrale
fractionnaire d�ordre � > 0. Dans notre travail, on considère le problème suivant8>>>><>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = f(t; u(t)); t 2 [0; T ] ;

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(0) = 0;

 p

�
HiD�2;�2;�0+ u

�
(T ) =

nP
i=1

u(ti); 0 < t1 < ::: < tn < T;

avec aussi 8<:
u(0) = 0;

I�;'0+ u(T ) =
kP
j=1

I�;'0+ u
�
�j
�
; 0 < �j < T:

(0.0.1)

Chapitre 1 : Le premier chapitre contient les principales dé�nitions et notations nécessaires
à la compréhension du contenu de ce travail. On rappelera les dé�nitions et les propriétés
essentielles correspondantes à la notion de l�intégration et la dérivation fractionnaire de Hilfer.
Quelques théorèmes du point �xe seront présentés.

Chapitre 2 : Dans le deuxiéme chapitre on donnera la solution d�équations di¤érentielles avec
l�intégrale fractionnaire '�Riemann�Liouville, On présentera des résultats sur du problème
suivant : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = f(t; u(t)); t 2 [0; T ] ;

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(0) = 0;

 p

�
HiD�2;�2;�0+ u

�
(T ) =

nP
i=1

u(ti); 0 < t1 < ::: < tn < T;

u(0) = 0; I�;'0+ u(T ) =
kP
j=1

I�;'0+ u
�
�j
�
; 0 < �j < T;

(0.0.2)



Introduction 2

où HiD�1;�1;'0+ et HiD�2;�2;'0+ sont les dérivées fractionnaire de type '-Hilfer d�ordres �1; �2
tels que 1 < �1; �2 < 2 et �1; �2 deux paramètres tel que 0 � �1; �2 � 1: Ainsi que,
I�;'0+ l�Intégrale fractionnaire de type '-Riemann�Liouville d�ordre � > 0 et  p(z) = jzjp�2z
désigne l�opérateur p�Laplacien et véri�e :

1

p
+
1

q
= 1;

�
 p
��1

=  q:

Aussi �
' : [0; T ]! R; '0 6= 0;
f : [0; T ]� R! R:

Chapitre 3 : Ce chapitre est consacré à l�existence d�une solution au moins pour le problème
non linéaire à condition initiale d�une équation di¤érentielle fractionnaire, en utilisant le
théorème de point �xe d�Arzela-Ascoli.

Chapitre 4 : Dans le dernier chapitre, on donne un exemple pour illustrer quelques résultats
principales.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques dé�nitions et théoréme sur la théorie du calcul frac-
tionnaire. Ensuite, on s�intéresse particulièrement à dé�nir quelque notion de base sur le point
�xe de Banach.

1.1 Outils mathématiques de base

Soit ' : [a; b]! R une fonction croissante avec '0 6= 0. Notons�
8s; t 2 [0;1); t � s; '�(t; s) = ('(t)� '(s))�;
'(T )� '(0) =M:

(1.1.1)

1.1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.1 ([13], [34])Un espace de Banach est un espace vectoriel normeé complet
pour la distance induite par la norme.´

1.1.2 Fonction Gamma

On présente la fonction Gamma qui est le plus important outil dans la théorie du calcul
fractionnaire.

Dé�nition 1.1.2 ([33]) On appelle la fonction Gamma notée �, la fonction dé�nie par l�in-
tégrale suivante :

� (�) =

+1Z
0

e�uu��1du;Re (�) > 0:

Remarque 1.1.1 Pour tout � 2 C et n 2 N on a :
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1.
� (�+ 1) = �� (�) ;

2.
� (�+ n) = � (�+ 1) :::: (�+ n� 1) � (�) ;

� (n+ 1) = n!:

1.1.3 Fonction Béta

Dé�nition 1.1.3 ([33]) On appelle fonction Béta l�intégrale suivante :

B (�; �) =

1Z
0

(1� u)��1 u��1du;Re (�) > 0; � > 0:

La relation entre les fonctions Gamma et Béta est donnée par :

B (�; �) =
� (�) � (�)

� (�+ �)
:

1.1.4 L�intégrale et la dérivée fractionnaires au sens de Riemann�
Liouville

Dé�nition 1.1.4 ([19]). Soit[a; b] tels que (�1 � a < b � 1) un intervalle �ni sur l�axe
réel R. L�intégrale fractionnaire de Riemann�Liouville d�ordre �, avec � > 0 de la fonction
u est dé�nie par :

I�a+u(t) =
1

�(�)

tZ
a

(t� s)��1 u(s)ds, t > a

Dé�nition 1.1.5 ([19]). Soit I = [a; b] et u(t) 2 ACn [a; b] et n � 1 < � < n, n 2 N. La
dérivée fractionnaire Riemann�Liouville d�ordre �, avec � > 0 de la fonction u est dé�nie
par :

D�a+u(t) =

�
d

dt

�n
In��a+ u(t)

=
1

�(n� �)

�
d

dt

�n tZ
a

(t� s)n���1 u(s)ds;
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1.1.5 Intégrale fractionnaire '�Riemann�Liouville
Dé�nition 1.1.6 ([19]) Soit (a; b) tels que (�1 � a < b � 1) un intervalle �ni ou in�ni
de demi-axe (0;1) et � > 0. De plus, soit ' une fonction croissante positive sur [ a; b], qui
a une dérivée continue '0 sur [a; b]. L�intégrale fractionnaire '�Riemann�Liouville d�ordre
� d�une fonction u par rapport à une autre fonction ' sur [a; b] est dé�ni par :

I�;'a+ u(t) =
1

�(�)

tZ
a

'0(s)'��1(t; s)u(s)ds; (1.1.2)

où � (:) est une fonction Gamma.

1.1.6 Dérivée fractionnaire '�Riemann�Liouville
Dé�nition 1.1.7 ([18]-[19])Soit n 2 N et soient '; u 2 Cn ([a; b] ;R) deux fonctions telle
que ' est croissante avec '0 6= 0. Pour tout t 2 [a; b], la dérivée fractionnaire '�Riemann�
Liouville d�ordre � d�une fonction u est dé�nie par :

D�;'a+ u(t) =

�
1

'0(t)

d

dt

�n
In��;'a+ u(t)

=
1

�(n� �)

�
1

'0(t)

d

dt

�n tZ
a

'0(s)'n���1(t; s)u(s)ds;

où n = [�] + 1, [�] représente la partie entière du nombre réel �.

1.1.7 Dérivée fractionnaire type '�Hilfer
Dé�nition 1.1.8 ([16]-[17]) Soient n � 1 < � < n avec n 2 N et [a; b] est un intervalle
tel que (�1 � a < b � +1) et '; u 2 Cn ([a; b] ;R) deux fonctions telle que ' est croissante
avec '0 6= 0. Pour tout t 2 [a; b], la dérivée fractionnaire '�Hilfer d�une fonction u d�ordre
� et de type 0 � � � 1 est dé�nie par :

HiD�;�;'a+ u(t) = I�(n��);'a+

�
1

'0(t)

d

dt

�n
I(1��)(n��);'a+ u(t) = I
��;'a+ D
;'a+ u(t);

où n = [�] + 1 et 
 � � = � (n� �) :

Proposition 1.1.1 Soient �; � > 0 . Alors, on a la propriété de semi-groupe suivante donnée
par :

I�;'a+ I
�;'
a+ u(t) = I

�+�;'
a+ u(t); t > a:
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Lemme 1.1.1 ([18])Soit u 2 Cn([a; b];R); n� 1 < � < n; 0 � � � 1 et 
 = �+ �(n� �).
Alors

I�;'a+ (
HiD�;�;'a+ u)(t) = u(t)�

k=nX
k=1

'
�k(t; a)

�(
 � k + 1)
r[n�k]
' I(1��)(n��);'a+ u(a); t 2 [a; b];

où

r[n]
' u(t) :=

�
1

'0(t)

d

dt

�n
u(t):

Exemple 1.1.1 Pour n = 2; il vient

I�;'a+ (
HiD�;�;'a+ u)(t) = u(t)�

k=2X
k=1

'
�k(t; a)

�(
 � k + 1)
r[n�k]
' I(1��)(n��);'a+ u(a)

= u(t)�
�
'
�1(t; a)

�(
)
r'I(1��)(2��);'a+ u(a) +

'
�2(t; a)

�(
 � 1) I
(1��)(2��);'
a+ u(a)

�
= u(t) +

'
�1(t; a)

�(
)
m0 +

'
�2(t; a)

�(
 � 1) m1;

où m0;m1 2 R; ou bien

I�;'a+ (
HiD�;�;'a+ u)(t) = u(t) +

('(t)� '(a))
�1

�(
)
m0 +

('(t)� '(a))
�2

�(
 � 1) m1;

tel que 
 = �+ �(2� �); c�est-à-dire 2� 
 = (1� �) (2� �):

Proposition 1.1.2 Soient � � 0 et � > 0: Pour tout t > a on a

I�;'a+ '��1(t; a)(t) = I�;'a+ ('(t)� '(a))��1(t)

=
�(�)

�(�+ �)
'�+��1(t; a)

=
�(�)

�(�+ �)
('(t)� '(a))�+��1(t);

Exemple 1.1.2 Calculons l�intégrale fractionnaire au sens de '�Riemann-Liouville de la
fonction :

' (t) = t:

En utilisant la dé�nition ([19]), on obtient :
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I�;'a+ '��1(t; a)(t) =
1

�(�)

tZ
a

'0(s)'��1(t; s)'��1(s; a)ds

=
1

�(�)

tZ
a

'0(s)('(t)� '(s))��1('(s)� '(a))��1ds

=
1

�(�)

tZ
a

(t� s)��1(s� a)��1ds:

En posant
s = z (t� a) + a;

on peut écrire

I�;'a+ (t� a)��1 =
1

�(�)

tZ
a

(t� (z (t� a) + a))��1(z (t� a) + a� a)��1 (t� a) dz

=
(t� a)�+��1

�(�)

tZ
a

(1� z)��1z��1dz

=
(t� a)�+��1

�(�)
B (�; �) ;

d�ou

I�;'a+ '��1(t; a)(t) =
� (�)

� (�+ �)
'�+��1(t; a) (t) ;

pour � = 1, on obtient :

1

�(�)

tZ
a

'0(s)'��1(t; s)ds =
'�(t; a) (t)

� (�+ 1)

=
('(t)� '(s))�

� (�+ 1)

=
M�

� (�+ 1)
:

Proposition 1.1.3 [12].Soit les nombres ai; i = 1; :::; k positives, on a 
kX
i=1

ai

!q
� kq�1

 
kX
i=1

aqi

!
; q � 1;



1.2 Points Fixes 8

Proposition 1.1.4 Soit u 2 [a; b] et 0 < � < 1: Alors, pour tout t1; t2 2 [a; b] on a��I�;'a+ u(t2)� I�;'a+ u(t1)�� � 2 kuk
�(�+ 1)

j'(t2)� '(t1)j� ;

1.2 Points Fixes

Les théorèmes de points �xes sont des outils très important dans la résolution des équations
di¤érentielles fractionnaires. En e¤et, nous assurent l�existence de la solution d�un problème
donné en le transformant en un problème du point �xe.

Dé�nition 1.2.1 ([13]-[29])Soient X un espace de Banach muni de la norme k:kX et � :
X ! X une application de X dans X. On appelle point �xe de � tout point u tel que :

�u = u:

1.2.1 Point �xe de Banach

Théorème 1.2.1 ([11]-[13])Soient X un espace de Banach et � : X ! X est un opérateur
contractante. Alors, il existe un point �xe x 2 X tel que :

�x = x;

1.2.2 Point �xe d�Arzela-Ascoli

Théorème 1.2.2 ([13])Soit 
 � X . Alors 
 est relativement compact dans X si et seule-
ment si les conditions suivantes sont véri�ées :

1. 
 est uniformément borné.
2. 
 est équicontinu.



Chapitre 2

Sur la solution d�équations
di¤érentielles avec l�intégrale
fractionnaire '�Riemann�Liouville

Dans ce chapitre, nous avons étudier d�équations di¤érentielles fractionnaires avec des condi-
tions initiales, en utilisant l�intégrale fractionnaire de '�Riemann�Liouville. On considère le
problème suivant.8>>>><>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = f(t; u(t)); t 2 [0; T ] ;

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(0) = 0;

 p

�
HiD�2;�2;�0+ u

�
(T ) =

nP
i=1

u(ti); 0 < t1 < ::: < tn < T;

(2.0.1)

avec aussi 8<:
u(0) = 0;

I�;'0+ u(T ) =
kP
j=1

I�;'0+ u
�
�j
�
; 0 < �j < T:

(2.0.2)

Ici, nous prenons HiD�1;�1;'0+ et HiD�2;�2;'0+ sont les dérivées fractionnaire '-Hilfer d�ordres
�1; �2 tels que 1 < �1; �2 < 2 et �1; �2 deux paramètres tel que 0 � �1; �2 � 1: Ainsi que,
I�;'0+ l�intégrale fractionnaire '-Riemann�Liouville d�ordre � > 0 et

 p(z) = jzjp�2z; (2.0.3)

désigne l�opérateur p�Laplacien et véri�e :

1

p
+
1

q
= 1;

�
 p
��1

=  q: (2.0.4)

Aussi ' : [0; T ] ! R est une fonction croissante telle que '0 6= 0 et f : [0; T ] � R ! R une
fonction donnée.
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2.1 Solution intégrale

On prouve le lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution intégrale de
2.0.1-2.0.2.

Lemme 2.1.1 On suppose que � 6= 0; tel que

� = ('(T )� '(0))�+
2�1 �
kX
j=1

�
('(�j)� '(0))�+
2�1

�
;

et g : [0; T ] ! R une fonction continue. Alors, la solution du problème aux limites fraction-
naires suivant :8>>>><>>>>:

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = g(t); t 2 [0; T ] ;

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(0) = 0;

 p

�
HiD�2;�2;�0+ u

�
(T ) =

nP
i=1

u(ti); 0 < t1 < ::: < tn < T;

(2.1.1)

avec 8<:
u(0) = 0;

I�;'0+ u(T ) =
kP
j=1

I�;'0+ u
�
�j
�
; 0 < �j < T;

(2.1.2)

est donnée par l�équation intégrale suivante :

u(t)

=
1

�(�2)

tZ
0

'0(s)'�2�1(t; s)

�

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x)dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

T

1A35 ds
+�

kX
j=1

�jZ
0

'0(s)'�2�1(�j; s) (2.1.3)

�

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x)dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

T

1A35 ds
��

TZ
0

'0(s)'�2�1(T; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x)dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

T

1A35 ds;
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où


T =

nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)g(x)dx;

et

� =
�(� + 
2) ('(t)� '(0))
2�1

�(� + �2) �(
2) �

Preuve. On considère l�équations suivante :

HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = g(t): (2.1.4)

En appliquant l�opérateur I�1;'0+ sur l�équation (2.1.4), on trouve

I�1;'0+

h
HiD�1;�1;'0+  p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t)
i
= I�1;'0+ g(t);

d�après le lemme 1.1.1, on obtient

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = I�1;'0+ g(t) +

'
1�2(t; 0)

�(
1 � 1)
m0 +

'
1�1(t; 0)

�(
1)
m1;

tel que m0; m1 des réels et


1 = �1 + �1(2� �1) ou 2� 
1 = (1� �1) (2� �1);

car n = [�1] + 1 = 2: On obtient

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�2

�(
1 � 1)
m0 +

('(t)� '(0))
1�1

�(
1)
m1: (2.1.5)

En utilisant la condition  p
�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(0) = 0; il vient

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(0) = I�1;'0+ g(0) +

�
('(t)� '(0))
1�2

�(
1 � 1)
m0 +

('(t)� '(0))
1�1

�(
1)
m1

�
t!0

;

d�où �
('(t)� '(0))
1�2

�(
1 � 1)
m0 +

('(t)� '(0))
1�1

�(
1)
m1

�
t!0

= 0:

On a �
0 � �1 � 1;
1 < �1 < 2

) (1� �1) (2� �1) � 0;

alors 
1 � 2 � 0; ce qui implique

('(t)� '(0))
1�2 !1; t! 0:
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En plus 
1 � 1 = (�1 � 1) + �1(2� �1) � 0; donc

('(t)� '(0))
1�1 ! 0; t! 0:

En�n, on trouve

m0 = �
�

�(
1 � 1)
('(t)� '(0))
1�2

:
('(t)� '(0))
1�1

�(
1)
m1

�
t!0

= 0:

Maintenant, on utilise la condition  p
�
HiD�2;�2;�0+ u

�
(T ) =

nP
i=1

u(ti); tel que 0 < t1 < ::: <

tn < T: Alors, d�après la relation (2.1.5) on a

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(T ) = I�1;'0+ g(T ) +

('(T )� '(0))
1�1

�(
1)
m1; (m0 = 0) ;

c�est-à-dire
nX
i=1

u(ti) = I�1;'0+ g(T ) +
('(T )� '(0))
1�1

�(
1)
m1;

or

m1 =
�(
1)

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#
:

On remplace m1 dans (2.1.5), on a

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t)

= I�1;'0+ g(t) +
('(t)� '(0))
1�1

�(
1)

"
�(
1)

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

##
;

ce qui implique

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t) = I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#
:

En utilisant l�inverse l�opérateur de  p; donc d�après la propriété (2.0.4), on a

�
 p
��1 h

 p

�
HiD�2;�2;'0+ u

�
(t)
i
=
�
 p
��1 I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!
or�

HiD�2;�2;'0+ u
�
(t) =  q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!
: (2.1.6)
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Maintenant, en appliquant l�opérateur I�2;'0+ sur la formule (2.1.6) et utilisant encore une fois
le lemme 1.1.1 , on trouve

u(t) = I�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
('(t)� '(0))
2�2

�(
2 � 1)
m2 +

('(t)� '(0))
2�1

�(
2)
m3;

tels que m2;m3 2 R et


2 = �2 + �2(2� �2) ou 2� 
2 = (1� �2) (2� �2):

Pour trouver les constantes m2;m3, en utilisant les conditions aux limites. On a u(0) = 0;
alors

u(0) =

�
('(t)� '(0))
2�2

�(
2 � 1)
m2 +

('(t)� '(0))
2�1

�(
2)
m3

�
t!0

:

Nous avons �
0 � �2 � 1;
1 < �2 < 2

)
�


2 � 2 = (1� �2) (2� �2) � 0;

2 � 1 = (�2 � 1) + �2(2� �2) � 0;

donc �
('(t)� '(0))
2�2 !1; t! 0;
('(t)� '(0))
2�1 ! 0; t! 0;

�nalement

m2 =

��
�(
2 � 1)

('(t)� '(0))
2�2

��
('(t)� '(0))
2�1

�(
2)

�
m3

�
t!0

= 0;

alors m2 = 0:

u(t) = I�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
(2.1.7)

+
('(t)� '(0))
2�1

�(
2)
m3:

Pour terminer m3, on utilise la condition I
�;'
0+ u(T ) =

kP
j=1

I�;'0+ u
�
�j
�
tel que 0 < �j < T: Alors,

la formule (2.1.7) donne

u(�j) = I�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(�j) +

('(�j)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
('(�j)� '(0))
2�1

�(
2)
m3;



2.1 Solution intégrale 14

donc

kX
I�;'0+

j=1

u(�j) =
kX
I�;'0+

j=1

I�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(�j) +

('(�j)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
kX
I�;'0+

j=1

('(�j)� '(0))
2�1

�(
2)
m3;

d�où

kX
I�;'0+

j=1

u(�j) =

kX
j=1

I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(�j) +

('(�j)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
m3

�(
2)

 
kX
j=1

I�;'0+
�
('(�j)� '(0))
2�1

�!
:

D�après la prposition 1.1.2 , on trouve

kX
I�;'0+

j=1

u(�j) =
kX
j=1

I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(�j) +

('(�j)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
�(
2) m3

�(
2) �(� + 
2)

 
kX
j=1

�
('(�j)� '(0))�+
2�1

�!
;

ce qui implique

kX
j=1

I�;'0+ u(� i)

=
kX
j=1

I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(�j) +

('(� i)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
m3

�(� + 
2)

 
kX
j=1

�
('(�j)� '(0))�+
2�1

�!
: (2.1.8)

Maintenant, vue de (2.1.7), pour t = T nous avons

u(T ) = I�2;'0+

"
 

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
t=T

+
('(T )� '(0))
2�1

�(
2)
m3;
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donc

I�;'0+ u(T ) = I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
t=T

+
m3

�(
2)
I�;'0+ ('(T )� '(0))
2�1;

or, d�aprés la proposition 1.1.2, on a

I�;'0+ u(T )

= I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
t=T

+
m3

�(� + 
2)
('(T )� '(0))�+
2�1: (2.1.9)

De (2.1.8), (2.1.9) et la condition I�;'0+ u(T ) =
kP
j=1

I�;'0+ u
�
�j
�
; on trouve

m3

�(� + 
2)

(
('(T )� '(0))�+
2�1 �

kX
j=1

�
('(�j)� '(0))�+
2�1

�)
:

=
kX
j=1

I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(� i) +

('(� i)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

�I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
t=T

Puisque � 6= 0; on obtient

m3

=
�(� + 
2)

�

kX
j=1

I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(� i) +

('(�j)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

��(� + 
2)

�
I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
t=T

:
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En remplacant m3 dans l�equation (2.1.7), d�où

u(t)

= I�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

+
�(� + 
2) ('(t)� '(0))
2�1

� �(
2)

�
kX
j=1

I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(�j) +

('(�j)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#

�('(t)� '(0))
2�1

�(
2)

�(� + 
2)

�

�I�+�2;'0+

"
 q

 
I�1;'0+ g(t) +

('(t)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
t=T

vue la formule (1.1.2), on a

I�;'a+ u(t) =
1

�(�)

tZ
a

'0(s)'��1(t; s)u(s)ds

=
1

�(�)

tZ
a

'0(s)('(t)� '(s))��1u(s)ds:

d�où

u(t)

=
1

�(�2)

tZ
0

'0(s)'�2�1(t; s)

"
 q

 
I�1;'0+ g(s) +

('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
ds

+
�(� + 
2) ('(t)� '(0))
2�1

� �(
2) �(� + �2)

�
kX
j=1

�jZ
0

'0(s)'�2+��1(�j; s)

"
 q

 
I�1;'0+ g(s) +

('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
ds

��(� + 
2) ('(t)� '(0))
2�1

�(� + �2) � �(
2)

�
TZ
0

'0(s)'�2+��1(T; s)

"
 q

 
I�1;'0+ g(s) +

('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

"
nX
i=1

u(ti)� I�1;'0+ g(T )

#!#
ds;
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ce qui implique

u(t)

=
1

�(�2)

tZ
0

'0(s)'�2�1(t; s)

�

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x)dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1
�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)g(x)dx

351A35 ds (2.1.10)

+�
kX
j=1

�jZ
0

'0(s)'�2+��1(�j; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x)dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)g(x)dx

351A35 ds
��

TZ
0

'0(s)'�2+��1(T; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)g(x)dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)g(x)dx

351A35 ds:
�



Chapitre 3

Exitence d�une solution au moins

Dans ce qui suit et tout au long de ce chapitre, nous étudions l�existence d�une solution au
moins pour les problèmes aux limites, en utilisant le théoréme de point �xe d�Arzela-Ascoli.
� On notera l�espace de Banach des fonctions continues sur [0; T ] dans R par :

X = C ([0; T ] ;R)

�On transforme notre problème à un problème du point �xe. Alors, vue la formule 2.1.10,
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on considère pour tout t 2 [0; T ] l�opérateur H : X ! X par :

Hu(t)

=
1

�(�2)

tZ
0

'0(s)'�2�1(t; s)

�

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds (3.0.1)

+�
kX
j=1

�jZ
0

'0(s)'�2+��1(�j; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds
��

TZ
0

'0(s)'�2+��1(T; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds:
tel que

� =
�(� + 
2) ('(t)� '(0))
2�1

�(� + �2) �(
2) �
;

et

� = ('(T )� '(0))�+
2�1 �
kX
j=1

�
('(�j)� '(0))�+
2�1

�
:

Notons par

�1 = 3
q�2

 �
2
�M�1

�(�1 + 1)

�q�1
+ �q�1

!
:
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Aussi

�� = Sup
t2[0;T ]

j�(t)j

=
�(� + 
2) ('(T )� '(0))
2�1

�(� + �2) �(
2) �

=
�(� + 
2) M


2�1

�(� + �2) �(
2) �
;

et par suite

�2 = �
� �1
�(�2 + � + 1)

 
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� �M�2+�

!
+

M�2

�(�2 + 1)
�1:

En plus, on note pour tout r > 0

Ur = fu 2 X; kukX � rg :

3.0.1 Hypothèse

On suppose que :
� (H1) : La fonction f : [0; T ]� R! R est continue.
� (H2) : Il existe deux fonctions positives 
 2 C([0; T ] ;R) et � : [0;1[ ! [0;1[ telles que
pour tout t 2 [0; T ] on a (

jf(t; u(t)j � 
(t) ju(t)j ;

� = Sup

t2[0;T ]
j
(t)j :

et �����
nX
i=1

u(ti)

����� � � kukX :

3.0.2 Quelques résultats

En se basant sur le théorème de point �xe d�Arzela-Ascoli (voir théorème 1.2.2).

Théorème 3.0.1 On suppose que � 6= 0 et

�2r
q�1 � r;

Si les hypothèses (H1) et (H1) sont satisfaites, alors notre problème admet au moins une
solution sur [0; T ]
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Preuve. On montre que l�opérateur H est complètement continu.
1. D�après l�hypothèse (H1), l�opérateur H est continu.
2. Maintenant, on montre que l�opérateur H envoie tout ensemble borné de X en un ensemble
relativement compact dans X:

HUr � Ur:
Soit u 2 Ur, en utilisant (3.0.1) on a

jHu(t)j

� Sup
t2[0;T ]

������ 1

�(�2)

tZ
0

'0(s)'�2�1(t; s)

�

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds
+�

kX
j=1

�jZ
0

'0(s)'�2+��1(�j; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds
��

TZ
0

'0(s)'�2+��1(T; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds
������ :
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En utilisant (2.0.3), il vient������ q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A������
� Sup

s2[0;T ]

������ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
nX
i=1

u(ti)

� 1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

������
q�1

;

et d�après la proposition 1.1.3 et la formule (1.1.1), on trouve������ q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A������
� 3q�2 Sup

s2[0;T ]

0@������ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

������
q�1

+

�����
nX
i=1

u(ti)

�����
q�1

+

������ 1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

������
q�11CA

� 3q�2 Sup
s2[0;T ]

0B@2
������ 1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

������
q�1

+

�����
nX
i=1

u(ti)

�����
q�1
1CA :
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D�apès l�hypothèse (H2), on a������ q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A������
� 3q�2

 �
2
�M�1

�(�1 + 1)
kukX

�q�1
+ �q�1 kukq�1X

!
(3.0.2)

� 3q�2

 �
2
�M�1

�(�1 + 1)

�q�1
+ �q�1

!
rq�1

� �1r
q�1:

Donc

Sup
t2[0;T ]

jHu(t)j � M�2

�(�2 + 1)
�1r

q�1

+��
�1r

q�1

�(�2 + � + 1)

kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� ��� M�2+�

�(�2 + � + 1)
�1r

q�1

� ��
�1r

q�1

�(�2 + � + 1)

 
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� �M�2+�

!
+

M�2

�(�2 + 1)
�1r

q�1

�
"
��

�1
�(�2 + � + 1)

 
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� �M�2+�

!
+

M�2

�(�2 + 1)
�1

#
rq�1

� �2r
q�1 (3.0.3)

� r;

ce qui implique kHukX <1; d�où H est uniformément borné.On va établir l�équicontinuité
de H (Ur) :
Soit u 2 Ur et t1; t2 2 [0; T ] tel que t1 < t2. Alors

Sup
t2;t12[0;T ]

jHu(t2)�Hu(t1)j

� Sup
t2;t12[0;T ]

������ 1

�(�2)

t2Z
0

'0(s)'�2�1(t2; s)ds�
1

�(�2)

t1Z
0

'0(s)'�2�1(t1; s)ds

������ jK(s; 0)j
+

�(� + 
2)

�(� + �2) �(
2) �

��('(t2)� '(0))
2�1 � ('(t1)� '(0))
2�1
�� � ��L(�j; 0) + J(T; 0)�� ;
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avec

K(s; 0)

=

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

�

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35
et

L(�j; 0)

=
kX
j=1

�jZ
0

'0(s)'�2+��1(�j; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds;
aussi

J(T; 0)

=

TZ
0

'0(s)'�2+��1(T; s)

24 q
0@ 1

�(�1)

sZ
0

'0(x)'�1�1(s; x)f(x; u(x))dx

+
('(s)� '(0))
1�1

('(T )� '(0))
1�1

24 nX
i=1

u(ti)�
1

�(�1)

TZ
0

'0(x)'�1�1(T; x)f(x; u(x))dx

351A35 ds:
D�après (3.0.2), il vient

Sup
t2;t12[0;T ]

jHu(t2)�Hu(t1)j

� Sup
t2;t12[0;T ]

������ 1

�(�2)

t2Z
0

'0(s)'�2�1(t2; s)ds�
1

�(�2)

t1Z
0

'0(s)'�2�1(t1; s)ds

������ jK(s; 0)j
+

�(� + 
2)

�(� + �2) �(
2) �

��('(t2)� '(0))
2�1 � ('(t1)� '(0))
2�1
�� � ��L(�j; 0) + J(T; 0)�� ;
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de (3.0.3), on obtient

Sup
t2;t12[0;T ]

jHu(t2)�Hu(t1)j

� Sup
t2;t12[0;T ]

������ 1

�(�2)

t2Z
0

'0(s)'�2�1(t2; s)ds�
1

�(�2)

t1Z
0

'0(s)'�2�1(t1; s)ds

������ jK(s; 0)j
+

�(� + 
2)

�(� + �2) �(
2) �

�
��('(t2)� '(0))
2�1 � ('(t1)� '(0))
2�1

�� �1r
q�1

�(�2 + � + 1)

�����
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� +M�2+�

����� :
D�après la proposition 1.1.4, on trouve

Sup
t2;t12[0;T ]

jHu(t2)�Hu(t1)j

� 2�1r
q�1 j'(t2)� '(t2)j�2

�(�2 + 1)

+
�(� + 
2)

�(� + �2) �(
2) �

�
��('(t2)� '(0))
2�1 � ('(t1)� '(0))
2�1

�� �1r
q�1

�(�2 + � + 1)

�����
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� +M�2+�

����� ;
d�autre part, nous avons

('(t2)� '(0))
2�1 � ('(t1)� '(0))
2�1;

d�où

Sup
t2;t12[0;T ]

jHu(t2)�Hu(t1)j

� 2�1r
q�1 j'(t2)� '(t1)j�2

�(�2 + 1)

+
2�(� + 
2)

�(� + �2) �(
2) �
j('(t2)� '(t1))j
2�1

�1r
q�1

�(�2 + � + 1)

�����
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� +M�2+�

����� ;
ou bien

Sup
t2;t12[0;T ]

jHu(t2)�Hu(t1)j

� 2�1r
q�1 �

"
j'(t2)� '(t1)j�2
�(�2 + 1)

+
�(� + 
2) j('(t2)� '(t1))j
2�1

�(� + �2) �(�2 + � + 1)�(
2) �

�
�����
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� +M�2+�

�����
#
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En�n
jHu(t2)�Hu(t1)j ! 0; t2 ! t1:

En vertue du théorème de Arzela-Ascoli, il en résulte que H est un opérateur complètement
continu. �



Chapitre 4

Exemple

Nous présentons un exemple pour illustrer quelques résultats principales.

Exemple 4.0.1 On considère le problème suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

HiD
4
3
; 1
2
;2t2

0+  p

�
HiD

5
4
; 1
4
;2t2

0+ u
�
(t) = 1

(3t+e)2
exp (u) + t; t 2 [0; 1] ;

 p

�
HiD

5
4
; 1
4
;2t2

0+ u
�
(0) = 0;

 p

�
HiD

5
4
; 1
4
;2t2

0+ u
�
(1) =

nP
i=1

u(ti); 0 < t1 < ::: < tn < 1;

u(0) = 0; I
3
5
;2t2

0+ u(1) =
kP
j=1

I
3
5
;2t2

0+ u

�
1

2j

�
:

Pour cet exemple, on a

�1 =
4

3
; �2 =

5

4
; �1 =

1

2
; �2 =

1

4
:

Ainsi que, nous avons

� =
3

5
; &j =

1

2j
; q = 2

en plus

f (t; u (t)) =
1

(3t+ e)2
exp (u) + t et '(t) = 2t2;

Il est facile de voir que ' est croissante et la fonction f est continue. D�autre part, pour
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toutes u; v 2 R2; on trouve

8t 2 [0; 1] : jf (t; u (t))� f (t; v (t))j

�
���� 1

(3t+ e)2
exp (u) + t� 1

(3t+ e)2
exp (v)� t

����
�

���� 1

(3t+ e)2
exp (u)� 1

(3t+ e)2
exp (v)

����
� 1

(3t+ e)2
ju� vj :

On a aussi
8t 2 [0; 1] : '(T )� '(0) =M;

d�où
M = 2

� = ('(T )� '(0))�+
2�1 �
kX
j=1

�
('(�j)� '(0))�+
2�1

�
= 1:565

c�est-à-dire
� 6= 0:

Maintenant, soit


(t) =
1

(3t+ e)2
; � (t) =

1

(2et + 2)2
:

Nous avons

� = Sup

t2[0;1]
j
(t)j = 1

e2
;

tel que
jf(t; u(t)j � 
(t) ju(t)j :

D�autre part, on a

�� = Sup
t2[0;T ]

j�(t)j

=
�(� + 
2) ('(T )� '(0))
2�1

�(� + �2) �(
2) �

=
�(3

5
+ 23

16
) 2

7
16

�(3
5
+ 5

4
) �(23

16
) �

;

= 1:051

il vient
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�1 = 3q�2

 �
2
�M�1

�(�1 + 1)

�q�1
+ �q�1

!
:

=

0@ 2
7
3

e2

�(4
3
+ 1)

+
1

(2e+ 2)2

1A
= 0; 591:

Posons
r =

1

2
;

ce qui implique

�2 = ��
�1

�(�2 + � + 1)

 
kX
j=1

�� '(�j)� '(0)
���2+� �M�2+�

!
+

M�2

�(�2 + 1)
�1

= 0:071:

et
�2r

q�1 � r:

En�n, D�après le Théorème 1.2.2, le problème admet au moins une solution sur [0; 1]



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d�existence des solutions du probléme
aux limites concernant les équations di¤érentielles fractionnaire, ces résultats ont été obtenus
par l�utilisation du théoréme de point �xe en particulier nous avons utilisées le théoréme de
point �xe d�Arzela-Ascoli.
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