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Index des notations

? . un ouvert borné de R?.

L? () :  l'espace des fonctions p-intégrables sur 2.

L*® () . l'espace des fonctions essentiellement bornées.

2 () :  P'espace des fonctions de classe € a support compact dans 2.
2' (1)) . l'espace des distributions sur 2.

o) : fonction Gamma d’Euler.

B(x,y) :  fonction Béta d’Euler.

X : un espace de Banach.

H : unespace de Hilbert.

8a : le noyau d’intégration.

W"™P(()) . Tlespace de Sobolevd ordre m.

WhP () . I'espace de Sobolev d’ordre 1.

H(2) :  l'espace de Sobolev d’ordre 2.

RD(;u(t) : la dérivée d’ordre a de u au sens de Riemann-Liouville.
RDg,tu(t) : la dérivée d’ordre a de u au sens de Riemann-Liouville a gauche.
RD‘;"T u(t) : ladérivée d’ordre a de u au sens de Riemann-Liouville a droite.
Vu : laplacien de u.

Au : gradient de u.

P-P- :  presque partout

(PCE) : probléme de Cauchy fractionnaire.
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Introduction

De nombreux phénomenes physiques se décrivent par I'équation de diffusion, par exemple
le déplacement collectif de particules, la diffusion informatique, etc. Le probleme de diffu-
sion classique peut se formuler comme suit :

u—DAu =f(u), t>0
u(x,0) = Up(x)

ou A est le Laplacien, D constante positive appelée coefficient de diffusion, f:R — R une
fonction continue appelée terme réactif et 1 la donnée initiale.

Mais, comme l'idée des équations différentielles fractionnaires (EDF) a toujours été in-
trigante pour les mathématiciens depuis la naissance du calcul différentiel. Ces derniers ont
développé beaucoup de notions dans ce domaine tel qu’il existe de nombreux sens pour cal-
culer une dérivée d’ordre non entier pour une fonction.

Nous citons la dérivée de Griinwald-Letnikov, la dérivée de Caputo ect. Mais dans ce tra-
vail, nous nous intéressons a celle de Riemann-Liouville qui est donnée par :
dn n
dt"
oun-1<a<n neN*et

. ﬁto“l si t>0
Etl=1 si t<0.

1
I )

t d
RDEF ()= [ =0t ranau| = 2= (ga-ax 1) 0],

atn

Dans ce travail, nous allons étudier le probléme de diffusion d’ordre fractionnaire sui-
vant :

"Df ,u-Au =f
(P)
(81— *x w)(0) =V,

avec a €]0,1[ f et v des fonctions données et u = u(t, x) solution de notre Probleme de Cau-
chy d’ordre fractionnaire (PCF) dans [0,T] x {2 c [0, +oo[xR%. Nous montrons que ce pro-
bleme est bien posé c’est a dire il admet une unique solution dans un espace convenable et
par la suite, nous allons établir dans un espace bien défini la régularité de la solution.

L'équation de notre probleme présente une singularité au temps initial £ = 0. Comme re-
marque, la fonction v signifie un taux de blow-up lorsque ¢ tend ver zero.



Introduction

Nous proposons la méthode de Galerkin pour la résolution des problémes de diffusion
de ce type sous des hypotheéses assez générales car cette méthode est I'un des outils les plus
efficaces pour résoudre des (EDP) linéaires et non linéaires.

Nous avons rencontré deux problémes :

Le premier : la manipulation de ce terme

<RD(0x,tu' uy,

dans cette méthode.

Le deuxieme est I'espace fonctionnel convenable dans lequel on résout le probleme (P).
Dans ce travail, nous utilisons des espaces fonctionnels simples qui sont des généralisations
naturelles des espaces connus dans le cadre entier.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :
Le premier chapitre est un rappel des outils utilisés pour établir les théoremes donnés.

o Les espaces de Lebesgue sur un ouvert de R? avec leurs normes et propriétés

Convolution de deux fonctions

Distributions et espaces de Sobolev

Les fonctions spéciales

Description de la méthode de Galerkin

Le chapitre 2 est consacré a I’étude de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville généralisée.

Dans le dernier chapitre nous montrons par la méthode de Galerkin I'existence, I'unicité
ainsi la régularité de la solution.



Chapitre 1
Préliminaire

1 Introduction

Ce chapitre est un rappel des outils utilisés. Nous parlerons des espaces de Lebesgue, la
convolution de deux fonctions. Par la suite nous traiterons les distributions, les espaces de
Sobolev, des fonctions tests et quelques propriétés puis nous définirons quelques fonctions
spéciales. A la fin nous donnerons une description a la méthode de Galerkin.

Dans tout ce qui suit, on considerera {2 un ouvert de R4, ot1 d € N*.

2 Lesespaces de Lebesgue

2.1 Définitions et généralités

Définition 1.1 [1]

Soit1 < p < oco. Lespace de Lebesgue d’ordre p, noté LP (§2), est un espace vectoriel de classe
de fonctions dont la puissance de l'exposant p est intégrable au sens de Lebesgue est défini par :

L”(Q):{f:!?—»[l%; f mesurable etf9|f|p<oo},

muni de la norme

=], 1)

Définition 1.2 [1]
Lorsque p — oo, l'espace de Lebesgue, noté L°°({2), des fonctions bornées est défini par :

LX) ={f:2—R; mesurable,3CeR+telle que |f| <C},

muni de la norme
”f”LOO(Q) =inf{C; ’f(x)| < Cp.p. sur 2}.

4



2. LES ESPACES DE LEBESGUE

Proposition 1.1 [1]
Soitl < p < o0. (L”((Z), Il - IIL,,(Q)) est un espace vectoriel normé complet.
Proposition 1.2
Lespace (LZ(_Q), II - ||L2(_Q)) muni du produit scalaire
(U, V)12 :f() u(x)v(x)dx, YV u, vel?();
est un espace de Hilbert.

Définition 1.3 (Fonctions localement intégrables )
Une fonction f est dite localement intégrable sur (2 si elle est intégrable sur tout compact

inclus dans §2.
Lensemble des fonctions localement intégrables sur {2 est noté par L}OC 2.

Proposition 1.3
Pour tout1 < p < oo,
p p
LP() <L, (1.
Théoreme 1.1 [1] (Théoreéme de Tonelli)

Soient (2, et (2, deux ouverts de R? et f : {2 x {2, — R. On suppose pour presque tout
X € Ql

sz |f(x,y)|dy<oo,

etque
(x, V)| dydx < oo.
f o f o, |fx, )| dy
Alors, f e LY (£ x §2,).
Théoréeme 1.2 [1] (Théoreme de Fubuni)
Soit f € L2y x £25). Alors, pour presque tout x € {21,

f,y) el ((2) et fg |fx,y)|dy eLi(2).

De méme, pour presque tout y € {2,,

fx,y) eLi(2) et fQ |fey)|dy €L,(2).
2



2. LES ESPACES DE LEBESGUE

De plus, on a

, dci:f f , dti:f ,v)dxdy.
.klgﬂxwyx Qzﬁﬂxwxy QM%ﬂHOxy

Théoreme 1.3 [1] (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi)

Soit (f,), une suite croissante de fonctions de L' (1) telle que

Slrllp fondx < 0o0.

Alors f;,(x) converge p.p. sur (2 vers une limite finie notée f(x) ; de plus
ferr@ et | fu— £l — 0

2.2 Inégalités remarquables

Définition 1.4

Soit p € [1,+00[. On appelle exposant conjugué de p l'unique q € [1,+oo| tel que :

1 1
—+==1.
p 4q

Inégalité de Holder

Lemme 1.1 [1]

Soit q l'exposant conjugué de p avec 1 < p < oo et soient f € LP({)) et g € L9({2). Alors
f.gell(Detona:

1/ gl <1 Flww gl

Dans le cas ou p = g = 2, on obtiendra I'inégalité appelée inégalité de Cauchy-Schwarz
donnée par lemme suivant :

Lemme 1.2 (Cauchy-Schwarz)
Pourtout f,g€1?({) ,ona:

”f'g”Ll(Q) < ||f||L2(Q) ||g||L2(Q)'

2.3 Produit de convolution
Définitions et généralités

Définition 1.5 [1]

Soient f et g deux fonctions intégrables. On définit le produit de convolutionde f et g par :



3. FONCTIONS TESTS

(%)) = f =gy,

Proposition 1.4 [1]

Soient f e L1({2) et g e LP(£2) avec 1 < p < oo. Alors,

1. La fonction y — f(x— y)g(y) est intégrable sur (2.
2. fxgelP(()) et

”f*g”LP(Q) < ”f”Ll(_Q) ”g”LP(Q)'

Propriétés 1

Soient A € C, f, g et h trois fonctions intégrables sur (2. Alors

I frg=g*[.
2. (fxg)xh=f=x(g*h).
3. fxAg+h)=A(f+g) +(f*h).

3 Fonctions tests

3.1 Lesespaces €~ ({2)

Définition 1.6

l'ensemble, noté €*(£2), est l'ensemble des fonctions k fois différentiables sur 2 & valeurs
dans R dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k sont continues sur 2.

Remarques 1

1. Par itération sur k, on peut définir €*(£2) par :

€* ) = {f e€" 1), % e, i=1,.., n}; k>1.

2. Pour k=0, l'espace €° (1)) est I'espace des fonctions continues sur §2, et aussi noté € (£2).

3. Lespace, noté €°°({2), est l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur (2, et on a

€)= €" .
keN



4. DISTRIBUTIONS

3.2 Support des fonctions continues

Définition 1.7 (Support d’'une fonction continues)

Soit f : {2— C, une fonction continue sur (2. Le support de f, noté supp(f), est 'ensemble
défini par :

supp(f)=1{xe€ 2 f(x) #0}

De plus, si supp (f) est un compact, on dit que f est continue a support compact.

Définition 1.8 (Espace des fonctions tests)

Lensemble des fonctions indéfiniment dérivable et a support compact sur {2, noté 2(S2), est
appelé espace des fonctions tests.

Définition 1.9 [3] (Convergence dans 2 ((?))

Soit (Pn)nen une suite de 2(£2). On dit que (P,) nen converge vers une fonction ¢ € 2({2),
Si

1. AK€ {2 compact tel que les supports des (¢,) sont contenus dans K.

2. Pour tout j €N, la suite des dérivées (¢,)\/ converge uniformément vers ' surX.

4 Distributions

4.1 Définitions et propriétés

Définition 1.10 [3]

On appelle une distribution T sur {2, toute forme linéaire continue sur 2({2), c'est a dire

T:2(2) — C
¢ — T =(Te),

telle que :

o Pour tous 1,92 € 2({) eta,peC,ona

T (a1 +Bp2) = (T, a1 +Ba) =a(T, @1) + B (T, p2).

o T est continue sur 2({2), c’est a dire; pour toute suite ((pn)n qui converge vers ¢ dans
D(£2), alors la suite (T, ¢, ) converge vers (T, ¢).

Proposition 1.5

Une forme linéaire T sur 2({2) est une distribution sur {2 si et seulement si pour tout com-
pactKc {2, ona



4. DISTRIBUTIONS

AmeN,3Cr>0: V@eDi(()),

7 (0)] = (T} < Ci sup (sup (o]
aeN xeK
la|l<m

Remarque 1.1

En dimension un, c'est-a-dire {2=]a, b|c R, on peut écrire la proposition (1.5) comme suit :
pour tout compact [c,d] <]a, b, alors

dmeN, 3 C[c,d] >0:V q)E@[c,d](Q)r

m .
IT(9)|=[{T )| <Ciear 3 sup ‘(p(”(x)‘.
j=0x€[c,d]

Proposition 1.6

Soit f € L}OC(Q), Uapplication

Tf:@(_Q) — C
0 — (1p9)= [ fopcods
est une distribution.

Définition 1.11 (Distribution réguliere)

On appelle distribution réguliere toute distribution associée a une fonction localement in-
tégrable.

Remarque 1.2
Lensemble des distributions sera noté 2'({2).

4.2 Dérivée d’'une distribution

Contrairement aux fonctions, les distributions sont toujours différentiables et leurs déri-
vées sont aussi des distributions. On donne alors la définition suivante :

Définition 1.12 (Dérivée d’une distribution)

Soit T € @'({2). Pour tout j =1,...,d, la dérivée de T par rapport a sa jéme variable est la

distribution définie par :
JaT o)
—,¢)=—(T,— ).
<3xj tp> < 3xj>



5. ESPACES DE SOBOLEV

Définition 1.13

Soit T € D'(£2). Pour tout multi-indice o € N%, la dérivée d’'ordre o de T, notée T est la
distribution définie par :

(T, @) = (=D)INT, o), VoeD(),

aveca = (ay,...,0q) et|al=og +---+ag.

5 Espaces de Sobolev

On commence par définir les espaces de Sobolev. Ces espaces sont tres importants dans
I’étude des équations aux dérivées partielles.

5.1 Définitions

Un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions pouvaient étre dérivées suf-
fisamment de fois pour donner sens par exemple a une EDP.

Définition 1.14 [1] (W™P(()))

Soient1 < p < oo et meN* Lespace de Sobolev WP ({2) est défini par :

p
W””’(Q):{ JgelP)) tel que }

uel?() | {(u,D*@)=—{(g,9) Y9eD(D) VYaeN|a<m
Proposition 1.7

Lespace WP (()) munit de la norme suivante qui mesure la taille et la régularité de la
fonction :

1
p
D%ul|” Si 1<p<oo,
w— ull ymp ) = (laém” !LP(Q) 4
(¢4 ’ —
|(Xém”D u||Lm(Q) Si p=+oc0

est un espace de Banach, réflexif pour1 < p < oo, de plus séparable pour1 < p < oco.

Proposition 1.8
Lorsque p =2, les espaces de Sobolev H™ ({2) sont définis par :

W2(0) =H™ (1.

10



6. FONCTIONS SPECIALES

Définition 1.15 [6] (H!(2)
Lespace de Sobolev H! () est défini par :

H' (1) ={uel?(2),Ig e L*(N) tel que (u, V@) =—{(g,p) Y@eD(}.

Lespace de Sobolev H! (£2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire {:, V() défini
par:

d /0u Ov
(u,v) =(u,v) + <——> .
H! (!2) LZ((Z) 1:21 axl' axl' LZ(Q)
Définition 1.16 [6] (Hp(12))
Lespace Hy(§2) est défini comme étant l'adhérence de 65°(§2) dansH' (£2).

Théoreme 1.4
Soit {2 un ouvert borné régulier de classe Cl. Alors, H(l) ({2) est donné par :

Hy () ={ve H' () /v =0sur o}

6 Fonctions spéciales

6.1 Fonction Gamma

Définition 1.17 [5]
La fonction dite Gamma d’Euler est définie sur C comme suit :

I'c — R

z — F(z):f e 't* ldr, R(z) > 0. (1.1
0

Proposition 1.9

La fonction Gamma est bien définie lorsque R(z) > 0.

Exemples 1

D

()

f e tdr
0

e
1

11



6. FONCTIONS SPECIALES

2)

~
—_—
N =
N ——
I

00 o
= e ‘'t2dt
0

; 1 .
Sion pose t2 = u, on obtient

1 o0
F(—) = 2[ e “du
2 0

Propriétés 2 [5]

i. Va>0; [(la+1)=ol(x).
ii. VneN; I(n+1)=n

6.2 Fonction Béta

Définition 1.18 [5]

La fonction intégrale appelée fonction Béta est défini par :

p:CxC — R
1

(x,y) — B(x,y):f rla-nr (R(x) >0, R(y) >0).
0

Exemples 2

D pL1)=1
2) px,1=1.

Propriétés 3 [5]

Soient x,y € C, alors

i. B(x,y) =B, x).
ii. B(x+1,y)=-PB(x,y).

x+y

iii. Blx,y+1)= 5B, y).

iv. B(x+1,))+p(x,y+1)=p(x,).
v. Yx>0,Yy>0,alors

p1e

2
B(x,¥) :2[ sin®*~10cos?’~10do.
0
vi. Soient x et y deux réels strictement positifs, alors

I'x) Iy

Plx. )= Ix+y) "

(1.2)

12



7. METHODE DE GALERKIN

7 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une technique tres utilisée pour la résolution des équations
différentielles ou des problemes avec des conditions aux limites. Elle consiste a projeter le
probléme définit sur un espace de dimension infini vers un espace de dimension fini et ap-
proximer la solution du probléme en la représentant comme une combinaison linéaire des
éléments de base de ce dernier.

On considere (H, (-,-)) et (V,(-,-)) deux espaces de Hilbert séparables tels que V c H avec
| -]l une norme sur H, et on donne le probleme suivant :

(P,){ u"()+A@u@® = f,  rel0,T]
u(t,0) = up(t), u'(t,0) = uy (1);

ol u = u(t, x) est 'inconnu du probleme (P’ ), f est une fonction donnée, elles sont définies
sur [0,T] =R vers H, et A(t) est un opérateur définit sur V.

Soit {w;};>1 une base hilbertienne de H. On peut alors formuler le probléeme (P’ ) comme
suit :

ue C(0,T;V),u' € C([0, TI; V'),
(P)R (u",wy+ AW u, w)={f,v), dans 2'(10,T])
up€H, u;(t) e H.

7.1 Méthode générale

On suppose que (A(f) u(t), wy = a(t,u(t), w), pour tout u, w € V; ou a(t,-,-) est une forme
bilinéaire continue sur V.

Soit V,;, un sous-espace de V avec une dimension finie m,et {wi};?ll une base de V.

On projette (P) sur V,, et on obtient le probléme discret suivant :

m
um(t)=)_ gi(Hw;,

i=1
Um € C(0,T1;Vyn), ul, € C(10,T1; Vi), Um €L2(0,T;Vy)
(um" (1), wl>+a(t um(t) wl)—(f wiy, 1<i<m

Um(0) = Z&(t)w,,u 0) = Zn,(t)w,,

i=1 i=1

(Pm) 4

ou

Y &i(Hwi—uy dans V quand m— oo,
l;ll
Zni(t) w; — U dans V quand m — oo.
i=1
En vertu de la théorie des équations différentielles ordinaires,le systeme (Py,) a une solu-
tion locale unique qui s’étend jusqu’a un intervalle maximal [0, £, [.

13



8. CONCLUSION

8 Conclusion

Dans cette premiere partie de ce mémoire, on a rappelé quelques notions essentielles qui
seront tres utilisées par la suite. Dans le chapitre suivant on donnera une généralisation des
espaces de Lebesgue, les espaces des fonctions tests, et on donnera aussi quelques résultats
sur le calcul fractionnaire.

14



Chapitre 2

Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville généralisée

1 Introduction
Dans ce chapitre, on généralisera les espaces de Lebesgue, on donnera leurs définitions
dans des espaces de Banach. On définira aussi la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville a gauche et a droite et la relation entre eux. Et a la fin, on donnera une généralisation
de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville au sens des distributions.

2 Les espaces des fonctions a valeurs dans des espaces de Ba-
nach

Cette partie est une généralisation de ce qu'on a déja vu dans les sections précédentes.
On donnera la généralisation des espaces de Lebesgue..

2.1 LesespacesL”(0,T;X)

Définition 2.1
Soient X un espace de Banach et 1 < p < co. On définit l'espace LP (0, T;X) par :
T
L7(0,T;X) = {f: [0,T] — X; mesurable et f If@|%dt < oo}.
0

Théoréeme 2.1

SoientX un espace de Banach et 1 < p < oo.
Lapplication || - ||Lro,1:x) : LP (0, T; X) — R définie par :

—

T b
T ( fo || fm||;zdr) ,

est une norme surLP(0,T;X).

15



2. LES ESPACES DES FONCTIONS A VALEURS DANS DES ESPACES DE BANACH

Muni de cette norme, l'espace L” (0, T;X) est un espace de Banach.

Définition 2.2

Soit X un espace de Banach. On définit l'espace L° (0, T; X) par

L0, T;X) = {f: [0,T] — X; mesurable et sup ess ||f(t) || <00 p.p.}.
t€]0,T|

Théoréeme 2.2
Soit X un espace de Banach.
Lapplication | - |l1=0 1:x) : L°°(0, T; X) — R définie par :

I f lisoo,m3) = sup ess | £(@)],
te]0,T[

est une norme surL.°°(0, T; X).
Muni de cette norme, l'espace L° (0, T; X) est un espace de Banach.

2.2 Espace de distribution

Définition 2.3

Soit X un espace de Banach. On désigne par 2' (0, T,X) lespace des distributions sur]0,T[
vers X défini par :

2'(0,T,X) =2 (2(0,T[,X)),

ot 2(0,T;X) est l'espace des fonctions de classe €*° de 10,T| vers X et a support compact
dans10,T[.

— Si fe2'(0,T,X), alors la dérivée de f au sens des distributions est défini par :

ar N__ d_<P>
<dt,tp>— <,dt . Vee2(0,TD.

— Soient1 < p < oo, f €LP(0,T,X), il lui correspond une distribution, notée f, sur10,T[ a
valeurs dansX, par:

T
(f,0)=f(p) =f0 fe@adt, V¢ €2(10,TD.
Remarque 2.1

SoientE et F deux espaces vectoriels topologiques, alors £ (E,F) est 'espace des applications
linéaires continues deE dansF.
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3. PRODUIT DE CONVOLUTION

2.3 Espace de Sobolev

Définition 2.4

SoientX un espace de Banach, m e N* et1 < p < oo. Lespace de Sobolev généralisé WP (0, T; X)

est défini par :

p :
Wm”’(Q):{ Jg€Ll”(0,T;X) tel que

Proposition 2.1

Lespace WP (0, T;X) munit de la norme suivante :

L
el wmpo,1;x) = lal<m )
Z ”Dau”LOO(O,T;X) Si p=+o0

lal<m

est un espace de Banach.

Remarques 2
Soit X un espace de Banach.

e Dans le cas oit p =2, l'espace de Sobolev Wm, 2(0, T;X) est not¢ H™ (0, T;X).
e Soient u,ve H"(0,T;X). Lespace H" (0, T;X) muni du produit scalaire suivant :

) m X)) = = ) T~ 5 dat. 21
(W, Vyumo,1:%) jgo 0 <8t] at1> .

est un espace de Hilbert.

3 Produit de convolution

Soit (X, || - I) un espace de Banach. On introduit maintenant la convolution de deux fonc-
tions et son adjoint.

Définition 2.5

Soient g € L}OC([O,oo[), etfe L1(0,T;X), avecT > 0. On définit alors surlX(0,T;X) la convo-
lutionde f et g par :

t
g>l<f(t)::f0 gt—=y) f(ydy, p.p.- tel0,TI].

De plus, l'adjoint de convolution de g et f est la convolution, notée *', définie par :

T
g*’f(t)::f gly-0f(ydy, p.p- tel0,T].
t
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3. PRODUIT DE CONVOLUTION

Théoréeme 2.3

Soientg e L! ([0,00[) et f € L}(0,T;X) avecT > 0. Pour toute y € €([0,T]), ona:

loc

T T
fog*f(t)w(t)dt:fo fg*"w(ndr. (2.2)
Preuve.

Soient g € L;_ ([0,00]), T >0, f€L'(0,T;X) et y € €([0,T]), ona:

T T pt
fog*f(t)qj(t)dt:fo fog(t—y)f(y)w(t)dydt-

Par le théoreme de Fubini, on obtient :

T t T
fog*f(t)w(t)dt fof(y)(fo g(t- yy(ndt|dy,

t
fo Ffng+"wydy.

]
La définition suivante est assez importante dans les dérivées d’ordre fractionnaire, c’est
le noyau d’intégration.

Définition 2.6
Pour tout B positif, on définit sur L}OC([O,oo[) la fonction, notée gg, par :

gﬁ(t)=Ltﬁ_l Y 1>0.
r'(p)

Proposition 2.2
Soient «, P deux réels strictement positifs. Pour toutt>0,ona:

(8a * 8p) (1) = 8u+p (1). (2.3)

Preuve.

Soient«, f =0 et pour tout t>0,0ona:

(g(x*gﬁ)(t) [%X]O,-&—oo[(t)ga(t_y)gﬁ(y)dy

1 ! a—-1,06-1
- — , 2.4
TP fo -y~ "y dy (2.4)
on pose U= l; , et (2.4) devient :
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4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

1 ! oa-1 p-1

Z-(X+ﬁ—1

1
_ a1 p-1
—F((x) ) fo 1-u) ub~ du

l-(x+ﬁ—l

= TreP P

1 tcx+[3—1
ITa+p)
= g(x+ﬁ(t)-

Proposition 2.3

Soient f € L?(0,T;X) et g € L1(0,T). Alors,
ga* [ €L2(0,T;X), de plus, ona:

||g(x * f”LZ(O,T;X) = ||g(x||L1(0,T)||f||L2(o,T;X)- (2.5)

Théoreme 2.4 [4]

Soit (H, {-,-)) un espace de Hilbert réel. Soient f € L2(0,T;H) eta €]0,1[, alors

T
fo (f(0),8a* f(1))dt=0. (2.6)

4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dans cette partie on introduira la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
et celle au sens des distributions.

Définition 2.7 [5] (Dérivée a gauche)
Soienta €]0,1[ et f € L2(0,T;X) avecT > 0. On suppose que :

g1_a * fEHY(0,T;X).

Alors, la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville a gauche (forward
. . s Ra 2 . .
derivative) de f, notée "Dy . f, est définie par :

d
'n§, f:= =5 (81-a* f)- 2.7)
Définition 2.8 [5] (Dérivée a droite)

Soienta €]0,1[ et f € WLL(0,T;X) avecT > 0. On suppose que :
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4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

d
Q1o *' af e L2(0, T;X).

Alors, la dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Riemann-Liouville a droite (backward
derivative ) de f, notée RD‘t"Tf, est définie par :

d
R .
D} fi=g1-a* T f. (2.8)
Remarque 2.2

Dlapres (2.5), si f € HY(0,T;X) alors g1-q *' < f appartient a1%(0,T;X). Ainsi f admet une
dérivée fractionnaire d’ordre a a droite dans L2(0,T; X).

Proposition 2.4

Soient a €]0,1], f € L2(0,T;X) et &S H!(0,T). On suppose que [ admet une dérivée frac-
tionnaire d’ordre o dans12(0,T;X) alors,

T T
fo Dy, f(w(Ddt= —fo f(t)RD(;Tw(r)dt+ [81-a *fq/]g. (2.9)
Side plusw € 2(10,T|), alors

i) Par une intégration par partie du premier membre de I’équation (2.9), on obtient :

< VT g-aMI fllt200,1:0 W oo, 0,71- (2.10)

T
fo F@ODw(ndt

Preuve.

T T d
foDg‘,tf(t)w(t)dt:[gl_a*f(t)w(t)]g—fo gi-a* f(—w(Ddr.

Appliquant le théoréme (2.3), on peut écrire :

T T d
foDg,tf(f)ll/(l‘)df=[gl—a*f(t)w(t)]g—fo f(t)gl—a*lﬁl‘lf(t)dl'.

De la définition (2.8), on peut avoir :

T T
fo D§  f(OW(Ddr=[gi-a* [(OW(D)]g - fo FORD (0 dt.

D’ou (2.9).
ii) On applique maintenant l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur (2.10) et on va obtenir

IA

Rnpa
I flliz0,m30 1" D7 Wiz 0,:x)

\/T” flizoxl RD(;,T\V lloo,[0,T]
VT g2 (M 120,130 W oo, 10,11-

T
[ omn

IA

IA
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4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

]
De la proposition précédente, 'application

20T — X

T
@ — —fo FORDY (0 dt

est une distribution d’ordre 1.
Il résulte de ce qui précede la définition suivante :

Définition 2.9

Soient a €]0,1[ et f € 12(0,T;X). La dérivée fractionnaire d’ordre o de [ au sens des distri-
butions, notée RDS‘ [ est définie par :

T
(RDg,tf,(p>:—f0 FOFDY (0t Voez(,T).

Proposition 2.5

Soienta €]0,1[ et f € L2(0,T;X), alors

i) Si f admet une dérivée fractionnaire d’ordre o dans 1?(0,T;X), dans le sens de la défini-
tion (2.7), alors elle est égale a sa dérivée au sens des distribution.

ii) Sila dérivée au sens des distribution de f est dans L2(0,T;X), alors [ admet une dérivée
fractionnaire d’ordre o dans12(0, T;X) et ces deux dérivées sont égales.

Preuve.

i) Soit f € 1.2(0,T;X) admet une dérivée fractionnaire d’ordre « telle que RDS‘ .f estdans
L2(0, T;X). Alors, de la proposition (2.4), formule (2.9), pour tout ¢ € 2(0,T),on a:

T T
fng,tf(t)cp(t)dr:—fo FO'DS r()dr.

D’autre part de la définition (2.9),on a:

T
("DG,.fr9) =~ fo F@O D,

donc

T
<RD8‘,tf,<p>=fo Dg . f(De(n)dt.

ii) Soit f € L2(0,T;X). De (2.9), on peut écrire :
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4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

T
R R
Do S P)aoromon = _fo O Dyre(ndt

T , d
—fo fO)g1—a* Ecp(t)dt.

Appliquant (2.2) et on aura :

B d
R —_—
(Dot f 90 130,001 = —fo gi-a* f(O—e)dL. (2.11)

Par hypothese, la dérivée faible RDgyt f est dans L2(0,T;X), on déduit alors que g1_¢ * [
est dans H' (0, T;X), de plus,

d
= (g1-a* ) ="D§ . f; dans  L%(0,T;X).

]
Proposition 2.6
Soient a €]0,1[, V un espace de Banach réel, V' son dual et f € L?(0,T;V'). On suppose que
f admet une dérivée fractionnaire d’ordre a dans 12 (0, T; V). Alors, pour tout v €V, {f, v)yy
admet une dérivée fractionnaire d'ordre a dans12(0,T), de plus,
DY, ((f, viviy) = DY, fr vdv v, dans  L?*(0,T). (2.12)
Pour la démonstration voir [2]. Proposition 3.3. Page 354.
Proposition 2.7
Soienta €]0,1[, u € L2(0, T;X). Si u admet une dérivée d’ordre a dans12(0,T;X), alors
u=(g1-a* u) (0)ga+ ga *"D§ ,u, dans  L'0,T;X) (2.13)

Preuve.

Soient a €]0, 1[ et u une fonction de L.2(0, T; X) admet une dérivée d’ordre a dans L2 (0, T; X).
On pose

d
RDg,tu(t) =f)= o (g1—a* u) (D),

donc,

fdr=d(gi—a* u) (1),

par une intégration sur [0, f], on peut écrire :
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5. CONCLUSION

t
fo d(g1-o * u) (s)

(g1-a* 1) (1) — (81— * ) (0).

t
f f(s)ds
0

Comme g (f) =1 pour tout ¢ > 0. On obtient :

(g1% f) (1) = (g1 * 1) (D) — (g1 * 1) (0) g1 (D),

on applique gy a gauche, et on obtient :

(g1+a* f) () = (81 * u) (1) — (81— * U) (0) g1+ (D).
Alors,

(g1 % u) (1) = (81— * u) (0) 1+ (D) + (G140 * f) (D).

Enfin, par une dérivation par rapport a f on revient a (2.13).
||

5 Conclusion

Toutes les définitions, ainsi que les propriétés précédentes sont tres importantes pour
établir le probleme qu’on va entamer dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 3

Probleme d’évolution fractionnaire par
rapport au temps

1 Introduction

Cette partie du mémoire est consacrée a la résolution du probléeme suivant : pour f €
L?(0, T;H™1(£2) et ve L?(£2)

Trouver u € #* (0, T; Hy(2),H (1) telle que
RDg‘,tu—Au:f, dans L* (0, T;H™'(£2) 3.1)
(81—« * W)(0) =, dans L2({2),

ou A% est 'espace défini pour tout T > 0 avec a €]0, 1[, comme suit :

HY (0, T; Hy(2), H () := {u e L? (0, T; Hy (12)), tel que D*u e L2 (0, T; H' ()}

et H™!(£2) est 'espace dual de I'espace HJ (£2)

De plus, nous allons donner une réponse a la question de la régularité pour la solution du
probleme (3.1).

La méthode de Galerkin que nous allons adopter, va nous donner des réponses favorables
anos questions posées.

2 Existence et unicité
A présent, nous nous intéressons a prouver le premier résultat principal suivant :

Théoreme 3.1

Soient f € L? (0, T;H™(£2)) et ve H} (£2), alors
e Siae| %, 1[, le probleme (3.1) admet une unique solution.

e Siae]0,3,
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2. EXISTENCE ET UNICITE

i) Siv=0, le probleme (3.1) admet une unique solution.

i) Siv#0, le probleme (3.1) n'admet pas de solution.

Preuve.
Existence:
o Ftapel:
Nous cherchons dans cette étape pour quelles valeurs de «, le probléeme (3.1) admet
une solution u € L? (0, T; Hy (£2)).
De la proposition (2.7), on déduit que notre probléeme (3.1) admet une solution u si

U= (g1-o* ) (0)ga + ga *" DY ,u dans L?(0,T;Hy(£2). (3.2)

Pour que (3.2) soit vérifié il suffit de voir si (g1-a * u) (0) g« € L? (0, T; H} (£2)) et que gq *
"Df ,u € L7 (0, T;Hy(12).

Comme gy € L}, (10,00[) donc pour tout ¢ € [0,T] gq € L' ([0, T]), et de plus, *D§ ,u €
L?(0,T;H™'(£2), alors on en déduit de la proposition (2.3) que go*"D§ ,u € L* (0, T; Hj (£2)).
D’autre part, on a (g1_q * 1) (0) = v dans L?({2), c’est une constante par rapport a ¢, donc

il reste de voir si go € L2(0,T).

Pour a €]0,1[ et T >0, on peut écrire :

T 2 1 T 2(a—1)
dt f = Vde
fo 18l (Io))? Jo

1 1 14T
= — 5 (27, (3.3)
20— 1 (o)
1 PP
Or, 5 est défini si :
# ! (3.4)
af =, .
2
etla quantité [2*~! ]g est défini si:
o« (3.5)
= 2) .
puisque,
lim ** ! < 0o <= 2a-1>0.

t—0
Récapitulons, et on obtient :
uel?(0,T;Hy(2) < ga € L*(0,T) sicce

1 1
-1 0,-
2 2

ou (cxe etv:O).

Etape 2 : Reformulation du probléme approché
SoientV := H(l)(Q) et A l'opérateur linéaire défini par :
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2. EXISTENCE ET UNICITE

A:V=Hy() — H'(D)

u — -Au

Pour k=1,2,---, soit (wy,Ax) € H})(Q)X]O,oo[, ol wy. est la k™€ fonction propre de A
associé a la valeur propre Ay, tel que (wy)r>1 forment base hilbertienne de L2(£).
Pour tout entier n > 1, on note par F, I'espace vectoriel engendré par {wi}?zl, alors on
peut écrire :
v=Y brwg dans H(£2),
k1
et on pose
n
Vp=) brwg dans F,,. (3.6)
k=1

D'ou v, €F, —veH(2.
Alors Pour tout entier n > 1, le probleme approché de (3.1) est reformulé comme suit :
i) Solvabilité du probléme approché.

Décomposition et notation :
Trouver u, € L?(0, T;F,) tel que *D§ ,u, € L?(0, T;H' (12)), avec

{ ("D umw) |, Aumwivy = (frw)yy dans 12(0,T),V weF,
(g1-a*un)©0) = vy
3.7)
Soit
n
Uy = Zxk(t) Wk, Ji(@) ={f (D), widv v,
k=1
donc, pour k=1,---, n, on aura le systéme équivalent suivant :
DY xie+Aixk = fio dans 12(0,T)
) (3.8)
(g1-a* x) (0) = by.

On va maintenant démontrer par ’absurde que le probleme (3.8) admet une so-
lution globale sur [0, T], c’est-a-dire ; une solution u définie sur I'intervalle [0, T],
pour tout T > 0.

Il existe T, > 0 fini, tel que la solution maximale correspondante u vérifie

Tl—i’r%n [l 2e(2) ||L2(0,-r) =00 (3.9)

On suppose que :
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2. EXISTENCE ET UNICITE

ii)

sup |lullpzoqr) <oo. (3.10)
T€(0,T,m)

Par la somme de I’équation et la condition initiale du probleme (3.8), on a:

(81— * x1) (0) +RD8‘,txk + A X = br + fr,
——
by

appliquant g, a gauche, et on obtiendra :

(81-a * Xk) (0) 8o+ o *" DY ; Xk + Ak Goc * Xk = D& + Ga * fr-

Xk

Des propositions (2.3) et (2.7), on peut obtenir finalement;

X+ Ak8a * Xk = bi8u + 8a * [ dans L12(0,1). (3.11)

On multiplie I'équation par xi et on integre sur [0, T], on obtient :

T T T
L xi(t)dt+AkL xk(t)ga*xk(t)dt:bkfo xe()go(t)dt
Xkl (3.12)
T
+‘/(; Xk (0 ga * fr(D)dt

comme A; >0, a> % et par le théoreme (2.4), ona:

.
f Xi () 8a * X (t)dt > 0.
0

Alors, de (3.12), on obtient

2
”xk”LZ(O,T) < bl ||g(x||L2(o,Tm) ||xk||L2(o,T) + 11 8o * fk”LZ(o,Tm) ||xk||L2(o,T) (3.13)

Or on déduit quand T — Ty, | Xkl 2(0,1) €St borné, ce qui contredit la formule (3.9)
sauf si T, = 0o, alors le probleme (3.7) admet une solution, Pour tout T > 0.

Estimations.
On prend w = v, dans (3.7), on obtient

T T T
f ("DE 1, V), AL+ f Aty iy y di = f Fovadydt.  (3.14)
0 ! 0 0 ’

Comme g4 € L2(0,T) et u, € L2(0,T;F,,), alors u,, — 8aVn € L2(0,T;F,,), et donc

T T
f <RD8"tun,un—gavn>V,th+f (Aun,un—g(xvn>v,’vdt
0 ' 0 (3.15)

T
:fo (f,un—gav,,L)V,det.
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2. EXISTENCE ET UNICITE

De la proposition (2.7), on a

Un— 8aVn = Ga * DY Uy dans L?(0,T;Hy(£2) (3.16)

On pose D% :=R D ,, alors la premiére intégrale de I'équation (3.15) devient :

T T
fO(D“un,un—g(xvﬁv,,vdt = fO(D“un,ga*D“un%,,yvdt

T t
fO<D°‘un(t),f0 ga(t—y)(D“un)(t—y)dy> dt

vV

T t
fo dtfo 8a(t = y) (D un (1), (D% un) (=) )y y dy

T t n n
fo dt A gr—» > Y wrw;D*xi (1) (D) (1 - y)dy,
k=1j=1

comme (Wy, w;j)yyv = Oy j, alors

T n T t
fo (D“un,un—gavn>v/’vdtzz A dtfo ga(t — Y)D%xi (D%xi) (1 — y)dy,
k=1

par le théoreme (2.4), le second membre est positif.
Dongc,

T
/(; <D(xun, un - g(an>V/,th 2 0. (3.17)

Revenant a (3.15),

dt, (3.18)

T T
fo ‘(Aun;un_gaVn>v’,v‘d[<f0 ’<f’ u"_gO‘V”)V’,V

donc,

T T T
j(; (Auy, un>V’,th<\[0 |<Aun»vn>v’,V|g0((t)dt+](; ‘<f) u”>V’,V)dt

T
+f0 )<f»Vn>v',V

(3.19)

gadt.

Comme::

T
|| Aten =, (3.20)
0 12

0,T;H)(62)

etv,—VE Hé(_Q), on obtient que :
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2. EXISTENCE ET UNICITE

iii)

iv)

2
<G, 21
Il ) <© (3.21)

ou C est une constante indépendante de n. Alors, il existe certaine fonction u €
L?(0,T;Hy(£2)), tel que :

u,—u faiblement dans L*(0,T;Hy(52). (3.22)

Equation du probléme (3.1)
Soient k > 1 fixé et n > k. De I’équation du probléme (3.7), on écrit :

<DO( Un +Au;1 - f, w>vryv = 0)

pour tout p € 2(0,T),ona:

T T
<f D“un(p(t)dt+f (Aun—f(t))(p(t)dt,w> =0, (3.23)
0 0

\4AY%

par la proposition (2.4), on aura :
T
<f ~up(ORDY (1) + (Aun — F(D) @(D)dt, wk> =0 dans 2'(0,T;H (). (3.24)
0 ' \UAY
Par passage a la limite, et de la définition (2.9), on obtient :

D*u+Au—f=0 dans 2'(0,T;H(£2).

Comme Au, f € L?(0,T;H™' (£2)) et aussi la dérivée d’ordre a au sens des distribu-
tions de u est dans L? (0, T; H™!(£2)), alors par la proposition (2.5) (i{)

Duel?(0,T;H™ () = ue #° (0, T;HY (), H 1 (12)

et

DYu+Au=f dans L*(0,T;H'(2). (3.25)

Condition initiale.
Soient k,n > 1 et ¢ € 2(0,7T) telle que ¢(T) = 0. Par la proposition (2.6), on peut
écrire :

T T
f0<Do‘un'wk>V"V(p(t)dt:f0 D*(uy, wihyye()dt,

par proposition (2.4)

T T
L<Daun’wk>v/va(t)dt:_]; (un (), wiyyry "D () dt

- <g1—0( * Up(0), wk>v,,v(p(0),
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2. EXISTENCE ET UNICITE

par (3.6) et (3.22)

T
[) <Daunr wk>vly\/(p(t)dt
T
. f (w(t), widyy "D (B)dt = v, widyy @(0).
0

Encore, on applique la proposition (2.4) sur la derniere limite et on obtient

T
—fo (u(), wikvy RD‘;Tcp(t)dt =V, Wiy y

T (3.26)
- fo D (), Wiy y @A L + (g1 * 10), Wi )ysy @(0) = (V, Wiy y (O).
Unicité
Soient uy, up € #*(0,T; Hy(£2), H™(£2)), solutions du probleme (3.1).
On pose
U:=1u;— up. (3.27)

De la linéarité des deux opérateurs RDg ; et = A, I'unicité de notre probleme nous ramene
a prendre le suivant :

{ "D§ ,u—Au=0 dans 17(0,T;H ()
(g1_a*w(0)=0 dans L2(f).

Pour avoir 'unicité de notre solution, il suffit de prouver que la solution du probleme
(3.28) est triviale. Pour faire ceci, on pose

(3.28)

Ug = g1-q * U € L? (0, T; Hy(£2)), (3.29)
De (3.28) et (3.29),0n a:

T T
Rpa —
j(; ( DO,tu’uO‘>v',th+f0 f VuVuadxdt=0,

T d T
—Ug, U dt+f f VuVugdxdt=0,
‘[0 <dt * a>v/,v 0o JI2 *

Comme 1, (0) =0, alors,

N dt =2 lua(m)?
fo gilota) | dt=3 eI, g

et par le théoréme (2.4), on écrit :

donc,

T n T
ffVuVuadxdt:Zf f Ox U, %) g1—a * Ox U, x)(D)dtdx > 0.
0o J1?2 ie1492Jo
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3. ETUDE DE LA REGULARITE

Alors, pour tout ¢ € [0, T], on déduit que gy_q * u(t) =0.

u(t)

d
E [ga *gl-a* u] (1)

T ar'®
0.

D’oty, 'unicité de la solution.
]
3 Etude delarégularité
La régularité de la solution est donnée par le deuxieme résultat principal suivant :

Théoréeme 3.2

Soient a €]0,1[, 2 un ouvert borné deR? , f une fonction de L2(0, T;L2({2), et v appartient
aHy (9.
(i) Siae€] %, 1[ alors on suppose que Av est dans 12(0);
(ii) Sia€]o, %] alors on suppose que v =0.

Alors la solution u du probleme (3.1) vérifie

Au, *D§ ,u € L*(0, T;L*(£2)
"D ,u+Au=f in L?(0,T;L*({2).

On rappelle que I'opérateur A est définie par :
A:V=H)() — H'(D)
u — -Au
et que (wy,Ag) € H(l)(Q) x]0,00[, oll wy. est la k™€ fonction propre de A associée a la valeur
propre Ag, tel que (wy) > forment une base hilbertienne de V.
Pour démontrer le résultat ci-dessus, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 3.1 [2]

Soit 2 un ouvert borné deR%. Pour tout v € H(l)(_Q) avecv =) brwy dans H(l)(Q), alors

Avel? () Y (b wi)? < oo.
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3. ETUDE DE LA REGULARITE

Preuve.

D’une part, on assume que Av € L2(f2). Comme wy. est une base hilbertienne de L?({2),
alors il existe une suite (cx) >0 <R tel que

Av= Z Cr Wi, Z (ck)2 < 00, Cr = fQAv (X)wi(x)dx.
k
De plus,
fQAv(x) wi(x)dx = fQVv(x)Vwk(x)dx = brAk.
Alors, Y (by wk)2 < oo.

D’autre part, soit v, = ZZ:I birwy. Comme Awy. = A; wy, on sait que Av € L2(£2). Alors, pour
1<m<n,

n
”Avn_AVm”iz(Q): Z (bkwk)z-

k=m+1

On a par hypotheése Y (bx wk)2 < 00, donc il existe une f € L2(12), tel que:

Av,— f dansL?(f)).

Or, v, — v dans Hj ({2) et I'opérateur continue A: Hj(£2) — H™'(£2). Alors Av,, — Av dans
H™ (). D’ot1 Av est dans L?({2).

| ]

On va démontrer maintenant le théoreme (3.2).

Preuve.
On servir systématiquement la démonstration précédente du théoréme (3.1) et on sup-

pose toujours que o €] %, 1[, v, donné par (3.6) et u, solution de (3.7). Comme Awy = A wy, il

est clair que pour tout € [0, T], A (u,(#) — ga(£)V) € F,,. Le probleme (3.7) devient

<RDg,tun’A(un(t) - ga(t)VDV/,v — (Atn, A(un(1) = 8a(OV) )yry = (LA (Un() = a(IV) )y y -

Par la formule (3.16),on a:

n
(DG 1tn, A (1 (D) = ga(DV))yr = 2 AD (1) oo x DY (1),

k=1

Alors, par le théoreme (2.4) on trouve que :

T
fo ("D ;un, A(un(t) - 8u(OV))y,  dt > 0.

En outre, pour I'estimation de (f, gqAVy )y y»0Ona:

(28 = 8al0) . AV,

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve :
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4. CONCLUSION

(£, 8V )y | < alD [ F D23 IAVAl 2 (3.:30)

De plus, D’aprés le lemme (3.1) Av,, = ZZ:I Aebiwy et Av,, € L2((), alors IIAvnIILZ(Q) est
bornée.

Pour les estimations précédentes, toute sous-suite de la suite (Au,) converge faiblement
dans L? (0, T;L?(£2)). Par l'unicité de la limite, Av appartient a L (0, T; L*({2)).

Remarque 3.1

La régularité dans le théoreme (3.2) nest pas une régularité dans H?((2), car on na pas
trouver que u € 17 (0, T;H2(£2)). De plus, comme on a supposé que (2 est un ouvert bornée de
R4, alors les fonctions propres wy ¢ H2({)).

Si on suppose que {2 est convexe, on peut trouver la régularité dans H>((2).

4 Conclusion
Apres avoir poser le probleme (3.1), on a utiliser la méthode de Galerkin pour le résoudre.

Or le terme qui contient la dérivée fractionnaire est tres difficile a le manipulé. Pour le rendre
manipulable, nous avons décomposé cette dérivées en somme de deux termes controlables.
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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude de I'existence, l'unicité et la régularité de la solution
d'un probléme de diffusion d’ordre fractionnaire par rapport au temps qui est donné par :

Trouver u € #* (0, T; Hy (), H (1) telle que

"D§ u—-Au=f dans L?(0, T;H ' (£2) (3.31)
(81—« *W(O0) =V dans L2({2).

Nous avons utilisée les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville généralisées
et la méthode de Galerkin pour établir les deux résultats suivants :
Théoreme (Existence et unicité)
Soient f € L?(0,T;H ' (£2)) et v e H}(£2), alors
e Siae| %, 1, le probleme (3.1) admet une unique solution.
e Siae|o, % [
i) Siv=0,le probleme (3.1) admet une unique solution.
ii) Siv#0, le probleme (3.1) n’admet pas de solution.

Théoreme (Régularité)

Soient a €]0, 1[, {2 un ouvert borné de R? f une fonction de L2(0,T;12(£2), et v appartient
aH (0.
0

(i) Siaeg] %, 1[ alors on suppose que Av est dans L?({2) ;
(ii) Sia€]o, %] alors on suppose que v =0.

Alors la solution u du probleme (3.1) vérifie

Au, "D§ ,u € L?(0, T;L*(12)
"D ,u+Au=f in L*(0,T;L*(£2)).

Mots-Clés. Equation de diffusion, Méthode de Galerkin, Dérivée fractionnaire généralisée.



Abstract

In this work, we have studied the time fractional diffusion equation well posedness, let
give the following problem

Find u € #* (0, T; Hy({2),H '({))) such that
"Df,u—-Au=f in L?(0,T;H ' (£2)
(1o *w)(0) =V in L2({2).
We have used the generalization of the Riemann-Liouville fractional derivatives and Ga-
lerkin method. So we arrive to the theorems about the existence, unicity and regularity.
Theorem (Existence and unicity)
Let feL?(0,T;H 1 (£2)) and v € Hy (2.
o Ifae€] %, 1[ then the problem has a unique solution.

e Else, ifa €]0, % [, then

i) If v=0, the problem has a unique solution.

ii) If v#0, the problem has no solution.

Theorem (regularity)
Let a €]0, 1[, {2 be an open bounded subset of R% , f be in L2(0, T;L?(£2)), and v in Hy (£2).

(i) Ifae€] %, 1[ then assume that Av lies in L2({2) ;

(i) If a €]0, 3] then assume that v =0.

So the solution u of the problem satisfies

Au, "D§ ,u € L?(0, T;L*(12)
"D ,u+Au=f in L*(0,T;L*(2)).

Key Words. Diffusion equation, Galerkin method, Fractional derivatives generalizated.



Perspectives

Nous donnons ici quelques perspectives de recherche et prolongements concevable du
travail de ce mémoire.

La premiere direction est de chercher a résoudre le méme probléme et de considérer
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo au lieu de la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville avec une condition initiale uy qu’on doit la définir.

La deuxiéme direction est de prendre le méme probleme avec un opérateur A elliptique,
au lieu du Laplacien 4, et qui vérifie certaines hypothéses.
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