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Liste des abréviations

EDF :  Equation différentielle fractionnaire.
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MIMO : Multiple-input, multiple-output, i.e., plusieurs entrées, plusieurs sorties.
SISO . Single-input, single-output, i.e., une seule entrée, une seule sortie.



Introduction

La modélisation et la simulation numérique des phénomenes physiques sont des ou-
tils devenus irremplacables pour la conception des produits industriels.

La modélisation mathématique des phénomenes du monde réel passe tres souvent
par I'écriture des équations différentielles ou1 des dérivées ordinaires ou partielles inter-
viennent. Ces équations différentielles peuvent étre transformées, sous certaines condi-
tions, en des systemes différentiels, dit aussi systemes dynamiques *. Les exemples peuvent
étre multipliés a l'infini, car finalement, cette modélisation peut s’appliquer a la quasi-
totalité des objets physiques, et ce, que ce soit en électricité, en mécanique, en chimie,
en optique et en traitement du signal [8, 19, 25]. Tout systéme peut donc s’apparenter au
modele proposé par le schéma ci-dessous.

Entrée(s) —|  Systéme physique  |— Sortie(s)

FIGURE 1 — Représentation générale d'un systeme dynamique

Cependant, ces dernieres décennies, une nouvelle dérivée, dite dérivée d’ordre frac-
tionnaire, est apparue. Son utilisation ne cesse de croitre et dans différents domaines de
la science et de I'ingénierie [13, 19, 23, 25]. Son concept est de généraliser les dérivées tra-
ditionnelles a des ordres non-entiers. Pour plus de détails sur l'interprétation physique et
géométrique de cette dérivée, nous renvoyons le lecteur aux références [11, 27].

Les systemes dynamiques d’ordre fractionnaire sont, d’'une part, considérés comme
des systemes a mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales,
et d’autre part, ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe. Plus que cela,
dans la réalité, les systéemes dynamiques peuvent posséder une ou plusieurs entrées, une
ou plusieurs sorties, certaines sorties pouvant méme éventuellement étre considérées
comme de nouvelles entrées, ces derniers sont dits systemes dynamiques en série. En
outre, si 'information se propage dans plusieurs directions, on dit que le systéeme dyna-
mique dépend de plusieurs variables. On les retrouve en électronique, en imagerie, en
chimie [19, 25].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude du comportement des systemes
dynamiques linéaires d’ordre fractionnaire, lesquels sont décrits par des relations mathé-
matiques reliant les variables d’entrées avec les variables de sorties au cours du temps. Il

1. Un systeme dynamique est un systeme ol1 son comportement évolue au cours du temps.
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existe plusieurs représentations de ces systemes, parmi eux, on trouve :
e Lareprésentation en espace d’état, laquelle décrit le comportement interne du phé-
nomene, est exprimée par :

Ax(t)+Bu(?),
Cx(t) +Dul(p),

1)

{ D%x(1)
(1)

ou D% est la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo, n—1 <a < n, n € N*, de
la fonction x par rapport a la variable ¢, t € Ry. x € R™, u € R” et y € R7 sont, respec-
tivement, la trajectoire (I’état), le vecteur d’entrée (de la commande) et le vecteur
de sortie. A € R™*™ est la matrice d’état, B € R™*P est la matrice de commande,
C € R7*™ est la matrice d’observation et D € R7*P est la matrice de transmission
directe de I'’entrée sur la sortie.

Les conditions initiales associées au systeme (1) sont

xV(0) = x;0, Vi=0,n—1.

Le systeme dynamique (1) peut étre schématisé par :

» D
u a
» B =§ED XN X C >3 Y >

A

FIGURE 2 — Schéma de la représentation d’état d'un systéme dynamique.

o Lafonction de transfert, notée G, relit, sous certaines conditions, I'entrée u a la sor-
tie y par:

pour certains s € C, ou Y et U sont respectivement, les transformées de Laplace de
la sortie y et du controdle u.

En mathématiques et en ingénierie, la théorie du contrdle a comme objet I'étude du
comportement des systémes dynamiques, parmi eux, nous trouvons I'énergie de réponse
impulsionnelle, connue sous le nom norme /%, ou la lettre # vient du fait que I'en-
semble est un espace d’Hardy?, lequel joue un rdle important dans le domaine des sys-
téemes et du contrdle, en tant qu'une mesure de la performance vis-a-vis du bruit ou des
perturbations externes. Elle est définie pour une fonction de transfert G, et peut étre cal-
culé dans le domaine fréquentiel ou temporel en utilisant le théoreme de Plancherel.

2. La définition rigoureuse est la suivante : si 0 < p < +oo, alors, I'espace de Hardy /(D) est I'ensemble
des fonctions holomorphes f, i.e., analytiques définies sur le disque unité D et satisfaisant la condition

1 2n
= sup (—
171k, 0<rl<)1(2ﬂ.[o

Lanorme || f1| 7, est dite norme p de Hardy de la fonction f.

f (ref9)|p de)'l’ < +oo.
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Dans [24], la norme d’ Hardy d'une fonction de transfert fractionnaire est calculée
d’'une facon analytique. Cependant, I'objectif de notre travail est de calculer la norme /5,
pour une fonction de transfert fractionnaire du second type associée a un systeme dy-
namique linéaire d’ordre fractionnaire par une nouvelle technique basée sur I'utilisation
de I'espace d’état, des outils de la théorie des matrices et des transformations intégrales.
Ensuite, nous allons regarder la possibilité de généraliser cette approche pour le calcul
de la norme /%, pour tous types de systémes dynamiques linéaires d’ordre fractionnaire
unidimensionnels et une classe de systemes dynamiques linéaires d’ordre fractionnaire
bidimensionnels.

Ce manuscrit, lequel traite une étude théorique suivie par des simulations numé-
riques, est organisé en quatre chapitres.

» Le premier chapitre regroupe les notions mathématiques de base dont nous aurons
besoin pour I'élaboration de ce travail. Nous commencerons par donner quelques
définitions des fonctions utiles dans le calcul fractionnaire, suivi par quelques no-
tions sur la dérivation et I'intégration d’ordre fractionnaire et en dernier quelques
transformations intégrales seront introduites;;

e Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons quelques définitions d'un systeme dy-
namique d’ordre fractionnaire ainsi que ses différentes représentations. Ensuite,
nous passons au calcul de la norme /5, dite aussi I'énergie de la réponse impul-
sionnelle, d'une fonction de transfert fractionnaire du second type par une nouvelle
méthode. En dernier, le calcul de la norme /% d’un systéme unidimensionnel est
envisagé;

» Le troisieme chapitre a pour but de généraliser la technique proposée pour le calcul
de la norme /% d’un systeme dynamique bidimensionnel d’ordre fractionnaire de
type Roesser;

» Finalement, la validation numérique des résultats théoriques obtenus est présentée
dans le quatriéme chapitre via des exemples académiques.

Ce manuscrit est cloturé par une conclusion, des perspectives et une bibliographie
contenant les différents ouvrages et articles utilisés pour élaborer ce travail.



Chapitre 1

Notions de bases

1 Introduction

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle nous rappellerons quelques
notions de base. Il est divisé en quatre sections. Dans la section qui suit, des notions et des
définitions de certaines fonctions spéciales sont rappelées. Ensuite, un apercu sur les dé-
rivées d’ordre fractionnaire pour une fonction d'une seule variable et deux variables est
présenté dans la troisieme section. La derniére section sera consacrée aux transforma-
tions intégrales de Laplace et de Mellin.

2 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présenterons quelques fonctions spéciales. Il s’agit de la fonc-
tion Gamma d’Euler, Béta d’Euler, les fonctions de Mittag-Leffler et en dernier la fonction
Delta de Dirac.

2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 [19] Pour tout z € C, tel queRe(z) > 0, la fonction Gamma d’Euler, notée par
I, est définie par l'intégrale suivante

[e.e]
F(z):f e ¥ 1ds. (1.1)
0
Proposition 1.1 [19]
1. Pour tout z > 0, nous avons
I(z+1)=2zI(2); (1.2)
2. Pour tout z € N, nous avons
I(z+1)=2z

3
Exemple 1.1 Pourz= 2 lapplication de la formule (1.2) donne

-4 4

1
vu que F(E) = /™.
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2.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2 [7] Pour tousRe(x) > 0 etRe(y) > 0, la fonction Béta d’Euler, notée par B, est
définie par l'intégrale suivante

1
B(x,y):f tta-prtde.
0
Exemple 1.2 Pour x=1 et y=1, nous obtenons

B(1,1)=1.

Proposition 1.2 [7] La relation entre la fonction Gamma d’Euler I’ et la fonction Béta d’Eu-

ler B est donnée par la formule suivante

I'x)1(y)

B X, =0
=Ty

avec Re(x) >0 etRe(y) > 0.

2.3 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.3 [19] Pour tous a > 0 et z € C, la fonction de Mittag-Leffler a un parametre
est définie par

Zk
Ea(2) = lg) m-
Exemple 1.3 Pour o =0, nous obtenons
Eo(z) = y Z—k
=30
Comme,
=1,
alors,
Eo(2) = Zz 7 lAd<L

= 1-
Définition 1.4 [19] Pour tous o, > 0 et z € C, la fonction de Mittag-Leffler a deux para-
metre est définie par
k
z

Eop@) =) ——.
P ,;0 ok +p)
Proposition 1.3 Pour tousa >0 etf3 =1, nous avons
Eq,1(2) =Ea(2),

et pour o= ﬁ =1, nous avons
El,l = ez

Exemple 1.4 Poura=2,p =1 et z=t>, nous avons

0o [2k
Ba1 (1) = ,;)F(ZIH-D
Il découle, 2k
B, (1) = X_: ol
ol encore,

Ep1 (%) = cosh (1).



3. DERIVEES D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.4 Fonction Delta de Dirac

Définition 1.5 [19] L'impulsion de Dirac est la fonction § définie par

0 si t#0,
+oo si t=0.

8(t):{

3 Dérivées d’ordre fractionnaire

L objectif de cette section est de présenter les définitions ainsi que quelques résultats
sur les dérivées d’ordre fractionnaire. Il s’agit de la dérivée d’ordre fractionnaire au sens
de Caputo et la dérivée partielle fractionnaire.

3.1 Dérivation fractionnaire d’'une fonction unidimensionnelle au sens
de Caputo

Définition 1.6 [3] La dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo d'ordrea, n—1 < o <
n avec n € N*, de la fonction f, telle que f € €"([a, b)), [a, b] c R, est donnée par

1
I'n—a)

t
Df (1) = f (t—0" ! fP 0 dr, (1.3)
a

oir f' représente la dérivée nieme de la fonction f par rapport a la variable .
Exemple 1.5 Considérons la fonction f définie par

Ry — Ry,
t — f()=t.

Pour0 < a< 1, enappliquant (1.3), nous obtenons

1 t
D% = f - 1) %dT.
t 0= Jo (t—1) "drt

Pour T = st, il découle

D% = e fl(l s) " %ds
S Ia-wJo ’
t—l—(x
= B(1,1- ),
I'l1-o ( o)
— 1 tl—cx
12—

Proposition 1.4 [19] Pour tousa >0, f,g € €¢"([a,b]), [a,b] <R et A, n € R, nous avons

DY f()+pug®]=AD*f(£) + uD*g(1).
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3.2 Dérivation et intégration d’ordre fractionnaire d’'une fonction bidi-
mensionnelle

Définition 1.7 [19] La fonction définie par

. o™
D(;ilf(tl, tz) = mf(tl) tZ)y

1 nf . -,
TNi—ap Jo (G- N '

est appelée la dérivée partielle fractionnaire d'ordre a; € Ry, ot N; — 1 < a; < N; avec N; €
N*, de la fonction bidimensionnelle continue f par rapport a la variable t; € R, pour
i =1,2. I'représente la fonction Gamma d’Euler (1.1) et ft(iNi) est la dérivée partielle d’ordre

N; de la fonction f par rapport a la variable t;, elle est donnée par

1
N ot
N (1) =
M f(n, 1) .
W our i1=2.

Définition 1.8 [19] Lintégrale fractionnaire de la fonction bidimensionnelle [ dordre f3;
par rapport a la variable t; est définie par

Ii
;) fo (ti - 0P 'Ry (0 dr,

IEiif(tl, ) = Tt

ouf; >0 pouri=1,2, ['estlafonction Gamma d’Euler (1.1) et

f(t, ) pour i=1
f(t, 1) pour i=2.

’

Fll' (T) = {

Définition 1.9 [19] L'opérateur défini par

D(;iif(tl,[z) pour «;€R;,

D(;iif(l‘l, )= (1.5)
I;aif(tb ) pour «;<O0,

est appelé opérateur fractionnaire intégro-différentiel d’ordre a; (a; € R) de la fonction bi-
dimensionnelle continue f par rapport a la variable t; pouri=1, 2.

Proposition 1.5 [26] Soit f une fonction continue de deux variables réelles indépendantes
t1, ty >0 et soiento; € Ry avecN; — 1 <a; <N;, N; e N* et p; >0 pouri=1,2. Alors,

D, Dy, f (11, 12) =Dy, Dy f (0, 12) = D1 f (1, £2),

1,02
et
IE)II IE;f(tl, f) =I§22 I%lf(tly ) = IEII,’ZZf(f1, f).

Exemple 1.6 Considérons la fonction de Heaviside bidimensionnelle

1 pour f=0et/out=0,

H(#, tz):{ 0 pour f<0Oet/out<O.



4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

1. La dérivée partielle fractionnaire d’ordre o, € Ry de la fonction de Heaviside bidi-
mensionnelle par rapport a la variable t, vaut0.

En effet, comme la premiere dérivée de la fonction H(t1, t,) par rapport a t, est égale
a0, dong, il s'en suit

1 fﬁ 1 ONTH
I'Ny—ap) Jo (1 — )N+l g
0.

D(txllH(tl, £) (T, ) dT,

2. Lintégrale fractionnaire d’ordre, € R’ de la fonction de Heaviside bidimensionnelle
par rapport a la variable t, est

52 ]- f2 ﬁ -1
1[2 H(tl» tZ) = F(f) ) (tZ_T) 2 H(tl)T) dT)
2) JO
1 (o
= (t —T)Bz_ldT,
TB2) Jo
L
TP+ 1)

4 Transformations intégrales

Dans cette section, nous présenterons deux transformations intégrales. La transfor-
mée de Laplace unidimensionnelle et bidimensionnelle largement connue et la transfor-
mée de Mellin qui peut étre considérée comme la version multiplicative de la transforma-
tion de Laplace bilatérale. Ces outils sont d'une grande utilité dans I’analyse des systemes
dynamiques linéaires.

4.1 Transformation de Laplace unidimensionnelle
4.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.10 [7] La transformée bilatérale de Laplace d’'une fonction f : R — C, notée
par F = Z|f], est définie par

+00
E(s) = Lf(D)](s) = f f(rye*tde,
oitseC.

Définition 1.11 [12] La transformée de Laplace unilatérale d’'une fonction f : R, — C conti-
nue, notée par F = £ f1, est définie par

F(s)zsf[f(t)](s):fo f(rye*tdt,
oit se C etRe(s) > 0.

Exemple 1.7 Si f(t)=sin(at),oiacRett >0, alors, la transformée de Laplace unilatérale
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est

ZLIf (1) f e *'sin(at)dt,
0

1 [ . .
— _f [e—t(s—m) _e—t(s+m)

21 Jo

1 1

1
s—ia s+ia

dt,

2

)

a
s2+a?

Définition 1.12 [7] Une fonction f continue est dite d’ordre exponentiel, d'ordre a > 0 sur
t € [0, oo, sil existe une constante positive K telle que pour un certain t > T, nous avons

|f(r)] <Ke®.

Théoréme 1.1 [7] Si une fonction f est continue ou continue par morceaux dans tout in-
tervalle fini [0, T] et d'ordre exponentiel e*', alors, la transformée de Laplace de £ f] existe
pour tout s telle que Re(s) > a.

Théoreme 1.2 [5] Supposons que
e f estune fonction continue par morceaux sur]0,o00[ ;
e Pourcertaina<1, f(t)=0(t™*) quand t —0;
e Pourtoutb >0, e~" f(t) tend vers0, quand t — co.
Alors, l'intégrale de Laplace

f f(rye*tdt,
0

converge absolument pour Re(s) > 0 et définit une fonction holomorphe' sur le demi-plan
Re(s) > 0.

Proposition 1.6 [12] Pour toutes fonctions f et g définies sur R, avec f € €" ([0,00]) et
a, b € R, nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité

Llaf®)+bg)](=aZ[f®]()+bZ[g®)](s); (1.6)
2. Dérivéed’ordren, neN

n—-1
L0 =s"L[fB] )~ s"_k_lf(k)(t)‘t_o; (1.7)
k=0 =
3. Produit de convolution

L(f*x00] ) =2L[fD] ()L [gD](s),

t
(f*g) 1) =f0 ft—1)g(n)dr.

1. Une fonction f : U < C — C est dite holomorphe si elle est C-dérivable en chaque point de U, et si sa
dérivée f': U — C est continue.
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Proposition 1.7 [12] Soientte Ry, veR,, a€R etd la fonction Delta de Dirac, ainsi,
1.
at 1
2L [e"](s)=—;

S—a
2.
Z1B(]s)=1;
3.
28" (0] () ="
4.

L[] () =Tv+1)s VY,

Définition 1.13 [12] La transformée de Laplace inverse d’'une fonctionF, notée f = £ ~1m,
est définie par

1 Y+ioco
ﬂn:szHsun:Z; F(s) e’ ds,

y—ioco

ou 'y est une constante réelle qui dépasse la partie réelle de toutes les singularités de F(s).

Exemple 1.8 Pour tout s € C—{0,a} ot a € R, considérons la fonction suivante

F(s)= o)

Ainsi, sa transformée de Laplace inverse est

~1 1 41 1 1
[ () = &£ —( ——)](t),
s(s—a) a\s—a s
AC =ICEHD
= — x (l’)—x - (t) )
a s— S
~ et —1
= —

4.1.2 Transformée de Laplace et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo

Théoréme 1.3 [19] La transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire au sens
de Caputo (1.3) de la fonction f € €"(R,) pour n—1 < a < n avec n € N* est définie par

n—1
ZL[Df(1)] (s) = s°F(s) = Y s* K LB (g Ly (1.8)
k=0 -

ot F(s)=Z[f(1)](s).

Exemple 1.9 Considérons l'équation différentielle d’ordre fractionnaire a coefficient constant
avec second membre

D® £ (1) = h(1), (1.9)

ot 0 < a < 1. La condition initiale associée a l'équation (1.9) est f(0) = 1.
Pour trouver la solution de l'équation différentielle (1.9), nous appliquons la transfor-
mée de Laplace. En effet,

L D] () =LIhDI) © s“F(s)—s“ £(0)=H(s),
o F(s)=s"“H(s)+ s £(0),

10



4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

ensuite, l'application de la transformée de Laplace inverse donne

t (t— .[-)(X—l
£l = fo L hdTf0),

ol encore . ol
(t—1)""
(1) :f ——— h(t)dt+1.
! o I1(s)
Exemple 1.10 Considérons la fonction suivante
g(0) = 1" Eqa(AL%),

avecn—1<a<n, neN”* et A une matrice réelle de dimension m x m, alors, sa transformée
de Laplace unilatérale est

+00 st ol 00 Ak t(xk
et ——dr
fo ,;) I'lak +a)

£ [g)](s)

i Ak /*00 est tcxk+(x—1 dr.
i Lok +a) Jo

Posons le changement v = st, il vient

- Ak OO k+oa-1
2 t — -UV X o— d
[g(D)] (9 ,;)F((xk+(x)s°‘k+°‘fo e'v v
0o Ak
= ) INok+ ),
i Tk + o) sok+a
x 1 (AF
oll encore
-1 _
L[ Ea,a(At"‘)](s)_m—_A.

4.2 Transformation de Laplace bidimensionnelle
4.2.1 Définitions et résultats théoriques

Soient F(s1, f») et F(#;, s2) les transformées de Laplace de la fonction continue f(#;, t)
par rapport a t; et f, respectivement ot [19]

F(s1, ) =%y [f (11, 22)] (51, 12) =f0 f(t, p)e 1 dn,

et
F(n, $2) =%y, [f(11, B2)] (11, $2) =f0 f(t, ) e 22dn.

Définition 1.14 [6, 19] La transformée de Laplace bidimensionnelle, notéeF = %> | f], d'une
fonction réelle continue bidimensionnelle f est définie par la formule suivante

+00 +o00o
F(s1,82) =% [ f (11, )] (51, $2) =f f f(n, ) e "™ 22dndn, s, s€C.
o Jo

11



4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

Remarque 1.1 [19] Il est a noter que

L\ f (11, B)] (51, 52) Ly % [ f (1, )] (1, 52)] (51, $2),

L, [ L [f (11, 82)] (51, 82)] (51, $2).

Exemple 1.11 Considérons la fonction f définie par
f:R? — R,

_ 1 si >0, >0,
(, L) — [, fz)—{ 0 sinon.

Ainsi,

L | f (11, B2)] (51, 52)

+00 +00
f f f(n, ) e 1122 dn di,,
o Jo

$182

Théoreme 1.4 [6] Si f est une fonction continue dans chaque intervalle fini [0, T1] x [0, T>]
et d'ordre exponentiel a et b, alors, la transformée de Laplace bidimensionnelle de f existe
pour tous sy et sy a condition que Re(sy) > a et Re(s,) > b.

Remarque 1.2 [6] Soient a, b € R;. Une fonction f est dite d'ordre exponentiel a et b sur

1 € [0, 00l et 1y € [0, 00|, §'il existe une constante positive K telles que pour tous t; > T et
t, > Ty, nous aurons

|f(t1, t2)| < Ke®h+biz.

Proposition 1.8 [6] Soient f et g deux fonctions définies sur R% continument différen-
tiables et soient a, b € R, ainsi :

1. Linéarité

Ly af(t, ) +bgt, )] (s1, 2)=als[f(t, )] (s1, 52) + b L [g(11, 1)] (51, 52).

2. Dérivée d’ordre 1

[Of (11, t2) |
2L fa—ltlz (51, $2) =1 % [f(t1, )] (51, 2) — Lo, [ f (11, 82)] (11, Sz)|t1:0,
et
[Of (11, t) ]
2L fa—ltzz (51, 2) =2 Lo [ f(11, B2)] (51, $2) — L1 [ f (11, 82)] (51, t2)|t2:0-

3. Dérivée d’ordre?

Pf(t, ta)
L % (s1,8) = S5L|f(h, )]s, ) -51%Ls, [f(t, )] (n, Sz)|t1:0
1
of (1, l‘z)]
_3 - A, (t y S ) )
tz[ atl b2 =0

12



4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

et
Pt t
L [%} (s1,8) = $5L|f(h, )] (s1,82) =52 Ly, [f(11, 12)] (51, l‘2)|t2:0
2
of (, t.
_‘gh[ f(l Z)I(Ir 2) ’
£2=0
et
P, t
2L [M] (51,8) = s19%|[f(t, L)) (51, 2) =51 Ly, [f(n, )] (1, $2)], _,
0t 0ty 1

~82 Ln, [f(t1, )] (51, B2)] g + £(O, 0.
4. Produit de convolution

L [(f*28) (11, )] (51, 2) =L [ f(11, B2)] (51, $2) L2 [g(11, 12)] (51, $2),

n
(f*28) (1, t2) =f0 f(t1 T1, L2 — T2) 8(11, T2) d11 dT2.

Définition 1.15 (6] La transformée de Laplace bidimensionnelle inverse, notée f = £; LIF),
est définie par la formule d’intégrale complexe double

f(tl) tZ)

F(Sl, 82)] (tlr tZ)y
0'1+]OO 0'2+]OO
F(s1, 2) 11722 ds1dsy, 1, eR,

271] 01— joo Jay—joo
ou F doit étre une fonction analytique pour tous s et sy dans la région définie par les in-
égalités Re(s1) = 01 etRe(sy) = 02, 0l 0] et 0 sont des constantes réelles a choisir convena-
blement.

Exemple 1.12 Considérons la fonction F définie sur C —{a} x C—{b}, oir a, b € R, par

1

F(sy, =
R A YO

La transformée de Laplace inverse est

N ioer] G e
< [(Sl—a) (tl)z (Sz—b) (tZ)y

ati+bt

L5 [F(s1, 521 (11, 1)
= e

Donc,
f(t1, 1) = e *be2,

4.2.2 Transformée de Laplace bidimensionnelle et dérivée d’ordre fractionnaire

Définition 1.16 [19] La transformée de Laplace bidimensionnelle de la dérivée partielle
fractionnaire d’ordre a; € Ry par rapport a la variable t, d’'une fonction bidimensionnelle
f,outy, t, €R,, continue et N -fois différentiable par rapport a t, est donnée par

8k_1f(tl! tZ)
ork1

)

1=0

L Dy (11, 12)| (s51,82) = 87" Lo [ f (11, £2)] (51, 82)— Z s “ 2, [

](11,52)
oitN] —1 <o <Nj avecN; € N*.

13



4. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

Définition 1.17 [19] La transformée de Laplace bidimensionnelle de la dérivée partielle
fractionnaire d’ordre o, € Ry par rapport a la variable t, d’'une fonction bidimensionnelle
f,outy, t, R, continue et N, -fois différentiable par rapport a t, est donnée par

ak_lf(tl, 12)
ork1

)

Ny
£, DY ft, 12)| (51,82) = 532 Lo [ f (11, 22)] (51, 82) =) ng_k 2y [
k=1 =0

] (Slr ZL2)

oitN> —1 < <Ny avec N, € N*,

Définition 1.18 [19] La transformée de Laplace bidimensionnelle de la dérivée partielle
fractionnaire mixte d'une fonction bidimensionnelle f, ou t;, t; € R,, continue et N;-fois
différentiable par rapport a la variable t;, i = 1, 2, est donnée par

L |DEDY f(t, )| (51,5) = 8° 80 La[f(1, 12)] (51,52)

(0971 (11, 1)
| a!
'8k2_1f(t1, 1)
ot
Ok ke @R, )

-2 28 S5

ki-1 q ko—1
ki=1 ko=1 o' 0ty*

N
oy —k1
- Z $ 8 Ly (t1, $2)
kr=1

11=0

(s1, 1)

N .

_ a1 &2—K2
Z 5175 2
ko=1

=0

)

t1=t=0

ouN;—1<o;<N;avecN;eN* eti=1,2.

4.3 Transformation de Mellin

Définition 1.19 [12] La transformée de Mellin d’'une fonction f : R, — C continu, notée
A1, est définie par

+00
F(s):/mf(t)](s):fo fo1de,

ouseC.

Exemple 1.13 Si f(1) =e ", oit n >0, n €N, alors, la transformée de Mellin est

J%[e"”](s):f e Mgy,
0

Posons nt = x, il vient

1 oo

Ae”](s) e ¥ x5 ldx,

ns Jo
I1(s)

nS

Théoreme 1.5 [12] La transformée de Mellin de la fonction f existe, si la fonction f est
continue par morceaux dans tout intervalle fermé [a, b] [0, +oo|, telle que

+00
f |f(n]e5Ldr,
0

est bornée pour un certain k > 0.

14



5. CONCLUSION

Théoreme 1.6 [5] Supposons que
e f estcontinue sur]0,+oo[;
e PourcertainacR, f(t)=0(t"%) quandt—0;
e Pourtoutt, f(t) tend vers 0 quand t — oo.
Alors, l'intégrale de Mellin

+00
f fo e lde,
0

converge absolument pour Re(s) > a et définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(s) > a.

Proposition 1.9 [12] Soient f et g deux fonctions continues définies surR, et A\, 1 € R, nous
avons

/A [)\f(t) + pg(t)] (s)=AA [f(t)] () +uA [g(t)] (s).
Proposition 1.10 [12] Pour tout n € N*, nous avons
+oo 5—1
f L,
0 a+t

-1 TS 21
mn cosec(—)an , (1.10)
n

()

a+t"

avec|arg(a)| <met0 < Re(s) < n.

Définition 1.20 [12] La transformée de Mellin inverse de la fonction F, notée .4~ [F], est
définie par

1 Y+ioco
FO =T FS0=5— F(s) t~*ds.

Y—ioco

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents outils et notions qui seront d'une
grande utilité pour le développement des chapitres qui suivent.
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Chapitre 2

Calcul de la norme ./, pour des systemes
dynamiques d’ordre fractionnaire
unidimensionnels

1 Introduction

Ce chapitre est consacré au calcul de la norme /5, dite aussi I'énergie de la réponse
impulsionnelle, d'un systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel. Tout
d’abord, quelques notions sur les systéemes dynamiques d’ordre fractionnaire unidimen-
sionnels ainsi que leurs différentes représentations seront présentées suivi de quelques
concepts sur lanorme /%,. Ensuite, nous calculons la norme .#% d’un systeme dynamique
d’ordre fractionnaire décrivant une fonction de transfert du second type en utilisant une
nouvelle technique basée sur la représentation en espace d’état, les matrices de trans-
formation, la matrice parahermitienne et les transformations intégrales. En dernier, nous
essayons, dans la mesure du possible, de généraliser le calcul de la norme #, pour tous
types de systémes dynamiques d’ordre fractionnaire unidimensionnels.

2 Préliminaire

Dans cette section, nous présenterons quelques notions sur les systéemes dynamiques
d’ordre fractionnaire unidimensionnels a temps continu. Il s’agira de quelques défini-
tions, de 'expression de la trajectoire et en dernier des différentes représentations, les-
quelles sont I’équation différentielle, la fonction de transfert, la réponse impulsionnelle
et la matrice de Schur. Ensuite, la définition et quelques résultats sur la norme /%, seront
donnés.

2.1 Systéeme dynamique d’ordre fractionnaire

Considérons un systeme dynamique d’ordre fractionnaire linéaire a temps continu de

la forme
Ax(t) +Bu(p),

Cx (%) + Du(1),

(2.1)

{ ED%x(1)
y(®)
ou D% est la dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo, avec n—1 <a<netneN*,

de la fonction x par rapport a la variable ¢, t € R,. x € R™ est le vecteur d’état, u € R” estle
vecteur d’entrée, y € R? est le vecteur de sortie; E € R™*™, A € R™*™ est la matrice d’état,
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2. PRELIMINAIRE

B € R™*P est la matrice de commande, C € R9*™ est la matrice d’observation et D € R9*P
est la matrice de transmission directe de I’entrée sur la sortie.
Les conditions initiales associées au systéme (2.1) sont

xD(0) = xi0, Vi=0,n— L

2.1.1 Définitions et résultats

Définition 2.1 [20] Le systeme dynamique (2.1) est dit singulier si
detE=0.
Définition 2.2 [20] Le systeme dynamique (2.1) est dit standard ou explicite si
E=1,,, ou detE#O0.
Définition 2.3 [19, 20] Le systeme dynamique (2.1) est dit régulier si et seulement si
det(Es® - A) #0,
pour certains s € C.

Remarque 2.1 Si
det (Es* —A) #0,

pour certains s € C, alors, le faisceau (E, A) associé au systeme dynamique (2.1) est dit régu-
lier.

Proposition 2.1 [1, 20] La matrice résolvante associée a un systeme dynamique linéaire
singulier de la forme (2.1) peut s’écrire comme unique série de Laurent au voisinage de co

o -1_ & —(I+Da
(Es*—A)" = ¢us , 2.2)
I=—p

ol | est appelé indice de nilpotence

p=rgE—deg(det(Es*—A)) +1,
et O; est appelé la matrice fondamentale de systeme (2.1).
Définition 2.4 [19] La paire (A,B) (oit le systéme (2.1)) est dite controlable si

rg€=m ot €=(BAB... A" 'B).
Définition 2.5 [19] La paire (A,C) (ou le systeme (2.1)) est dite observable si
C
CA
1g0=m ou 0=
CA;’n—l

Exemple 2.1 Soit le systeme (2.1) avec
0 1 0
A:(2 3), B:(l) et C=(0 1).

17



2. PRELIMINAIRE

e La matrice de contrélabilité est
e [0 1
“\1 3)
la matrice € est de rangrg€ =2, donc, le systeme dynamique associé est controlable.
e La matrice d'observabilité est
o0 1
2 3)

la matrice © est de rangrg0 =2, donc, le systeme dynamique associé est observable.

2.1.2 Solvabilité d’'un systeme dynamique linéaire d’ordre fractionnaire a temps continu

Considérons le systeme dynamique d’ordre fractionnaire singulier et a faisceau régu-
lier a temps continu

(2.3)

ED%x(1) Ax (1) +Bu(n),
(1) Cx(t) + Du(s).

Les conditions initiales associées au systeme (2.3) sont
x(i)(O):xl’)O, Vi:o,n—l.

La solution x du systeme (2.3) est sans impulsion, ce qui est équivalent aux conditions
de comptabilités suivantes [1]

o s 1=IExD(0) existe pour tous s€ [0, +00[, n—1<a<n,avecneN*et0<i<n-1;

o u(r) existe et u”(0) est nulle, VI = 0.

Résoudre le systeme (2.3) revient a retrouver I'expression de la trajectoire x. Pour ce
faire, il existe plusieurs manieres [2, 18, 21, 28] parmi lesquelles on trouve la transformée
de Laplace. L'application de cette derniere a I'’équation d’état associée au systeme (2.3)
donne

n—-1
(Es*—A)X(s) =BU(s) +E Y_ s* "1 xD(0).
i=0
Comme le systéeme (2.3) est a faisceau régulier, alors, nous obtenons

n—1

X(s) = (Es*—A) "' BU(s) + (Bs*—A) ' E Y s x((0),
i=0
Lutilisation de |'’expression (2.2) permet d’obtenir
oo n—1
X(s) = Zcp, sTIBU () + Y Y ¢y EsTI T XD (0)
1=0 i=0

+ Z¢_, s=DaBy (5) + Z Z ¢ Es 1 D),

=1 I=1i=0

Finalement, I'expression de I'état x est obtenue par le biais de la transformée de La-
place inverse. Elle est exprimée dans le théoréme suivant

Théoreme 2.1 [1] La trajectoire x du systeme (2.3) est donnée par

U+Dol n-1 tl+lO(
x(1) = Z‘bl(m[( T) u(T)dT+EZm i,o)

+Z¢—z

=1

n-1 .
BD(Z—DO( u(t) + E Z ])IO(_Z_1 S(t) xl,O) )
i=0

ou § est la fonction de Dirac, | est U'indice de nilpotence ot 1 = rgE — deg[det(Es* —A)] + 1
et ¢y est la matrice fondamentale.
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2. PRELIMINAIRE

Exemple 2.2 Considérons le systeme (2.3) avec0 <a <1 et
_ 1 0 _ -1 0 _ 1 X1,0
oo o A=(o ) mele) e o= ()

det(Es*—A)=2(s*+1),

Comme,

alors, u=1 ce qui prouve que le systeme est régulier. Les matrices fondamentales sont

0 0 Dtoo
q)_l:(o l) et ¢;= (( ) 0), [=0.

2

Ainsi, la solution du systeme est

(t— )(l+1)0( 1 00 ; tla
1 ) | | —
()= lo( ) f T+ Do) ““)d”g( " Taxp ™0

u(r)
Corollaire 2.1 [1] SidetE #0, l'équation d’état associée au systeme (2.3) se transforme en
D“x(1) = Ax(t) + Bu(1), (2.4)

oitA=E~'A, B=E"!B et la solution de l'équation (2.4) est

oo~l t(t T)(l+1)cx 1 n-1 tlcx+i
n=Y Al e Bumdrt+ Y —————xi0].
() ;) fo M+ Do Hmdr ;)F(l(x+z+1) 40

2.1.3 Représentation d’'un systéme dynamique linéaire d’ordre fractionnaire a temps
continu

Dans cette partie, nous donnerons les différentes représentations d'un systeme dy-
namique d’ordre fractionnaire, lesquelles sont la représentation d’état {A,B,C, D, a} [29],
I’équation différentielle, la fonction de transfert G [18], la réponse impulsionnelle g [18,
19] et la matrice de Schur Sg [31]. Avant de définir les représentations, nous présenterons
la modélisation d'un phénomene de circuit RLC.

2.1.3.1 Modélisation du phénomene du circuit RLC
Considérons le circuit électrique d’ordre fractionnaire représenté par la figure 2.1

L
(MY

FIGURE 2.1 - Circuit électrique du type RLC [19]
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2. PRELIMINAIRE

R représente la résistance, L I'inductance, C capacité, u la tension électrique et e la
source de voltage.

Le comportement d'un circuit RLC est décrit par une équation différentielle d’ordre
fractionnaire o1 'entrée e et la sortie u sont obtenues par I'application des lois de Kirch-
hoff comme suit

CD%u(1),
LD% () +Ri (1) + u(),

i(1)
e(t)

ou D® est la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec 0 < a < 1.
Par des manipulations simple, nous obtenons I'équation différentielle d’ordre frac-
tionnaire suivante
LCD**u(t) + RCD u(®) + u(s) = e(2).

1
Si on prend par exemple L=1,C= 3 et R=4, I'équation différentielle d’ordre fraction-

naire associée au circuit RLC (Figure 2.1) est

1 2a 4 (04
§D u(t)+§D u(t) + u(r) =e(r),

ol encore
D> u(t) +4D%u(t) + 3 u(r) =3 e(s),

avecO0<a<1.

2.1.3.2 Del’équation différentielle a la représentation d’état
L'équation différentielle représentant un systéme d’ordre fractionnaire peut s’écrire
sous la forme

amD "y (1) + A1 D"V y(6) + - + ag y(£) = bDP u() + - - + by u(). (2.5)

A fin de transformer I’équation différentielle fractionnaire en un systeme différentiel,
dit aussi systeme en espace d’état ou encore systeme dynamique, nous allons d’abord
nous intéresser a une version simplifiée de I’équation (2.5) ol les dérivées de I'entrée u
n'interviennent pas

D y(£) + A1 D"V y(t) + -+ agy (1) = u(t), (2.6)

D“ représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec n—1<a < n, n€ N* et a;
sont les coefficients réels de 'EDE
Les conditions initiales associées a 'EDF (2.6) sont

y(i) 0)=Yi0, 0=<sis(n-1)m.

Pour des raisons de simplification, nous supposons dans tout ce qui suit que les condi-
tions initiales sont toutes nulles.
En effet, posons le changement de fonctions

x —_
x1(8) = y(), go‘;clgg : .;Cczgg’
x(f) = DYI(p), R
=
$n() = DIy, | PTam@ = DY@,

= —[am-1D*" Vy(@) +...+ ap y(O)] + u(®).
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Ainsi, la représentation en escape d’état obtenu est

D x, (1) 0 10 - 0 x1 (1) 0
D% x, (1) 0 0 I 0 X (1) 0
: = : : : : + | u(n),
) | DY ama (D) 0 0 .. . 0 Xm-1(1) 0
Daxm(t) —ap —4ady —dy ... —Aampm-1 Xm (1) 1
x1(8)
y@ = (10 .. 0 |
Xm (1)
ol encore
D%x() = Ax(t)+Bu(p),
{ y(@) = Cx(1).

Les conditions initiales deviennent
x(0)=0, Vi=0,n-1.
Exemple 2.3 Considérons 'EDF associée au circuit RLC (Figure2.1)
D**u(t) +4D%u(t) +3 u(t) =3e(t), 2.7)

oul0<a<1,u(0)=0eru()=0.
Léquation (2.7) peut se transformer en un systeme différentiel d’ordre fractionnaire. Po-
sons le changement de fonction suivant

X2 (1),
—3x1(8) —4x,(t) +3e(1).

x1(1) u(t), D%x: (1)
x2(1) D%u(1), D%x,(1)

Ainsi, la représentation d’état associée a 'EDF (2.7) est

o x1(8) _ 0 1 x1(8) 0

D (xg(t)) - (—3 —af ) T3) ¢
x1(1)
1 0 .
( )(Xz(f))
Les conditions initiales deviennent
REAORIA:
w0=( 20 )=(o)

2.1.3.3 Del'équation différentielle a la fonction de transfert
Considérons I'’équation différentielle d’ordre fractionnaire

(1)

amD*™y(1) + 1DV y(6) + - + ag y (1) = biDP u(t) + by DPU" D u(e) + - + by u(r),

que I'on peut aussi I'écrire sous la forme
/

Y D%y =Y b; DM un), (2.8)
i=0 j=0

ou u est'entrée, y la sortie et a;, i =0,m, bj, j = m, sont des coefficients réels de 'EDF
(2.8).
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2. PRELIMINAIRE

Lapplication la transformée de Laplace a I'équation (2.8), sachant que les conditions
initiales sont toutes nulles, donne

m . l .
Y ais®Y(s)= Y b;sPTU(s).
i=0 Jj=0
Ainsi, par définition de la fonction de transfert G, nous obtenons

u(s) 3 blsﬁl + bl_lsﬁ(l_l) +--+ by

G(s) = = .
Y(S)  a, s+ ag,_s4m-D 4.4 g

Exemple 2.4 Reprenons 'EDF associée au circuit RLC (Figure2.1)
D**u(r) + 4D u(t) + 3 u(r) =3e(1), (2.9)

avec u(0) =0 et u(0) =0.
Lapplication de la transformée de Laplace a I'équation (2.9), permet d’obtenir

3
§20 4+ 45%+3’

3
(s%+1)(s*+3)°

G(s) =

2.1.3.4 Delareprésentation d’état a la fonction de transfert
Considérons le systéme dynamique d’ordre fractionnaire a temps continu standard et
a faisceau régulier

(04
{ D%x (1) Ax(t) +Bu(r), (2.10)

y() = Cx(t)+Dul(r).

Appliquons la transformée de Laplace au systeme dynamique (2.10), nous obtenons

s*X(s)
Y(s)

AX(s) +BU(s), (2.11)
CX(s) +DU(s). (2.12)

Comme le systeme dynamique d’ordre fractionnaire (2.10) est régulier, i.e.,
det(s*I, —A) #0
pour certains s € C, alors, par des manipulations sur I'équation d’état (2.11), il découle
X(s) = (s, —A) "' BU(s). (2.13)

Remplacgons I'expression de X en (2.13) dans I'équation de la sortie (2.12), nous obte-
nons
Y(s)=[C(s*n—A) ' B+D] U,

finalement, la fonction de transfert est

_ YO s, —A)
G(s)—U(S)—C(s I,—A)" B+D. (2.14)

22



2. PRELIMINAIRE

Exemple 2.5 Soit le systéme dynamique d'ordre fractionnaire associé au circuit RLC (Figure

2.1)
X1 (0 1) (x1(0), (O
D (xg(t)) = (—3 —a) (w0 T3) ¢
xl(t))
t 10 )
ya = )(xzm
o0 < a < 1. Ainsi, par Uapplication de la relation (2.14), il vient
-1
| 0
005 ) [5)
__ 3
§20 + 450 +3°

__ 3
(s%+1) (s%+3)

G(s)

Définition 2.6 [17] Une réalisation {A,B,C,D,a} pour la fonction de transfert
G(s)=C(s*,,—A)" B+D,

est dite minimale si et seulement si la paire (A, B) est contrélable et la paire (A, C) est obser-
vable.

Exemple 2.6 Reprenons les matrices associées au circuit RLC (Figure 2.1)

A:(_O3 _14), B:(g) et C=(1 0)

La matrice de controlabilité est

0 3
= (3 - 12) ’
la matrice € est de rangrg€ =2, donc, la paire (A, B) est controlable.
La matrice d'observabilité est
6 - 10
o 1)’

la matrice O est de rangrg0 =2, donc, la paire (A, C) est observable.
Comme la paire (A, B) est controlable et la paire (A, C) est observable alors la réalisation

G(s) = C(sI,—A)"'B+D,
3

(s*+1)(s*+3)’

est minimale.

Théoréme 2.2 [24] La fonction de transfert commensurable!

Y (s9)

G(s) = U9

1. Une fonction de transfert est dite commensurable si tous les ordres de dérivation de 1'équation diffé-
rentielle d’ordre fractionnaire qui le régit sont des multiples entiers d'un ordre de base a.
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2. PRELIMINAIRE

d’ordre o est BIBO stable si
O<a<2,

et pour tout s € C telle que U(s) =0

|arg (s)| >(xE.
2

A m ; Am A

Nis NG ¢ al

Wi = j
Stable ra Stable i Stable .\ 2
| | v - | ¥ > | >
0 Re 0 Re 0 Re
Instable Instable Instable

0<a<l a=1 l<a<?2

FIGURE 2.2 — Domaine de stabilité des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire et commensu-
rable dans le plan complexe s*[16].

2.1.3.5 Delafonction de transfert a la réponse impulsionnelle
Soit la fonction de transfert (2.14) écrite sous la forme générale

G(s)=C(s*1,,,—A)"'B+D. (2.15)

La réponse impulsionnelle g est la transformée de Laplace inverse de la fonction de
transfert G, c’est-a-dire

gt L7 NG,

CL (" -A (OB+DL11(n),

et comme (proposition 1.7 et exemple 1.10)

_ a—1 o4 _
ZLIBMI()=1 et L[t“ EqulAr )](S)_S“I—A

alors, la réponse impulsionnelle associée a la fonction de transfert (2.15) est donc
g() =CtY ' Eqq (At*) B+D3(2). (2.16)

Exemple 2.7 Considérons la fonction de transfert associée au circuit RLC (Figure 2.1), 0 <

a<l1
3

GE)=————7.
(s%4+1) (s%+3)
Cette derniere est associée au systeme dynamique d’ordre fractionnaire

o x1(1) _ 0 1)\ (x1(8) 0
P (xzm) - (—s —4)(xz(r))+(3)e””
B x1(1)
Vo = (1 0)(x2(t))'

Ainsi, par la formule (2.16), il vient

00 tl(x 0 1 0
_ a—1
gn=(1 0)¢ ;—m(xﬂx) (_3 _4) (3)
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2. PRELIMINAIRE

2.1.3.6 Delafonction de transfert a la matrice de Schur

Définition 2.7 [31] Soit la matrice bloc M de dimension (m + p) x (m + p)

Z T
M:(R s)’

ouuZ,T,R etS sont des matrices de dimension m x m, m x p, q x m et q x p respectivement.
Le complément de Schur de la matrice Z. en M est donnée par

M/Z=S-RZ'T,
out la matrice Z est non singuliere.

Rappelons que la fonction de transfert associée au systeme dynamique linéaire (2.10)
est donnée par
G(s)=C(s°L,,—A) "' B+D,

par définition, sa matrice de Schur est de la forme

sT,,—A| B

S6(8)= | —¢ D

Exemple 2.8 Soit la fonction de transfert associée au circuit RLC (Figure2.1),0 <a <1

-1
¢ =1 0
Gl =(1 0)(3 $¥44 (3)
ainsi, la matrice de Schur associée est
s -3 0
Sg(s)=| 1 s“+4 1|3
-1 0 |0

En dernier, la figure ci-dessous regroupe les différents liens du passage d’'une repré-
sentation a une autre.

Entrée Systéme physique Sortie
u y
Fonction de transfert Espace d’état
G (A,B,C,D,E, a)
Réponse impulsionnelle Matrice de Schur
g Se

Equation différentielle
F(t;y(), D%y (t), D**y(t),+) = 0

FIGURE 2.3 - Liens entre les différentes représentations d'un systéeme dynamique d’ordre fraction-
naire.
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3. NORME /¢, POUR UNE FONCTION DE TRANSFERT D’ORDRE FRACTIONNAIRE DU
SECOND TYPE : UNE NOUVELLE APPROCHE

2.2 Norme

Définition 2.8 [29] La norme 4, de la fonction de transfert G a plusieurs entrées et plu-
sieurs sorties (MIMO), notée ||Gl| z,, est donnée par U'expression suivante

1 +00
||G||i—fz:§f_oo r[G(i) G (jo)] do.

Définition 2.9 [24, 29] La norme J, de la fonction de transfert G a une entrée et une sortie
(SISO), notée||Gl| %, , est donnée par l'expression suivante

1 +00 1 +00
2 _ . X oo - . 2
HG”‘%_ZT[[_OO G(jw)G" (jw)dw 27[[—00 IG(jw)|* dw.

Remarque 2.2 [29] Pour G(— jw) = G(jw), nous obtenons

0 +00
f tr[G(jw) G (jw)] dw:f tr[G(jw) G (jw)] dw,
—00 0
ainsi,
2 1 [ . . .
||G||JL02=—[ tr[G(jw) G (jw)] dw.
T Jo

Définition 2.10 [29] La norme /¢, de la réponse impulsionnelle g associée a une fonction
de transfert G est donnée par l'expression suivante

+00
||<3||?,7L02:f0 tr[g(ng” (1] dr.

Théoreme 2.3 [24] Soient G et g, la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle de la
fonction de transfert, respectivement, alors,

limg(#)= lim sG(s).
—0 S—+00

Remarque 2.3 [24] Il est a noter que la norme J¢, de la fonction de transfert G peut étre
égal a l'infinie pour une certaine valeur de o. Ceci est principalement dii au comportement
de la réponse impulsionnelle g, au voisinage de l'origine, comme il est illustré dans le théo-
reme2.3.

3 Norme /5 pour une fonction de transfert d’ordre frac-
tionnaire du second type : Une nouvelle approche

Notre objectif dans cette section est de calculer la norme %%, dite aussi I'énergie de
la réponse impulsionnelle, d'une fonction de transfert du second type par une nouvelle
approche. Cette derniére est basée sur la représentation en espace d’état, des outils de la
théorie des matrices et des transformations intégrales. Tout d’abord, nous donnerons le
systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel associé a la fonction de trans-
fert d’ordre fractionnaire du second type ainsi que quelques notions utiles. Ensuite, nous
calculons la norme #% en utilisant des transformations matricielles et intégrales.
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3.1 Systéeme dynamique d’ordre fractionnaire associée a une fonction
de transfert du second type

Considérons le systeme dynamique linéaire d’ordre fractionnaire du second type ré-
gulier a temps continu de la forme

Dx(f) = (_()‘”) _M)x(r)+((1) u(o),
1 0 2.17)
y = (0 k)x(1),

ol x € R? est le vecteur d’état, u € R est 'entrée, y € Restlasortie, A\e C* et ke R. D% estla
dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par rapport a la variable

1
t, t € Ry, ot pour des raisons de stabilité 1 <a<?2.
Les conditions initiales associées au systeéme dynamique (2.17) sont

x(0)=0 et x(0)=0.

Comme le systeme (2.17) est régulier, 'utilisation de la transformée de Laplace per-
met de transformer le systeme dynamique (2.17) en une fonction de transfert, laquelle est

donnée par

k
G(s) = )

ERE

ou encore N .
G(s) = k(so‘ + )\) (so‘ + )\) ,

pour certains s € C. La fonction de transfert peut, aussi, étre représentée par la matrice de
Schur
(so‘+)\) (SO‘+X) ‘ 1
—k 0

La fonction de transfert complexe conjuguée associée au systeme dynamique (2.17)
devient

Sg(s) =

_1 . _1
G'9=(s"+A] (*+1) K
pour certains s € C, sa matrice de Schur est représentée sous la forme suivante
(§“+)\) (E"‘ +X) ‘ k

Sg+(s) =
-1 0

La multiplication de la matrice de Schur S et de son complexe conjuguée S+, donne
la matrice parahermitienne [10] notée par Sy

0 (§°‘+)\)(§°‘+X) k
Se(s) = (s“+)\)(s°‘+X) 1 o |
—k 0 0

son complément de Schur est

o) =k(s+2) (s=+X) " (5A) " (*4X) k.
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3.2 Calcul de la norme ./, d’'une fonction de transfert du second type

L'idée principale de cette technique est d’utiliser une matrice parahermitienne a dia-
gonale nulle. Pour ce faire, nous multiplions la matrice parahermitienne Sy, par deux ma-
trices de transformations M; et M. Notons que la matrice Sy reste invariante et ne change
pas sous ces transformations [10].

En effet,

va(T)(s) = M;S¢(s) Mz,

RECICAER (§“+)\) (§“+X) k||l PO
“|p 10 (s"‘+)\)(s°‘+X) -1 0 0110’
0 o1 || -k 0 o [0 01
K (§“+)\)(§°‘+X) k
= (s"‘+)\) (s"‘+X) p(s"‘+)\) (s“+X)+p(§°‘+)\) (§“+X)—1 pk
| -k -pk K

Les matrices de transformations dépendent du parametre p, ou

o]

p:
2 Re

)

est la solution de I’équation
p(s"‘ + 7\) (s"‘ +X) + p(EO‘ + 7\) (E“ +X) -1=0.
Ainsi, la matrice parahermitienne §$ devient

[ o (5*+A) (3+7) k )
el

S(T)(S): (s°‘+)\) (s"‘+)\) 0 T

k
-k - 0

2Re[(s°‘+)\) (so‘+X)]

et sa fonction de transfert parahermitienne est

‘ 0o [@eAFE)|

~ _ _k- —
R

EyeR) [er)leen) o

X k )

o]

2 Re
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ol encore

~ k? 1 1
e ) [ ) A Ee

Posons le changement de variable suivant

~ — i ~

j ATt _jan
« 2 < Y=e 20,

s¥=¢e/
ol ® = w® et pour tout A € C*, nous avons
A=IMe® et X=IAle?,

telle que O = arg(A) et j = e/ z.
La fonction de transfert parahermitienne (2.18) devient donc,

~ k2 e_j(az_n-"e) ej(o;_n+e)
(b((l)) = . 3 o . ot . ot ~ (o4 g - )

8;IAI3sin(@) sin (%) sin (% +0) | &+ |Ae/(T+0) &+ |Ae /(5 +0)

k? 0l (5-6) e 1(F-0)
+ - ATC - = ATC
8jIAlPsin(0) sin (&) sin (F —0) | &+ |Ale /(T8 G+|A|e/(Z0)
Par la définition 2.9 de la norme /%, nous avons
+00
2 . % .
IGllZ, = el G(jw)G*(jw)dw,

1 [t 1
= —f P@) D do.
ot Jo
Traitons les différents cas qui peuvent se présenter

Lo . PN
e PourO0<a< 1 : 'utilisation du théoreme 2.2 permet de trouver
2
[1Gl1%, = o0.
1 - 1 1
e Pour 1 <a < 2:nous distinguons deux cas: —eNet — ¢ N.
(01 (04

1 1 11 ~
D’une part, pour — ¢ N, c’est-a-dire 1 <a<l2eta# { 1, 3’3 }, la fonction ¢ est
o

~ kz e_j(%"—e) ej(O(z_n+e)
L) = 8jIAI3sin(8) sin (<) sin (X +6) | G+ [A|e/ (50 G+ [A|e i (5+0)
k2 el (F-9) e i(%5-06)
+ —
8jIA[Psin(®)sin (%) sin (L —0) | &+ |Ae /(50 G+ |A|ei(F-0)

avec 0 =arg(A).
Le calcul de la norme /4 donne,

~1_9

2 k2 jegee) [0 @x
G = e /2 dw
1G11%, 8 jmalA|3 sin(6) sin () sin (& +6) fO @+ [A|e/(F+0)
00 "'&‘1 2
_ef(%w)f @ d(I)] + a
0 B+ [Aed(F+0) 8 jmal A3 sin(0) sin () sin (5 - 6)
e +oo G)é_l iz oo Gjé_l
x e](T_e)f ax dG)—e_f(T_e)f a5 40|
0 ®+|A\e i (F-09) 0 @+\e/(F0)
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Les intégrales peuvent étre calculées aisément par |'utilisation de la transformation
de Mellin. En effet, |'utilisation de la proposition 1.10, permet d’obtenir

f+00 Ha! e nAja1 el (5 +0)(5-1)
0 @+ |\el(F+0) sin (%) ’
f+oo Hal . AL eI (F+0)(5-1)
0 B+ |Nei(F0) sin (%) ’
f+<>0 Hal 4o nA a1t e i(F-0)(G-1)
0 B+|Nei(F0 sin () ’
et
f+0° Hal . nA a1 el (F-0)E-1)
0 H+|Ne/(F0 sin(Z)
Ainsi, il découle,
IR 1 i _qn_20+1 _i[® _qn—20+X
||G||2]L0 _ Al (e](a an 29+2J_e ](0( an 26+2])
2 8jasin(®) sin (%) sin (X) [ sin (5 +6)

L1 ; (e](gmn—ze——] {2 van 29__))],

sin (4 —
K2\ a4 'sin(g—an—2n+§) sin(g+an—26—§)
- 4asin(0) sin (%) sin (2) sin (% +0) * sin (%¢ - 0) ] ’
k2|)\|l—4 'cos(ﬂ—om—ZB) cos(g+cxn—26)
4asin(0) sin (%) sin (3) sin (4 +6) sin (% —6)

1 11
D’autre part, pour — € N, autrement dit a € {1, 23 } Trairons ces cas, cas par cas.
o

e Sia=1,lafonction parhermitienne devient

~ k? e /9 el® el®
d(w) = e — +
8|A|3sin(0) cos(0) u)+|)\|e_1(5_9) o+ Ae G0 i reiZ-0)
e I9
w+[Ae/E0) ]
Ainsi,
9 1 +oo~
6y, = = [ pwdo,
k2

8m|AI3sin(0) cos(0)

I8 f oo do ~ f+°° do
0 w+AleZ® Jo w4 re/(Z+0)

+ej9 f+oo d(.L) _f+00 d(JJ
0 w+Ae/E9 Jo @+ |Alei(Z10)
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SECOND TYPE : UNE NOUVELLE APPROCHE

k2 _i0 1 m+|7\|e‘j(ﬂ_e) M
= . e’ lim In
87|A|3 sin(0) cos(D) M= +oo0 m+|)\|e1( +0)
. Alei(Z-9)
+e/® lim In w+lMe ,
M—+00 |+ |A|ei(5+0)
k.Z
- 4|\]3cos(0)

e Sia= > la fonction de transfert parahermitienne s’écrit comme

~ kz ej(%_e) e_j(ﬂ_e)
¢(®) = ] ; . n -
4\/§]|)\|3sm(6)sm(%—6) O+|Ae G0 G4irei(i-0)
k2 e~ I(5+0) el (5+0)
+ J—
4\/§j|)\|3sin(9)sin(%+6) o+ Aeli0) G+ e i(i+0)

et la norme /4 est

2 +oo~ o
IGIE,, ;fo (@) & da,

2 0o ~
_ k 6 [ __0de_ -jz-0
2\/§jn|)\|3sin(6)sin(g—6) 0 @+[\e /i)
kZ

Xf+°° odo N
0 ®+Ae/T0 | 2v2jnIAPsin(®)sin (% +6)

xj+m (T)d(T) _ej(%+9)f+oo (T)da)
0 @+ Ae/(i+0) 0 @&+[Ale /(G0

o-i(3+0)

k2 - @+ [Ale/(370) | M
= 1
Zﬁjnlklzsin(ﬁ)sin[%—ﬂ) M=+oo | @+ [\ei(E-0) ]|
k2 _ @+ |A|e/(1+0)
+ lim In ,
2v2jmIA2sin(®) sin (X +8) [M=+oo | &+ [A]e/(5+0)

B k2 (+9) (7-9)
© V2n|A2sin(0) sin (§ +6) sin(%—e) ’
, 40cot(0) -

2n|A|2cos(20)

1
e Sia= 3 la fonction de transfert parahermitienne devient

~ k2 ej(g_e) e_j(%_e)
P(w) =———a — =
4jIAPsin(@)sin (5 -0) | & +|Ale/(50) w+|)\|e1( -6)
K2 o~ J(5+0) el (5+6)
+4j|)\|3sin(6)sin(%+8) @+ |\ el (5+0) _w+|)\|e j(5+6)

sa norme /£ associée est

31
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3 +OO~ o "
IGIZ, = = fo (@) 6 d,

2 00 ~2 1~
3k ej(%_e)f+ 0°d® —e_j(%_e)
4jn|)\|3sin(6)sin(%—8) 0 5-9)

@+ |A\le i (5
f+°° (T)zd(}')
% +

3Kk?
><\[+oo ~2du) —ej(%+e]f+oo ®2do
0 &+[\el/EH0) 0 ®+[Ale iG]

3k? T[ , @+ Ale (50
—_ cot(——B) lim In —
4 jm|A|sin(0) 6 M—+oo | @4 |A|ef(50)

@ + A/ (5+9) )

M

+cot(g +6)

0
&+ |\l (5+0) )
@+ |\|e I (E0)

M—too |G+ [A|e (5+0)

(m+|)\|e i(% +9))

@ +|Ale/(5-9)

x lim In ( +j lim ln(

+j lim In
M—+00

2
= ﬁ];n(m [(g—@)cot(g—ﬁ)—(g+6)cot(g+e)],

0

, sin@20)-32y3
IA|sin(0) [4cos2(0) —3]

D’ou le théoréeme

Théoreme 2.4 La norme #, d'une fonction de transfert d’ordre fractionnaire du second
type associée a la représentation en espace d’état {A,B,C, o}, ot

—()\+X) AN
1 0

A=

), B:((l)), C=(0 k) et 0<a<2,

avec A€ C*, ke R et6=arg(A) telle que |0] < — ag, est donnée par

1
e Si0<a=<-:
4

2 .
1G1%, = 0o

.1 11
o Sl—<(x<2ave0(x;c’{1 — —}
4 2’3

, AN cos(ﬁ—an—ze) cos(g+an—28)
G = _ ;
1G11%, 4acsin(6) sin (%) sin () sin (% +0) sin (% - 0)
e Sia=1:
, 2
||G||ng—m,
. 1
e Sia=-=":
2

12 46 cot(0) — 1 )

G2 _
Gl = 21|\ |2 cos(20)’
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4. NORME 7, POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE
UNIDIMENSIONNEL

. 1
e Sia=—":
3
sin(20) 323
|Alsin(0) [4cos2(0) —3]

G113, =k

4 Norme /¢, pour un systeme dynamique d’ordre fraction-
naire unidimensionnel

Dans cette section, nous allons regarder la possibilité de généraliser le calcul de la
norme /& pour des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire unidimensionnels par
deux méthodes différentes.

4.1 Systeme dynamique

Considérons un systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel standard
et a faisceau régulier a temps continu

{ D%x(1) Ax(t) +Bu(?),
y) = Cx(v),

(2.19)

ou D la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec 0 < a < 2. x € R est le
vecteur d’état, u € RP est le vecteur d’entrée, y € R7 est le vecteur de sortie; A € R"*™
représente la matrice d’état, B € R™*? est la matrice de commande et C € R7*"" est la
matrice d’observation.

Les conditions initiales associées au systeme dynamique (2.19) sont

x(0)=0 et x(0)=0.

Lutilisation de la transformée de Laplace sur le systéme dynamique (2.19) permet de
trouver la fonction de transfert suivante

1

G(s)=C(s*L,—A)  B. (2.20)

La réponse impulsionnelle associée au systeme dynamique (2.19), obtenue par I'ap-
plication de la transformée de Laplace inverse sur la fonction de transfert (2.20), est don-
née par

H=Ct*! ——B,
8) ;, I'lo+a)
et nous définissons son complexe conjuguée par

la (AT
@ HAY) g

* l, :BTt(x_l
g () ;)F(lowcx)

4.2 Calcul delanorme .75
4.2.1 Utilisation de la réponse impulsionnelle

Pour calculer de la norme /%, du systeme dynamique d’ordre fractionnaire (2.19), ap-
pliquons la définition 2.8, il découle

9 1 +o00o . ..
IIGII%Z:;fO tr [G(jw)G* (jw)] do,
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laquelle est équivalente a

+00
||G||3,,£2:f0 tr(g(t) g* (»] dt

par 'utilisation de I’égalité de Plancherel.
Ainsi, en remplacant I'expression de la fonction g et celle de g*, il vient

+00 Al l.lO((AT)
G 2 — f (x 1 T 0( 1 dlf,
1G11%, 0 ZF(l +a) ZF(lcx+o<)
= tr[cw,.C"],
telle que
o) lO( l o) lcx Ty!
A (A%)
W.(t — a—1 T 0( 1 , t— ,
e(?) f Z F(l(x+(x) Z’F(l(x+0() “ oo

=0

t
f 2 1B o (AzY) BBT 2% 1By o (AT2%) dz, t— +oo,
0

lequel représente le Grammien de controélabilité.
Rappelons que dans le cas ou a =1, le grammien de controlabilité W, lequel devient

t 0o ZlAl © - ( T)
W = ) - i)
(1) 0 ;) TS ZZ T+ 1) b= oo

t
f A BBT A %dz,  t— +oo,
0
vérifie I’équation de Lyapunov
AW, +W_ AT +BBT = 0.

1
2 1 2|, la difficulté est donc de trouver une

Ce pendant, dans le cas ou a €

équation linéaire qui puisse étre utilisée pour calculer le grammien de controélabilité W,,
plus précisément, la difficulté vient du fait que la fonction de Mittag-Leffler E,  n’a pas
les mémes propriétés que la fonction exponentielle et le manque de propriétés reliant
I'intégration et la dérivation fractionnaire au sens de Caputo.

4.2.2 Extension de la nouvelle technique

Considérons le systeme dynamique d’ordre fractionnaire a temps continu standard a
faisceau régulier

{Do‘x(t) = Ax(t) +Bu(r),
yi) = Cx(v),
oul0<a<2et

x(0)=0, x(0) =

La fonction de transfert associée est

G(s)=C(s*I,,—A) "' B,
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et son complexe conjuguée est
G*(5) =BT (3°I,, - AT) "' CT,

par conséquent, la matrice parahermitienne est

0 51, —-AT | CT
Sp(s)=| s*In—A -BB! o |,
-C 0 0

telle que
- _ -1
®(s)=C(s%T,, —A) "' BBT (5, —A") " .
Pour la nouvelle technique, nous nous intéressons a une matrice parahermitienne a
diagonale nulle, alors, nous multiplions la matrice parahermitienne par deux matrices de

transformations M, et M; telle que la matrice Sy (s) reste invariante par ces transforma-
tions [10]. Ainsi, nous obtenons

g@(s) = M; S (s) M,
(I, 0 |0 0 5%, -AT | CT I, P |0
= | P I,|0 s%I,,—A -BB! 0 0 I,[0 |,
[0 0 [I, ][ -C 0 |0 0 0 [In
[0 5%, — AT ct
= | s*,,—A (s°1,,—-A)P+P(5°1,-AT)-BBT | PCT |,
| -C -CP 0
telle que la matrice P est solution de I'équation
(s*L, —A)P+P (5°I,, —A") -BB' =0.
Posons le changement s = j%0® = 5% = e/ Z ®, nous obtenons
(ej%a)lm —A)P+P (e‘f'“z—"mm —AT) ~BB' =0,
ol encore
aTy ~ T T
2cos(7)wP—AP—PA ~BB' =0. 2.21)

La difficulté dans cette partie est de trouver les valeurs de la matrice P solution de
I’équation (2.21).

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons calculé I'énergie de la réponse impulsionnelle d'un sys-
teme dynamique d’ordre fractionnaire associé a une fonction de transfert fractionnaire
du second type en utilisant une nouvelle technique moyennant des outils de la théorie
des matrices et des transformations intégrales. Ensuite, nous avons essayé de généraliser
le calcul de la norme /%, pour n'importe quel systeme dynamique d’ordre fractionnaire
unidimensionnel. Le calcul de la norme .#% pour ce genre de systéme reste toujours une
question ouverte [15, 25].

Le chapitre suivant traite le calcul de la norme %5 d’une certaine classe de systeme
dynamique d’ordre fractionnaire bidimensionnel.
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Chapitre 3

Calcul de la norme /&, pour une classe de
systemes dynamiques d’ordre
fractionnaire bidimensionnels

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de calculer la norme #, d'une certaine classe de sys-
temes dynamiques d’ordre fractionnaire bidimensionnels du type Roesser. Tout d’abord,
quelques définitions sur le systéme dynamique choisi, sa trajectoire ainsi que ses dif-
férentes représentations seront présentées. Ensuite, quelques notions sur la norme #»
dans le cas bidimensionnel sont introduites. En dernier, le calcul de la norme 4 du
systeme dynamique d’ordre fractionnaire bidimensionnel du type Roesser choisi est pré-
senteé.

2 Préliminaires

Dans cette section, une étude autour des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire
bidimensionnels du type Roessor a temps continu sera présentée suivi par quelques no-
tions sur la norme ./, pour une fonction de transfert bidimensionnelle.

2.1 Systemes dynamiques linéaires d’ordre fractionnaire bidimension-
nels du type Roesser

Un systeme dynamique linéaire fractionnaire bidimensionnel du type Roesser est dé-
crit par les équations suivantes [19]

DY x" (1, l‘z)) (xh(fl to)
E| & ’ = ’ +Bu(t, t),
(D(txzzxv(l‘b 7)) xV(ty, t2) (11, 12) 3.1)
h .
x"(t1, 1)
B = +Dulty, 1),
y(t, 1) (x”(tl, tz)) u(t, 1)

ol D(Z-i est la dérivée partielle fractionnaire d'une fonction bidimensionnelle continue par
rapport a la variable ¢; (formule (1.4)), d’ordre a; avec N; — 1 < a; < N;, N; € N* pour
i=1,2; x"eR™, x" € R™, n; + np, = m, u € R” et y € R7 sont, respectivement, les vecteurs
d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie. E, A € R"™*™ B € R™*P,
CeR?™etDeRT*P,
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Les conditions initiales associées au systeme (3.1) sont

h(l it
", )= I (1, 12) )
a1:1 =0
oi1l1:0,1,-~~,N1—1;t2>0,
. lz v
"B, 0= ——(n, )|,
atz =0

ouly=0,1,---,No—1; t; > 0.
2.1.1 Définitions
Définition 3.1 [19] Le systeme dynamique (3.1) est dit singulier si
detE=0.
Définition 3.2 [19] Le systeme dynamique (3.1) est dit standard ou explicite si
E=1,,, ou detE#O0.

Définition 3.3 [9] Le systeme (3.1) est dit régulier si

(0§]
_ Sl Inlxnl 0
detG(sy, $2) = 'E( 0 nglngxnz

oo

pour certains sy, S, € C*.
On dit, alors, que le faisceau (E, A) est régulier.

(3.2)

Proposition 3.1 [19, 22] Soient E, A € R"*" qvec detE = 0. Alors, pour tous sy, s, € C* et
N;—1<a; <N; aveca; € Ry, N; e N*, i = 1,2, l'inverse de la matrice G(sy, $2) (3.2) peut

S'exprimer sous la forme de la somme suivante

[e.0] [e.0)
_1 ~(h+Day ~(b+1D)a
G l(si,s= ) ), Typsy % s
hi=—p1 b=—p2

La paire des entiers naturelle v, et yy, telle que T; 1, =0 pour Iy < p; et/lou Iy < py, est

appelée l'indice du faisceau (E, A).
De plus, Ty, 1,, laquelle est appelée la matrice transition, est donnée par

[E1,0]To,—1 +[0,E2] T_10—AT_1 -1 =Iimxm

T, = [E1,01 Ty 1,—1 + [0, E2] Ty 1,1, — ATy, —1,5,-.1 =0 pour [} =y, 1 #0
12—

et Ir =y, [ #0,

0 pour [} <y et/ouly <y,

ot E=[E;, Es] avecE; e R™*™M et E, € R "2,

(3.3)
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2.1.2 Solvabilité

La trajectoire du systeme dynamique linéaire fractionnaire singulier a faisceau régu-
lier du type Roesser (3.1) est décrite par le théoréme suivant

Théoréme 3.1 [19] La solution (

singulier et régulier (3.1) est

x"(ty, 1)
xv(tl) t2)

) du systeme dynamique linéaire fractionnaire

h o0 o) Nl_l i1+ll(x1 il h
X (tl) t2) ) Z Z tl —(b+Da a X
= Ty, | Ex Z : D, """ ——(t1, 1)
( xV(t, t2) L=—p b=—p2 12 ico I+ hog+1) * ot 1=0
. le“le 1 l1+ll(Xl t£2+(12+1)0(2 aiz i xh( )
+E — (I, I2
i1=0 ir»=0 T+ o +1) I+ (L + Doy +1) atlz atil ) |
Np—1 tl2+l20(2 812 v
(1 +1 X
+E> ) Dt1(1+ )O‘l—i(l‘l,l‘z)
12 0 F(lz + 120(2 + ]_) 8t22 [2:0
LB Mlleg 1 tll+(ll+1)al l_21'2+120(2 ail 8i2xv (t t )
” Iy + (h+ Doq +1) Tz + oo +1) 9t | 12 R
i1=0 i»=0 1 1 1 2 2U2 t 2 £r=0 =0
—(h1+1 —(l+1
+B Dtl( 1+Dog th( o+ )cxzu(tl, )
M;-1 i1+ +1D)o
. h ~(p+1)a 0 U
+B ) T I D;, ——(t, 1)
fzo L+ (h+ Doy +1) oLl £120
Mp-1 t212+(12+1)0(2 . 92y
+ ) T f — (11, 12)
oo 1 (2 + (L + 1)0(2 +1) il 10
R ML LR VT
+ h, I )
120 =0 I, + (11 +1Do;+1) [+ (b+1Dax+1) atll al«lz f1=1y=0

ot (U1, M2), Ty, 1, et I'sont, respectivement, la paire de l'indice du faisceau (E, A), les matrices
de transition (3.3) et la fonction Gamma d’Euler (1.1), E = [E; Ey] avec E; € R"™*™ et E, €
R 72, D‘;‘i" représente l'opérateur intégro-différentiel d'ordre o; par rapport t; (1.5), oit
N;—-1<a;<Nj;,a; €R; etN; eN* pouri=1,2 et

M;—-1<—-(+1a; =M,

Remarque 3.1 La transformée de Laplace bidimensionnelle a été utilisée pour déterminer

My —1<—(b+1)ap <My, M, MyeN.

la trajectoire du systeme (3.1), cependant, d’autres transformations intégrales peuvent étre

utilisées.

Exemple 3.1 Considérons la longue ligne de transmission avec le modele d’élément distri-

bué illustré par la figure ci-dessous
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i(tyty) _ Roh LAt i(ti+Aty,t)

- -. & D= = = =

v(ty, 1) GAL ——FAh v(t1+Aty, 1)

Y Y

.-..? . ?..--
»lat »
»

o At

FIGURE 3.1 — Modele d’élément distribué de la longue ligne de transmission [19].

Pour ce circuit, nous pouvons formuler les équations qui décrivent le courant i et la
tension v dans cette ligne en fonction des variables t, et t, comme suit

1 00L 0 -R 0 0
01FO0 (D‘;‘;xh(tl,tz)) |-G 0o o0 o (xh(tl,tz))
0 0 0 Of\D}2x"(t1, ! -1 "1y, 1))’
) X (f, 1) 0 0 | \x"(11, 1) (3.4)
0000 0o 1 0 -1
v(ty, ) _ _ (1 0 0 0)(x"n, 1)
(i(tl,rz))‘y(“”Z) = lo 10 0) (x“(tl,tz)’

out R est la résistance distribuée, L est l'inductance distribuée, G est la conductance distri-
buée et F est la capacité distribuée de la ligne de transmission;0 <oy <1 et0<ap < 1.
Les conditions initiales associées au systemes (3.4) sont données par

8i1 v(f,t)
xh(ll) (0) t2) = i ! y
=0

pouri;=0,1,--- ,N1—-1,=0et

0% v(1y, 1)
2
if)tz
0%i(1,1)
2
O,

x"2)(1,0) =
=0
oiti»=0,1,2,---,N,—1, 1 =0.

Comme

1
0
detE= 0

o = O
S T o

0 00O

alors, l'application du théoréme 3.1 permet d’obtenir
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xM(f, ) S
( x”(tl,tz) ): Z Z Thlzx

11:—1 12:—00

[ —(lz+1)cxz( v (0, £2) ) e I ( v(0,0)
Ihop+D | 7 i(0, 1) =0 T+ Dag + iz +1] 9riz | i(0,0)
I
+ t22a2 0 L ) D—(ll+1)0(1 ( U(tlyo) )
F(lgO(z +1) c o h i(11,0) '

0 LO O 0O RO O
C0O0 0 GO O O
1 2
T’l’ZZ(ThlzThlz):_ 0 00 L|[Ws™fg o o R [ThLE
0 0CO 00 GO

pourly =20, [, <0, o

I

To_1 = Iz ), TIIIIZ:(O)LLXZ pour 11<0 et/lou [=0;
0 -L

2 -C 0 2

Ty, 2= o -L | T} ,=0ax2  pour L <0 et/ou Il=-1,
-C 0

M, —1< —(is+1)ay <My avecM; € N et

(v Y10 0 0)( x"(n, )
y(“’@‘(z’(rl,tz) )‘(0 10 0)(x”(r1,tz) ‘
(11, 1)
Corollaire 3.1 Si E =1,,,, alors, la solution ( . 1) ) du systeme dynamique linéaire
1, L2

fractionnaire standard et régulier (3.1) est

N;-1 ti1+lloq i1

h 00 00 x"
x"(ty, t2) ) 1 ~ba — (11, 12)
= T D, 2% o
( Xt 12) llgol;o ne iIZ::o M+ hog +1) " B

t1=0

No—1 ti2+120(2 0
2 -hao 92 v
1o+ oo + 1) h Or2 (1, 1)
2

i»=0
2 =0

B _ _ 0 _ _
+ ( 1 ) D (Lh+1ay thlgag u(tl, t2) +( ) Dtlllal Dt2(12+1)0(2 u(tl, l-z)] ,

0 h B,

B:(Bl ) B; e RM*P, B, e R2*P
B,

et
Lixm pour [;=0,5=0,
Typ=4 TwTy-1,+To1 Ty, -1 pour L+05>0
0 pour [} <0Oet/oul, <0,
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B Al Ap _ 0 0
TIO—( 0 0 ) et T01—(A21 Ay )

2.1.3 Quelques représentations du systéeme dynamique d’ordre fractionnaire du type
Roesser

Dans tout ce qui suit, nous considérons le systéme dynamique linéaire d’ordre frac-
tionnaire bidimensionnel standard du type Roesser de la forme [19]

D' x (1, 1) x"(11, 1)
1 —_
(D(;(zzxv(tly tz)) - (xy(tl» l‘z)) +Buln, k), (3.5)
h .
fi, t:
v, ) = (i“gti tz;) +Du(h, 1),

ol D(;ii estla dérivée partielle fractionnaire d'une fonction bidimensionnelle continue par
rapport a la variable ¢; (formule (1.4)), d’ordre a; avec N; — 1 < a; < N;, N; € N* pour
i=1,2; x"eR™, xY €eR"™, ny + ny=m, ucR” et yeERI AecR™ ™M BeR™P CeRT™ et
D e R9*P,

Nous supposons que le systeme (3.5) est régulier, i.e., le faisceau (I,;;, A) est régulier et
que les conditions initiales sont toutes nulles.

2.1.3.1 Delareprésentation d’état a la fonction de transfert
Par définition, la fonction de transfert, notée G, est obtenue en utilisant la transformée
de Laplace. En effet, 'application de cette derniere sur le systeme (3.5) donne

A1y h h
(81 X (81,52)) = A(X (81’32))+BU(81,82),

s5° X" (51, $2) X"(s1, 52)
X"(s1, 52)

Y = +D , $2),

(81, 82) (X”(sl,sz) U(sy, $2)

lequel peut, aussi, s’écrire sous la forme

h 1 -
(X (81,32)) _ ((Sl Inlxnl 0 )-A) BU (s, $2),

XY (s1, $2) ho nglnzxnz
3 X" (81, $2)
Y(s1,82) = (X”(sl, Sz)) +DU(sy, $2),

ainsi, la fonction de transfert associée au systéeme (3.5) est

-1

J-a) BeD.

Y(s1, ) P
G(s1, Sz)=—(s1 52) =C ((Sl Lnyxm 0

U(sy, s2) 0 85 Lnyxn,

Exemple 3.2 Considérons le systeme dynamique (3.5) avec0 < o3 < 1,0 < ap <1 et les

matrices
-0.9 0.7 1 1 0 0
A‘( 0 —0.3)’ B‘(l)’ C‘(o 1) o D‘(o)'
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Ainsi, la fonction de transfert est

-1
1 0)\(s™+09 -0.7 1
— 1
Glsiys2) =g 1)( 0 s§‘2+0.3) (1)
1 0.7

109 (59 40.9) (s +03)

1
$52+0.3

2.1.3.2 Delafonction de transfert a la réponse impulsionnelle
Laréponse impulsionnelle, notée g, estla transformée de Laplace inverse de lala fonc-
tion de transfert G. Elle est donnée par

251 Gls1, 21 (8y, 1),

o —
(( | o 2 2 2) A)
O S(x In XN

o0 o0
-1 -1
Z Z Tll lgsl 1 SZ 20‘2] (tlr tZ)B+D6(tl) tZ)»
11=0 I,b=0

( tlloq 1 tlgO(g—l

g(tl’ tZ)

C.sz_l (t1, ) B+0(1, f),

2
)3 Z Itz I'(lyoy) I'(lhay)

11=0 I,=0

B+Do(f, t),

ol ['et & représentent la fonction Gamma d’Euler (1.1) et 'impulsion Delta de Dirac res-
pectivement. T}, ;, sont les matrices de transition, elles sont données par

Liuxm pour [1=0,[,=0,
Tll I = TlOTll—l,lz +T01Tl1,lz—l pour ll + l2 >1
0 pour [;<0et/oul,<0,
A;p A A A
OUA= 1 12 aVECAHERnlxnl,A12€Rnlxn2,A21Eanxnl,AZZEanxnz,Tl(): 11 12
A1 Az 0 0
0 0
et Ty = .
o1 (AZI Azz)

Exemple 3.3 Considérons le systeme dynamique (3.5) avec0 < o3 < 1,0 < ap <1 et les

matrices
-09 0.7 1 10 0
a=(0" L) m=(o) e=lo 1) @ =(g)

La réponse impulsionnelle associée est

1 N 0.7
B s7T+0.9  (s)+0.9) (s, +0.3)
g, ) = %2, (t1, 1),
1
$,°+0.3
o (. 911 110(1 o (. 3[2 tlz(xz
£ 12 1+07t°‘212

o Loy +0(1) 0 L (20 +az)

o 0.3 (2

)
2

oo [ (202 + )
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2.1.3.3 Delafonction de transfert a la matrice de Schur
La matrice de Schur, notée Sg, peut étre déterminée aisément a partir de la fonction
de transfert. Elle s’exprime par

(04]
Sl Inlxnl O )_A B
SG(Slr 52) = ( 0 nglngxnz ’
-C | D
ou encore N ‘
sits 2l —-A|B
_ 1 °2 ~mxm
Sa(s1, $2) = [ —C D ]

Exemple 3.4 Considérons le systeme dynamique (3.5) avec0 < o3 < 1,0 < ap <1 et les

matrices
-0.9 0.7 1 10 0
A‘( 0 —0.3)’ B‘(l)’ C‘(o 1) ° D‘(o)'

Sa matrice de Schur est

s;1+09 07 |1

0 s22403 |1
Sa(s1, $2) = — 2 0 0
0 -1 0

2.2 Quelques notions sur la norme /%,

Définition 3.4 [4, 30] La norme /¢, de la fonction de transfert G a plusieurs entrées et plu-
sieurs sorties (MIMO), notée |G|l z,, est donnée par

1

||G||L2;to2 =2

+00 +00
f tr[G(jwi, jw2) G*(jw1, jow2)]| dw; dws.

Définition 3.5 [4, 30] La norme 4, de la fonction de transfert G associée a une réponse
impulsionnelle g, notée |G|l z,, est donnée par

1612, = [ +ootr[ (t, ) g" dnd
S 81, 12) 8 (ﬁ,tg)] fydio.
—0o0 —0o0

3 Norme ./, pour un systeme dynamique fractionnaire bi-
dimensionnel du type Roesser

Cette section est dédiée au calcul de la norme /% d'un systeme dynamique linéaire
d’ordre fractionnaire bidimensionnel a temps continu décrit par le modele de Rosser.
Nous présenterons, dans un premier temps, le modéle en question. Ensuite, la fonction
de transfert associée et en dernier la technique utilisée pour déterminer |'expression de
la norme A.

43



3. NORME 7, POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
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3.1 Préliminaires

Considérons le systeme dynamique linéaire bidimensionnel d’ordre fractionnaire stan-
dard a faisceau régulier a temps continu du type Roesser

—()\1+)\_1) A1y 0 0 1
D‘t"]xh(tl,tg)) 1 0 0 0 (xh(tl,tz)) 0
= — — + u(ty, ),
(D‘é‘zx”(tl,tz) 0 1 —()\2+)\2) g [\, ) o T
3 0 0 1 0 0 (3.6)

xM(n, l‘z))

yit, 2)=(0 0 0 klkz)(x”(tl 1)

ot x", xV € R?, u e R, yeER, A,Ap € C* et ky, ky € R. D"‘I,D‘t"2 sont les dérivées partielles
1
d’ordre fractionnaire (1.4), avec 1 <a<2.
Les conditions initiales associées au systeme (3.6) sont

i.h i v
—(0,2)=0, .
ot o

(£1,0)=0, i=0,1. (3.7)

Comme le systéme (3.6) est régulier, alors, pour certains s;, s, € C nous obtenons

-1

ST+ +A1 A 0 0 1
X" (s1, Sz)) -1 s 0 0 0
- 3 el U S ) S ) 3.8
(XU(SL 82) 0 -1 Sg + )\2 + AZ AZ )\2 0 ( 1 2) ( )
0 0 -1 55 0

(3.9

h
Y(s1, s2) = (0 0 0 klkz)(X (31;82))’

XY (s1, $2)

oi1 X", X?, U et Y sont, respectivement, les transformées de Laplace bidimensionnelle des

fonctions x”, xV, u et y. En remplacant I'’équation (3.8) dans (3.9), il découle
— — -1
S(lx + )\1 + }\1 Al )\1 0 0 1
Y(s1, s -1 x 0 0 0
G(Sly Sz) = M = (0 00 kl kz) Sl — — .
U(sy, $2) -1 Sg+)\2+)\2 Ao Ao 0
0 0 -1 s$ 0

Par conséquent, la fonction de transfert G associée au systeme (3.6) devient, pour cer-
tains s;, s, € C

Gls1,s5) = Sk —,
(s‘l" + )\1) (s‘l" + )\1) (sg + )\2) (sg‘ + )\2)
Ou encore,
Gsns)=kike (4 h) (s k) (k) (94%) L @a10)

La matrice de Schur associée a la fonction de transfert (3.10) est de la forme

(si" + )\1) (s‘l" +)\_1) (sg‘ + )\2) (sg +)\_2) ‘ 1

SG(Slr $2) =
—k1 k2 0
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Comme la fonction de transfert complexe conjuguée associée au systeme (3.6) est

1

G*(s1, $2) = (Eg‘ + )\2)_1 (Eg‘ +7\_2)_ (3‘1" + )\1)_1 (E‘l" +)\_1)_1 k1 ko,

alors, sa matrice de Schur est représentée par

-1 -1 -1 _ -1 ]
st one | [EHh) (Bem) [en) (Sen) kk |
-1 0
Ainsi, la matrice parahermitienne devient
0 (354 2o (35 + %2 (534 ) (55 + 1) | K ko
Sp(s1,52) = (s‘l"+)\1)(s?+)\_1)(s‘2"+)\2)(sg‘+)\_2) -1 0 )
—k1 ky 0 0

telle que
b(s1,52) = G(s1, 52) G* (51, $2).

3.2 Résultat : Calcul de la norme .5

La norme ./, du systeme dynamique (3.6) sous les conditions (3.7) est décrite par le
théoreme suivant

Théoreme 3.2 Lanorme /&, d’'une fonction de transfert G associée a un espace d’état {A, B, C, o}
de la forme (3.6) avec des conditions initiales nulles, oit k; € R, \; € C* avec 0; = arg(A;) de

T, .
telle sorte que |0;] <t — O(E, i=1,2, est exprimée par

1
e Sia< 7 alors,

2 .
Gl %, =005
1 11
e Si—<a<2eta#s—,—,1y¢,alors,
4 32
K2 K2 A a4 A, a4 Cos(m—an—%l) cos(m+om—261)
||G||2 _ 1 2| llo‘ | 2|°‘ o _ (04
72 16 a2 sin? (<) sin? (2)sin (6;)sin (6,) sin (% +61) sin (% —61)

o o
sin (% +0,) sin (% - 0,)

[cos (9—2 — o — 262) cos (92 + o —282) ]
X - )

. 1
e Sia=—, alors,
3

sin(20;) 3% v/3 )( sin(20,) —32 /3 )

IGII%,, = k5 k3 . .
2 IA11sin(®;) (4 cos?(81) —3) | | IA2sin(62) (4 cos?(B,) —3)

1
e Sia=—, alors,
2

40 cot(6;) — 1 465 cot(0,) — 1
IIGIIZJ@:kfkg( 1 1 )( 2 2 );

27|A112 cos(207) ) \ 27| A2]2 cos(20,)
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e Sia=1, alors, ) s
ky k;

IGII%,, = - - :
16 (IA113 cos(01)) (IA2[® cos(62))

Preuve. Pour démontrer le théoréme 3.2, nous utiliserons la méme technique que celle du
théoréme 2.4. Rappelons que cette technique est basée sur I'utilisation de I'’espace d’état
{A, B, C, a}, la matrice parahermitienne S, des transformations intégrales et des matrices

de transformation, lesquelles préservent les propriétés de 'espace d’état.
En effet, pour certains s, s» € C, nous avons

§<T>(Sl’ $2) =M1 S (51, 52) M2,
L olotlo (5540 (3402 (4 1) (554 00) | B ke
2 10| fgen g °

i ks 0 |0

1 0 ]
x| 0 01,
0 )

’ (6 M) (500 (80 (5
s s ) (500 (s3] st o) (5 ) (50 2] (3 70) s ) s+ )

(=Rl

—k1 k> ~kika2p

ki ko
pki ko
IC

(sg‘+)\2) (sg‘+)\_2)p—1

Les matrices M; et M, dépendant du parametre p solution de I’équation
p(E‘l" + )\1) (E? +)\_1) (Eg + )\2] (Eg +)\_2) + (s‘l" + )\1) (s‘l" +)\_1) (sg + )\2) (s‘zx +)\_2) p—1=0,
ainsi,
1
(s‘l" + )\1) (si" +)\_1) (sg‘ + )\2) (sg +)\_2)] ,

p:
2Re

ce qui permet de trouver
0 (35 A (35 &) (55 + 2o (55 + %)
(s‘l"+)\1)(s‘1"+)\_1) (sg‘+)\2) (sg‘+)\_2) 0

—ky k2

’SV(T,(SL $2) =

_ k1 ko
2Re [(s‘l"+)\1) (s‘l"+)\_1) (s‘z"-i-)\z) (sg‘ +)\_2)]

(3.11)

ki1 ko
k1 k>

(55 + A (55 + X0 (55 + Ao (55 + o)

2Re
0

46



3. NORME 7, POUR UN SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE BIDIMENSIONNEL
DU TYPE ROESSER

Le complément de Schur associée a la matrice parahermitienne (3.11) devient

$(s1 Sz)=(_k1 k2 kl_kz — )
’ 2Re[(s‘1"+)\1)(s‘f+)\1)(sg‘+)\2) (5‘2"+)\2)]
0 (55 M) (550 (55 2o (5 + ) |
X
(s‘l" + )\1) (s‘l" +)\_1) (sg‘ + 7\2) (sg‘ +)\_2) 0
kiko
X ki ko »
2Re (s‘l"+7\1)(s‘1"+)\_1) (sg‘+)\2) (sg‘+7\_2)]
ol encore
d(s1,52) ik; !
2Re [(s‘l" +)\1) (si" +)\_1) (sg +)\2) (sg‘ +)\_2)] (si" +)\1) (si" +)\_1) (sg‘+)\2) (sg‘ +)\_2)
1
) [ () ([ m) |
. ki k3
) (s‘l" +)\1) (s‘l" +)\_1) (E‘l" +)\1) (E‘f +)\_1) (sg‘ +)\2) (sg‘ +)\_2) (E‘Z" +)\2) (Eg‘ +)\_2),
= d1(s1) P2(s2),

qui n'est rien d’autre que le produit de deux compléments de Schur associés a deux fonc-
tions de transfert de second type.
Ainsi, d’apres la définition 3.4, nous obtenons

2 1
G

+00
— f G(jw1, j02) G*(jo1, joz) dw dws,
41° Joo J-o

1 +00 1 +00
(—f Gl(jwl)Gf(jwl)dwl) (—f Gz(]'wz)G;(jwz)dwz),
27[ —00 27[ —00

1 +oo~~ ~l_1 _ 1 +oo~~ ~l_1 _
(—f ¢1(w1) Wy dwl)(—f G2 (02) @5 dwg),
T Jo T Jo

2 2
= 1IG1l%, 11Gell%,,

ou ‘
B 1
O ) ().
et
Ga(s2) = k2 .

(s202) (s +7%)

En dernier, par I'utilisation du théoreme 2.4 et les résultats présentés en [14], nous
obtenons les résultats du théoreme 3.2. m
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4 Conclusion

Ce chapitre a fait 'objet de I'extension de la technique présentée dans le chapitre pré-
cédent pour le calcul de la norme ., d’une certaine classe de systeme dynamique li-
néaire d’ordre fractionnaire bidimensionnel. La validation numérique des résultats théo-
riques obtenus sera présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Validation numérique

1 Introduction

Dans ce dernier chapitre nous validerons les résultats théoriques obtenus précédem-
ment par 'utilisation des exemples académiques.

2 Systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimension-
nel

La validation numérique de I’approche proposée pour le calcul de la norme #, pour
un systeme dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel associé a une fonction de
transfert du second type est présentée et comparée avec la méthode établit par Malti et
al. [24].

Pour 1 <a < 2, prenons la fonction de transfert du second type suivante

1

G(s) = — —. 4.1)
(so‘ + ZeJﬁ) (s"‘ + Ze‘fﬁ)
Le systeme dynamique associé a la fonction de transfert du second type (4.1) est
Dex(r) = (‘“/6; v2) ‘04) x(1) + ((1)) (o),
(4.2)
y = (0 1)x(@.

Les conditions initiales associées au systeme (4.2) sont
x(0)=0, x(0)=0.

Il est claire que, pour certain s € C, le systéeme dynamique (4.2) est régulier, supposons,
de plus, qu'il vérifie les conditions suivantes
; . 1
o s%7=1 x(D(0) est nulle pour tout s € [0, +oo] ; 7 Sa<2et i=0,1;

o u(t) existe, u'”(0) estnulle, Vi = 0;
ainsi, sa trajectoire est donnée par

o=y [ ) [ e (o)

i=0
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE UNIDIMENSIONNEL

En outre, le systtme dynamique d’ordre fractionnaire (4.2) vérifie les conditions du
théoréeme 2.2 et du théoréme 2.4. Ainsi, sa norme ./ est

1_
2a74 cos(&—an—%)_cos(%ﬂxn—%) . 1<a<2et
4acsin(F5) sin (%) sin (%) sin (% + 75) sin (4 — 75) 4
(x#{
161, =] Yoov2 sia=1,
uz 32
1 _v3 o1
19 agp Sl a=—
12 36 2
V2 . 1
Y si a=—.
8 3

Par I'utilisation d’'un code MATLAB, nous présentons les valeurs de la norme /4, et
nous comparons notre approche avec celle de Malti et al. [24] pour les différentes valeurs

de o o1 1 < a< 2. Lesrésultats obtenus sont présentés dans la figure 4.1.

141

Notre approche
L approche de Malti et al.

1.2

|
|
|
|
1
0.8F “ /
\
o6F |
\
04r \ /

0.2} ~— -

e =

O 1 1 1 1 1 1 1 J
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Les valeurs de «

FIGURE 4.1 — Comparaison des valeurs de la norme %5 entre notre méthode et celle de Malti et al.
[24] pour G(s) =

1
— — avec —<a<2.
(s“+2efﬁ) (so‘+2e‘fﬁ) 4

Les deux courbes coincident, ce qui confirme que les deux approches sont identiques
et que les résultats obtenus sont les mémes que ceux dans [24].
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE UNIDIMENSIONNEL

1
D’apres le théoréeme 2.2, le systeme dynamique (4.2) est instable pour a ¢ T 2|, ceci

est prouvé par les figures présentées ci-dessous

23
14 10

12 -

1G],

6} 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

1 1
FIGURE 4.2 — Valeurs de la norme #, pour G(s) = —avec0<a< 1 : Insta-

(s“ + Zej%) (SO‘ + Ze_jﬁ)
bilité du systeme dynamique d’ordre fractionnaire.

1.8

1.4 H

1G5,

0.8 ||

0.6

0.4

0.2 |

1
FIGURE 4.3 — Valeurs de la norme ./ pour G(s) = — — avec « = 2 : Instabilité
(s“ +2efﬁ) (s"‘ +2e‘fﬁ)
du systeme dynamique d’ordre fractionnaire.
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3 Systéeme dynamique d’ordre fractionnaire bidimension-
nel

Dans cette section, nous présenterons la validation de I’approche du calcul de lanorme
¢, pour un systeme dynamique bidimensionnel d’ordre fractionnaire du type Roesser
via un exemple numérique.

Pour cela, considérons la fonction de transfert

2
G(s1, $2) = — — — — (4.3)
(s‘f‘ +2efﬁ) (s‘l" +26‘fﬁ) (sg‘ +4efﬁ) (sg‘ +4e‘fﬁ)
) 1
pour certains s}, s €Cet - <a<2.
Le systéeme dynamique associé a la fonction de transfert (4.3) est
~(V6+v2) -4 0 0 1
D? xn(1, 2) 1 0 0 0 Xp(t, 1) 0
1 — +
(D‘t"lxy(tl,tg)) 0 1 -8cos(&) -16 (x,,(tl,tg)) o |#ht2)
4 0 0 1 0 0
Wit = (0 0 0 2) (Xh(tl; tz)),
xl)(tly tZ)
(4.4)

avec des conditions initiales nulles.
Le systéme dynamique (4.4) est standard a faisceau régulier, ainsi, par 'utilisation du
corollaire 3.1, sa trajectoire est

1
h 0o o
x"(t, 12) 0 —(h+Dog y—ha
- "I‘ D 1 1 D 2U2
( xV(ty, t) ) zlgoz;o hiz| o h o ulh, ),
0
ol
Lixm pour [;=0,16=0,
Ty,=4 TioTy-1,,+To1 Ty, ,-1 pour Li+1>0
0 pour [} <0et/oul, <0,
avec
~(vV6+v2) -4 0 0 00 0 0
1 0 0 O 00 0 0
Tqo= = .
10 0 o oo ® T=lo 1 -gcos(Z) -16
0 0 0 O 00 1 0

En outre, le systeme dynamique d’ordre fractionnaire (4.4) vérifie les conditions du
théoréme 3.2. Ainsi, sa norme ./, est
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1 cos (g —an—%) cos(gz+an—%

12a 12 6) o1
_ —<a<2et
4096(v/(6) —v(2)sin (L) | sin(L+ %) sin (% - 35) } B
cos (s —an—%)  cos(Fz +an—1%) ?,{
Sn(T+a) | sin(E-3) :
- V6 - 2cosec(1) si a=1,
7=\ 2048 14
(3-V3) (2cot () -7) oo
2016cos (%) 2
v2(14sin(Z)-3v3) _ 1
S oaA=—.
| T12sin () (4cos? (X) - 3) P73

Par I'utilisation d’'un code MATLAB, nous obtenons les différentes valeurs de la norme
¢, de la fonction de transfert G. Le résultat obtenu est présenté dans la figure 4.4.

12 I
11
14
1 0.9
0.8 4 0.8
oy 0.7
= 064
o 0.6
02 - =
0.3
0 -
2 0.2
0.1
2
FIGURE 44 - La norme # de la fonction de transfert G(sy,$) =
2 1
— — — — pour —<a<2.
(s‘l"+2efﬁ)(s‘l"+2e‘fﬁ)(sg‘+4efﬁ)(s‘2"+4e‘fﬁ) 4
. 1 .
Il est clair que pour 1 <a< 2, lesvaleurs de la norme %, sont finies.
. . 1 .
D’apres le théoreme 2.2, le systeme dynamique (4.4) est instable pour « ¢ 7 2 [, ceci

est prouvé par les figures présentées ci-dessous
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% 10129

He

3.5

G|

o

0.25

2

FIGURE 4.5 —Valeurs de la norme ./ pour G(s, $2) = — — — —
(s‘l" +2efﬁ) (s‘l" +2e‘fﬁ) (s‘z" +4e1ﬁ) (sg‘+4e‘fﬁ)

1
avec0<as< 1 : Instabilité du systeme dynamique d’ordre fractionnaire.

x10™

Hy

10

1G]

10

2

(s‘l" +2ejﬁ) (s‘l" +2e‘jﬁ) (sg‘ +4efﬁ) (sg‘ +4e‘jﬁ)
avec o = 2 : Instabilité du systéme dynamique d’ordre fractionnaire.

FIGURE 4.6 — Valeurs de lanorme ./, pour G(sy, $2) =
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4. CONCLUSION

4 Conclusion

Le présent chapitre a été consacré a la validation numérique illustrant les perfor-
mances de la technique proposée ou nous avons calculé la norme /%, pour un systeme
dynamique d’ordre fractionnaire unidimensionnel associé a une fonction de transfert du
second type et pour une certaine classe de systeme dynamique d’ordre fractionnaire bi-
dimensionnel pour différentes valeurs de a.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés tout au long de ce travail au calcul de la norme #»
d’'une fonction de transfert d’ordre fractionnaire pour des systemes dynamiques d’ordre
fractionnaire unidimensionnels et bidimensionnels, en utilisant une nouvelle approche.

Lidée principale de 'approche proposée est I'utilisation de la représentation en es-
pace d’état, de la matrice de transfert parahermitienne, des matrices de transformation
et des transformations intégrales.

Tous les outils mathématiques nécessaires pour établir nos résultats ont été présentés
comme les dérivées d’ordre fractionnaire, les transformations intégrales et les différentes
représentations d'un systéme dynamique en une et deux dimensions.

Ensuite, nous avons présenté les étapes de la démarche du calcul de la norme #
pour une fonction de transfert d’ordre fractionnaire du second type, puis, nous avons
essayé d’étendre I'approche proposée pour le calcul de la norme 4 de tous types de sys-
temes dynamiques d’ordre fractionnaire unidimensionnels. Il est a noter que I'utilisation
de laréponse impulsionnelle associée a un systeme dynamique d’ordre fractionnaire uni-
dimensionnel a été utilisée pour le calcul de la norme #. Cependant, dans les deux cas,
la difficulté était de trouver I’expression de '’équation de Lyapunov fractionnaire.

D’autre part, I'extension de la méthode proposée pour le calcul de la norme #, d'un
systeme dynamique d’ordre fractionnaire bidimensionnel a été présentée.

En dernier, la validation numérique des résultats obtenus a été testée via des exemples
académiques ot un code MATLAB a été généré.

Comme perspective, nous envisageons d’utiliser et/ou de développer des outils du
calcul fractionnaire permettant de déterminer I'expression de I'équation de Lyapunov
fractionnaire et de voir s’il y aura possibilité d’utiliser d’autres matrices de transforma-
tion afin de trouver I'expression de la norme .#% d’un systéme dynamique d’ordre frac-
tionnaire unidimensionnel et bidimensionnel ot les matrices {A, B, C} sont de taille quel-
conque.
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calcul de la norme /4, d’une fonction de transfert fractionnaire du
second type

Résumé: Lobjectif principal de ce manuscrit est de calculer I'énergie de la réponse im-
pulsionnelle, dite aussi norme /%, d'une fonction de transfert fractionnaire unidimen-
sionnel du second type par une nouvelle méthode. L'idée clé de la méthode proposée est
I'utilisation de la représentation en espace d’état, des outils de la théorie des matrices et
des transformations intégrales. Puis, nous avons tenté de généraliser le calcul de la norme
¢, pour tout type de systémes dynamiques d’ordre fractionnaire unidimensionnels. La
difficulté réside dans I'expression de I’équation de Lyapunov fractionnaire. Ensuite, nous
avons calculé la norme #» d’une certaine classe de systemes dynamiques d’ordre frac-
tionnaire bidimensionnels, dite de Roesser, ou la fonction de transfert bidimensionnel est
le produit de deux fonctions de transfert unidimensionnelles du second type. En dernier,
l'efficacité et la performance de I’approche proposée ont été prouvées par des exemples
académiques en moyennant des codes MATLAB.

Mots-Clés. Complément de Schur, Dérivée fractionnaire au sens de Caputo, Dérivée
partielle fractionnaire, Energie de la réponse impulsionnelle, Norme %, Fonction de
transfert, Matrices de transformation, Représentation en espace d’état d'un modele frac-
tionnaire linéaire unidimensionnel/bidimensionnel.

Computation of ./%,-norm of fractional transfer function of the second
kind

Abstract : The main objective of this manuscript is to compute the impulse response
energy, known as the #%-norm, of a one-dimensional fractional transfer function of the
second type using a new approach. The key idea of the proposed method is the use of
state-space representation, matrix theory tools and integral transformations. We then at-
tempted to generalise the computation of the /£, norm for all types of one-dimensional
fractional-order dynamical systems. The difficulty lies in expressing the fractional Lya-
punov equation. Thereafter, we have calculated the #%-norm of a certain class of two-
dimensional fractional-order dynamical systems, known as Roesser model, where the two-
dimensional transfer function is the product of two one-dimensional transfer functions of
the second type. Finally, the efficiency and performance of the proposed approach have
been proven by academic examples using a MATLAB code.

Key Words. Schur complement, Caputo fractional derivative, Fractional partial deriva-
tive, Impulse response energy, #%-norm, Transfer function, Matrix transformation, state-
space representation of a one-dimensional/ two-dimensional linear fractional model.
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