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Résumé Dans cette thèse, nous étudions l'analyse et la synthèse de quelques
systèmes bidimensionnels. Nous avons porté notre étude sur la positivité d'une
nouvelle classe de systèmes hybrides fractionnaires bidimensionnels, et établi
des critères de positivité des sytèmes fractionnaires discrets associés lors du
passage à la discrétisation. Une autre partie de notre étude s'est portée sur la
stabilité des systèmes de Lyaponov singuliers à deux dimensions hybrides ou
discrets, et nous avons extrait des conditions de stabilité en terme de LMI's.

Title Analysis and synthesis of a certain class of fractional and/or singular
bidimensional systems.

Abstract In this dissertation, we study the analysis and synthesis of some
bidimensional systems. We have studied the positivity of a new class of bidi-
mensional fractional hybrid systems and established criteria for the positivity
of discrete fractional systems associated with the transition to discretization.
Another part of our study focused on the stability of bidimensional continuous-
discrete (hybrid) or discrete Lyaponov systems, and we extracted stability
conditions in terms of LMI.

Keywords Bidimensional systems, hybrid systems, fractional systems, sin-
gular systems, positivity, discretization, stability, Lyapunov systems

Mots-clés Systèmes bidimensionnelles, Systèmes hybrides, Systèmes frac-
tionnaires, Systèmes singuliers, Positivité, Discrétisation, Stabilité, Systèmes
de Lyapunov

Laboratoire d'accueil Dépt. Maths-Info, Laboratoire LMPA, Faculté des
Sciences Exactes et de l'Informatique (FSEI); Université de Mostaganem
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Notations

⊗ Produit de Kronecker
Z+ Corps des entiers non négatifs
R Corps des nombres réels
R+ Corps des nombres réels non négatifs
Rn Espace des vecteurs à n entrées réelles
Rn×m Espace des matrices réelles de dimensions n×m
C Corps des nombres complexes
Rn×1

+ := Rn
+ Espace des vecteurs à n entrées réelles non négatives

Rn×m
+ Espace des matrices à entrées réelles non négatives

Mn Ensemble des matrices de Metzler de dimensions n× n
AT Transposée d'une matrice A
A−1 Inverse d'une matrice A
In Matrice identité de dimension n
X(s) Transformée de Laplace
X(z) Z-Transformée
Re(z) Partie réelle du nombre complexe z
Im(z) Partie imaginaire du nombre complexe z
‖G‖2 Norme 2 de la matrice G
‖G‖∞ Norme ∞ de la matrice G
i = p, q i ∈ {p, p+ 1, p+ 2, · · · , q − 1, q} , p, q ∈ Z+

ρ(A) Rayon spectral de la matrice A
σ(A) Spectre de la matrice A
IML Inégalité matricielle linéaire
LMI's (en anglais) Linear matrix inequalities
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Chapitre 1

Introduction

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement tech-
nologique sous l'e�et de la concurrence et des besoins de plus en plus exigent,
du point de vue qualité et performance. En grande partie, ce projet est dû
au développement qu'a connu la recherche fondamentale dans divers domaines
tels que ceux de l'analyse numérique et de la théorie des systèmes. Tout ceci
a permis de mettre en ÷uvre des méthodes et approches très complexes pour
l'identi�cation et la commande des systèmes. Le développement des mathé-
matiques en générale a été et sera toujours nécessaire pour la résolution des
problèmes de la physique et de l'ingénierie.
L'une des théories qui peut être considérée aussi bien ancienne que nouvelle et
qui connait actuellement une grande popularité parmi les chercheurs dans les
sciences fondamentales et l'ingénierie, est celle du calcul fractionnaire qui étant
la dérivation et l'intégration aux ordres fractionnaires. Nous considérons dans
ce projet une nouvelle classe de systèmes dits systèmes singuliers/fractionnaires
bidimensionnels (2D). Ces systèmes sont décrits par l'équation di�érentielle à
dérivée fractionnaire et sont d'un grand intérêt pour modéliser de nombreux
procédés pratiques comme pour leurs homologues les systèmes singuliers li-
néaires d'ordre entier.
Les systèmes 2D sont des systèmes dont l'information se propage en deux di-
rections et qui trouvent leurs applications en électronique, en imagerie et trai-
tement du signal, en automatique, en biomathématiques, ainsi qu'en économie.
Nous traitons le problème de solvabilité pour di�érents modèles (discret-continu,
discret-discret) pour ensuite étudier le problème de discrétisation et l'in�uence
du pas de discrétisation sur la positivité de ces systèmes. A l'instar des modèles
standards, l'étude de la stabilité des systèmes singuliers est importante pour
comprendre le comportement transitoire du système, en particulier la stabilité
asymptotique. Contrairement au cas non singulier, la localisation des valeurs
propres �nies du faisceau singulier est insu�sante pour caractériser la stabilité
(lorsque det(E) est non nul), d'autres propriétés doivent être véri�ées.
Nous signalons que très peu de contributions traitent les problèmes d'analyse
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1. Introduction

et de commande des systèmes singuliers fractionnaires. Nous nous intéressons
à la classe des modèles 2D généralisés de type Lyapunov ; cela fera de même
partie de cette thèse. Nous utilisons dans ce cas le formalisme LMI pour ce
type de modèles. Nous insistons sur le fait que très peut de travaux traitent
les problèmes d'analyse et de commande des systèmes singuliers fractionnaires.
Les modèles 2D (hybrides, discret-discret, continu-continu) et les modèles de
Lyapunov font de même partie de cette thèse. De récents travaux font état de la
puissance de la discrétisation pour l'analyse des systèmes fractionnaires, étant
donné que le passage du continu au discret en utilisant un formalisme ma-
thématiques basé sur la théorie des méthodes numériques et du fractionnaire,
connait un essor faramineux. Il est bien connu que la positivité et la stabilité
sont des notions importantes en théorie des systèmes et de contrôle. Précisé-
ment ; si on considère la classe des systèmes fractionnaires singuliers bidimen-
sionnels, le problème de la positivité et la stabilité pour cette dernière paraît
important et di�cile. Nous nous intéresserons aussi à la stabilité des classes de
modèles multidimensionnelles scalaires. Des méthodes de résolution de ces pro-
blèmes emploient à notre connaissance un grand nombre d'approches pour le
cas standard. D'un autre coté, nous nous s'attaquerons à la classe des systèmes
de type Lyapunov fractionnaires singuliers où nous envisageons d'améliorer les
conditions de stabilité des modèles de Lyapunov, par des approches en LMI.
De récents travaux ont démontré toute la puissance des LMI pour l'étude de
l'analyse, la solvabilité et la stabilité de cette classe. Dans la première partie de
notre travail, nous étudions une nouvelle classe de systèmes bidimensionnels
fractionnaires introduite dans [33]. La principale propriété de ces systèmes et
que si l'état initiale est non négatif ( resp. positif) la trajectoire d'état se situe
entièrement dans l'orthant non négatif (resp. positif). L'objectif du chapitre 1
est de rappeler quelques propriétés de la théorie des matrices, et des systèmes
positifs. Dans le deuxième chapitre, nous étalons quelques grandes notions du
calcul fractionnaire au sens de Caputo ; ainsi que de l'analyse fractionnaire.
Dans le chapitre 3, nous étudions la positivité des systèmes hybrides et nous
analysons l'impact de la discrétisation sur ces systèmes. Des critères pour la
preservation de la positivité sont établis.
Dans la deuxième partie de notre travail, l'analyse de la stabilité d'une nou-
velle classe de systèmes bidimensionnels ; dite systèmes de Lyapunov introduite
dans [38],[48],[37] et [47] est considérée.
Les Inégalités Matricielles Linéaires ou IML's (LMI en englais) ; jouent un
rôle important dans les méthodes modernes pour l'analyse de stabilité des
systèmes linéaires. Dans par exemple l'automatisme, de nombreux résultats
trouvent leurs formulations en terme de LMI ; et ce formalisme a permis la
résolution de quelques problèmes qui n'avaient pas encore trouver de solution
LMI pour la commande des systèmes linéaires. En nous basant sur les travaux
de Lyapunov, nous verrons que les LMI permettent l'analyse de la stabilité. La
formulation LMI (Linear Matrix Inequalitie) est aujourd'hui un outil e�cace
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1. Introduction

pour la résolution de nombreux problèmes d'automatique, grâce aux avancées
du début des années 90 [3] et des logiciels conviviaux tels que Matlab via son
tool Yalmip. L'optimisation convexe sous contraintes LMIs a émergé comme
un outil incontournable en automatique. Son émergence est en partie le résul-
tat de la prise de conscience au sein des chercheurs en analyse des systèmes
de la place centrale de la complexité algorithmique pour la mise au point de
méthodes de commande et/ou d'analyse des systèmes (voir [7], [11], [10]). Les
problèmes d'optimisation convexe sous contrainte LMI ont le grand intérêt
d'avoir des algorithmes de résolution e�caces, largement disponibles dans les
logiciels de calcul scienti�ques généraux.

Le travail s'inscrit dans le cadre d'un co-encadrement en thèse avec le Pro-
fesseur Chadli Mohammed du laboratoire MIS de l'université de Picardie Jules-
Verne d'Amiens (France).
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Chapitre 2

Notions de base sur la théorie des

matrices et du calcul fractionnaire

Nous présentons dans ce premier chapitre la théorie générale des matrices
non-négatives, des matrices positives et des matrices de Metzler. Dans la litte-
rature, on peut trouver une multitude de references sur ces classes de matrices
(voir [2], [4], [5]). Nous commençons par donner les dé�nitions et quelques
propriétés générales relatives à ces matrices. Ces matrices rentrent dans la ca-
ractérisation de la positivité des systèmes linéaires. L'analyse de ces systèmes
fera l'objet du chapitre 3. Dans la seconde partie de ce chapitre, nous don-
nons les notions générales du calculs fractionnaires, nous dé�nissons la dérivée
d'ordre non entier d'une fonction réelle au sens de Caputo, ainsi que quelques
unes de ses propriétés importantes.

2.1 Matrices particulières

Soient A = (aij)i,j et B = (bij)i,j ∈ Rn×m des matrices à entrées réelles.

Dé�nition 2.1. On dit que A est une matrice non-négative si ∀i = 1, n
∀j = 1,m : aij ≥ 0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une
telle matrice est notée A ≥ 0 ou A ∈ Rn×m

+ .

Dé�nition 2.2. On dit que A est une matrice positive si A est non-négative
et ∃k = 1, n , ∃l = 1,m : akl > 0, i.e., toutes ses entrées sont non-négatives
avec au moins une entrée strictement positive. Nous noterons une telle matrice
A > 0.

Dé�nition 2.3. On dit que A est une matrice stictement positive si ∀i = 1, n
, ∀j = 1,m : aij > 0, i.e., toutes ses entrées sont strictement positives. Nous
noterons une telle matrice A >> 0.
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2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

Remarque 2.1. Les dé�nitions precedantes restent valables pour les vecteurs
de dimensions n, où n ≥ 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété stricte-
ment positif ϕ >> 0 coincide avec ϕ > 0.

Dé�nition 2.4. On dit que A est une matrice de Metzler si ∀i = 1, n , ∀j =
1,m, i 6= j : aij ≥ 0, i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives.
L'ensemble des matrices de Metzler de dimension n× n est noté Mn.

Exemple 2.1. La matrice G suivante est une matrice de Metzler.

G =


−1 2 3 0
1 0 5 4
7 4 −5 3
2 0 6 4

 (2.1)

Les matrices de Metzler trouvent leurs applications majeurs dans l'analyse
de stabilité et la positivité des systèmes linéaires. les livres de Berman et
Plemmons [4], [5] donnent 50 conditions équivalentes pour qu'une matrice de
Metzler soit asymptotiquement stable. Pour cela, nous devons rappeler deux
notions primaires du calcul matriciel, qui sont :
Le module de stabilité s(A) d'une matrice A, dé�ni comme étant la plus grande
partie réelle des valeurs propres de A ; i.e.,

s(A) = maxλ∈σ(A)Re(λ)

où σ(A) est le spectre de la matrice A.

Le rayon spectral ρ(A) d'une matrice A, dé�ni comme étant le plus grand
module des valeurs propres de A, c-à-d,

ρ(A) = maxλ∈σ(A) |λ|

Nous pouvons alors, citer ces quelques résultats suivants :

Lemme 2.1. A est une matrice de Metzler si et seulement si ∀t ≥ 0 : eAt ∈
Rn×n

+ . où eAt étant l'exponentiel de la matrice At.

Théorème 2.2. Si A est une matrice de Metzler, son module de stabilité est
une valeur propre de A et il existe un vecteur propre v dans l'orthant positif
tel que : Av = s(A)v où s(A) étant le module de stabilité de A.

Théorème 2.3. (Perron-Frobenius classique)
Le rayon spectral d'une matrice positive A ≥ 0 est une valeur propre à laquelle
correspond un vecteur propre de l'orthant positif. Si A ≥ 0 est en plus irré-
ductible alors le vecteur propre correspondant est dans l'intérieur de l'orthant
positif.
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2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

Décomposition régulière : soit une matrice de Metzler A inversible. On
appelle décomposition régulière de A, toute décomposition de la forme :

A = F + V

où F ≥ 0 et V une matrice de Metzler asymptotiquement stable.

Théorème 2.4. (Varga) [5] Il est équivalent de dire, que pour toute décom-
position régulière d'une matrice de Metzler inversible A :

1. A est asymptotiquement stable

2. ρ(−FV −1) < 1

Théorème 2.5. Le système linéaire ẋ = Ax laisse invariant l'orthant positif
si et seulement si A est une matrice de Metzler.
Le système linéaire ẋ = Ax+B laisse invariant l'orthant positif si et seulement
si A est une matrice de Metzler et B ≥ 0

Conclusion : Dans cette partie, nous avons tenu, à rappeler quelques
dé�nitions et théorèmes importants dans l'étude qualitative des systèmes dy-
namiques. Certains modèles mathématiques en automatisme ou en cinétique
chimique, sont régis par des EDO de la forme ẋ = Ax+B, où A est une matrice
de Metzler. Il est donc des plus important d'étudier les propriétés fondmentales
de ce type de matrices.

2.2 Quelques notions fondamentales sur le calcul
fractionnaire

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que
le calcul di�rentiel classique tel que nous le connaissons aujourd'hui, ses ori-
gines remontent à la �n du 17me siècle, l'époque ou Newton et Leibniz posaient
les fondements du calcul di�érentiel et intégral. La question a été abordée dés
1695 par Leibniz dans une lettre à l'Hospital [45] , mais lorsque celui-ci lui
demande quelle pourrait être la dérivée d'ordre 1/2 de la fonction x, Leibniz
répond que cela méne à un paradoxe dont on tirera un jour d'utiles consé-
quences. Plus de 300 ans après, on commence seulement à venir à bout des
di�cultés. De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question,
en particulier Euler (1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Rie-
mann (1847), Grünwald, Letnikov ...etc. Di�érentes approches ont été utilisées
pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.

� Les di�érences �nies d'une fonction se généralisent sous la forme de
Grünwald-Letnikov, très utile numériquement,
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2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

� L'intégration, opération inverse de la dérivation, mène, via la formule in-
tégrale de Liouville, aux formules de Riemann-Liouville et aux formules
de Caputo,

� Les transformations de Fourier et de Laplace associent la dérivation
fractionnaire à une multiplication par (jω)α ou pα avec α non entier.

Donc L'idée de base de la dérivation et l'intégration fractionnaire est la géné-
ralisation des dérivations et d'intégrations standards. Le mot fractionnaire est
un terme trompeur mais il a été conventionnellement retenu.

2.2.1 Dé�nitions fondamentales

Dans cette partie, nous allons exposer quelques notions fondamentales in-
dispensables pour la théorie du calcul fractionnaire.

Dé�nition 2.5. La fonction Gamma

Soit α ∈ C tel que Re(α) > 0, alors la fonction Gamma notée Γ est dé�nie :

Γ : α→ Γ(α) =

∫ +∞

0

e−ttα−1dt (2.2)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie
réelle est strictement positive.
En intégrant par parties, on peut voir que

Γ(α + 1) = αΓ(α), Re(α) > 0 (2.3)

En particulier :

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ Z+ (2.4)

Dé�nition 2.6. La fonction de Mittag-Le�er

Pour θ ∈ C et 0 < α < 1, on appelle fonction de Mittag-Le�er et on note
Eα(.) la fonction suivante :

Eα(θ) =
∞∑
k=0

θk

Γ(kα + 1)
(2.5)

On remarque bien sur que E1(θ) ≡ eθ.

Dé�nition 2.7. L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f ∈ C[a, b] et α ∈ R+, alors les intégrales I
(α)
a+ f(x) et I(α)

b−
f(x) sont dé�nis

par ce qui suit :

14



2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

I(α)
a+
f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, a ∈]−∞,+∞[ (2.6)

est appelé intégrale fractionnaire (à gauche) de Riemann-Liouville d'ordre α.
L'intégrale I(α)

b−
dé�nie par :

I
(α)
b−
f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(x− t)α−1f(t)dt, b ∈]−∞,+∞[ (2.7)

est appelée intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville d'ordre α.

Théorème 2.6. [45] Pour f ∈ C[a, b] et α, β ∈ R+ , l'intégrale fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville possède la propriété de semi-groupe, c-à-d,

I(α)
a+

[
I(β)
a+
f(x)

]
= I(α+β)

a+
f(x) (2.8)

Dans ce qui suit, nous utiliserons que l'intégrale fractionnaire (à gauche)
de Riemann-Liouville d'ordre α et nous omettons l'indice a+, et nous avons
par convention : I(α)

a+ = I(α)

Dé�nition 2.8. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, t] et α ∈ R+ (avec n−1 ≺ α ≤ n, n ∈ Z∗+),
alors la dérivée fractionnaire d'ordre α au sens de Riemann-Liouville de la
fontion f et notée RDα est dé�nie par :

RDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ (2.9)

=
dn

dtn
(
I(n−α)f(t)

)
(2.10)

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle très
important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales frac-
tionnaires, à cause de leurs applications dans les mathématiques pures (réso-
lution des équations di�érentielles d'ordre entier, sommation des séries,...etc.).
De nombreux nouveaux résultats des travaux de recherche sont apparus, spé-
cialement sur la théorie de viscoélasticité et des mécaniques du solide, où les
dérivées fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des proprié-
tés des matériaux. Les problèmes appliqués demandent des dé�nitions de déri-
vées fractionnaires autorisant l'utilisation des conditions initiales interprétables
physiquement, lesquelles contiennent f(a); f ′(a), ...etc.
Malgré le fait que les problèmes aux valeurs initiales avec de telles conditions
initiales peuvent être résolus mathématiquement ( analytiquement ou numeri-
quement) (voir par exemple les solutions données dans [45]). La solution de ce
problème a été proposée par M. Caputo dans les années soixante (voir [9]) dans
sa dé�nition qu'il a adapté avec Mainardi dans la structure de la théorie de la
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2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

viscoélasticité [39]. Un intérêt particulier pour la dérivation fractionnaire où
elle s'introduit naturellement, est lié à la modélisation mécanique des gommes
et des cahoutchoucs, et en général toutes sortes de matériaux qui conservent
la mémoire des déformations passées et dont le comportement est dit visco-
élastique.

Dé�nition 2.9. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Soit α > 0 avec n−1 < α < n, n ∈ Z∗+ et la fonction f véri�ant dn

dtn
f ∈ L1[a, b]

alors la dérivée fractionnaire d'ordre α (à gauche) au sens de Caputo de la
fonction f notée CaD

α
t (ou simplement CDα) est dé�nie par la relation suivante :

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ (2.11)

ou
CDαf(t) = I(n−α)

(
dn

dtn
f(t)

)
(2.12)

Dé�nition 2.10. La dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov

L'idée principale dans cette approche est de généraliser les grands classiques de
la dérivation standard (entière) d'une fonction à des ordres arbitraires, donc
on peut exprimer la dérivée d'ordre entier k (si α est positif ) et l'intégrale
répétée (−k) fois (si k est négatif ) d'une fonction f par la relation suivante :

Dkf(t) = limh→0 h
−k

k+1∑
p=0

(−1)p
(
k

p

)
f(t− hp) (2.13)

avec
(
k
p

)
= k(k−1)(k−2)...(k−p+1)

p!
.

La généralisation de cette formule pour α non entier (avec 0 < n−1 < α < n ,
n ∈ Z∗+) est appelée dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov, notée
GLDαf(t) et dé�nie par la relation suivante :

GLDαf(t) = limh→0 h
−α

n∑
p=0

(−1)p
(
α

p

)
f(t− hp) (2.14)

2.2.2 Les relations entre les dérivées fractionnaires

Dans ce qui suit, nous allons donner quelques résultats sur la relation entre
les dérivées fractionnaires [45].
Soit α > 0 véri�ant n− 1 < α < n, n ∈ Z∗+. Supposons que f est une fonction
dont les dérivées CDαf et RDαf existent alors,

CDαf(t) =R Dαf(t)−
n−1∑
p=0

f (p)(a)(t− a)p−α

Γ(p− α + 1)
(2.15)
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Nous en déduisons que si toutes les conditions initiales f (p)(a) = 0 pour tout
p = 0, (n− 1), alors CDαf(t) =R Dαf(t).
Si la fonction f est de classe Cn, alors en faisant des intégrations par parties
nous obtenons ce qui suit :

RDαf(t) =
n−1∑
p=0

f (p)(a)(t− a)p−α

Γ(p− α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)dτ (2.16)

Nous en déduisons que les deux approches de Grünwald-Letnikov et de
Riemann-Liouville sont équivalentes, c-à-d, GDαf(t) =R Dαf(t).

2.3 Étude des inégalités matricielles linéaires LMIs

Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour résoudre plusieurs
problèmes d'automatique, (problèmes d'optimisation en théorie du contrôle,
identi�cation de système,. . .) qui sont généralement di�ciles à résoudre de fa-
çon analytique. L'intérêt des méthodes basées sur les LMIs vient du fait que ces
dernières peuvent être résolues en utilisant la programmation convexe. Avec
cette approche, on n'est plus limité aux problèmes ayant une solution analy-
tique. En résolvant ces inégalités, on obtient un domaine de solutions faisables,
c'est-à-dire de solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste que celui généré par la
recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu'une inégalité possède
davantage de solutions qu'une équation, il est possible d'employer les degrés de
liberté supplémentaires pour inclure d'autres objectifs que ceux initialement
retenus.

Les notions des LMIs se retrouvent dans plusieurs travaux depuis de nom-
breuses années. Ainsi Lyapunov a conditionné la stabilité d'un système par
LMI. Plus tard, Kalman, Yakubovich et Popov ont généralisé le résultat de
stabilité proposé par Lyapunov. La terminologie des LMIs a été utilisée par
Willems en 1971. En 1994, Nesterov et Nemirovski ont trouvé une solution
pour résoudre les LMIs de manière e�cace en utilisant des méthodes basées
sur les points intérieurs.

Ce chapitre présent un ensemble des notions et propriétés concernent les
inégalités matricielles linéaires LMIs et leurs applications en commande des
systèmes.

2.3.1 Inégalité matricielle linéaire LMI

Dé�nition 2.11. On appelle une inégalité matricielle linéaire notée (LMI) le
problème suivant : étant données les matrices réelles, carrées et symétriques :
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2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

Fi = F T
i ∈ Rn×n, i = 0, · · · , m et x ∈ Rm telles que :

F (x) = F0 +
m∑
i=1

xi Fi > 0 (2.17)

L'inégalité (2.17) implique que : F (x) est une matrice dé�nie positive c'est-
à-dire :

∀z ∈ Rn et z 6= 0 : zT F (x) z > 0. (2.18)

De manière équivalente, la valeur propre la plus petit de F (x) est positive.
Les matrices symétriques Fi sont �xées (connues) et x = [x1, x2 · · · , xm]T

est un vecteur de valeurs inconnues (variables). On dit que F (x) > 0 est une
LMI a�ne des éléments de x.

Remarque 2.2. L'inégalité (2.17) est une LMI stricte si F (x) est seulement
dé�nie positive (non négative) autrement LMI est dite non stricte.

Le succès des LMIs vient du développement des méthodes dites du point
intérieur qui permettent de résoudre ces problèmes de manière e�cace.

2.3.2 Problème de faisabilité

Le problème de faisabilité d'une LMI est le problème de trouver l'ensemble
des points : x ∈ C où

C = {x ∈ Rn/F (x) > 0} qui véri�ent LMI : F (x) > 0, (2.19)

alors le problème F (x) > 0 est dit faisable (ou réalisable) et ces points appelées
points faisables.

Exemple 2.2. Les LMIs ne se présentent pas souvent directement sous la
forme (2.17) prenons un exemple classique de l'automatique : la stabilité au
sens de Lyapunov pour un système linéaire

ẋ(t) = Ax(t). (2.20)

Il s'agit de trouver une matrice réelle P = P T > 0 de même dimensions que A
telle que :

ATP + PA < 0 (2.21)

Considérons à titre d'exemple le cas où A est une matrice 2× 2 :

A =

[
a1 a2

a3 a4

]
. (2.22)

La matrice symétrique P dépend alors de 3 paramètres xi avec i = 1, 2, 3.
On peut s'écrire :

P =

[
x1 x2

x2 x3

]
. (2.23)
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La condition de positivité P > 0 s'écrit :

x1

[
1 0
0 0

]
+ x2

[
0 1
1 0

]
+ x3

[
0 0
0 1

]
> 0. (2.24)

L'inégalité de Lyapunov ATP + PA < 0, peut se réécrire sous la forme
suivante :

x1

[
2a1 a2

a3 0

]
+ x2

[
a2 + a3 a1 + a4

a1 + a4 a2 + a3

]
+ x3

[
0 a2

a3 2a4

]
< 0. (2.25)

Cette inégalité est une LMI a�ne des éléments : x1, x2, x3.

Propriétés

Parmi les propriétés les plus importantes des inégalités matricielles li-
néaires, on peut mentionner : [LMIs multiples peuvent être écrites comme
une seule LMI] Parmi les propriétés remarquables des LMIs, la possibilité de
regrouper plusieurs LMIs

F1(x), F2(x), · · · , Fn(x) > 0, (2.26)

en une seule LMI bloc diagonale :
F1(x) 0 0 · · · 0
0 F2(x) 0 · · · 0
...
0 0 0 · · · Fn(x)

 > 0. (2.27)

[La convexité] La convexité est une propriété géométrique importante,
qu'on trouve dans la théorie d'optimisation globale.

Dé�nition 2.12 (Un ensemble convexe). Un ensemble C est dit convexe si
pour toutes les points : (x1, x2) ∈ C et 0 < λ < 1, alors :

(λx1 + (1− λ)x2) ∈ C. (2.28)

Dé�nition 2.13. Soit une fonction f avec f : Rn −→ R la fonction f est
convexe si :
∀(x, y) ∈ Rn, 0 < λ < 1, alors :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (2.29)

La fonction f est convexe si pour tous les pairs (x, y) : f(λx + (1 − λ)y)
est toujours en bas de λf(x) + (1− λ)f(y).
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(a) a

[]  

Figure 2.1 � Représentation d'un ensemble convexe et non convexe. (a). En-
semble convexe ; (b).Ensemble non convexe.

 

Figure 2.2 � Graphe d'une fonction convexe
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Dé�nition 2.14 (Contrainte LMI convexe). Une importante propriété des
LMIs est que l'ensemble : C = {x : F (x) > 0} est convexe. C'est-à-dire LMI
(2.17) dé�nit un ensemble convexe sur la variable x.

Prenons : x et y deux vecteurs, avec : F (x) > 0, F (y) > 0 et 0 < λ < 1 si :

F (λx+ (1− λ)y) > 0. (2.30)

Donc : on peut écrire :

λF (x) + (1− λ)F (y) > 0. (2.31)

[Intersection de deux ensembles convexes] Soit : F (x) > 0 et G(x) > 0 deux
LMIs, liées respectivement avec les deux ensembles convexes suivants :

C1 = {x ∈ Rm/F (x) > 0} et C2 = {x ∈ Rm/G(x) > 0}. (2.32)

Alors l'intersection de C1 et C2 est dé�nie par l'ensemble convexe suivant :

C1 ∪ C2 =

{
x ∈ Rm/

[
F (x) 0
0 G(x)

]
> 0

}
. (2.33)

Alors l'intersection de deux ensembles convexes donne un ensemble convexe.

2.3.3 Lemme du complément de Schur

Le lemme du complément de Schur converti une classe des inégalités non
linéaires à des inégalités matricielles linéaires LMIs convexes qui apparaissent
régulièrement dans les problèmes de commande.

Les inégalités non linéaires convexes sont :

R(x) > 0,

Q(x)− S(x)R−1(x)ST (x) > 0,
(2.34)

où : Q(x) = QT (x), R(x) = RT (x) et S(x) dépend d'une manière a�ne de x.
Le lemme du complément de Schur converti ces inégalités non linéaires

convexes à une LMI équivalente :[
Q(x) S(x)
ST (x) R(x)

]
> 0. (2.35)

Exemple 2.3. Soit l'inégalité matricielle quadratique suivante :

R(x) > 0,

ATP + PA+ PBR−1BTP +Q > 0,
(2.36)
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où : A, B, Q = QT , R = RT > 0 sont des matrices données et P = P T est la
variable.

On peut reformuler cette inégalité matricielle quadratique sous forme d'une
inégalité matricielle plus simple, en utilisant le lemme du complément de
Schur : [

−ATP − PA−Q PB
BTP R

]
> 0. (2.37)

2.3.4 Les applications des LMIs

Nous allons donner quelques problèmes qui font appel aux LMIs :

Analyse de Stabilité au sens de Lyapunov

La méthode de Lyapunov proposée en 1982 dans le cadre de l'étude de
stabilité des systèmes linéaires. Étant donné un système LTI :

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, (2.38)

Ce système est stable s'il existe une fonction V (x) dé�nie positive telle que
sa dérivée est dé�nie négative :

V (x) = xT (t)Px(t) (2.39)

où : P est une matrice symétrique et dé�nie positive : P = P T > 0

V̇ (x) = xT (ATP + PA)x. (2.40)

La condition de stabilité consiste à trouver la matrice P qui véri�e l'inégalité
matricielle :

ATP + PA < 0. (2.41)

On peut écrire :{
V (x) > 0

V̇ (x) < 0
⇐⇒

{
P > 0
ATP + PA < 0

. (2.42)

Donc il résulte : [
P 0
0 −ATP − PA

]
> 0. (2.43)

Le système (2.39) est stable lorsque l'inégalité matricielle (2.43) est faisable.
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Problème de stabilité quadratique des systèmes incertains

La notion de stabilité quadratique est le prolongement de la notion de
stabilité de Lyapunov lorsque l'on considère des systèmes incertains, nous sup-
posons que les matrices incertaines A du modèle d'état appartiennent à des
ensembles compacts Ω.

Nous considérons le système linéaire incertain suivant :

ẋ(t) = A(t)x(t). (2.44)

Ce système est dit stable quadratiquement lorsqu'il existe une matrice P =
P T > 0 telle que quelle que soit la matrice A appartenant à l'ensemble Ω nous
avons V̇ (x) < 0 :

xT (AT (t)P + PA(t))x < 0. (2.45)

Nous pouvons alors montrer qu'une condition nécessaire et su�sante de
stabilité quadratique du système incertain (2.44) est :

� Dans le cas des incertitudes bornées en norme avec l'ensemble com-
pacts :

Ω = {A0 +DF (t)E, ‖F (t)‖2 ≥ 1} (2.46)

avec ‖F (t)‖2 = λmax(F T F ) où λmax représente la valeur propre maxi-
male de F T F .
Il existe une matrice P = P T > 0 telle que l'inégalité matricielle :

AT0 P + PA0 + PDDTP + ETE < 0, (2.47)

soit véri�ée, pour une matrice nominale A0 et des matrices constantes
D, E données.

� Dans le cas des incertitudes polytopiques avec : Ω = Co{A1, · · · , An}
où Co représente l'ensemble convexe et {A1, · · · , An} une série de ma-
trices constantes données.
Il existe une matrice P = P T > 0 telle que l'inégalité matricielle :

ATi P + PAi < 0, ∀i = 1, · · · , n, (2.48)

Soit véri�ée.
Notons que ces conditions sont uniquement su�santes pour assurer la sta-

bilité robuste du système incertain (2.44), c'est à dire sa stabilité pour toute
incertitude admissible. De manière générale la stabilité quadratique implique
la stabilité robuste mais l'inverse n'est pas vrai.

Problèmes d'optimisation sous contraintes LMIs

Beaucoup de problèmes d'automatique et particulièrement les problèmes
de contrôle des systèmes peuvent se formuler comme des problèmes d'op-
timisation sous contraintes LMIs. Et plusieurs problèmes sont mieux écrits

23



2. Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fractionnaire

en termes d'une simple ou multiple fonction objectif avec un ensemble des
contraintes LMIs, car les problèmes d'optimisation convexe apparaissent sou-
vent en pratique. Ceci est la force de l'utilisation des formulations LMIs dans
les applications réelles qui concernent les lois de commande des divers sys-
tèmes. L'introduction des contraintes LMIs permet de dé�nir un ensemble de
problèmes d'optimisation suivants :

Programmation Semi Dé�nie (SDP) La programmation semi dé�nie SDP
appelé aussi problème d'optimisation LMI, est une généralisation de la pro-
grammation linéaire (LP), où l'égalité de contraint remplacer par une LMI, un
problème SDP formulé comme suivant :

min(cT x)

F (x) = F0 +
m∑
i=0

xi Fi > 0,
(2.49)

avec :
� x ∈ Rm : vecteur des variables de décision.
� cT : vecteur ligne donnée
� F (x) : contraint LMI.
Problèmes des valeurs propres (Eigenvalue Problem EVP) Un large nombre

de propriétés de commande peuvent être calculés comme un problème de valeur
propre (EVP) qui est le problème de minimisation de la valeur propre maximale
λmax d'une matrice A(x) > 0 qui dépend a�nement de la variable x, soumise
à une contrainte LMI F (x) > 0.

Plusieurs tests d'analyse de performance, tel que le calcul de la norme H∞
peuvent être écrit sous forme d'un problème des valeurs propres (EVP) avec
contrainte LMI.

On écrit la forme générale d'un problème des valeurs propres (EVP) comme
suivant :

minλ,

λI − A(x) > 0,

F (x) > 0.

(2.50)

2.4 Conclusion

Ce chapitre a fait l'objet d'un rappels de quelques notions fondamentales
de la théorie des matrices et du calcul fractionnaire utilisées essentiellement
dans la première partie de notre travail qui concerne la positivité d'une certaine
classe de systèmes 2D fractionnaires linéaires hybrides.

Quelques notions sur les inégalités matricielles linéaires (LMI's) ont été
présentées dans le but de leurs exploitations dans la deuxième partie du travail
laquelle concerne l'étude de l'analyse de la stabilité des systèmes de Lyapunov
2D.
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Chapitre 3

Positivité des systèmes

bidimensionnels fractionnaires

Dans les dernières décenies ; il a eu un intérêt croissant pour les systèmes
bidimensionnels fractionnaires qui sont sujets à des contraintes de positivité
de leurs variables dynamiques. Ces systèmes positifs doivent avoir pour des
conditions initiales non-négatives, des variables d'état non-négatifs. Ces sys-
tèmes ont été étudiés par plusieurs auteurs [15], [29] dans di�érentes applica-
tions, et apparaissent naturellement dans les réacteurs industriels chimiques,
les échangeurs de chaleurs, l'épidémiologie, les circuits, les systèmes de sto-
ckages de mémoires ...etc. Dans les 3 dernières decénies, plusieurs é�orts ont
été entrepris pour devellopper des systèmes fractionnaires, dans les di�érents
champs de recherche, où le clacul fractionnaire est mis à l'avant comme outils
puissant pour la modélisation des phenomènes.
Actuellement, nous pouvons trouver plusieurs articles et livres devolus à as-
pects théoriques et aux applications, voir par exemple les travaux de Oustaloup
[44], Machado [50], [1], Kaczorek [34], Podlubny [45], Monje [41]. Une variété
de modéles fractionnaires qui suivent les comportements de systèmes linéaires
fractionnaires positifs peuvent être trouvés en ingénierie, biologie, manage-
ment, medecine, dynamique des �uides, robotique, aeronautique et le contrôle
automatique. Quelques applications des systèmes fractionnaires positifs ont été
proposées dans [34] où un aperçu de l'état de l'art sur la théorie des systèmes
linéaires positifs fractionnaires a été énnoncé. Le problème de la positivité des
systèmes linéaires fractionnaires bidimensionnels a été envisagé par Kaczorek
[34], et la notion de contraintes bidimensionnelles positives en temps continu
et discret a été introduite dans [33]. Le problème de la discrétisation a été
étudié pour le système linéaire en temps continu 1D dans [35] et plus tard
dans [36] pour les systèmes linéaires fractionnaires en temps continu 1D. Dans
ce chapitre, nous considérons la classe des systèmes linéaires à temps discret
discontinu 2D qui ont été introduits dans [33], et l'objectif est de faire une
extension des résultats déja démontrés dans [6] pour les systèmes 2D stan-
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dards ; aux systèmes positifs fractionnaires à temps continu-discret linéaires.
Des conditions nécessaires et su�santes sur le pas de discrétisation sont éta-
blies pour conserver la positivité.

3.1 Positivité des systèmes 2D

Dans [33] une nouvelles classe de systèmes 2D fractionnaires à été intro-
duite. Nous allons tout d'abord, dé�nir le concept de positivité puis ; entamé
une discrétisation sur ce type de système.

Considérons le système linéaire 2D fractionnaire à temps continu-discret
introduit dans [33] et dé�ni pour 0 < α < 1, t ∈ R et i ∈ Z+ = {0, 1, 2, ...}
par les équations d'état suivante :

dαx(t, i+ 1)

dtα
= A0x(t, i) + A1x(t, i+ 1) +Bu(t, i) (3.1)

y(t, i) = Cx(t, i) +Du(t, i) (3.2)

où x(t, i) ∈ Rn , y(t, i) ∈ Rp , u(t, i) ∈ Rm sont respectivement les vecteurs
d'état, d'éntrée et de sortie, et les matrices A0, A1 ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈
Rp×n et D ∈ Rp×m.
Les états x(t, 0) ∈ Rn pour tout t ∈ R et x(0, i) ∈ Rn pour tout i ∈ Z+ sont
les conditions initiales.
Notons que la dérivation fractionnaire de l'équation (3.1) est dé�nie au sens
de Caputo, i.e.,

dαx(t, i+ 1)

dtα
=C Dαx(t, i+ 1) = C

0 D
α
t x(t, i+ 1)

Nous supposons que la variable continue t et la variable discrète i sont
indépendantes.
Notons que nous traitons ici, un cas particulier du système générale donné
dans [33], qui ne dépend que d'une seule dérivée fractionnaire dαx(t,i+1)

dtα
. Par la

suite nous énnonçons la dé�nition de la positivité et le théorème régissant la
positivité du système (3.1)-(3.2).

Dé�nition 3.1. Le système 2D linéaire fractionnaire (3.1)-(3.2) est dit positif
si tout les états et toutes les sorties sont positifs i.e. : x(k, i) ∈ Rn

+, y(k, i) ∈ Rp
+,

k, i ∈ Z+, pour toutes les conditions intiales x(k, 0) ∈ Rn
+, x(0, i) ∈ Rn

+,
k, i ∈ Z+, et toutes les entrées u(k, i) ∈ Rn

+,k, i ∈ Z+.

Théorème 3.1. [33] Le système (3.1)-(3.2) est positif si et seulement si :

1. A0 ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ ,
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

2. A1 une matrice de Metzler.

L'objectif de notre chapitre est de voir l'in�uence du pas de discrétisation
sur la positivité du système (3.1)-(3.2). Pour cela nous allons utiliser la for-
mulation discretisée de la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov,
dé�nie comme suit :

Dé�nition 3.2. [41] Soit h > 0 le pas de discrétisation α l'ordre de dérivation
fractionnaire, véri�ant n−1 < α < n avec n ∈ Z∗+. L'approximation généralisée
de l'opérateur de di�érentiation fractionnaire est dé�ni pour tout pas h et tout
t = kh avec k ∈ Z+ par la formule :

dαx(t)

dtα
= Dαx(kh) ≈ 1

hα

k+1∑
p=0

cα(p) x((k + 1− p)h) (3.3)

où

cα(p) = (−1)p
(
α

p

)
(3.4)

avec (
α

p

)
=

{
1 si p = 0
α(α−1)(α−2)···(α−p+1)

p!
si p > 0

(3.5)

Il s'en suit de l'équation (3.3) que

Dαx(kh) = h−α[x((k + 1)h)− αx(kh) +
k+1∑
p=2

cα(p) x((k + 1− p)h)] (3.6)

et

x((k + 1)h) = hαDαx(kh) + αx(kh)−
k+1∑
p=2

cα(p) x((k + 1− p)h) (3.7)

Remarque 3.1. Notons que la relation (3.6) est une généralisation de la déri-
vée usuelle, dans le cas ou α = 1, autrement dit la formule discrète fractionnaire
de Grunwald-Letnikov est une généralisation des di�érences �nies dans le cas
standard.

3.1.1 La discrétisation du système 2D linéaire fraction-
naire à temps continu-discret

Les relations (3.3) et (3.7) peuvent être étendu au fonctions 2D, et nous les
appliquons au système (3.1)-(3.2). Ainsi,
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

dαx(t, i+ 1)

dtα
= Dαx(kh, i+ 1) = h−α

k+1∑
p=0

cα(p) x((k + 1− p)h, i+ 1) (3.8)

et

x((k+1)h, i+1) = hαDαx(kh, i+1)+αx(kh, i+1)−
k+1∑
p=2

cα(p) x((k+1−p)h, i+1)

(3.9)
Dorénavant et par convention , le pas d'échatillonage h est omis des 2D

suites discrétisées, i.e., x(kh, i) = x(k, i), y(kh, i) = y(k, i) et u(kh, i) = u(k, i)
pour tout k, i ∈ Z+.

Théorème 3.2. Considérons h > 0. Le système 2D Linéaire fractionnaire
hybride (3.1)-(3.2) où 0 < α < 1 est discrétisé en un système 2D linéaire à
temps discret d'ordre fractionnaire α dé�ni par les équations suivantes :

x(k+1, i+1) = Â0x(k, i)+Â1x(k, i+1)+B̂u(k, i)−
k+1∑
p=2

cα(p) x(k+1−p, i+1)

(3.10)
y(k, i) = Cx(k, i) +Du(k, i) (3.11)

pour tout k, i ∈ Z+.
avec les matrices Âj, pour j = 0, 1 et B̂ dé�nies par les relations suivantes :

Â0 = hαA0, Â1 = hαA1 + αIn, B̂ = hαB
et avec les conditions initiales : x(k, 0) ∈ Rn pour tout k ∈ Z+ et x(0, i) ∈ Rn

pour tout i ∈ Z+.

Démonstration. Soit h > 0 et l'équation (3.1) pour t = kh, k = 0, 1, 2, · · · .
alors nous avons

Dαx(k, i+ 1) =
dαx(k, i+ 1)

dtα
= A0x(k, i) + A1x(k, i+ 1) +Bu(k, i) (3.12)

En remplaçant la relation (3.12) dans (3.9) nous obtenons :

x(k + 1, i+ 1) = hα [A0x(k, i) + A1x(k, i+ 1) +Bu(k, i)]

+αx(k, i+ 1)−
∑k+1

p=2 cα(p) x(k + 1− p, i+ 1)
(3.13)

qui donne la relation (3.10).
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

Remarque 3.2. Il est important de savoir, que le système 2D linéaire discret
(3.10)-(3.11) est un modéle assez speci�que, du fait, qu'il soit fractionnaire
pour la première direction et standard pour la deuxième direction, et que dans
la littérature il n'a pas encore été analyser. C'est pour cette raison, qu'il est
essentiel pour nous de calculer ses solutions, et d'étudier la problématique de
sa positivité.

3.1.2 Solvabilité du système bidimensionnel fractionnaire
discret

Nous entamons notre étude de solvabilité, par énnoncer un outils puis-
sant utlisé dans la résolution des systèmes di�érentiels à temps discret. Etant
donné l'aspect discrétisé du système (3.10)-(3.11), il est impossible d'utiliser
les transformées de Laplace d'une fonction continue en temps, mais plutôt la
Z-transformée connue pour être l'équivalent des transformées de Laplace pour
les temps discréts. Nous énnonçons la dé�nition de la Z-trasformée bibimen-
sionnelle, i.e, d'une fonction à deux dimensions pour les variables discrètes, et
nous donnerons quelques unes de ses propriétés en annexe.

Dé�nition 3.3. La Z-transformée d'une fonction bidimensionnelle discrète
x(k, i) est la fonction bidimensionnelle notée X(z1, z2) et dé�nie par la relation
suivante :

X(z1, z2) = Z [x(k, i)] =
∞∑
k=0

∞∑
i=0

x(k, i)z−k1 z−i2 (3.14)

où z1, z2 ∈ C.

Pour plus de détails sur les dé�nitions et les propriétés de la Z-transformée
à une et deux dimensions se réferer au livre de Jaya [23] . Nous pouvons
maintenant calculer les solutions de l'équation (3.10).

Théorème 3.3. La solution de l'équation (3.10) avec les conditions initiales

x(k, 0) ∈ Rn et x(0, i) ∈ Rn pour k, i ∈ Z+ (3.15)

prend la forme suivante

x(k, i) =
∑k

e=0

∑i
f=0 Tk−e−1,i−f−1B̂u(e, f)

+
∑k

e=1

[
Tk−e−1,i−1Â0 −

∑k−e
p=2 cα(k − e− p)Tp,i]

]
x(e, 0) +

∑i
f=1

[
Tk−1,i−f−1Â1

−
∑k−1

p=2 cα(k − p)Tp,f ]x(0, f) +
[
Tk−1,i−1Â0 −

∑k−1
p=0 cα(k − p)Tk−p,i

]
x(0, 0)

(3.16)
où les matrices Tef sont dé�nies comme suit :

Tef =


In si e = f = 0

Â0Te−1,f−1 + Â1Te−1,f −
∑k+1

p=2 cα(p)Te−p,f si e+ f > 0

0n (zero matrix) si e < 0 et/ou f < 0

(3.17)

29



3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

Dans la littérature (voir [34], [41]) les matrices Tef sont appelées les matrices
de transition.

Démonstration. En appliquant les propriétés de la Z-transformée bidimension-
nelle sur les deux membres de l'équation (3.10) nous aurons,

z1z2 [X(z1, z2)−X(z1, 0)−X(0, z2) + x(0, 0)] = Â0X(z1, z2)

+Â1z2 [X(z1, z2)−X(z1, 0)]

−
∑k+1

p=2 cα(p)z−p+1
1 z2 [X(z1, z2)−X(z1, 0)] + B̂U(z1, z2)

(3.18)

oùX(z1, z2) = Z [x(k, i)] et U(z1, z2) = Z [u(k, i)]. Multiplions les deux membres
de l'équations (3.18) par la valeur z−1

1 z−1
2 nous obtenons

GX(z1, z2) = X(0, z2)− x(0, 0) + z−1
1 z−1

2 B̂U(z1, z2)

+
[
In − z−1

1 Â1 +
∑k+1

p=2 cα(p)z−p1 In

]
X(z1, 0)

(3.19)

où la matrice G est dé�nie par la relation suivante

G =

[
In − z−1

1 z−1
2 Â0 − z−1

1 Â1 +
k+1∑
p=2

cα(p)z−p1 In

]
(3.20)

La matrice G est inversible i.e

det(G) =
2k+2∑
p=0

2k+2∑
q=0

apqz
−p
1 z−q2 6= 0

pour quelques z1, z2 ∈ C, où apq pour 1 ≤ p ≤ 2k+ 2, 1 ≤ q ≤ 2k+ 2 sont des
coe�cients réels et dépendent des matrices Â0, Â1.
Dans ce cas l'inverse de la matrice polynômiale G peut être exprimé sous la
forme de la somme suivante

G−1 =
∞∑
e=0

∞∑
f=0

Tefz
−e
1 z−f2 (3.21)

par conséquent, de la relation (3.19) nous arrivons à,

X(z1, z2) = G−1
[
X(0, z2)− x(0, 0) +

[
In − z−1

1 Â1 +
∑k+1

p=2 cα(p)z−p1 In

]
X(z1, 0)

+z−1
1 z−1

2 B̂U(z1, z2)]
(3.22)

Le calcul de la Z-transformée X(z1, z2) de la solution de l'équation (3.10) se
base sur la valeur de la matrice G−1, et par conséquent sur les valeurs des
matrices de transition Tef .
puisque G.G−1 = G−1.G = In, cela donne[

∞∑
e=0

∞∑
f=0

Tefz
−e
1 z−f2

][
In − z−1

1 z−1
2 Â0 − z−1

1 Â1 +
k+1∑
p=2

cα(p)z−p1 In

]
= In (3.23)
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

ainsi

∞∑
e=0

∞∑
f=0

[
Tef − Â0Te−1,f−1 − Â1Te−1,f +

k+1∑
p=2

cα(p)Te−p,f

]
= In (3.24)

En comparant les coe�cients de mêmes puissances de z1 et z2 de la relation
(3.24), cela nous donne (3.17).
Les matrices de transition sont alors dé�nies par la relation de reccurence
(3.17) et nous pouvons remarquer que T10 = Â1 et T01 = 0n.
En remplaçant la relation (3.21) dans (3.19), nous obtenons

X(z1, z2) =
(∑∞

e=0

∑∞
f=0 Tefz

−e
1 z−f2

) [
In − z−1

1 Â1 +
∑k+1

p=2 cα(p)Tefz
−p−e
1 z−f2

]
X(z1, 0)

+
(∑∞

e=0

∑∞
f=0 Tefz

−e
1 z−f2

) [
X(0, z2)− x(0, 0) + z−1

1 z−1
2 B̂U(z1, z2)

] (3.25)

En�n, en appliquant l'inverse de la Z-transformée et le théorème de convolution
à la relation (3.25) nous obtenons la solution (3.16) de l'équation (3.10).

3.1.3 Les conditions de positivité

Notre but principal, est d'étudier l'in�uence du pas de discrétisation sur la
positivité lors d'un passage d'un système 2D continu-discrét à un système 2D-
discret. Pour cela, nous devons extraire des conditions nécessaires et su�santes
pour la positivité du système (3.10)-(3.11).

Dé�nition 3.4. Le système 2D linéaire fractionnaire à temps discrét (3.10)-
(3.11) est positif si tous les états et tout les sorties sont positifs i.e. : x(k, i) ∈
Rn

+, y(k, i) ∈ Rp
+, k, i ∈ Z+, pour toutes les conditions initiales positives

x(k, 0) ∈ Rn
+, x(0, i) ∈ Rn

+, k, i ∈ Z+, et toutes les entrées u(k, i) ∈ Rn
+,k, i ∈

Z+.

Dans le lemme suivant, nous rappelons un résultat connu que nous démon-
trons par une autre technique.

Lemme 3.4. Soit 0 < α < 1, alors cα(p) < 0, pour tout p ≥ 1.

Démonstration. Soit 0 < α < 1 et p ≥ 1, alors

cα(p) = (−1)p
(
α

p

)
avec (

α

p

)
=
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− p+ 1)

p!

alors, nous avons p facteurs dans le produit α(α− 1)(α− 2) · · · (α− p+ 1) et
α est le seul facteur positif. Donc, deux cas sont possibles
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1. si l'entier p is pair alors (p− 1) est impair, donc (−1)p > 0 et
(α− 1)(α− 2) · · · (α− p+ 1)︸ ︷︷ ︸

(p−1) valeurs negatives

< 0

2. si l'entier p is impair alors (p− 1) est pair, donc (−1)p < 0 et
(α− 1)(α− 2) · · · (α− p+ 1)︸ ︷︷ ︸

(p−1) valeurs negatives

> 0

Par conséquent nous déduisons que dans tout les cas, les valeurs de (−1)p et
du produit (α− 1)(α− 2) · · · (α− p+ 1) sont de signes di�érents.

Remarque 3.3. Notons que ce lemme a été démontré par reccurence dans
plusieurs réferences.

Nous énnonçons dans ce qui suit le théorème qui caractérise la positivité
du système discret (3.10)-(3.11).

Théorème 3.5. Le système fractionnaire 2D discret (3.10)-(3.11) est positif si
et seulement si les matrices Â0, Â1 ∈ Rn×n

+ , B̂ ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ et D ∈ Rp×m
+

Démonstration. a) Condition Su�sante :
Du lemme (3.4) nous avons −cα (p) > 0.
Si les matrices véri�ent Â0, Â1 ∈ Rn×n

+ , B̂ ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ et D ∈ Rp×m
+ , et

si u(k, i) ∈ R+ avec toutes les conditions initiales positives, alors en se basant
sur les relations (3.16), (3.17) nous concluons que les matrices de transitionTef
sont positives et par conséquent la solution x(k, i) est positive pour toutes les
conditions initiales positives.

b) Condition necessaire :
L'idée nous vient des résultats de [33]. Nous supposons que le système (3.10)-
(3.11) est positif, et nous démontrons la positivité des matrices Â0, Â1, B̂, C,D.

� Supposons que x(0, 0) = eni, i = 1, n, où eni est la ime colonne la
matrice identité In, i.e. : eni = (0, 0, · · · , 1, · · · , 0)T . Aussi supposons
que x(1, 0) = 0 et u(0, 0) = 0. De l'équation (3.10) nous obtenons que
x(1, 1) = Â0x(0, 0) = Â0eni = Â0i, tel que Â0i est la ime colonne de la
matrice Â0. donc, Â0i = x(1, 1) ∈ Rn

+.
En continuant notre raisonnement tout au long des autre colonnes, nous
déduisons que Â0 ∈ Rn

+.
Par la même analogie

� Supposons que x(0, 1) = eni, i = 1, n, x(0, 0) = 0 et que u(0, 0) = 0. En
remplçant dans l'équation (3.10) nous obtenons
x(1, 1) = Â1x(0, 1) = Â1eni = Â1i, tel que Â1i est la ime colonne de
la matrice Â1. Ainsi, Â1i = x(1, 1) ∈ Rn

+. Par conséquent la matrice
Â1 ∈ Rn

+.
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� Si maintenant on suppose que x(0, 0) = x(0, 1) = 0 et que u(0, 0) =
eni, i = 1,m, alors en remplaçant dans l'équation (3.10) nous obtenons,
x(1, 1) = B̂u(0, 0) = B̂eni = B̂i où B̂i est la ime colonne de la matrice
B̂. Puisque x(1, 1) est positif, soit B̂i ∈ Rm

+ .
Par conséquent la matrice B̂ est positive ; à cause de la positivité de
toutes ses colonnes B̂i, i = 1,m.

Le procédé est le même et en suivant le même raisonnement, on peut démontrer
la positivité des matrices C et D en utilisant l'équation (3.11).

3.1.4 L'in�uence du pas de discrétisation sur la positivité

Dans cette section, nous voulons connaitre les conditions qui garantissent
que le système 2D fractionnaire (3.10)-(3.11) obtenu par discrétisation preserve
la positivité quand le système initial continu-discrèt (3.1)-(3.2) est supposé
positif.

Théorème 3.6. Soit h > 0 le pas de discrétisation. Supposons que les condi-
tions du théorème 3.1 sont véri�ées. Alors nous avons un des deux cas sui-
vants :

1. Si la matrice A1 est de Metzler positive, alors le système (3.10)-(3.11)
restera positif pour toute valeur de h > 0.

2. Si la matrice A1 est de Metzler non-positive, alors le système (3.10)-
(3.11) restera positif si et seulement si

0 < h ≤

 α

maxi

∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣
 1

α

, i = 1, n (3.26)

où a
(1)
ii , pour i = 1, n, sont les entrées diagonales strictements négatives

de la matrcie A1.

Démonstration. Soit h > 0 et supposons que le système (3.1)-(3.2) est positif,
ie :

1. A0 ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ ,

2. A1 est une matrice de Metzler.

Puisque 0 < α < 1 et h > 0 nous avons Â0 = hαA0 ∈ Rn×n
+ , B̂ = hαB ∈

Rn×m
+ .

Ainsi, en appliquant le théorème 3.5, le système (3.10)-(3.11) est positif si et
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seulement si la matrice Â1 ∈ Rn×n
+ .

Nous avons Â1 = hαA1 + αIn avec A1 une matrcie de Metzler.
Alors l'inégalité Â1 ≥ 0 est équivalente à A1 ≥ −α

hα
In. Donc, nous devons

considerer deux cas possibles :

1. Si A1 est une matrice de Metzler positive, alors la dernière relation est
évidente.

2. Si A1 est une matrice de Metzler non-positive ; c-à-d, il existe au moins
une entrée diagonale de la matrice A1 qui soit strictement négative ;
ainsi la matrice Â1 n'est pas nécessairement positive.

� Condition nécessaire : Puisque toutes les entrées hors diagonales de
la matrice A1 sont positives, et ceux de la matrice −α

hα
In sont nulles, il

est évident, la comparaison matricielle est basée sur la comparaison
entre les éléments diagonaux de A1 et la valeur de −α

hα
.

Soit a(1)
ii les éléments diagonaux de la matrice A1.

(a) il est facile de démontrer que si tout a(1)
ii ≥ 0 alors a(1)

ii ≥ 0 > −α
hα

(b) Pour a(1)
ii < 0 alors 0 > a

(1)
ii ≥ −α

hα

ainsi
hα ≤ −α

a
(1)
ii

donc

0 < h ≤

 α

maxi

∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣
 1

α

� Condition su�sante : Supposons que la matrice A1 est de Metzler
avec au moins une entrée diagonale strictement négative, et nous
allons démontrer que la matrice Â1 is positive.
Il est clair que pusique a(1)

ij ≥ 0 pour i 6= j, les éléments hors diago-

naux de Â1 = hαA1 + αIn sont tous positifs.
Aussi, si a(1)

ii ≥ 0, les éléments diagonaux de la matrice Â1 sont po-
sitifs.
Pour les entrées strictement négatives de la matrice A1 véri�ant

0 < h ≤

 α

maxi

∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣
 1

α
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Nous avons pour chaque entrée diagonale a(1)
ii < 0

0 < hα ≤ α∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣
ainsi

a
(1)
ii +

α

hα
≥ 0

Nous concluons que tout les éléments diagonaux de la matrice Â1 =
hαA1 + αIn sont positifs.

Remarque 3.4. Notons qu'on peut remplacer la condition du premier cas dans
le théorème 3.6 par la condition "Si la matrice A1 est positive", car évidement,
toutes les matrices positives sont des matrices de Metzler (la réciproque est
fausse évidement).

3.1.5 Discussions

Il est à noter qu'en se basant sur le théorème 3.6 et pour une matrice de
Metzler nonpositive A1, le choix du pas d'échantillonage dépend de la valeur

de l'ordre de dérivation fractionnaire α et du scalaire maxi

∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣, tel que a(1)
ii

sont les entrées diagonales strictement négatives de la matrcie A1.

Nous notons l'intervalle de con�ance Iα,M =]0,
(
α
M

) 1
α ] oùM = maxi

∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣ pour
i = 1, n. Alors nous déduisons que pour conserver la positivité du système
(3.10)-(3.11), le pas de discrétisation h doit rester dans Iα,M . La longueur
de l'intervalle de con�ance Iα,M peut accroitre ou décroitre dépendement des
valeurs strictement positive de α et M . Alors nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3.1. Considérons le système (3.1)-(3.2), et supposons que la ma-
trice A1 soit une matrice de Metzler non-positive, alors

Lmax =

{
e

1
Me si M < e−1

1
M

si M ≥ e−1 (3.27)

où Lmax = maxα {l(Iα,M), pour 0 < α < 1}, et l(Iα,M) désigne la longueur
de l'interval Iα,M

Démonstration. Soit la fonction l(Iα,M) = lM(α) de la variable α ∈]0, 1[ qui
désigne la longueur de l'intervale de con�ance Iα,M . Alors lM(α) est dé�nie par
la relation

lM(α) =
( α
M

) 1
α
, 0 < α < 1 (3.28)
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

En dérivant, on a

l′M(α) =

[
1− ln

(
α
M

)
α2

]
lM(α)

. Nous aurons alors, un des deux cas,

1. Si 0 < M < 1
e
alors

α 0 Me 1
exp( 1

Me
)

variations de lM ↗ ↘
0 1

M

ainsi 0 < lM(α) ≤ exp( 1
Me

).

2. Si M ≥ 1
e
alors 0 < lM(α) < 1

M
.

α 0 1
1
M

variations de lM ↗
0

ainsi 0 < lM(α) < 1
M
.

Remarque 3.5. Le corollaire 3.1 démontre que la longueur de l'interval de
con�ance accroit dans le cas où 0 < M < 1

e
≈ 0.3679, et le choix du pas

h ne va pas trop être contraignant ; Contrairement lorsque M ≥ 0.3679 ce
choix sera établi dans un intervalle plus petit. Dans les deux cas, puisque
limα→0lM(α) = 0 les valeurs trop petites de l'ordre de dérivation fractionnaire,
donnerons des valeurs plus petites pour h.

3.2 Exemples numériques

Dans cette section nous présentons, quelques exemples numériques pour
illustrer les résultats obtenus dans la section précedantes.

Exemple 3.1. Considérons le système (3.1)-(3.2) pour α = 0.5 avec les ma-
trices

A0 =

[
1 0
0 1

]
, A1 =

[
−1 0
0 −0.9

]
, B =

[
1

0.5

]
,

C =
[

2 3
]

avec D = 0.
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

Figure 3.1 � Vecteur d'état du système de l'exemple 3.1.2 avec h = 0.72
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

L'entrée u(t, j) = 1 pour t ≥ 0 et j ∈ Z+ avec les conditions initiales

x(t, 0) =

[
0.1
0.1

]
pour t ≥ 0 et x(0, j) =

[
0.2
0.1

]
pour j ∈ Z+. En appli-

quant le théorème 3.1, alors le système (3.1)-(3.2) est positif.
En appliquant le théorème 3.6, et puisque la matrice A1 est une matrice de
Metzler non-positive, alors pour préserver la positivité après discrétisation,
nous devons opter pour un pas h véri�ant la relation (3.26) ; alors

0 < h ≤

 0.5

maxi

∣∣∣a(1)
ii

∣∣∣
 1

0.5

donc 0 < h ≤ 0.25.
La matrice Â1 est dé�nie Â1 = h0.5A1 + 0.5I2 , il vient,

Â1 =

[
−h0.5 + 0.5 0

h0.5 2h0.5 + 0.5

]
Les matrices Â0, B̂ sont évidement positives.
Soit ε > 0.

1. Pour h = h1 = 0.25 + ε > 0, les entrées h0.5
1 et 2h0.5

1 + 0.5 sont positives
à l'exception de −h0.5

1 + 0.5 ; puisque ε > 0, nous avons −(ε+ 0.25)0.5 <
−0.5
par conséquent −h0.5

1 + 0.5 < 0.
Ainsi, le système 2D fractionnaire à temps-discret (3.10)-(3.11) obtenu
par discrétisation du système hybride associé n'est pas positif pour h =
0.72, voir la �gure Fig.3.1.

2. Pour h = h2 = 0.25 − ε > 0 les entrées −h0.5
2 + 0.5, h0.5

2 et 2h0.5
2 + 0.5

sont positives car −ε < 0 we have −(−ε+ 0.25)0.5 > −0.5
ainsi −h0.5

2 + 0.5 > 0 donc, la matrice Â1 ∈ R2×2
+ , par conséquent le

système (3.10)-(3.11) est positif. Pour h = 0.2, voir la �gure Fig.3.2.

Exemple 3.2. Considérons maintenant le système (3.1)-(3.2) pour 0 < α < 1
et les matrices

A0 =

[
0.2 0
1.2 0.51

]
, A1 =

[
−0.46 0

2.1 2.02

]
,

B =

[
0.22
1.02

]
, C =

[
0.22 0.33

]
, et D = 0
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

Figure 3.2 � Vecteurs d'état du système de l'exemple 3.1.2 avec h = 0.2

39



3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

Figure 3.3 � Variations de l0.46 en fonction de l'ordre de dérivation fraction-
naire α

Nous avons M = 0.46 ≥ 1
e
.

La �gure (3.3) montre que la variation de la longueur de l'interval de con�ance
Iα,0.46 dépend explicitement de la valeur de α ∈]0, 1[.

La fonction lM = l0.46 est dé�nie par la relation suivante :

l0.46(α) = (
α

0.46
)

1
α

Ainsi, la valeur maximal de h dans l'intervalle de con�ance Iα,0.46 est Lmax =
2.174 à α ≈ 1. De la �gure (3.3), nous pouvons conclure que pour des valeurs
de l'ordre α véri�ant 0 < α < 0.2 le pas h doit prendre de petites valeurs aussi
véri�ants h < 0.0155, ce qui pourrait a�ecter la complexité du problème quand
il s'agit d'une simulation numérique. Le problème est posé pour des modèles
avec un ordre de dérivation fractionnaire in�niment petit.

Exemple 3.3. Considèrons le système (3.1)-(3.2) pour 0 < α < 1 et les
matrices d'état suivantes :

A0 =

[
0.2 0
0.3 1.23

]
, A1 =

[
−0.2 0
0.1 −0.15

]
,

B =

[
0.52
1.11

]
, C =

[
1.42 0.53

]
et D = 0
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3. Positivité des systèmes bidimensionnels fractionnaires

Figure 3.4 � Variations de l0.2 longueur de l'intervalle de con�ance en fonction
de α

.

.

Nous avonsM = 0.2 < 1
e
.

La fonction correspondante lM = l0.2 est dé�nie par la relation suivante

l0.2(α) =
( α

0.2

) 1
α

La �gure (3.4) montre la variation de la longuer de l0.2(α) en fonction de
α ∈]0, 1[.
Ainsi, la valeur maximale pour h est 6.28 qui correspond à Lmax = l0.2(α) =
exp(0.2e) ≈ 6.29 pour α = 0.2e ≈ 0.542.
Par suite, de la �gure (3.4) nous pourons déduire que pour les valeurs de α
véri�ants 0 < α < 0.11, le pas h ne doit pas dépasser 0.005 pour garantir la
conservation de la positivité ; par contre, pour les autres valeurs α ≥ 0.11, le
pas h peut prendre des valeurs acceptables.

Exemple 3.4. Considérons le système (3.1)-(3.2) pour 0 < α < 1 et les
matrices d'état suivantes :

A0 =

[
0.42 2
0.53 5.23

]
, A1 =

[
−0.004 0

0.1 0.515

]
,

41
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B =

[
1.52
2.11

]
, C =

[
6.42 8.53

]
et D = 0

.

Nous avons M = 0.004 < 1
e
.

La fonction correspondante lM = l0.004 est dé�nie par la relation suivante

l0.004(α) =
( α

0.004

) 1
α

montre la variation de la longuer de l0.004(α) en fonction de α ∈]0, 1[.
Ainsi, la valeur maximale pour h est 0.029556 qui correspond à Lmax =
l0.004(α) = exp((0.004e)−1) ≈ 0.029556.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, l'analyse de l'in�uence de la valeur du pas de discréti-
sation sur la positivité d'une classe de système bidimensionnel fractionnaire à
temps continu-discrét, a été étudiée. Des conditions nécessaires et su�santes
ont été extraites et des exemples numériques ont été illustrés, pour prouver la
pertinence de notre approche. Le résultat principal, prouve que si la matrice de
Metzler est non positive, alors le pas de discrétisation doit être obligatoirement
choisi dans l'interval de con�ance. Sinon le système initial hybride, va perdre sa
propriété de la positivité. Ces problèmes sont fréquents lorsque la modélisation
d'un phénomène passe par la discrétisation. Les quantités modélisées perdent
leurs positivité lors de la discrétisation, et on se demanderait pourquoi.
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Chapitre 4

Stabilité des systèmes de

Lyapunov : Approche LMI's

Dans ce chapitre nous allons étudier le problème de stabilité du modèle
général 2D-discret de Lyapunov et aussi le modèle général 2D-continu dis-
cret de Lyapunov, où l'approche des inégalités linéaires matricielles (LMI's)
est appliquée pour extraire de nouvelles conditions su�santes pour la stabi-
lité asymptotique. Le plus populaire des modèles linéaires à deux dimensions,
étant les modèles introduits par Roesser [49], Fornasini-Marchecini [16], [17].
Ces modèles ont été généralisés aux cas singuliers par Kurek [40], Kaczorek
dans [25; 26; 27? ; 30]. On trouve beaucoup de leurs applications dans la
théorie du contrôle, le design des circuits modernes et le traitement d'images
numériques, en seismologie, le traitement des données géographiques, la trans-
mission d'énergie ...etc. Le test de stabilité est le problème le plus important
et le plus fondamental pour la conception et l'analyse des systèmes. Un certain
nombre de tests de stabilité de systèmes 2D ont été étudiés. La stabilité in-
terne et le comportement asymptotique des modèles linéaires bidimensionnels
ont été traités par Valcher [53] et la stabilité asymptotique des systèmes 2D
linéaires ont été étudiés dans [31],[56],[24],[51],[14],[22] et [42].

Une approche LMI pour véri�er la stabilité des systèmes 2D a été proposée
par Twardy [52], avec des généralisations aux systèmes 2D positifs à retards
dans Kaczorek [32]. Dans [56], des conditions LMI su�santes pour la stabilité
interne des systèmes linéaires singuliers 2D en termes d'acceptabilité et de
modes de saut ont été données. Une autre approche LMI pour la stabilité des
modèles 2D singuliers d'espace d'état généralisés a été étudiée par Bouagada
et Van Dooren dans [7], [8] et aussi par [56], [54], [12], [13].

Au cours des dernières années, une nouvelle classe de systèmes linéaires à
temps discret et à temps continu 1D et 2D a été introduite. Dans les systèmes
de Lyapunov 2D décrits par le modèle de Roesser, les variables indépendantes
sont discrètes et/ou continues et se propagent dans deux directions di�érentes.
De tels modèles apparaissent par exemple dans la conception de circuits, l'amé-
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4. Stabilité des systèmes de Lyapunov : Approche LMI's

lioration des images radiologiques. La contrôlabilité et l'observabilité des sys-
tèmes de Lyapunov ont été traitées dans Murty et Apparao [43] ; Les systèmes
positives de Lyapunov en temps discret 1D et 2D en temps continu et en temps
discret dans [38], [48]. Les systèmes à cônes de Lyapunov à temps discret et à
temps continu ont été considérés par [37] et [47].

Dans ce travail, le nouveau système général de Lyapunov 2D à temps discret
et aussi le systèmes de Lyapunov 2D à temps continu-discret ont été considé-
rés. Le but principal de notre travail est de présenter des conditions su�santes
pour le test de stabilité asymptotique en terme d'inégalités matricielles li-
néaires (LMIs). L'approche d'une LMI est utilisée pour produire de nouveaux
résultats hautement signi�catifs sur l'analyse de stabilité de ces processus et
pour concevoir les schémas de contrôle de ces modèles.

4.1 Préliminaires

Nous désignons par Rm×n (Cm×n), l'ensemble des matrices réelles (com-
plexes) avec m lignes et n colonnes et par Rm (Cm), l'ensemble des vecteurs
réels (complexes). De plus, Z+ désigne les entiers positifs et R+ la droite réelle
positive. Quelques dé�nitions et résultats suivants peuvent être trouvés dans
[25].

Dé�nition 4.1. Soient les matrices A = [aij] ∈ Rm×n et B ∈ Rq×p, donc le
produit de Kronecker A⊗B des matrices A et B est la matrice en blocs

A⊗B = [aijB] ∈ Rmq×np (4.1)

pour tout i = 1, ...,m et j = 1, .., n
La matrice A⊗B est une matrice d'ordre (mq×np) à (mn) blocs [aijB] chacun
d'ordre (pq).

Nous allons maintenant, mentionner quelques propriétés et règles pour le
produit de Kronecker.

Soit A ∈ Rm×n, B ∈ Rq×p, alors les propriétés suivantes sont véri�ées :

(A⊗B)T = AT ⊗BT (4.2)

rank(A⊗B) = rank(A).rank(B) (4.3)

Dé�nition 4.2. A chaque matrice A = [aij] ∈ Rm×n, on associe le vecteur
vec(A) ∈ Rmn dé�ni par

vec(A) = [a11, .., am1, a12, .., am2, .., a1n, .., amn]T

(les vecteurs colonnes de chaque colonne séquentielle sont empilés les uns sur
les autres)
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Théorème 4.1. Soient les matrices A ∈ Rm×n, B ∈ Rq×p, C ∈ Rm×p don-
nées et soit X ∈ Rn×q une matrice inconnue. Alors, en utilisant le produit de
Kronecker des matrices A et BT , on peut transformer l'équation matricielle
AXB = C en un système linéaire de nq équations en np inconnues données
par la relation : (

A⊗BT
)
vec(X) = vec(C) (4.4)

Nous renvoyons le lecteur à [28] pour la preuve.

4.2 Le système 2D général de Lyapunov à temps
discret

Nous allons maintenant, introduire la dé�nition du modèle proposé pour
l'étude et quelques résultats concernant ces systèmes. Voir [52], [7], [8] pour
plus de détails.

Nous considérons le système

E

[
Xh (i+ 1, j)
Xv (i, j + 1)

]
= A0

[
Xh (i, j)
Xv (i, j)

]
+

[
Xh (i, j)
Xv (i, j)

]
A1 +BU (i, j) (4.5)

Y (i, j) = CX (i, j) +DU (i, j) , i, j ∈ Z+ (4.6)

avec

E =

[
E11 E12

E21 E22

]
; As =

[
As11 As12

As21 As22

]
pour s = 0, 1 ;

B =

[
B1

B2

]
; et C =

[
C1 C2

]
.

Xh(i, j) ∈ Rn1×n et Xv(i, j) ∈ Rn2×n représentent les matrices d'état horizon-
tal et vertical au point (i, j) avec n = n1 + n2. La matrice U(i, j) ∈ Rm×n

étant la matrice d'entrée et Y (i, j) ∈ Rp×n étant la matrice de sortie au point
(i, j). E ∈ Rn×n , Ekl ∈ Rnk×nl , Askl ∈ Rnk×nl pour k, l = 1, 2 et s = 0, 1,
A0, A1 ∈ Rn×n B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m.

Le système (4.5) est appelé système 2D général de Lyapunov à temps dis-
cret de type Roesser.
En appliquant le théorème 4.1 et la propriété B.1 (Voir annexe B), le système
général de Lyapunov 4.5 est transformé en un modèle de Roesser équivalent,
i.e., au modèle général 2D à temps discret (2D-GRM).

Ê

[
X̂h (i+ 1, j)

X̂v (i, j + 1)

]
= Â

[
X̂h (i, j)

X̂v (i, j)

]
+ B̂Û (i, j) (4.7)
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Ŷ (i, j) = ĈX̂ (i, j) + D̂Û (i, j) , i, j ∈ Z+ (4.8)

où X̂h (i, j) ∈ Rn.n1 ; X̂v (i, j) ∈ Rn.n2 sont respectivement les vecteurs d'état
horizontal et vertical ; Û (i, j) ∈ Rm.n étant le vecteur d'entrée, Ŷ (i, j) ∈ Rn.p

étant le vecteur de sortie et

Ê =

[
Ê11 Ê12

Ê21 Ê22

]
; Â =

[
Â11 Â12

Â21 Â22

]
;

B̂ =

[
B̂1

B̂2

]
, Ĉ =

[
Ĉ1 Ĉ2

]
où les matrices Ê ∈ R(n2)×(n2) ; Êkl ∈ R(nk.n)×(nl.n), Â ∈ R(n2)×(n2) ;
B̂ ∈ R(n2)×(m.n) ; Ĉ ∈ R(p.n)×(n2) ; D̂ ∈ R(p.n)×(m.n), sont dé�nes par les relations
suivantes :

Ê = E ⊗ In (4.9)

Êkl = Ekl ⊗ In (4.10)

B̂k = Bk ⊗ In (4.11)

Â = (A0 ⊗ In) + (In ⊗ AT1 ) (4.12)

B̂ = B ⊗ In (4.13)

Ĉ = C ⊗ In (4.14)

D̂ = D ⊗ In (4.15)

Â11 = (A0
11 ⊗ In) + (In1 + AT1 ) (4.16)
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Â12 = A0
12 ⊗ In (4.17)

Â21 = A0
21 ⊗ In (4.18)

Â22 = (A0
22 ⊗ In) + (In2 + AT1 ) (4.19)

4.2.1 Stabilité des systèmes général 2D de Lyapunov

Introduisons d'abord la notion de stabilité asymptotique du système 2D
Lyapunov-GRM et du système général de Lyapunov 2D.

Dé�nition 4.3. Considérons le système (4.7)-(4.8) avec des entrées nulles (
ie : Û(i, j) = 0 pour i ≥ 0, j ≥ 0), donc le système (4.7)-(4.8), devient :

Ê

[
X̂h (i+ 1, j)

X̂v (i, j + 1)

]
= Â

[
X̂h (i, j)

X̂v (i, j)

]
(4.20)

Ŷ (i, j) = ĈX̂ (i, j) (4.21)

Dé�nition 4.4. Le système 2D-GRM (4.20) est asymptotiquement stable si
la réponse converge vers zero pour toutes conditions initiales bornées, i.e pour

toutes supi
∥∥∥X̂(i, 0)

∥∥∥
2
<∞, supj

∥∥∥X̂(0, j)
∥∥∥

2
<∞ on aura :

limi,j→∞X̂(i, j) = 0 (4.22)

Le polynôme caractéristique du 2D-GRM (4.7) (voir [56],[54]) est dé�ni par

H(z1, z2) = det[Ê diag(z1In.n1 , z2In.n2)− Â] (4.23)

=

n̄1∑
k=0

n̄2∑
l=0

aklz
k
1z

k
2 (4.24)

où 0 ≤ n̄k ≤ n.nk pour k = 1, 2 et

diag(z1In.n1 , z2In.n2) =

[
z1In.n1 0

0 z2In.n2

]
(4.25)

Nous supposons que an̄1,n̄2 6= 0 ce qui garantit l'acceptabilité du système
(4.7) (voir [56]), et que le système (4.7) est sans impulsion (free of jump) [56] et
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causal, et qui est garantie par la relation suivante : deg det[sÊ−Â] = rankÊ =
rank(E ⊗ In) = n.rank(E).

En se basant sur [24],[51] et [14], nous adaptons les conditions de stabi-
lité nécessaires et su�santes suivantes pour le modèle 2D-GRM en termes de
polynôme caractéristique.

Théorème 4.2. Le système général 2D de Lyapunov (4.5) est asymptotique-
ment stable si et seulement si H(z1, z2) 6= 0 pour chaque couple (z1, z2) tel que
|z1| ≤ 1 et |z2| ≤ 1.

Démonstration. Soit

H(z1, z2) =
Â(z1, z2)

B̂(z1, z2)
=
∞∑
k=0

∞∑
=0

hklz
k
1z

l
2 (4.26)

où les coe�cients hmn représentent la réponse impulsionnelle du �ltre.
Signalons au passage qu'une fonction rationnelle H(z1, z2) est dite stable si et
seulement si la réponse impusionnelle converge vers zéro pour tout z1, z2 dans
le polydisque unité |z1| ≤ 1 et |z2| ≤ 1.
En utilisant les propriétés de convergences des séries, cette convergence sera
équivalente au fait que la fonction H(z1, z2) soit analytique pour chaque paire
(z1, z2) véri�ant |z1| ≤ 1 et |z2| ≤ 1.
Finalement, pour les fonctions rationnelles ; c'est prouvé que c'est équivalent à
l'absence de racines deH(z1, z2) dans le polydisque unité {z ∈ C/|z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1}.

Remarque 4.1. Certains auteurs préfèrent représenter l'opérateur de retard
des systèmes à temps discret par z−1 plutôt que z, ce qui explique pourquoi
di�érentes formes de conditions sont trouvées dans la littérature. Ces résultats
peuvent facilement être réadaptés lors du passage d'une convention à une autre.

La condition de certains Théorèmes implique de véri�er la non-singularité
d'une matrice à deux variables dans un domaine 2D connexe. Un résultat
intelligent fourni d'abord dans [24] et [22], et démontré après dans [14], prouve
que cela peut être réduit à tester deux conditions plus simples.

Théorème 4.3. Le système général 2D-discret (4.5) est asymptotiquement
stable si et seulement si

H(z1, 0) 6= 0 pour |z1| ≤ 1, (4.27)

H(z1, z2) 6= 0 pour |z1| = 1 et |z2| ≤ 1 (4.28)

Démonstration. Ce théorème a été incorrectement prouvé dans [22], [24] et
[51]. Les preuves corrigées sont apparues plus tard dans [14] et [42].
Toutes les preuves sont basées sur le fait que les fonctions avec z1 et z2 via le
fait que H(z1, z2) = 0 sont des fonctions algébriques.

Dans la section suivante, nous transformons ces conditions en conditions
LMI équivalentes, qui peuvent être véri�ées en temps polynomial.
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4.2.2 Conditions LMI pour le Test de Stabilité des sys-
tèmes 2D à temps discret

A�n de réduire ce qui précède à une formulation LMI, nous aurons besoin
du théorème suivant démontré dans [20] et [21] et exploité dans [8] pour carac-
tériser les matrices polynomiales positives qui dépendent d'un paramètre réel
ω sur le cercle unitaire.

Théorème 4.4. [8] Un matrice polynômiale hermitienne P (z) =
∑2

i=0 Piz
i

par rapport à P−i = P ∗i , est dé�nie positive sur le cercle unité si et seulement
s'il existe une matrice hermitinne X telle que :[

P0 −X P1

P ∗1 X

]
> 0 (4.29)

Le théorème suivant donne une condition su�sante pour la stabilité asymp-
totique du système général 2D de Lyapunov.

Théorème 4.5. Le système général 2D de Lyapunov (4.5) est asymptotique-
ment stable s'il existe des matrices hermitiennes X0, X1, X2 avec X0 ≥ 0, X1 ≥
0 et X2 ≥ 0 véri�ants la LMI suivante :

(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )TX1(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )− ĒT
1,0X1Ē1,0 > 0 (4.30)

[
(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )TX2(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )−X0 −(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )TX2Ē1,0)

−ĒT
1,0X2(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 ) X0 + ĒT

1,0X2Ē1,0 + ĒT
0,1X2Ē0,1

]
> 0

(4.31)

avec

Ēk,l = (E ⊗ In).diag(k.In.n1 , l.In.n2) ∈ Rn2×n2

pour k, l = 0, 1 (4.32)

Démonstration. Le polynôme caractéristique du système 2D-GRM est dé�ni
par la relation suivante :

H(z1, z2) = det[Ê diag(z1In.n1 , z2In.n2)− Â] (4.33)

avec Ê = E ⊗ In et Â = A0 ⊗ In + In ⊗ AT0

La condition (4.27) sur le polynôme caractéristique nous conduit à

H(z1, 0) = det[z1Ê diag(In.n1 , 0)− Â] pour |z1| ≤ 1 (4.34)
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Cela est véri�é si et seulement si la LMI suivante est véri�ée

ÂTX1Â− diag(In.n1 , 0)ÊTX1Ê diag(In.n1 , 0), X1 > 0, X∗1 = X1 (4.35)

En remplaçant Â , Ê et Ē1,0 nous aurons la LMI (4.30).

La condition (4.28) nous con�rme que pour tout ω ∈ R et |z2| ≤ 1
nous avons

H(ejω, z2) = det[z2Ê diag(0, In.n2) + ejωÊ diag(In.n1 , 0)− Â] pour |z2| ≤ 1
(4.36)

Cela est équivalent au fait que det(z2V −W ) 6= 0 avec V = Ê diag(0, In.n2)
et W = ejωÊ diag(In.n1 , 0) − Â et qui est véri�é si et seulement si la LMI
suivante est faisable.

W ∗X2W − V ∗X2V > 0, X∗2 = X2, X2 > 0 (4.37)

où X2 va dépendre de ω. Si nous imposons que X2 étant constant alors la
relation (4.36) est équivalente à la relation suivante :

ejωP1 + e−jωP ∗1 + P0 > 0 (4.38)

où

P1 = −ÂX2Ê diag(In.n10) (4.39)

P0 = −ÂX2Â+ diag(In.n1 , 0)ÊTX2 Êdiag(In.n1 , 0)

− diag(0, In.n2)ÊTX2 Êdiag(0, In.n2) (4.40)

Notons que P ∗j = P−j. En appliquant le théorème (4.4) alors cela nous conduit
à la condition suivante : [

P0 −X P1

P ∗1 X

]
> 0

pour quelques matrices hermitiennes X.
Dé�nissons maintenant une nouvelle matrice hermitienne X0 par

X = X0 + diag(In.n1 , 0)ÊTX2 Êdiag(In.n1 , 0)

+ diag(0, In.n2)ÊTX2 Êdiag(0, In.n2) (4.42)

Alors, il est évident que X∗0 = X0 et que

P0 −X = ÂX2Â−X0 (4.43)

En substituant Ê, Â et Ēk,l, nous obtenons la LMI (4.31).
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4.3 Systèmes générales linéaires 2D à temps continu-
discret de Lyapunov

4.3.1 Stabilité du système général linéaires 2D à temps
continu-discret de Lyapunov

Nous considérons ici le système 2D de Lyapunov à temps continu-discret
dé�ni similairement à celui de la section précédente.

Dé�nition 4.5. Le système général 2D linéaire à temps continu-discret de
Lyapunov de type Roesser est dé�ni par les équations suivantes :

E

[
Ẋh (t, i)

Xv (t, i+ 1)

]
= A0

[
Xh (t, i)
Xv (t, i)

]
+

[
Xh (t, i)
Xv (t, i)

]
A1 +BU (t, i) (4.44)

Y (t, i) = CX (t, i) +DU (t, i) (4.45)

pour t ∈ R , i ∈ Z+ avec Ẋh (t, i) = ∂Xh(t,i)
∂t

. Xh(t, i) ∈ Rn1×n et Xv(t, i) ∈
Rn2×n représentent les matrices d'état horizontales et les matrices d'état ver-
ticales au point (t, i), et n = n1 + n2. Les matrices E, A0, A1, B, C, D sont
de même dimensions comme pour la section précédente.

Par la même analogie montrée dans la section précédente, nous transfor-
mons le modèle (4.44)-(4.45) en son équivalent 2D-GRM.

Pour le système général 2D de Lyapunov (4.44) la vectorisation donne
l'équivalent 2D-GRM

Ê

[
˙̂
Xh (t, i)

X̂v (t, i+ 1)

]
= Â

[
X̂h (t, i)

X̂v (t, i)

]
+ B̂Û (t, i) (4.46)

Ŷ (t, i) = ĈX̂ (t, i) + D̂Û (t, i) , (4.47)

avec t ∈ R et i ∈ Z+, et les matrices Ê, Â, B̂, Ĉ, D̂ ont les mêmes formes
comme dans (4.9)-(4.15).
Le polynôme caractéristique du système (4.3.1) est dé�ni par la relation

H(s, z) = det[Ê diag(sIn.n1 , zIn.n2)− Â] (4.48)

=

n̄1∑
k=0

n̄2∑
l=0

akls
kzl (4.49)

où 0 ≤ n̄k ≤ n.nk pour k = 1, 2.

Nous supposerons aussi que an̄1,n̄2 6= 0 ce qui garantit l'acceptabilité du
système (4.3.1) et que le système (4.3.1) est sans impulsion [voir [56]], et qu'il
soit causal i.e. : deg det[sÊ − Â] = rankÊ = rank(E ⊗ In) = n.rank(E).
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Dé�nition 4.6. Le système 2D-GRM (4.3.1), est dit asymptotiquement stable
si pour toutes conditions aux limites bornées i.e. : X̂(t, 0) ∈ Rn2

+ , t ∈ R ,
X̂(0, i) ∈ Rn2

+ , i ∈ Z+ nous avons

limt,i→∞X̂ (t, i) = 0 (4.50)

Pour établir des conditions en LMI pour le système général 2D de Lyapunov
, nous devons appliquer le résultat suivant établi dans [24] et dans [51].

Théorème 4.6. Le système 2D-GRM à temps continu-discret (4.3.1) est asymp-
totiquement stable si et seuelement si

H(s, 0) 6= 0 pour Re(s) ≥ 0 (4.51)

H(s, z) 6= 0 pour Re(s) = 0 et |z| ≤ 1 (4.52)

Théorème 4.7. [7] [8] Une matrice polynômiale hermitienne P (ω) =
∑2

i=0 Piω
i

with Pi = P ∗i , est dé�nie positive pour ω ∈ R si et seuelement s'il existe une
matrice hermitienne X telle que[

P0 (P1 − jX)/2
(P1 + jX)/2 P2

]
> 0, (4.53)

4.3.2 Conditions LMI pour le Test de Stability des Sys-
tèmes générals 2D à temps Continu-Discret de Lya-
punov

Sur la base des dé�nitions et théorèmes cités ci-dessus, nous proposons
maintenant des conditions LMI su�santes pour la stabilité asymptotique des
modèles 2D décrits en (4.44).

Théorème 4.8. Le système général 2D linéaire à temps continu-discret de
Lyapunov est asymptotiquement stable s'il existe des matrices hermitiennes
X0, X1, X2 avec X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, et X2 ≥ 0 véri�ant les LMI's suivantes :

ĒT
1,0X1(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 ) + (A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )TX1Ē1,0 < 0 (4.54)

[
(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )TX2(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )− ĒT

0,1X2Ē1,0 X0

−(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 )TX2Ē1,0 + ĒT
1,0X2(A0 ⊗ In + In ⊗ AT1 ) +X0 ĒT

1,0X2Ē1,0

]
> 0

(4.55)
où

Ēk,l = (E ⊗ In).diag(kIn.n1 , lIn.n2) , k, l = 0, 1 (4.56)
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Démonstration. Le polynôme caractéristique du système (4.3.1) est dé�ni par
la relation suivante :

H(s, z) = det[Ê diag(sIn.n1 , zIn.n2)− Â], Re(s) ≥ 0 (4.57)

de la condition (4.51) résulte

H(s, 0) = det[sÊ diag(In.n1 , 0)− Â], Re(s) ≥ 0 (4.58)

En appliquant le fait que pour le cas à temps continu nous avons
det(sV −W ) 6= 0 qui est equivalent à W ∗XV + V ∗XW > 0; X > 0, X∗ = X
alors, il existe X1 > 0 avec X∗1 = X1 véri�ant

diag(In.n1 , 0)ÊTX1Â+ ÂTX1Ê diag(In.n1 , 0) < 0 (4.59)

En remplaçant Ê, Â et Ē1,0, la LMI (4.54) est véri�ée.
La condition (4.52) nous conduit à

H(s, z) = det[Ê diag(sIn.n1 , zIn.n2)− Â], Re(s) = 0, |z| ≤ 1 (4.60)

Posons s = jω pour ω ∈ R alors nous avons H(jω, z) 6= 0 ce qui est équivalent
à

det[zÊ diag(0, In.n2) + jωÊ diag(In.n1 , 0)− Â] 6= 0, ω ∈ R, |z| ≤ 1 (4.61)

Etant donné que pour le temps discret nous avons l'équivalence suivante :
det(zV −W ) 6= 0 si et seulement si W ∗XW − V ∗XV > 0; X > 0, X∗ = X.
Et si on pose V = Ê diag(0, In.n2) et W = Â− jωÊ diag(In.n1 , 0).
alors nous aurons de la relation (4.61) qu'il existe une matrice hermitienne
dé�nie positive X2 véri�ant la relation suivante :

[ÂT + jωdiag(In.n1 , 0)ÊT ]X2[Â− jωÊdiag(In.n1 , 0)]

− diag(0, In.n2)ÊTX2Êdiag(0, In.n1) > 0 (4.62)

par suite,

ω2[diag(In.n1 , 0)ÊTX2Êdiag(In.n1 , 0)]

+jω[diag(In.n1 , 0)ÊTX2Â− ÂTX2Êdiag(In.n1 , 0)]

+ [ÂTX2Â− diag(0, In.n2)ÊTX2Êdiag(0, In.n2)] > 0 (4.63)

ce qui est sous la forme P2ω
2 + P1ω + P0 > 0 où

P0 = ÂTX2Â− diag(0, In.n2)ÊTX2Êdiag(0, In.n2) (4.64)
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P1 = j[diag(In.n1 , 0)ÊTX2Â− ÂTX2Êdiag(In.n1 , 0)] (4.65)

P2 = diag(In.n1 , 0)ÊTX2Êdiag(In.n1 , 0) (4.66)

Notons au passage que P ∗k = Pk pour tout k = 0, 1, 2.
En appliquant le théorème (4.7), il s'en suit qu'il existe une matrice hermitienne
X satisfaisant la LMI suivante :[

P0
(P1−jX)

2
(P1+jX)

2
P2

]
> 0

Dé�nissions maintenant une nouvelle matrice hermitienne X0 par la relation
suivante :

X = 2X0 − ÂTX2Êdiag(In.n1 , 0) + diag(In.n1 , 0)ÊTX2Â (4.68)

(il est claire que X∗0 = X0)

Puis si nous remplaçons la matrice X dans la relation (4.67), nous obtien-
drons[

P0 −jX0

j[X0 + diag(In.n1 , 0)ÊTX2Â− ÂTX2Êdiag(In.n1 , 0)] P2

]
> 0 (4.69)

en multipliant la matrice de la relation (4.69) respectivement à gauche et à
droite par une matrice de transformation de congruence diagonale par blocs
respectivement diag(In.n1 , jIn.n2)∗ et diag(In.n1 , jIn.n2), et en substituant les
matrices Ê, Â, et Ē0,1 par leurs matrices equivalentes, nous obtenons alors la
LMI (4.55).

Remarque 4.2. Il est bien connu que pour matriceM ∈ Cn×n, siM est dé�nie
positive alors pour tout X ∈ Cn×n la matrice X∗MX est semi-dé�nie positive,
et si la matrice X est non-singulière alors X∗MX est de�nie positive. Il su�t
dans notre cas d'observer la non-singularité de la matrice diag(In.n1 , jIn.n2).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, des conditions su�santes pour la stabilité asymptotique
des systèmes générals 2D linéaires à temps discret et à temps continu-discret
de type Lyapunov ont été dérivées. Nous avons developpé un nouveau test
de stabilité pour garantir cette stabilité. Une approche en formulation LMI a
été decrite. Dans tout les cas, toutes les LMI's obtenues sont au maximum de
dimensions 2n2 × 2n2.
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Chapitre 5

Conclusion générale

Dans la première partie de notre travail, nous avons étudié une nouvelle
classe de systèmes bidimensionnels fractionnaires introduite dans [33]. La prin-
cipale propriété de ces systèmes et que si l'état initiale est non négatif (resp.
positif) la trajectoire d'état se situe entiérement dans l'orthant non négatif
(resp. positif). L'objectif du chapitre 1 est de rappeler quelques propriétés de
la théorie des matrices, et des systèmes positifs. Dans le deuxième chapitre,
nous étalons quelques grandes notions du calcul fractionnaire au sens de Ca-
puto ; ainsi que de l'analyse fractionnaire. Dans le chapitre 3, nous étudions
la positivité des systèmes hybrides et nous analysons l'impact de la discrétisa-
tion sur ces systèmes. des critères pour la preservation de la positivité ont été
établis ; et nous avons démontré que dans certains cas il est obligatoire que le
pas d'echantillonage soit choisi dans un interval de con�ance, sinon le système
discret associé au système hybride de départ perdera sa propriété de positivité
après passage à la discrétisation.
Dans la deuxième partie de notre travail, l'analyse de la stabilité d'une nou-
velle classe de systèmes bidimensionnels ; dite systèmes de Lyapunov introduite
dans [38], [48], [37] et [47] a été regardée. Nous avons étudié la stabilité de deux
types de systèmes de Lyapunov, le 2D-continu-discret, et le 2D-discret, et nous
avons établi des conditions de stabilité en terme de LMI's.
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Annexe A

The bidimensional Z-transform

For more details about de�nitions, properties of the 2D Z-Transform see
Poularikas [46].

Dé�nition A.1. The Z-transform of a discrete bidimensional function x(k, i)
is the bidimensional function X(z1, z2) de�ned by the formula

X(z1, z2) = Z [x(k, i)] =
∞∑
k=0

∞∑
i=0

x(k, i)z−k1 z−i2 (A.1)

where z1, z2 ∈ C.

For more details about de�nition and properties of the bidimensional Z-
transform, see [23]. We now derive the solution of the equation (3.10). From
de�nition A.1 we obtain the following properties, useful for our further deve-
lopments.

1. Z [x(k + 1, i+ 1)] = z1z2 [X(z1, z2)−X(z1, 0)−X(0, z2) + x(0, 0)]

2. Z [x(k, i+ 1)] = z2 [X(z1, z2)−X(z1, 0)]

3. Z [x(k + 1, i)] = z1 [X(z1, z2)−X(0, z2)]

4. Z [x(k − p, i− q)] = z−p1 z−q2 X(z1, z2)

5. Z [x(k − p, i+ 1)] = z−p+1
1 z2 [X(z1, z2)−X(z1, 0)]

Lemme A.1. Let Z [x(n1, n2)] = X(z1, z2) and Z [y(n1, n2)] = Y (z1, z2) , so
we have the following properties.

1. Multiplication property :

Z [x(n1, n2)y(n1, n2)] =

(
1

2πj

)2 ∮
c1

∮
c2

X(
z1

µ1

,
z2

µ2

)Y (z1, z2)
dµ1

µ1

dµ2

µ2

(A.2)
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2. Convolution property :
The Convolution product is de�ned by the following relation :

x(n1, n2) ∗ y(n1, n2) =
∑
p1

∑
p2

x(n1 − p1, n2 − p2) ∗ y(p1, p2) (A.3)

So we have the following result :

Z [x(n1, n2) ∗ y(n1, n2)] = X(z1, z2).Y (z1, z2) (A.4)

Z [x(n1, n2)y(n1, n2)] =

(
1

2πj

)2 ∮
c1

∮
c2

X(
z1

µ1

,
z2

µ2

)Y (z1, z2)
dµ1

µ1

dµ2

µ2

(A.5)

Théorème A.2. Initial value Theorems

limz2→∞X(z1, z2) =
∑
n1

x(n1, 0)z−n1
1 (A.6)

limz1→∞X(z1, z2) =
∑
n2

x(0, n2)z−n2
2 (A.7)

limz1,z2→∞X(z1, z2) = x(0, 0) (A.8)

Théorème A.3. The inverse Z-transform is de�ned by the relation

x(n1, n2) = Z−1 [X(z1, z2)] =

(
1

2πj

)2 ∮
c1

∮
c2

X(z1, z2)zn1−1
1 zn2−2

2 dz1dz2

(A.9)
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Annexe B

The Kronecker Product

Here we will mention some properties and rules for the Kronecker product.
Let A ∈ Rm×n, B ∈ Rq×p, C ∈ Rn×r, D ∈ Rp×sthan the following properties
hold :

(A⊗B)T = AT ⊗BT (B.1)

rank(A⊗B) = rank(A).rank(B) (B.2)

If A ∈ Rn×n, B ∈ Rp×p

det(A⊗B) = (det(A))p.(det(B))n (B.3)

In ⊗ Im = Inm (B.4)

If A,B inversible, so

(A⊗B)−1 = (A)−1 ⊗ (B)−1 (B.5)

(A⊗B).(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD) (B.6)

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C) (B.7)

(A+B)⊗ C = (A⊗ C) + (B ⊗ C) (B.8)

A⊗ (B + C) = (A⊗B) + (A⊗ C) (B.9)

Dé�nition B.1. With each matrix A = [aij] ∈ Rm×n, we associate the vector
vec(A) ∈ Rmn de�ned by

vec(A) = [a11, .., am1, a12, .., am2, .., a1n, .., amn]T

(a column vector of each sequential column is stacked on top of one other).
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Théorème B.1. Let A ∈ Rm×n, B ∈ Rq×p, C ∈ Rm×p be given and let
X ∈ Rn×q unknown. Then, using the Kronecker product of the matrices A and
BT , we can transform the matrix equation AXB = C into linear system of nq
equations in np unknowns given by(

A⊗BT
)
vec(X) = vec(C) (B.10)
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