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Résumé : Dans cette these nous étudions la croissance et 1'oscillation des solu-
tions de certaines classes d’équations différentielles linéaires dont les coefficients sont
des fonctions analytiques dans un disque épointé. Pour cela, nous utilisons la théorie
de Rolf Nevanlinna de la distribution des valeurs d’une fonction méromorphe dans
le plan complexe avec des définitions adaptées au voisinage d’un point singulier fini
isolé, notamment la fonction caractéristique, 'ordre de la croissance et I’exposant
de convergence. Dans la majorité des cas nous prouvons que toutes les solutions
non nulles sont d’ordre infini et d’exposant de convergence infini avec une précision
de 'hyper-ordre, 'ordre itératif et 'exposant itératif. A la fin du dernier chapitre,
nous étudions le comportement asymptotique des solutions d’ordre fini ainsi que
leurs dérivées.

Mots clés : Equations différentielles linéaires, point singulier fini, disque épointé,
croissance des solutions, oscillation, exposant de convergence, théorie de Nevanlinna,
fonction entiere, fonction méromorphe, fonction analytique.

Abstract : In this thesis, we study the growth and oscillation of solutions of cer-
tain classes of linear differential equations whose coefficients are analytic functions
in a punctured disc. For that, we use the value distribution theory of Rolf Nevan-
linna of a meromorphic function in the complex plane with adapted definitions near
an isolated finite singular point, notably the characteristic function, the order of
growth and the exponent of convergence. In the majority of cases, we prove that all
non trivial solutions are of infinite order and infinite exponent of convergence with
a precision of the hyper-order, iteratif order and iteratif exponent of convergence.
In the end of the last chapter, we investigate the asymptotic behavior of finite order
solutions as well as their derivatives.

Key words : Linear differential equations, finite singular point, punctured disc,
growth of solutions, oscillation, exponent of convergence, Nevanlinna theory, entire
function, meromorphic function, analytic function.
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Introduction

La théorie de Rolf Nevanlinna fondée dans les années 1920’s a donné une forte
impulsion au développement de la théorie de la distribution des valeurs d’une fonc-
tion méromorphe. Elle occupe une place axiale dans ’analyse complexe dans lequel
beaucoup de problemes ont été résolus avec cette théorie dont les applications se sont
étendues sur d’autres domaines, notamment a la théorie analytique des équations
différentielles. Elle constitue un outil important dans I’étude de la croissance et
I'oscillation des solutions des équations différentielles a coefficients fonctions de vari-
able complexe, notamment, I’équation différentielle linéaire suivante

FO 4 A () O D4+ A (2) f 4 A (2) f=0. (1)

Il est trés connu que si les coefficients A;(z) (i =0,...,n — 1) sont des fonc-
tions entieres, alors toutes les solutions sont également des fonctions entieres et
si les coefficients sont des fonctions méromorphes les solutions pourraient étre non
méromorphes. En 1956, Frei a démontré dans [18] que si p est le plus grand entier tel
que A, (z) est entiere transcendante ( non polynome ), alors il existe au maximum
p solutions indépendantes d’ordre fini de I’équation différentielle ( Pour la définition
de lordre d’une fonction entiere f, voir la page 12 ). Un autre résultat classique
du a Wittich [51] affirme que toutes les solutions de (1) sont d’ordre fini si et seule-
ment si tous les coefficients de 'équation différentielle (1) sont des polynomes. Pour
une analyse compléte sur 'ordre des solutions dans le cas des coefficients polyno-
miaux voir [21]. Depuis ces résultats, des recherches actives dans ce sens se sont
lancés dans I’étude de la croissance des solutions et par conséquent, plusieurs articles
ont été publiés concernant la relation entre la croissance des coefficients et la cois-
sance des solutions. En 1982, la théorie de 1'oscillation des solutions des équations
différentielles linéaires dans le plan complexe C a été introduite pour la premiere
fois par Bank et Laine [2] suite a 1’étude du probleme de 'oscillation des équations
différentielles de la forme f” + A(z) f = 0 ou A(z) est une fonction entiere; puis
en 1983, ils ont élargis leurs champs d’étude aux zéros des solutions des équations
différentielles linéaires de second ordre f” + A (2) f'+ B(z) f = 0.

Depuis le début des années 2000, plusieurs chercheurs essayent d’étendre certains
résultats du plan complexe vers le disque unité en utilisant la théorie de Nevanlinna:
c’est a dire de passer des fonctions entieres ou méromorphes dans le plan complexe
aux fonctions analytiques ou méromorphes seulement dans le disque unité; voir a
titre d’exemples [30, 29, 16, 8, 22, 25].



En générale, 1’étude des propriétés asymptotiques des solutions de 1’équation
différentielle (1) dans le plan complexe ou dans le disque unité se base sur la dom-
ination d’'un coefficient par rapport aux autres au sens de 'ordre de la croissance,
type ou degrée; voir par exemple [10, 19, 29, 33]. Dans [22], Hamouda a utilisé une
nouvelle idée de domination pour étudier la croissance des solutions de certaines
classes d’équations différentielles dans le disque unité en utilisant le comportement
asymptotique des coefficients au voisinage d’un point sur le bord du disque. Cette
idée a été l'inspiration a un autre travail de Fettouch et Hamouda [17] qui con-
siste a étudier la croissance des solutions des équations différentielles linéaires au
voisinage d’un point singulier isolé fini, c’est-a-dire les coefficients sont analytiques
dans C\ {20} . Pour celd, les auteurs ont pu adapter la fonction caractéristique et
autres résultats préliminaires pour cette nouvelle situation. Par la suite, une série
d’articles a été publiés dans se sens; voir par exemple [23, 12, 13, 14, 15]. L’outil le
plus important dans toutes ces études est 'estimation des dérivées logarithmiques

Lo
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Dans [20], Gundersen a donné plusieurs estimations de (2) pour les fonctions méromo-
rphes dans C puis en 2003 des estimations de (2) ont été données pour les fonctions
méromorphes dans le disque unité dans [16]. Pour les fonctions méromorphes dans
C\ {2}, des estimations de (2) ont été données dans [17, 23]. Une question ou-
verte a été posée dans [23] sur la possibilité de donner des estimations de (2) pour
le cas ou la fonction f (z) est analytique ou méromorphe dans un disque épointé
D(0,R)={z¢€ C:0< |z] < R}.Laréponse a été positive dans [24]; ce qui a donné
une autre fois des perspectives dans cette direction de recherche. Le travail de cette
these est une suite naturel de cet avancement et dans laquelle on va étudier la crois-
sance et 'oscillation de certaines classes d’équations différentielles linéaires dont les
coefficients sont analytiques ou méromorphes dans le disque épointé D (0, R) .

Cette these se compose d’une introduction et de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats
dont on aura besoin dans les chapitres suivants, en mettant en exergue quelques
éléments de la théorie de Nevanlinna dans le plan complexe et dans le disque unité
et aussi son extension vers le voisinage d’un point singulier fini isolé dans C \ {z}
et D (0, R).

Le deuxieme chapitre est la premiere partie de notre travail qui consiste a étudier
la croissance et 'oscillation, au voisinage du point singulier z = 0, des solutions de
I’équation différentielle

(2)

'+ <A (2) exp{%} + A (z)) i (B (2) exp {Zﬁn} + By (z)) F=H(),

ou A(z),Ap(2),B(z),By(z),H(z) sont des fonctions analytiques dans le disque
épointé D (0, R) et a,b sont des constantes complexes non nulles.



Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude de la croissance et 'oscillation des
solutions de I’équation différentielle

f® 4+ Ay (2) exp{%}f(kfl) +..+ A4 (z)exp{j—:}f =F(2),

ol A; (z) sont des fonctions analytiques dans D (0, R) et a; (j =0, ...,k — 1) sont des
nombres complexes. On peut dire que ce chapitre est la généralisation du deuxieme
chapitre.

Dans le quatrieme chapitre, on va se baser sur la domination d’un coefficient sur
seulement une partie d'une courbe tendant vers le point singulier zéro dans deux
cas: tout d’abord nous prouvons que toutes les solutions non triviales sont d’ordre
infini lorsque A (2) domine les autres coeflicients et dans le cas contraire on étudie
le comportement des solutions d’ordre fini au voisinage du point singulier z = 0
ainsi que leurs dérivées.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de
Nevanlinna

Dans cette partie, on va citer quelques définitions, notations et résultats sur les
fonctions méromorphes et analytiques dont on aura besoin par la suite.

Définition 1.0.1 /27, 37] Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas identique-
ment égal ¢ a € C. Soit i(z,a,[f) désignant la multiplicité de a-point de [ a z,
Ainsi, on définit

ntrad)=n(rts) = Yitah).

|2|<r
f(z)=a

c’est-a-dire, n(r,a, f) est le nombre de racines de f(z) = a dans |z| < r, chaque
racine €tant comptée avec son ordre de multiplicité; pour les poles de f, mous
définissons

TL(T,OO,f):Tl(T,f): § Z(Z,OO,f),
|z|<r
f(z)=00

aussi n (r, f) est le nombre de péles de f(z) dans |z| < r, chaque pdle étant compté
avec son ordre de multiplicité.

1.1 Fonction de comptage

Définition 1.1.1 /27, 87] Pour la fonction méromorphe f, on définit

T

N(ﬁ%f)_N(r,fia) _/n(t’%f)_n(07a’f>dt+n(0,a,f)logr

t



pour a # oo et

n (t,00, f) —n (0,00, f)
t

N(r,oo,f):N(r,f):/ dt +n (0,00, f)log
0

N(r,a, f) est appelée fonction de comptage a-points de la fonction f dans le disque
|z| <.

1.2 Fonction de proximité

Définition 1.2.1 /27, 87] Pour la fonction méromorphe f, on définit

et
27

m (r,00, f) =m(r, f) = %/long |f (rei‘p)| dop,
0

oit log™ @ = max(0,log ). m(r, a, f) est appelée la fonction de proximité
de la fonction f au point a.

1.3 Fonction caractéristique

Définition 1.3.1 /27, 37] La fonction caractéristique de la fonction méromorphe f
est définie comme suit

T(r,f)=N(r.f)+m(r[).

Exemple 1.3.1 Pour la fonction f(z) = e , a € C\ {0}, on am(r, f) = %,
N(rf)=0 dou T (r,f)=d

Remarque 1.3.1 [27, 37] Les définitions en dessus restent valables pour les fonc-
tions méromorphes dans le disque unité et pour cela il suffit de prendre 0 < r < 1.
Exemple 1.3.2 Soit f(z) = exp {ﬁ} (A>1). Il est claire que N (r, f) = 0.
D’aprés [45], on a T (r, f) = (I4+0(1)(c>0, r—17).

(1_7,)/\71

Les propriétés de la fonction caractéristique se base essentiellement sur les pro-
priétés du logarithme tronqué log™ qui sont contenues dans le lemme suivant.
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Lemme 1.3.1 Soient a > 0,5 > 0,a; > 0. On a les propriétés suivantes.
a) loga < log™ a,
b) log"™ a < log™ B pour a < B,
c) logav = log™ o — log
d) llog a| =log" a + log
)

log™ ( ) < Zlog Qi

i=1
(f)  log" ( ) < Y log" oy +logn.

=1

:]z

1

3

i=1
Preuve : A titre d’exemple, on donne seulement la démontratiOn de (e) et (f).

n n
(e) Si [Jas <1, 'inégalité est triviale et si [Ja; > 1, on a
i=1 i=1

+ (ﬁ%) =In (ﬁ%) = iln a; < ilrﬁ Q;.

(f) De (e) on a

n

+ gai < In* nmaxq; <lnn+In" n max q;
— 1<i<n 1<i<n
1=

< lnn+Zln+ai.

Voici les propriétés fondamentales des fonctions m (r, f), N (r, f) et T (r, f).

Lemme 1.3.2 /27, 37] Soient f, f1, ..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d €
C tels que ad — bc # 0. Alors

(4)  m (n Zf) < $Sm(r. £) + logn,
®  nn

[\
M:

fi m(r fz)

@
Il
—

N(T fi),

=

Q
= =
N
=
T
=
~ N
VAN
NE

@
Il
—_

[\
NE

N(?“ fi),

TN
=
=

@
Il
—_
-
I
—

T(r, f;) +logn, pourn >1,

-
Il
—

E
N~
7 N
=
NE
, e
N—
VAN
NE

s
Il
—

(F) T (7”7 ﬁfz < Zn:T( fi), pourn>1,
(@) T (r, fl’:) =nT E;, f), pour(n>1),
) T(nHE)=TEnroM), fE-L



Preuve : On va donner ici a titre d’exemple la démonstration de quelques

propriétés.
(E) On a
r(n305) = w(n3n) v (n30)
j=1 j=1 7=l
< Y om(r f)+n+ Y N(rf)
j=1 J=1
= ZT(rvfj)—i_lnn'
j=1
(F) on a
m(T,Hfj> < m (r, f;)
j=1 Jj=1
et » »
N (T,Hfj) < N (r, fj)
j=1 Jj=1
donc

T (T,Hfj) =m (nHﬁ) +N <r,Hfj> <D T ).

j=1
(G)Onalfrl=[f"<le|[fl<1
Si | f| <1, alors

T(r,f")=N(r,f")=nN(rf).
Si |f|] > 1, alors

T(r, f") = m@ f*)+ N ")
= nm(r,f)+nN(r,f)=nT(r, f).

(H) Posons fo = f, fi =f0+cgl7 Ja=cfi, f3= %,

fo="2 s fs = fi+ 2sic#0,T(r, fiyr) = T(r, fr) + O(1).
D’ou le résultat.

1.4 Premier théoreme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.4.1 [37, 27] Soit f une fonction méromorphe non constante et a € C.
Soit le développement de Laurent de f (2) — a autour du point d’origine

f(z)—a:ZcZ-zi, c¢m #0,m € Z.
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Alors
1

T(Ta a, f) = T<T7 m

):T<T7f)_log|cm‘+90<rva)7

ol
o (r,a)| < log™ |a| 4 log 2.

Pour la démonstration de ce théoreme on a besoin des résultats suivants.

Proposition 1.4.1 /27, 37] Soit f une fonction méromorphe avec le développement

de Laurent
o

f(z):Zcizi, Cm #0,m € Z.

=m

Alors

2w
log |em| = %/0 log | f (rew)‘deLN(r,f) - N (r, %) :

1.5 Théoreme de Jensen

Théoreme 1.5.1 [27, 37] Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) # 0, .
Soient ay, ..., a, les zéros et by, by, ..., b, les poles de f, chacun étant compté avec son
ordre de multiplicité. Alors

1 [ ,
loglf(O)\Z%/o s 7 (e 0+ 3 ol — Y low

0<|bj|<r J 0<|a;|<r J

Lemme 1.5.1 /27, 37] Soit f une fonction méromorphe avec a-point oy, s, ..., v,
dans le disque |z| < r, tel que 0 < a1 < ag < ... < a,, < r étant compté avec son
ordre de multiplicité. Alors

"n(t,a,f) "n(t,a, f)—n(0,a,f) r
——dt = dt = log —
/0 t /0 t Z og

t t ||

0<]orj|<r

Preuve : On consideére la fonction h (z) = f (z) z=™. Il est clair que h (0) # 0,
et
m =n(0,0, f) —n (0,00, f).

En fait, si m > 0 alors
n (0,0, f) =m et n (0,00, f) = 0.

Sim < 0 alors
n (0,0, f) =0et n(0,00, f) = —m.

Si, m = 0 alors

n (0,0, f) =n (0,00, f) = 0.

8



Donc les fonctions f et h ont les méme zéros et méme poles dans 0 <
théoreme de Jensen et Lemme 1.5.1, on a

In|c,| = In|h(0)]

1 27 o
- 7 i 1n|f(re |d0—1— Z 111

0<|bj|<r J| 0<]az|<r
21

Z lnr

a;|

(t,oqf)—n((),oo,f)

|z| < r. Du

r

dt

1 i
= 5 i ln{f(reg)‘dﬁ—mlnr—k/o

_/Tn(t,O,f)—n(O,O,f)dt
0 t

t

2

1n|Cm| - % 0 1H|f(7“ew)‘d9—[n(O,O,f)—n(O,oo,f)]lnr

rn(t,oo,f)—n(O,oo,f) _ Tn(taovf)_n<0707f)
- : a- [ t i

= L ey s [ 00D o, ptar
0

2w 0 !
_{/rn(no,f);n(0,0,f)dt_i_n(o’o,f)lnr}
0
_ % 0 lnlf(re”)\dHN(“f)_N<T’%)'

Preuve : (du Théoréme 1.4.1)
1) Montrons le théoreme pour a = 0. D’apres la Proposition 1.4.1, on a

21
ln\cm\:%/o ln|f(rei9)’d9+N(7”>f)_N<7“:l)-

D’apres les propriétés de (ln+) , on obtient

] 1
In|cn| = o |, lnﬂf (re)| o — 7T/0 I/ (rei®)]

= mu) = (ng) #3000 -5 (n )
|

T (r,

Donc

) =T )=l

| =

————df+ N (r, f) —



avec ¢ (r,0) =0
2) Montrons le théoréeme pour a # 0. Posons h = f — a, alors

N(r,%) = N<T,ﬁ>,
h

N(T,l) = N(r,f—la)ZN(ﬁ ),
() - nlre)

In™ |A| In"|f —a| <In"|f| +InT |a| +In2.
In"|f| = In"|f—a+a|=In"|h+d
< In"|h| +1In" |a| + In2.

de plus

En intégrant les deux membres de 0 a 27, on trouve
m(r,h) < m(r,f)+1In" |a| +In2.
m(r,f) < m(r,h) +In" |a| +1n2.
Par conséquent
(p(T,CZ) :m(rah> _m(raf)'

Alors
¢|(r,a)] <In |a| + In2.

() ¥ ()

D’apres le 1" cas, on a

r(e1) -

m
= T (r,h) —In|cp|
= m(r,h)+ N (r,h) —In|cy|
= m(r,f)+¢(r,a)+ N (r, f) —Infcy|
= T(rf)—Inlcy,|+¢(r,a).
Ainsi
Tra.f) = T(r. ! ) =T f) = o] + ¢ (r,a).
ol

lo (r,a)] <In™ |a| + In2.

Remarque 1.5.1 Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme suit

) =Tl )+ O(1)

T(r, 7

pour tout a € C.
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Remarque 1.5.2 Le premier théoréme fondamental reste valable aussi dans le disque
unité en prenant 0 < r < 1.

La proposition suivante donne une relation entre 7' (r, f) et M (r, f) pour les
fonctions entieres ou analytiques.

Proposition 1.5.1 /27, 87] Soit g une fonction analytique dans le disque D =
{z:]z]| <R} et 0 <7 < R < 00. Posons M(r, ) = |ax|f(z)| et supposons que

|
M(r, f) > 1. Alors, on a

T, ) < log M (1, f) < 7

T (R, f)

Définition 1.5.1 La mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) est définie par

me)- [ e,

ot xg (t) est la fonction caractéristique de 'ensemble E et la mesure logarithmique
d’un ensemble F C [1,400) est définie par

Im (F) = /1 )y,

t

Exemple 1.5.1 Pour E = [a,b], on a m(E) =b—a, Im(E) =InL.

Définition 1.5.2 La mesure logarithmique d’un ensemble E C (0,1) dans le disque
unité est définie par
/ dr
1—7r

E

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de l’ensemble E = [a,b] C (0,1) dans le

. Iy . \ 1—a
disque unité est égale a In 1=¢.

1.6 Lemme des dérivées logarithmiques

Parmi les résultats remarquables des dérivées logarithmiques, on cite les résultats
suivants.

Lemme 1.6.1 /27, 37] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1
un entier positif. Alors

- ( %) — 0 (10g (rT (1, /)))

11



a lextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre

fini, alors
f
m (r, T) =0 (logr).

Lemme 1.6.2 [30] Soient f une fonction méromorphe dans le disque unité et k > 1
un entier positif. Alors

) N 1
m(r,7> :O(log T(T’f)+10g1—r>’

ot r ¢ E C (0,1) de mesure logarithmique finie, [ % < o0. Si f est d’ordre fini,
E

(k)
m<r,f7> :O(loglir>.

1.7 Croissance et oscillation d’une fonction méromorphe

alors

dans le plan complexe au voisinage de ’infini

Définition 1.7.1 [27, 37] Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et I’hyper-ordre
de f sont définis respectivement par

log log M
o (f) = limsup oglog M (r, f)
r—s—+o00 IOgT

et
log loglog M (r, f)

oy (f) = limsup

r—s+00 log r
ouw M(r,f) = 1|(n‘ax|f(z)| En générale, si f est une fonction méromorphe, alors
lordre et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

logT
o(f) =lim sup—Og (r.f)
r——400 10g r

et

Y

oo (f) = lim Sup—10g log T (r, f)
r—+00 logr

ou T(r, f) est la fonction caractéristique de f.

+o0o
Remarque 1.7.1 L’ordre d’une fonction entiére définie par f(z) = > a,2" est
n=0

égale a
|
o (f) = limsup——2"_
n—stoo — 10g |ay|

voir [7].
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Définition 1.7.2 [27, 37] Soit f une fonction méromorphe. On définit ’ordre n-
itératif de la fonction f par

log, T’
r—stoo  logT

St f est une fonction entiére, on définit aussi [’ordre n-ordre itératif de f par

1 M
T (f) = lim sup Ogn—i—l (Ta f)
’ r—>+00 log r

Y

ot log, ., (x) = loglog,(x) (n > 1 entier naturel).

Remarque 1.7.2 En utilisant la Proposition 1.5.1, pour n > 1, on obtient

O'M,n(f>:(7n(f)'

Exemple 1.7.1 La fonction f(z) = exp{expz} est d’ordre o(f) = oo et d’hyper-
ordre oo(f) = 1.

Lemme 1.7.1 [50] Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors
a(f®)=o(f), ke N".

Définition 1.7.3 La fonction méromorphe a(z) est appelée petite fonction par rap-
port a la fonction méromorphe f si T(r,a) = o(T(r, f)) quand r — oo a lextérieur
d’un ensemble de mesure linéaire finie.

Définition 1.7.4 [43, /4] Soit f une fonction méromorphe. On définit [’exposant
de convergence des zéros de la fonction f par

Af) = limsupbgﬁﬁ
r—>+400 g7°
ot
" 1) _ 1
(o) - [ o
0

n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction [ situés dans le disque |z| <t et
I’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

r—>+00 10g7’
ot
ro— 1) _ = 1
N(T7%> :/Tl<t7f> tn<0’f>dt+ﬁ(07%) logT’,

o
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n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque
|z| <t.

De méme on définit ['exposant n-itératif de convergence des zéros de la fonction f
au voisinage de 0 par

log,, Ny (r, %)
An (f) = limsup———;
r—too log r
et l’exposant n-itératif de convergence des zéros distincts par
—_ logn NO (Tv %)

An (f) = limsup
r—s+0o log r

Exemple 1.7.2 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =
e* —1 est égal a 1.

1.8 Croissance et oscillation d’une fonction méromorphe
dans le disque unité

Définition 1.8.1 /27, 37] Soit f une fonction analytique dans le disque unité D =
{z :|z| < 1}. Alors Uordre et Uhyper-ordre de f sont définis respectivement par

: log log M (r, f)
=1
ou (f) = tmsup=—=3°r

et
_ log loglog M (r, f)
=1
oz (f) msup—— =)
ou M(r, f) = | ‘axf(z). En générale, si [ est une fonction méromorphe, alors l'ordre

et l’hyper-ordre de f sont définis respectivement par
ClegT(r,f)
o = limsup——————~
(f) ki ey ey s

et
i loglog T (r, f)
:1 _—
o2 ) = B

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de f.

Définition 1.8.2 /27, 37] Soit f une fonction méromorphe. On définit ’ordre n-
itératif de la fonction f par

o log,, T'(r, f)
on (f) = h?{njlfpm-

14



St f est une fonction analytique dans D, on définit l’ordre n-itératif de f par

. log,, 11 M (r, f)
N — 1 n+1 ) 7
O-M, (f) 1£n_8>111p N log (1 _ T)

Remarque 1.8.1 Si f est une fonction analytique dans D, on a

o(f) <om(f)<o(f)+1 (1.1)

Cette double inégalité est exacte dans le sens ou il existent deuz fonctions analytiques
g et h telles que o (g) = op (g) et oar (h) = o (h) + 1, comme le montre 'ezemple
suiwant; pour plus de détail voir [16]. De toute évidence, on a

o (f) < oo si et seulement si oy (f) < 00.

Cependant, en utilisant Proposition 1.5.1, pour n > 2, on obtient

JM,n(f>:Un(f)

Exemple 1.8.1 Pour la fonction f (z) = exp { (l_lz)u} ,(w=>1),0onao0 (f) =p—1
1

et ona (f) = p. Par contre, pour la fonction f (z) = exp {271

o(f)=om(f)=0.

Exemple 1.8.2 La fonction f(z) = exp{exp ﬁ} est d’ordre o(f) = oo et d’hyper-
ordre oo(f) = n.

},ona

Définition 1.8.3 [43, 44] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité.
On définit l’exposant de convergence des zéros de la fonction f par

‘ log N (7’, %)
M) =B =
et l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par
B . log N (r, %)
M =)

De méme on définit [’exposant n-itératif de convergence des zéros de la fonction f
dans le disque unité par

log, N <r, %)
An = limsup———%;
<f) T—)l—p - lOg (1 - 7”)
et des zéros distincts par
_ log, N (r, l)

An =i —_.
)= =)

~
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1.9 Fonction caractéristique d’une fonction méromorphe
au voisinage d’un point singulier fini isolé

Sans perte de généralité, on suppose que le point singulier est le point d’origine.
On va définir la fonction caractéristique dans deux cas.
Premier cas: Fonction méromorphe dans C\ {0}.

Définition 1.9.1 [17, 13] Soit f une fonction méromorphe dans C\ {0} .
(1) On définit la fonction de comptage au voisinage de 0 par

o

No(rg) = [ DR Do oo, g,

r

oun (t, f) désigne le nombre de poles de f (z) dans la region {z € C : t < |z|}U{oc},
chaque pole est compté avec son ordre de multiplicité.
(2) On définit la fonction de proximité par

mo (r, ) = %/hﬁ ‘f (re’) ‘ dop.

0

(3) La fonction caractéristique de f (z) est définit par

TO(Taf) :mO(Taf)_I_NO(Taf)‘
Deuxiéme cas: Fonction méromorphe dans D (0, R) ={z € C:0 < |z] < R}.

Définition 1.9.2 [25] Soit f une fonction méromorphe dans le disque épointé D (0, R) .
(1) On définit la fonction de comptage au voisinage de O par

R/

No(r, R, f) = /

r

z (i’ Do, (1.2)

oun (t, f) désigne le nombre de poles de f(z) dans la region {z € C: t < |z| < R'}
et 0 < R' < R; chaque pole est compté avec son ordre de multiplicité.
(2) On définit la fonction de proximité par

2w

mo (1, f) = %/IHJr ‘f (re’) ‘ dep.

0

(8) La fonction caractéristique de f (z) est définit par
TO(TuRlaf) :mo('r,f)‘i‘No('f’,R,,f)-

16



Remarque 1.9.1 Le choiz de R dans (1.2) n’a aucune influence dans le calcul de
lordre de la croissance et [’exposant de convergence. En effet, si on prend deux
valeurs de R', notamment 0 < R} < R, < R, alors on a

Ry
n(t, f) Ry
dt = plog —
/ n plog 7
Ry

ou p designe le nombre de poles de f(z) dans la region {z € C: R} < |z| < R}}
qui est bornée. Par conséquent, Ny (r, Ry, f) = No(r, Ry, f)+ C et To (r, R}, f) =
To (r, Ry, f) + C ou C est une constante réelle. Alors, on peut écrire brievement

To (r, ) au liew de Ty (r, R', f) .

1.10 Croissance et oscillation d’une fonction méromorphe
et analytique au voisinage d’un point sin-
gulier fini isolé

Définition 1.10.1 [25] Soit f une fonction méromorphe dans D (0, R). On définit
Uordre et l’hyper-ordre de la fonction méromorphe f(z) au voisinage de 0 par

log™ T,
or (f7 0) = lim Supog—o(r’f)

0 —logr

loeT loe™ T
oo (£,0) = limsup 2108 To(r, /)
r—0 — log r

Pour une fonction analytique f (z) dans D (0, R) on a aussi

log™ log® My (r, f)

Y

0) =1 1.3
owm (f,0) im sup T (1.3)
log™t log™ logt M,
oam (f,0) = limsup og log™ log” Mo (r, f), (1.4)

r—0 —logr
ot Mo (r, f) = max{[f (z)| : [z =r}.

Définition 1.10.2 [25] Soit f une fonction méromorphe dans D (0, R). On définit
lordre n-itératif de la fonction f par

orn (f) = lim SUPM‘
’ r—0  —logr

Si f est une fonction analytique f (2) dans D (0, R), on a aussi

| M
omn (f) = limsup 0841 M (r, f)
’ r—0 logr

17



Remarque 1.10.1 Dans [24, Remark 1.5], on a montré, pour une fonction méromorphe
f(2) dans D (0, R), que pour tout entier n > 1, or, (f) = onmn (f) . Alors, on peut
utiliser la notation o (f,0), o2 (f,0), o, (f,0) sans aucune ambiguité.

Exemple 1.10.1 Pour la fonction f(z) = exp {Z%}, on a

TO(’/“,f):mo(T,f):L-

mTr?2

Alors o (f,0) = 2. De lautre cété, on a

Mo (r, f) _eXP{%}S
alors opr (f,0) = 2.

Exemple 1.10.2 Pour la fonction f (z) = exp exp {Zig}, on a

My (r, f) = expexp{%}.

Par conséquent, on a o (f,0) =400, o3 (f,0) =3.

Définition 1.10.3 [25]/ Soit f une fonction méromorphe dans D (0, R) .
(1) On définit l’exposant de convergence des zéros de la fonction f au voisinage de
0 par

log No (7., 4)
A(f,0) = limsup
r—0 —logr

ou

e g)-

T

oun (t, %) désigne le nombre de zéros de f (z) dans la region {z € C : t < |z| < R’}

(0 < R' < R), chaque zéro est compté avec sa multiplicite; et I’exposant de conver-
gence des zéros distincts de la fonction [ au voisinage de 0 par

— IOg NO (TJ Rla %)
A(f,0) = limsup

r—0 - ]~Og r

o




ouT <t, %) désigne le nombre de zéros distincts de f (z) dans la region {z € C : t < |z| < R'}
(0< R < R),

(2) On définit I’hyper-ezposant de convergence des zéros de la fonction f au voisinage

de 0 par

log log Ny <7“, R, %)
Ao (f,0) = limsup
r—s0 —logr
et U’hyper-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f au voisinage
de 0 par

B loglog N (r, R, %)
A2 (f,0) = limsup
r—0 - lOg r
En générale, on peut définir l’exposant n-itératif de convergence des zéros de la
fonction f au voisinage de 0 par

log,, No (r, R, %)

An = lim su
(f) N — v

et des zéros distincts par

log,, Ny (r, R, %)
A =1l
(f) = lim sup—— og (1)

Exemple 1.10.3 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =
er —1 est égal a 1. En effet, on a

1 1 4 1 —1
r—l=0ee: = o 2= =— keZ.
¢ ¢ © : i2km 2kw’
et
t < |z2] <R =t< ! <R
- - 20kl
1 1
= < |kl < —
27TR’_| |_27rt
_ 1 1
= nlt,=])]~—,t—=0
f mt

= Af)=1
Définition 1.10.4 La mesure logarithmique d’un ensemble E C (0, R) au voisinage
du point singulier 0 est définie par
dr

r
E

19



Exemple 1.10.4 La mesure logarithmique de [’ensemble E = |a,b] au voisinage du
point singulier O est égale a In g

+oo _
Définition 1.10.5 [23] Soit f (z) = > anﬁ une fonction analytique dans C\
n=0

{z0}. Alors, pour tout |z — zp| =1 >0

) 1
lim |a,| — = 0;
n—o00 rn
d’ou le terme maximale
1
ulr) = u(r, f) = maxan| =

est bien défini. On définit l'indice centrale de f (z) par

m>0

%Jﬂzz%&nf)ZHMX{m:mmb%:qmm}.

Lemme 1.10.1 /23, Theorem 8] Soit f une fonction analytique dans C \ {z}.
Alors, il existe un ensemble E C (0,1) de mesure logarithmique finie telle que pour

tout 3 =0,1,....k, on a
f9 () Vi (1))
o oy (120

quand r — 0, r ¢ E, ou V,, (1) est l'indice centrale de f et z. est un point sur le

cercle |zg — z| = r qui vérifie | f (z,)| = ‘ ma|x If(2)]-
zo—z|=r

1.11 Lemme de décomposition de Valiron

Lemme 1.11.1 /47, 40] Soit f (2) une fonction méromorphe dans la région D (Ry, Ry) =
{z€C: Ry <|z| < Ro} et Ry < R' < Ry. Alors, [ (z) peut étre écrite sous la forme

f(z)=2"¢(2)n(z),

ot

a) Les poles et les zéros de f dans D (Ry, R') sont précisément les pdles et les zéros
de ¢ (2). Les poles et les zéros de f dans D (R, Ry) sont précisément les poles et
zéros de j1(2) .

b) ¢ (z) est méromorphe dans D (R, 0] et analytique et non nulle dans D [R', 0]
c¢) 1 (z) est méromorphe dans D (Ry) = {z € C: |z| < Ry} et analytique et non nulle
dans D (R').

d)m e Z.
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Chapitre 2

Croissance et oscillation des
solutions d’une classe d’équations
différentielles linéaires de second
ordre dans un disque épointé

2.1 Introduction et présentation des résultats

L’équation différentielle

f'+Az) e f + B(2) e f = H (2),

ou A(z),B(z), H (z) sont des fonctions entieres a été étudié par plusieurs chercheurs;
voir [1, 3, 9, 10, 19, 36, 31, 48]. Dans [17] Fettouch et Hamouda ont étudié la crois-
sance locale au voisinage du point singulier zy des solutions de ’équation différentielle

F+ A2) exp{ﬁ}f’—i—B(z)exp{ﬁ} f=0,

ot A(z),B(z) sont des fonctions analytiques dans C \ {2} et arga # argb ou
a=cb(0<c<1).Lecasc>1a été complété récemment par Cherief et Hamouda
dans [12].

Dans ce chapitre, on va étudier la croissance et 1'oscillation locales, au voisinage
du point singulier z = 0, des solutions de 1’équation différentielle

e (A@en {S} a@) e (BEer{ 2l ) 7= F ),
ou A(z),A¢(2),B(2),By(z), F(z) sont des fonctions analytiques dans D (0, R) =

{z€ C:0<|z| < R} et a,b sont des constantes complexes non nulles. En fait, on
a établi les résultats suivants.
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Théoréeme 2.1.1 [/1] Soient A(z) # 0,B(z) # 0, F (2) des fonctions analytiques
dans D (0, R) telles que max{c (A,0),0(B,0),0(F,0)} < n,n € N\ {0}; soient
a,b des constantes complexes telles que ab # 0 and a # b. Alors, toute solution
f(2) # 0 de I’équation différentielle

f"—i—A(z)exp{;in}f’—l—B(Z)eXp{Z%}f:F(Z), (2.1)
satisfait o (f,0) = oo. De plus, si F'(2) Z0, on a

E\(f,O):)\(f,O):O'(f,O):—i—OO, 5\2<f70) :)\Z(fao):(72(f70) Sn

Théoréme 2.1.2 [/1] Soient A(z) # 0,A0(2),B(z) # 0,By(2), F (2) des fonc-
tions analytiques dans D (0, R) telles que

max {0 (Ao, 0),0 (By,0),0(A,0),0(B,0),0(F,0)} <n, ne N\ {0};

et a,b sont des constantes complexes telles que ab # 0 et a = cb, ¢ < 0. Alors,
chaque solution f (z) # 0 de "équations différentielles

1"+ (A ) exp {%} + Ao (2)) £+ <B (2) exp {Zin} + B, (z)) f=F(2), (2.2)
satisfait o (f,0) = oo. De plus, si F'(2) 0, on a
A(f,0) = A(f,0) = a(f,0) = +00, Xa(f,0) = Xa(f,0) = 03(f,0) < n.
Théoréeme 2.1.3 [/1] Soient A(z) # 0,B(z) # 0,F(z) # 0 des fonctions analy-
tiques dans D (0, R) telles que max{c(A,0),0(B,0),0(F,0)} <n,n € N\ {0} et

P(z) £20,Q (z) £ 0 sont des polynomes. Soient a,b des nombres complexes tels que
ab # 0,a # b. Alors, chaque solution f des équations différentielles

PP (L) enlGh B ep 5 = FEenlSh (23
"+ A(2) exp{;in}f’ + Q(%) exp{z—bn}f = F(z) exp{z—i} (2.4)

satisfait

E\(f,O) = )‘(fao) = O'(f,O) = +OO, 5\2(f70> = )‘2(f>0) = UQ(fao) S n
Si certaines conditions des théoremes précédents ne sont pas satisfaites, les

équations (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) pourraient avoir des solutions d’ordre fini comme
le montrent les exemples suivants.
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Exemple 2.1.1 La fonction g (z) = exp {1} d’ordre o (g,0) = 1 satisfait les équations
différentielles

. 1, 1 1 2 1 1
; 1), (2 1 1
f‘GXP{?} —(W;)f:;’

., 1) ., (1 1) 2 1

Exemple 2.1.2 La fonction h(z) = 1 d’ordre o (h,0) = 0 satisfait I'équation
différentielle

9 a. ., 1 b B 1 a 1 b 2
"= exp{z—n}f - ;exp{z—n}f = ;exp{z—n} — ;exp{z—n} +

ot a,b (ab # 0) sont des nombres complezes arbitraires.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 [24] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D (0, R)
avec un point singulier a lorigine, d’ordre fini : o (f,0) = 0 < 0o, soient € > 0 une
constante et k un entier positif. Alors les deux affirmations suivantes sont vraies.
i) 1l existe un ensemble F' C (0, R) de mesure logarithmique finie [, % < oo telle
que pour tout r = |z| satisfaisant r € (0, R) \F, on a

f¥ (2) 1

‘ f (Z) rklo+1)+e’

< (2.5)

ii) 1l existe un ensemble E C [0,2m) de mesure linéaire nulle telle que pour tout
6 € [0,27) \E il existe une constante ro = o (6) > 0 telle que pour tout z satisfaisant
arg (z) € [0,2m) \E et r = |z| < ry Uinégalité (2.5) est vraie.

Lemme 2.2.2 [24] Soit A(z) une fonction analytique non constante dans D (0, R)

avec 0 (A,0) < n. Posons g(z) = A(z)exp {ﬁ} , (n>1 est un entier) ,a = a +
: 2"

iB#0, z=re", 6,(p) = acos(np)+ Fsin(np) et E={p € [0,27) : §, (v) =0},

(évidemment, E est de mesure linéaire nulle). Alors pour tout € > 0 et pour tout

@ € [0,2m)\E, il existe ro > 0 tel que pour 0 < r < rg, les deuz affirmations

sutvantes sont vraies.
(i) Si dq () > 0, alors

wp{(1-260) 5 b sen{aran@ ). @0



(i1) Si dq () <0, alors
sp{a+aa Ll <b@lcen{a-an@ 1) @D

Lemme 2.2.3 Soit f (2) une fonction analytique dans D (0, R) et supposons que
G (2) == |2"|log" [ f®) (2)]

est non-bornée lorsque z — 0 sur un rayon argz = 6, ou p > 0. Alors il existe une
suite infinie de points z, = rpe?® (m > 1), r, — 0, telle que G (2,,) — +00 et

f(j) (Zm)

f(k)—(zm) SM, (M>O)(]:O71>ak_1)>

quand m — 4o00.

Preuve

Soit M (r,0,G) désigne le module maximal de G (z) sur le segment de droite
[r1€",re] . Clairement, on peut construire une suite de points z,, = r,e” (m > 1),
rm — 0, telle que M (r,0,G) = G(z,) — +o0o. Puisque G (2,,) — +oo0 quand
rm — 0, alors }f(k) (zm)} — +00. Pour chaque m, par intégration itérative (k — j)
fois le long du segment de droite [z, z,,], on obtient

F9 (2m) = f9 (20) + F9 (21) (2 — 21) + .-

Zm Yy
g 0 G =) [ [ @) oyt

et par une estimation élémentaire de 1'inégalité triangulaire, nous obtenons

79 ) < 19 )]+ 757 )] o = 1)

1 — k j— k—j
gy T el = ) ling

1
(k—3J k— ) |f(k) (zm)||(2’m—21

(2.8)
D’apres (2.8) et en tenant compte du fait que lorsque m — 400, f® (z,) —
+00, Z, — 0, on obtient

f(j) (Zm)
f® (z,)

Lemme 2.2.4 Soit f(z) une fonction méromorphe non constante dans D (0, R).
Alors o (f(j),()) =o(f,0), (1=1,2,..).

<M, (M >0).
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Preuve

Il suffit de montrer que o (f',0) = o (f,0). Du lemme de décomposition de
Valiron, on a f(z) = z"¢ (2) u(z), on
a) Les poles et les zéros de f dans D (0, R’) sont précisément les poles et les zéros de
¢ (z). Les poles et les zéros de f dans D (R', R) sont précisément les poles et zéros
de pu(z).
b) ¢ (z) est méromorphe dans D (0, 0] et analytique et non nulle dans D[R, oo] .
¢) 1 (z) est méromorphe dans D (R) = {z € C: |z| < R} et analytique et non nulle
dans D (R').
d) m e Z.

Posons ¢ (z) = 2™¢(z). Comme g (z)est analytique en zéro, il s’ensuit que

To(r, f) =Ty (r, é) +0O(1);etalorso (f,0) =0 (qg, 0). Puisque ¢ (z) est méromorphe

dans D (0, ool , la fonction g (w) = ) (i) est méromorphe dans Cet o (g) = o (gz;, 0>

Il est bien connu que pour une fonction méromorphe dans Cona o (¢’') = o (g), (voir

50, 45]). On a ¢’ (2) = 43¢/ (w). Evidemment, nous avons o (59 (w)) =0 (g), et

w?

alors o (¢') =0 (gg', 0) . Alors, on obtient o <q5’, 0) =0 (qz;, 0) . D’autre part, on a

f(2)=¢ () pu(2)+ 6 ()i (). (2.9)
Comme g (z) est analytique en zéro, alors o (u,0) = 0. D’apres (2.9) et puisque
o <g§’, 0) =0 (gzNS, 0) , on obtient
o(f,0)<o <$',O) :
Pour l'inégalité inverse, on a

i EpkE) =) (2)
(=) = 1% () ’

et alors

7 (#.0) < max {0 (£.0),0(,0)}:

en tenant compte que o (f,0) = o <q~5, O) =0 <q~5', 0) , on obtient

o ((5’,0) <ao(f,0).
Ainsi, nous concluons que
o (f,0)=0(f,0).

Lemme 2.2.5 Soit f une fonction analytique dans D (0, R) d’ordre finio (f,0) = o.
Supposons qu’il existe un ensemble E C [0,2m) de mesure linéaire nulle telle que

+ i0 M
log™ | (re”)| <
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pour toute 0 € [0,2m) \E ot M est une constante positive dépendant de 0, tandis
que « est une constante positive indépendante de 0. Alors o (f,0) < a.

Preuve
Du lemme de décomposition de Valiron, on a f(z) = 2™ (2) p(z ) avec les
propriétés a)-d) citées dans la preuve du Lemme 2.2.4. Posons ¢( ) "o (z) .

Comme dans la preuve du Lemme 2.2.4, on a o (f,0) = o (gb, ) (f, 0) =0,

il n’y a rien a prouver; on peut donc supposer que o (f,0) = o > 0; et alors
| f (Tew)’ > 1 pour r suffisamment petit. Nous avons

log | f (re”)| =log ’é (reie)‘ +log | (re”)| < %a (2.10)

Puisque p (z) est analytique non nulle dans D (R'), 1 (re'?) | est bornée au voisi-
nage de zéro; et alors d’apres (2.10), pour tout 6 E [ 7T) \E il existe M' > 0, tel

que
!

log |6 (re)| < % (2.11)

Puisque ¢ (z) est analytique dans D (0, o0] , par le changement de variable z = L la
fonction g (w) = ¢ (+) est entitre et 0 (9) =0 <q~5, O) = 0. De (2.11), on a

log |g (Re’¥)| < M'R".
De [49, Lemma 2.6.], on en déduit que o < a.

Lemme 2.2.6 Soient Ay (2),A1(2), ..., Ax—1 (2), H (2) des fonctions analytiques dans
D (0, R) telles que

max{o (Ao, 0),...,0 (Ax-1,0),0(H,0)} = a < 0. (2.12)
St f est une solution de ’équation différentielle
FO LA ) V4 A R)f +A(2) f=H(z2), (2.13)
alors o5 (f,0) < a.

Preuve
Du lemme de décomposition de Valiron, nous avons f (z) = 2™¢ (z) u(2) avec
les propriétés a)-d) citées dans la preuve du Lemme2.2.4. Posons ¢ (2) = 2"¢ (2).

Comme dans la preuve du Lemme 2.2.4, on a o (f,0) = o <gz~5, 0). Puisque f (z) est

une fonction analytique dans D (0, R), ¢ (z) est analytique dans D (0, c0]. D’apres
[24, Theorem 8], il existe un ensemble £ C (0,1) de mesure logarithmique finie, tel
que pour tout 7 =0,1,....,k, on a

QE;)(Z;) = (1+0(1)) (VOZET))j, (2.14)
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quand r — 0, 7 ¢ E, ot V, (r) est Vindice central de ¢ au voisinage du point singulier

0, z, est un point du cercle |z| = r qui satisfait |¢ (z,)| = m\i}: é(z)‘ . Puisque pu (2)
est analytique et non nulle dans D (R'), on a
”“‘(j) Ol < =1, (2.15)
p(z)

@)
=
Q0
KH
5
S~—
I
=

(z) e (2), et alors

f9@) G\ ()
f(z) _;( ' ) 7 y J=1,.k, (2.16)

ou ( Z ) = —i!(jjii)! est le coefficient binomial. D’apreés (2.13), nous avons

~—

ICIe P FE L HE)
) ) ATy — ATy

Si o (f,0) < oo, alors le résultat est trivial : o9 (f,0) = 0 < a. On peut donc
supposer que o (f,0) = co. Puisque o (H,0) < oo, on a

= —Ap_1(2) (2.17)

‘H ()
f(z)
Posons M, (r) = fﬁi}f{mﬁ(’z) :7=0,1,..,k—1}. En combinant (2.14), (2.15),
(2.16) et (2.18) avec (2.17), on obtient

(Vo () < -2 (Vo (m)) Mo (), 7 — 0,

rk—1

=o0(1), r—0. (2.18)

ou C' > 0, et alors
C
D’apres (2.19), on obtient o3 (f,0) < a.

Du Lemme 1.6.1 de la dérivée logarithmique pour les fonctions méromorphes
dans C nous pouvons prouver sa nouvelle version dans D (0, R) comme suit.

Lemme 2.2.7 Soit f une fonction méromorphe non constante dans D (0, R), et

soit k € N. Alors
k) 1
Mo (7’, T) =0 (10gT0 (r, f) +1Og;) ,

pour tout r € (0,R) \ E, ot [, ¥ < cc.
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Preuve

Du lemme de la décomposition de Valiron, on a f(z) = 2™¢ (2) (z) avec les
propriétés a)-d) citées dans la preuve du Lemme 2.2.4. Posons ¢ (z) = 2™¢ (z) . Par
la propriété b) la fonction ¢ () est méromorphe dans D (0, oc]. D’apres [15, Lemma

13], on a
5(k) -
mo (r, %) =0 (log T (r, (;S) + log %) , (2.20)

pour tout 7 € (0,R) \ E, ou [, £ < oco. Puisque 1 (z) est analytique en zéro, il est
clair que

Ty (r, f) = To (T, c?ﬁ) +0(1). (2.21)

D’apres (2.16), (2.20) et (2.21), il existe un ensemble E de mesure logarithmique
finie tel que pour tout r € (0, R) \ E, on a

k) 1
mo (r, T) =0 (logTo (r, f) + log ;) .

Lemme 2.2.8 Soient Ay (2), A1 (2), ..., Ax—1(2), F (2) # 0 des fonctions méromorphes
dans D (0, R) d’ordre fini au voisingage de zéro. Si f (z) est une solution méromorphe
dans D (0, R) de (2.13) avec o (f,0) = oo et oo (f,0) = a, alors f satisfait

A(f,0) = A(f,0) = p(f,0) = +00, Xo(f,0) = Xa(f,0) = pa(f,0) = c.

Preuve

A partir de (2.13), on peut écrire
11 W D)
- ===+ A4;_ .+ A ). 2.22
FTF ( 7 + Ak 7 + ...+ Ag ( )

Si f aun zéro en 2y € D (0,R) d’ordre o > k, alors H doit avoir un zéro en zj
d’ordre o — k. Ainsi,

1 1 1\
i (7“, }) < kmnyg (r, ?) + ng (T, F) + JZ:; no (r, A;);

ce qui impliue

k—1
NO (T, %) S kwo (T, %) + NO <T, %) + Z N[) (T, AJ) . (223)

D’apres (2.22), nous avons

mo (r%) §zk:m0 (r%) +§m0(r A; )+mo< ;) +0(1). (2.24)

=0
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D’apres le lemme 2.2.7, nous avons

fU) 1 .
mo (r, T) =0 (logTo (r, f) +log ;) (1=1,..,k—1) (2.25)

ce qui est valable pour tout r € (0, R) \ E ou E est de mesure logarithmique finie.
D’apres (2.23), (2.24) et (2.25), on obtient
1
T[)(T:f) = TO (ﬂ?) +O(1)
1 k—1
< kN, ('r, ?> + Ty (r Ay + To (r, F) +
=0

+0 (log To (r, f) + log %) ., r¢ E (2.26)

De (2.26) et en tenant en compte que O (log Ty (1, f) + log 1) < 1T (r, f), on obtient

k—1
%TD (T, f) S ]{INO (7", %) -+ Z TO (7’, Aj) + TO (7”, F) . (227)
7=0

D’apres (2.27), nous avons
an (f,0) <max {X, (f,0),0,(4;,0),0, (H,0)} (n=1,2).
De I’hypothese on a
max {0, (F,0),0,(4;,0);7=0,1,...k =1} <0, (f,0);

d’ott 0, (f,0) < X, (f,0) (n=1,2). Donc A(f,0) = A(f,0) = o (f,0) = +oo et
)‘2(f70):>‘2(f70) :UQ(fwo):a'

Il est facille de prouver le lemme suivant.

Lemme 2.2.9 Soit P (z) = a,2" + ... + ag (a, # 0) un polynome et A(z) = P (1).
Alors, pour tout € > 0, il existe 7o > 0 tel que pour tout 0 < r = |z| < 1o, on a les
imégalités suivantes

Jax]
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2.3 Preuve du Théoreme 2.1.1

Il est clair que toutes les solutions de (2.1) sont analytiques en D(0, R). Nous prou-
vons d’abord que toute solution f de (2.3) satisfait o (f,0) > n. On suppose que
o (f,0) < n, et on prouve que cela meéne a une contradiction. D’aprés le Lemme
2.2.4, nous avons o (f',0) = o (f”,0) = o (f,0) < n. A partir de (2.1) on a

Ay (z) exp {;in} '+ Ag () exp {Z—i} f=F) —f" (2.28)

En utilisant les propriétés de l'ordre de croissance, on aura

UC%@MW{%}f+AM@am{§}ﬁ®:ﬂu

d’autre part,
o (F(2) - [",0) < n;

ce qui fait une contradiction avec (2.28). Donc o (f,0) > n. Maintenant, on prouve
que o (f,0) = +o00. On suppose au contraire que o (f,0) < +oo. Posons o (F,0) =
a < n, alors pour tout € donné tel que 0 < 2¢ < n — « et r suffisamment petit, on a

Fel<en{oz). (2.20)

Puisque a # b, il est clair que l'ensemble E; de 8 = arg(z) € [0,27) tel que
da (0) = 0,6, (0) = 0 et 6, (0) = & (0) est de mesure linéaire nulle, ou J, (#) est défini
dans le Lemme 2.2.2. D’apres le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble Ey € [0, 27)
de mesure linéaire nulle tel que si 6 € [0,27) \ Es, alors il existe une constante
o (0) < R’ telle que pour tout z satisfaisant arg (z) =6 et |z| < ry(0), on a

‘f”“) (2)
@) (2)
Posons §; = max {0, (#),d, (0)} et 93 = min{d, (6),d, (#)} . Pour tout 0 € [0,27) \

(Ey U Ey) fixé, il existe trois cas:
Cas 1. §; = 0,(0) > 0. D’apres le Lemme 2.2.2, pour tout € > 0 donné, on

obtient
‘A(z)exp{%}’ Zexp{m}. (2.31)

T’n

0<j<k<?2). (2.30)

Montrons maintenant que |2%*¢|log™ | f' ()| est bornée sur le rayon arg (z) = 6. On
suppose au contraire que |2%¢|log™ | f’ ()| est non-bornée sur le rayon arg (z) = 6
et on montre que cela conduit a une contradiction. Alors par le Lemme 2.2.3, il
existe une suite de points z,, = r,e? (m > 1), r, — 0, tel que

rt log™ |f ()] = +oc (2.32)
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f (zm)
[ (zm)

quand m — 4o00. De (2.32), pour tout ¢ > 1 on a

< M, (M >0), (2.33)

T log” £ (zm)| > ¢

alors, en prenant ¢ = 2, on obtient

el > e {2} m s b, een

m

De (2.29), et (2.34), on obtient

F(zn) -1
Ien exp {rffjf} — 0, m — +o0. (2.35)
A partir de (2.1), on peut écrire
1’ bS], |F(=)
‘A( )exp{ H 7 + | B (2) exp Rl + b (2.36)
Puisque 6§ (#) = 62 < 61 et 0(B,0) < n, pour 0 < 2e < min{l, 1— g—f} ,on a
b 1—2¢)6
‘B(Z)exp{—}‘ Sexp{ﬁ}, r — 0. (2.37)
Z" T
En utilisant (2.31), (2.33), (2.35), (2.30) et (2.37) dans (2.36), on obtient
1—¢)d M 1—2¢)0
R EF
quand r — 0, ou M; > 0 est une constante; et alors
2U+3 6
eXpy oS M. (2.38)

Une contradiction dans (2.38) lorsque m — +o0. Alors |227¢|log™ | f (z)| est bornée
sur le rayon arg (z) = 6 et on obtient

f ()|<eXp{C } Cy > 0. (2.39)

Par intégration le long du segment de droite [zg, 2], ol argzy = argz = 0 et 0 <
|z| < |20/, on obtient

F(2) =1 (20)+ / 7' (u) du; (2.40)
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et en utilisant (2.39), nous obtenons

f ()|<|f(zo)|+|20|exp{ < } Cy > 0. (2.41)

D’apres (2.41), quand r — 0 avec argz = 0 € [0,27) \ (E; U E5), on obtient

!

|f ()|<eXp{ < } Cy > Ch. (2.42)

Cas 2. 0; = 6, (0) > 0. D’apres le lemme 2.2.2, pour tout ¢ > 0 donné, nous
avons ) . 5
‘B(z)exp{—}‘ Zexp{ﬁ}. (2.43)
Zn 7an

Maintenant, nous prouvons que |2%¢|log™ | f (2)| est bornée sur le rayon arg (2) = 6.
Nous supposons que |2%+¢|log™ | f (z)| est non-bornée sur le rayon arg (z) = 6; alors,
il existe une suite de points z,, = 7, (m > 1), r, — 0, tel que

r*tlog® | f (zm)] — +o00; (2.44)
ce qui implique que pour tout ¢ > 1 on a
o S logt | f (2m)| > ¢

et pour c =2, on a

|f (z2m)| > exp {T%} , M — 400, (2.45)

m

De (2.29) et (2.45), nous obtenons

+e
rm

f

A partir de (2.1), on peut écrire

< exp {_—1} — 0, m — +oo. (2.46)

{2 < o 5
Puisqueéa(é’):ég<51,pour0<25<min{l,1—§—f},ona
’exp{%}‘ < exp{ﬁ&}, r — 0. (2.48)

En combinant (2.43), (2.30), (2.46) et (2.48) avec (2.47), nous avons
(1—8) 51 Mg (1 —28) 51
exp{ < 72045 exXpy ———— ¢

n n
m rm
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quand » — 0, ou M, > 0 est une constante, et donc

€0 M.
exp {_1} < Tzoig. (2.49)

n
Tm

(2.49) conduit & une contradiction lorsque m — +oo. Donc |22F¢|log™ | f (2)] est
bornée sur le rayon arg(z) = 6 et donc, quand r — 0 avec argz = 6 € [0,27) \
(Ey UE,), on a

|/ (2)| < exp {%} Cy > 0. (2.50)
Cas 3. 6; < 0. A partir de (2.1), on peut écrire
1< ’A(z) exp {%H ;’l/((z)) + 'B(z) exp {zi”}‘ f{’((i’)) + ;’/Z)) . (2.51)

D’apres le Lemme 2.2.2, pour tout 0 < € < 1 donné, on a

1o {4 <o {0220 s

‘exp{%}) Sexp{ﬂ}. (2.53)

,,an

Maintenant, on prouve |2%¢|log™ | f” (2)| est bornée sur le rayon arg(z) = 6. On
suppose que [2%7¢|log™ | f” ()| est non-bornée sur le rayon arg (z) = @; puis par le
Lemme 2.2.3, il existe une suite de points z,, = 1, (m > 1), r,, — 0, tel que

T log™ | f" (2m)| — +o00, (2.54)
et o)
‘];T(,Z? < M, (My>0) (j=0,1). (2.55)

quand m — 4o00. D’aprés (2.54), pour tout ¢ > 1 on a

v logt f" (z2m)] > ¢

d’ou
|f" (zm)] > exp {rC“FE} , M — +00. (2.56)
De (2.29) et (2.56), on obtient
F(zn) -1
o) < exp {T%Jre} — 0, m — +oo. (2.57)
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En combinant (2.30), (2.52), (2.53), (2.55) et (2.57) avec (2.51), on obtient

1—¢)d —1
1§2M2exp{¢}+exp{ - }—)O, m — 400; (2.58)

m Tm'©
une contradiction; alors |22*¢|log™ | f” (z)| est bornée sur le rayon arg(z) = 6.

Comme ci-dessus quand 7 — 0 avec arg z = 6 € [0,27) \ (Ey U E3), on obtient

|f (2)| < exp {%} , O3> 0. (2.59)

Maintenant, nous avons prouvé (2.59) sur tout rayon arg z = 6 € [0,27) \ (£ U E»)
quand |z| = r — 0. D’apres le lemme 2.2.5, on obtient o (f,0) < a; ce qui est une
contradiction avec a < m et o (f,0) > n; donc on conclut que toute solution f de
(2.1) est d’ordre infini.

Maintenant nous avons

max {a (Aexp{;in}, o) o (B(z) eXp{Z%}, o> o (F(z) exp{%}, o)} —n;

et en appliquant le lemme 2.2.6, on obtient o9 (f,0) < n. Puisque F(z) # 0, d’apres
le lemme 2.2.8, on obtient

/_\<f70) :/\<f70) :O'(f,O) :+OO, 5‘2(f70):>‘2<f70) :UQ(faO) Sn

2.4 Preuve du Théoreme 2.1.2

Premierement, nous montrons que toute solution f de (2.2) satisfait o (f,0) > n.
On suppose que o (f,0) < n, et nous prouvons que cela échoue. D’apres le Lemme
224,onaoc(f,0)=0(f"0)=0(f,0)<n.A partir de (2.2) on peut écrire

fHd@w{gﬁf“+B@%mp{§}f:P%d—>”—Awdf“—ﬂmdf (2.60)

Par les propriétés de I'ordre de croissance et puisque a # b, on a

o (A (z)exp{;in}f'+3(z)exp{zﬁn} f, 0) —n

et
0 (F(2) = " = Ao (2) f' = Bo (2) f,0) < ;

une contradiction dans (2.60). Donc o (f,0) > n. Maintenant, nous prouvons que
o (f,0) = 4+00. On suppose au contraire que o (f,0) < +oo. Posons

max {o (Bo,0),0(A40,0),0 (F,0)} =a<n
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alors pour tout € donné tel que 0 < 2¢ < n — « et r suffisamment petite, on a

max {| Ao (2)], | Bo ()]} < exp {1} - (2.61)

Il est clair que I'ensemble E5 de 6 = arg (2) € [0, 2) tel que 6, (6) = 0,0, (f) = 0 est
de mesure linéaire nulle. Pour tout 6 € [0,27) \ (E5 U Es) fixé, il existe deux cas:

Cas 1. § = 4, (#) > 0. Nous allons prouver que |2%"¢|log™ | f’ (2)| est bornée sur
rayon arg (z) = 6. On suppose au contraire que [2*"¢|log™ |’ (z)| est non-bornée
sur le rayon arg (z) = 6. Alors d’apres le lemme 2.2.3, il existe une suite de points
Zm = e (m >1), r,, — 0, telles que nous avons (2.32) et (2.33); alors, on a
(2.35). A partir de (2.2), on peut écrire

e {2} <
62)

f/
Puisque 0, () = %5 < 0et 0(B,0) < n, d’apres le Lemme 2.2.2, pour toute £ > 0,

o 'B(z)exp{%}’ﬁexp{m}’ rl 20

,r.n

I
f/

@+ B e {5 B

f/
(2

En utilisant (2.31), (2.33), (2.35), (2.30), (2.63) et (2.61) dans (2.62),on obtient

exp { (1— 5)6} - T%ﬁ?) exp {M} ’ (2.64)

n n
rm Tm

quand r — 0, ou M; > 0 est une constante; une contradiction sion prend 0 < e < 1:
le coté droit de (2.64) tend vers 0 lorsque m — 400 tandis que le coté gauche tend
vers +o0o. Donc |2F¢| log™ | f’ (2)| est bornée sur le rayon arg (z) = 6 et on obtient

T <>|<exp{(J } ¢y >0

et alors, comme ci-dessus dans la preuve du théoréme 2.1.1, on obtient

C
|f(2)] <exp {Ta%} , C>0. (2.65)
Cas 2. §,(0) = 16 > 0; (dans ce cas § < 0). On prouve que [z*"¢[log™ |f ()|
est bornée sur le rayon arg (2) = 6. On suppose que [2°*|log™ | f (2)| est non-bornée
sur le rayon arg (z) = 6. A partir de (2.2), on peut écrire

s {5 < |75 l@e {5} a0l e+ 5]
(2.66)
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Par Lemme 2.2.2, pour tout € > 0 donné, on a

BEew{ L}z ew {M} (267)

ZTL Tn
. b 1 J
B (z)exp {z_”} < exp {%} . (2.68)
En combinant (2.30), (2.46), (2.61), (2.67) et (2.68) avec (2.47), on obtient
1=9)16 _ My [(1+2)8
exp{ o < 7“20i3 exp e (2.69)

quand r — 0, o My > 0 est une constante. L’inégalité (2.69) conduit a une contra-
diction quand m — +o0. Donc [2%¢|log™ | f (2)| est bornée sur le rayon arg (2) = 6
et alors, quand r — 0 avec argz = 0 € [0,27) \ (E3 U E3), on a

|/ (2)] Sexp{ra—c;}, C > 0. (2.70)

Nous avons prouvé (2.70) sur tout rayon argz = 6 € [0,27) \ (EF3 U Ey) quand
|z| = r — 0. D’aprés le lemme 2.2.5, on obtient o (f,0) < «a; ce qui est une
contradiction avec o < n et o (f,0) > n; donc nous concluons que toute solution
f of (2.2) est d’ordre infini. Maintenant, en appliquant le lemme 2.2.6 a I’équation
(2.2), nous obtenons o5 (f,0) < n. De plus, puisque F(z) # 0, d’apres le lemme
2.2.8, on obtient

5\(f70) :/\(f70) :O(f,()) :+OO, S\Q(fao):)Q(f?O) :OZ(faO) Sn

2.5 Preuve du Théoreme 2.1.3

On prouve les résultats pour les solutions de (2.3) et on peut utiliser la méme
méthode pour (2.4). Premiérement, on prouve que toute solution f de (2.3) satisfait
o (f,0) > n. On suppose que o (f,0) < n, et on prouve que cela meéne a une
contradiction. D’apres le lemme 2.2.4, on a o (f',0) = o (f”,0) = o (f,0) < n. De
(2.3) nous pouvons écrire

exp{;—:}f”—l—B(z)exp{b;La}f:F(z)—P<%) £ @)

Par les propriétés de 'ordre de croissance et puisque —a # b — a, on a

o (exp{;—:}f”jLB(z)eXp{b;La}f,O) =n

36




o(rer-p (D) 0) <

une contradiction avec (2.71). Donc o (f,0) > n. Maintenant, nous prouvons que
o (f,0) = +o0. Nous supposons au contraire que o (f,0) < +o0. Posons o (F,0) =
a < n. Alors pour tout € donné tel que 0 < 2¢ < n — a et r suffisamment petit,
nous avons

|F'(2)] < exp {Tira} : (2.72)

Puisque —a # b — a, il est clair que I'ensemble E; de 6 = arg (z) € [0, 27) tel que
d0_a(0) =0,00(0) =0et 6_,(0) = dp_q (0) est de mesure linéaire nulle. D’aprés
le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble Fy € [0,27) de mesure linéaire nulle tel que
si 0 € [0,2m) \ Es, alors il existe une constante 1o () < R’ telle que pour tout z
satisfaisant arg (z) =6 et |z| <1 (0), on a

f® (2)

Ee

Posons 01 = max{d_, (0),dp—a (0)} et 62 = min{d_, (),_a (0)}. Pour tout 6 €
[0,27) \ (B U Es) fixé, il existe trois cas:

Cas 1. 0; = 0_,(0) > 0. D’aprés le Lemme 2.2.2, pour tout £ > 0 donné, on

obtient . 5
exp{_—aHZexp{ﬁ}. (2.74)
ZTL rn

Maintenant, on prouve que |z*¢|log™ |f” (2)| est bornée sur le rayon arg (z) = 6.
Nous supposons au contraire que |[2%7¢|log™ |f” ()| est non-bornée sur le rayon
arg (z) = 0 et nous prouvons que cela conduit a une contradiction. Alors d’apres le
Lemme 2.2.3, il existe une suite de points z,, = r,e? (m > 1), r,, — 0, telle que

1
< o (0S5 <k<2). (2.73)

T g™ [ (2m)| = +o0 (2.75)
o ()
‘];’T(;m)) <M, (My>0) (j=0,1), (2.76)

quand m — 4o00. De (2.75) pour tout ¢ > 1 nous avons
T S log ™ | f" (zm)] >

alors pour ¢ = 2, on a

If" (zm)| > exp {T‘HE} , M — +00. (2.77)
De (2.72) et (2.77), on obtient

F (zn) -1

o) < exp {r;’nﬁ} , M — +00. (2.78)




A partir de (2.3), on peut écrire

o2 =P O] o )

f/l (Z)
Puisque §,_, (0) = d3 < 1 et o(B,0) < n, pour 0 < 2¢ < min {1, 1— g—f} ,on a

f(z)
F1(2)

F(z)
f// (Z)

+ . (2.79)

b— 1—2¢)0
‘B(z)exp{ a}‘gexp{ﬁ}, r— 0. (2.80)
Z'I’L /r-TL
D’aprés le lemme 2.2.9, il existe A > 0 tel que pour r suffisamment petit, on a
1 A
'P (—) ‘ < —, d=degP. (2.81)
z rd

En utilisant (2.74), (2.76), (2.78), (2.80) et (2.81) dans (2.79), on obtient
eXp{(l_g)él} ngideXp{(l_%)él},
7”"I’TL

n n
rm Tm

quand r» — 0; et puis
)
e exp {8 : } < M. (2.82)

T'm
Une contradiction dans (2.82) quand m — +oo. Donc [2%T¢|log™ | f” ()| est bornée

sur le rayon arg (z) = 6 et on obtient

|f// (2)] < exp {?%} , C1 > 0. (2.83)

Par intégration deux fois, le long du segment de droite [zg, z], ol arg zg = argz = 0
et 0 < |z| < |20/, on odtient

f(2)=f(20)+ ' (20) (z — 20) + //f" (u) dudw; (2.84)
et alors W
FOIS I+ GG ==+ [ [ 17wl dde. (285
De (2.83) et (2.85), on obtient
: |0/” &
PN Gl +1F Gl + e { S im0 (280
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D’apres (2.86), quand r — 0 avec argz = 0 € [0,27) \ (E; U E3), on obtient

!/

f (2)] < exp{ G } Cl > 0. (2.87)

TCY+8

Cas 2. §; = 0p_4 (#) > 0. D’apres le lemme 2.2.2, pour tout € > 0 donné, nous
avons , . 5
‘B(z)exp{;a}’ Zexp{@}. (2.88)
Zn r'ﬂ

Maintenant, nous prouvons |2%*¢|log™ |f (z)| est bornée sur le rayon arg(z) = 6.
Nous supposons que |z°*¢|log™ | f (2)] est non-bornée sur le rayon arg(z) = 6; il
existe une suite de points z,, = r,,e? (m > 1), r, — 0, tel que

T log™ | f (2m)| = +oo; (2.89)
ce qui implique que pour tout ¢ > 1 on a

T log” |f (zm)] > ¢

d’ou
1f ()] > exp {} m = +oo. (2.90)
De (2.72) et (2.90), on obtient
‘?((j:)) < exp {T;nja} , M — 400. (2.91)
A partir de (2.3), on peut écrire
b—a —a\|[f"(2) NG |FE)
e {250 < oo { S| 55 |+ P ONIFS | [ o

Puisque §_, (0) = d2 < d1, pour 0 < 2e < min {1, 1— g—f} , IOUS avons

exp{;—:}‘gexp{w}, r— 0. (2.93)

TTL

En combinant (2.88), (2.73), (2.91) et (2.93) avec (2.92), on obtient

1—¢)d M. 1—-2e)6
exp{( Tn> l}grd+23+3eXp{( ) 1}’

n
m Tm

quand » — 0, ou M, > 0 est une constante, et alors

5
rd+20+3 gy, {5—;} < M. (2.94)
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(2.94) conduit & une contradiction lorsque m — +oo. Donc |22F¢|log™ | f (2)] est
bornée sur le rayon arg (z) = 6 et on obtient

TCY+E

) Sexp{ﬁ}, Cy >0,

et alors, quand r — 0 avec argz = 0 € [0,27) \ (E; U E3), on a

!/

1f ()| < exp{ “ } Ch > 0. (2.95)

roz-i—e

Cas 3. §; < 0. D’apres (2.3), on peut écrire
1 —a)l|f"(2) b—a)llf(z)
Pl-])< — B
PGl {5 e {5055
D’apres le lemme 2.2.2, pour tout € > 0 donné, nous avons

‘B(z)exp{b;a}' Sexp{m} (2.97)

T’I’L

expd “0 V| < op fU=E)0 1 (2.98)
S

D’apres le lemme 2.2.9; il existe A’ > 0 tel que pour r suffisamment petit, on a

id’ < ‘p (l) ‘ , (2.99)

m z

(2.96)

]

z

Maintenant, nous prouvons que |2%¢|log™ | f’ ()| est bornée sur rayon arg (z) = 6.
Nous supposons que |z2+¢|log™ | f/ ()| est non-bornée sur le rayon arg (z) = 6; puis
par le lemme 2.2.3, il existe une suite de points z, = r,e? (m >1), r, — 0, tel
que

r*tlog™ | f' (2m)| — +o0, (2.100)
et
‘;,((Z";)) < My, (My>0), (2.101)

quand m — 4o00. D’apres (2.100), pour tout ¢ > 1 on a

T logT | f (zm)| > ¢

2
1f (zm)] >exp{m}, m — +00. (2.102)

m
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De (2.72) et (2.102), on obtient

F(zy) -1
7 o) < exp {r%ﬁ} , M — +00. (2.103)
En combinant (2.73), (2.97), (2.98), (2.99), (2.101) et (2.103) avec (2.96), on obtient
b% (1—e)d 1 ~1
) < exp { o 72073 + My | +exp o [ ¢ (2.104)

Puisque le membre droit de (2.104) tend vers zéro lorsque m — +o00, il s’ensuit une
contradiction et alors [2*¢|log™ | f' ()| est bornée sur le rayon arg (z) = . Comme
ci-dessus, quand r — 0 avec argz = 0 € [0,27) \ (F1 U Ey), on a

I (2)] < exp{ G } Cs > 0. (2.105)

ra+€

Dans tous les cas, nous avons prouvé

,r.a-i-a

|f(z)|§exp{ ¢ }, C >0,

sur n’importe quel rayon arg z = 0 € [0,27) \ (E; U Es) quand |z| = r — 0. D’apres
le lemme 2.2.5, on obtient o (f,0) < «a; ce qui est une contradiction avec o < n et
o (f,0) > n; donc nous concluons que toute solution f de (2.3) est d’ordre infini.
Maintenant nous avons

mox{o (P (2 )ew {5}.0) o (Bre{ 2 .0) o (FOIen {5} 0) } =n

et en appliquant le lemme 2.2.6, on obtient o9 (f,0) < n. Puisque F(z) # 0, d’apres
le lemme 2.2.8, on obtient

X\(f,O) :)\(f,O):O'(f,O):—FOO, 5\2(f70) :/\2(fa0)202(f70) Sn
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Chapitre 3

Croissance et oscillation de
solutions d’équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur dans un
disque épointé

3.1 Introduction et présentation des résultats

Plusieurs résultats obtenus sur 1’étude des propriétés des solutions de l’équation
différentielle

f"+AR) e f +B(2)e*f =0, (3.1)
ou A(z) et B(z) sont des fonctions entieres, ont été généralisés aux équations
différentielles d’ordre supérieur sous la forme

FO 4 Ay (2) e fE=D 4 A (2) e f =0, (3.2)

ou A;(z) (j =0,...,k — 1) sont des fonctions entieres; voir par exemple [10, 11, 46].
Aussi les résultats obtenus dans [22] dans le disque unité concernant 1'équation
différentielle
a b
Y Y

Frr AR e =2 pyBzyeln =2~ (3.3)
ou pu > 0 et arga # argb ou a = ¢b (0 < c< 1) ont été l'inspiration de I'étude
des équations différentielles au voisinage d’un point singulier fini comme le résultat
suivant.

Théoreéme 3.1.1 [24] Soient a,b des constants complezxes tels que arga # argb ou
a=cb (0<c<1l) etn un entier positif. Soient A(z),B(z) # 0 deux fonctions
analytiques dans D (0, R) avec max {o (A,0),0(B,0)} < n. Alors, chaque solution
de f(z) £ 0 de Uéquation différentielle:

f”—l—A(z)exp{%}f’%—B(z) exp{zin}f =0, (3.4)
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satisfait o (f,0) = oo avec o9 (f,0) = n.

11y a deux questions qui se posent dans ce contexte : 1) Pouvons-nous généraliser
(3.4) aux équations différentielles d’ordre supérieur ? 2) Qu’en est-il de I’équation
non-homogene correspondante? Les résultats suivants apportent des réponses a ces
deux questions.

Théoreme 3.1.2 [/2] Soient n € N\ {0}; Ao, Ay, ..., Ax_1, F des fonctions analy-
tiques dans D (0, R) telles que max{o (A;,0),0 (F,0)} <n. Sia; (j=0,...,k—1)
sont des nombres complexes distincts; alors chaque solution f(z) #Z 0 de ’équation
différentielle

8 4 Ay (2) exp {E} FED 4+ Ag(2) exp {Z—S} f=F(z), (3.5)

ZTL
satisfait o (f,0) = oo. De plus, si F'(z) # 0, nous avons
5\(]”,0) - )\(f70) - O'(f,O) = +OO7 5\2<f70) = )\Z(fao) = U2(f70) S n.

Théoreme 3.1.3 [/2] Soient n € N\ {0}; Ao, Ay, ..., Ax_1, F' des fonctions analy-
tiques dans D (0, R) telles que max {o (A;,0),0 (F,0)} < n. Soienta; (j =0,....,k—1)
des constantes complexes. Supposons qu’il existe deuxr nombres complexes non nuls
as et a; tels que 0 < s <1 < k—1, a, = |as| e, a; = |ay| €, 05, 6, € [0,27),
0s # 01, AsA; # 0; pour j # s,l; a; satisfait soit a; = djas (0 <d; <1) soit a; =
djay (0 <dj <1). Alors, toute solution f(z) # 0 de (53.5), satisfait o (f,0) = oo.
De plus, si F (z) 20, on a

S\(f,O):)\(f,O):O'(f,O):—FOO? 5‘2(.]070) :)‘2(f70)202(f70) Sn

Maintenant, nous étudions le cas s = 0 et F'(z) = 0 du Théoréme 3.1.3 dans
lequel nous pouvons aussi déterminer la valeur exacte de ’hyper-ordre des solutions.

Théoreme 3.1.4 [/2] Soientn € N\{0}; Ao, A1, ..., Ap_1 des fonctions analytiques
dans D (0, R) telles que max {o (Ag,0),...,0 (Ak—1,0)} < n; et soienta; (j =0,....k —1)
des nombres complezes tels que ag = |ag| €0, ay = |ay| €, agas #0 (0 < s <k —1),
6o, 05 € [0,2m), Oy # 0,5, AgAs # 0; pour j # 0, s; a; satisfait soit a; = djag (dj < 1)
soit arga; = arga,. Alors, toute solution f # 0 de l’équation différentielle

4 Ay (2) exp {E} fED 4 Ay (2) exp {@} f=0

" z"

satisfait o (f,0) = oo et oo (f,0) = n.

Il est clair que le Théoréme 3.1.1 est un cas particulier du Théoréme 3.1.4.

Remarque 3.1.1 Si on a un point singulier zy différent de zéro, nous pouvons le
transformer en zéro par le changement de variable w = z — zg comme il est indiqué
dans ’exemple suivant.
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Exemple 3.1.1 Considérons l’équation différentielle

f’”—l—exp{ 1z }f”+exp{ 2 }f —|—exp{ 11}f—ezz. (3.6)

Si l'on veut étudier la croissance des solutions au voisinage du point singulier zo = 1
nous faisons le changement de variable w = z — 1. L’équation (3.6) devient

] 21 -1 1
g" +é exp{ }g +exp{ }g+ p{2w+4}exp{%}g:e(w“)2, (3.7)

ot g (w) = f(w+1). Par le Théoréme 3.1.3, toute solution de (3.7), satisfait

5‘(97 0) = )‘(970) = O'(g,O) = +o0, 5‘2(97 0) = )‘2(970) = 02(970) <1

Puisque f (z) = g(z — 1), on conclut que toute solution de (3.6) satisfait

X(f,l)Z)\(f,D:U(f,l):—i—OO, 5‘2(f71):/\2<f71)202(f71>Sl

De plus, par le Théoréme 3.1.4, chaque solution f # 0 de ’équation différentielle

homogeéne
" Z 1 2 . 1
f +exp{ }f +exp{ }f+exp{ 1}f=

satisfait o (f,1) = 0o et o3 (f,1) = 1.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 [24] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D (0, R)
avec un point singulier a l'origine; soient a > 0 constante réelle et j € N. Alors,
les deux propositions suivantes sont vraies.

i) Il existe un ensemble £y C (0,R) (0 < R' < R) de mesure logarithmique finie

dt

¢ < oo, et une constante C' > 0 qui dépend de o et j tel que pour r = |z|

Ey
satisfaisant r € (0, R') \ E1, on a

J

‘%' <C ETO (ar, f)log® (%) log Ty (ar, f)} : (3.8)

ii) 1l existe un ensemble Ey C [0,2m) de mesure linéaire nulle et une constante C' > 0
qui dépend de « et j tel que pour tout argz = 6 € [0,27) \ Ey il existe une constante
ro =10 (0) > 0 tel que pour tout z satisfaisant r = |z| < ro, (3.8) est valable.
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Lemme 3.2.2 [24] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D (0, R)
d’ordre fini o (f,0) = o < oo, soit e > 0 une constante donnée. Alors, on a les deux
propositions suivantes,
i) il existe un ensemble EY C (0,R') (0 < R' < R) de mesure logarithmique finie
telle que pour tout r € (0, R') \ E1, on a

f(j) (2) 1

’ i — p@i—d(o+l)+e’

(0<i<yj); (3.9)

ii) il existe un ensemble E5 C [0,2m) de mesure linéaire nulle telle que pour tout
argz = 0 € [0,2m)\ E} il existe une constante ro = 1o (6) > 0 pour tout z satisfaisant
r=l|z| <79, (3.9) est valable.

Lemme 3.2.3 Soit f () une fonction analytique dans D(0, R) telle que | f*) (z)] <
exp{ } sur un rayon argz = 0 avec 0 < |z| = r < ro; ou a > 0,¢ > 0. Alors
If(2)] < exp{ra} sur le rayon argz = 6 avec 0 < r < r{; ou c > ¢ > 0.

Preuve
Par intégration itératif s fois le long du segment de droite 29, 2] C D(0, R), on a

f(z)=f(20)+ f (20) (2 = 20) + ..

1
— = 1)!f(S*l) (20) (z — 20)° / /f x) dxdy...dt;
et par I'hypothese ‘f ’ < exp{ } sur le rayon arg z = 6 avec 0 < |z| = r < ry,
on obtient
|f (D) = 1f (z0)| + |f (20)| (ro — 1) + ..
1 5— s—1 1 s c
i G }f( b (zo)‘(ro—r) —l—a(ro—r) exp{T—a}. (3.10)

D’apres (3.10), il existe ¢ > ¢ > 0 et 7, > 0 tel que pour argz =0 et 0 < |z| =1 <
/
T4, ON a

relsen{S). 1)

Remarque 3.2.1 En plus de ces lemmes, nous aurons aussi besoin du Lemme 2.2.2,
Lemme 2.2.3, Lemme 2.2.4, Lemme 2.2.5 et Lemme 2.2.6 cités dans le deuxieme
chapitre.
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3.3 Preuve du Théoréme 3.1.2

Il est clair que toutes les solutions de (3.5) sont analytiques dans D(0, R). Nous
prouvons d’abord que toute solution f de (3.5) satisfait o (f,0) > n. Nous supposons
que o (f,0) < n, et nous montrons que cela échoue. D’aprés le Lemme 2.2.4, on a
o (f9,0) = o (f,0) < n. A partir de (3.5), on a

Ak,l(z)exp{“zj}fﬂf-l)+...+A0()exp{ }f F(z)—f®.  (3.12)

Des propriétés de 'ordre de croissance, le coté gauche de (3.12) est d’ordre de crois-
sance égal a n tandis que le coté droit est d’ordre de croissance inférieur a n, ce qui est
une contradiction ; donc o (f,0) > n. Maintenant, nous prouvons que o (f,0) = +oo0.
Nous supposons au contraire que o (f,0) < +oo. Puisque o (F,0) = o < n alors
pour tout € donné tel que 0 < 2¢ < n — a et r suffisamment petit, nous avons

Fel<en{oz). (3.13)

D’apres le Lemme 3.2.2, pour tout € > 0 il existe un ensemble £} C [0,27) qui a
une mesure linéaire nulle telle que pour tout 6 € [0,27) \ E} il existe une constante
ro = 1o (#) > 0 tel que pour tout z satisfaisant arg (z) =0 € [0,27)\ By et r = |2| <
T, NOUS avons
9 (2)
)

(2

Posons a; = a; +if3;, 8, () = o cos (nf) + B;sin (nd) , z = re®,

1 . .
< e k2i>020). (3.14)

={0€[0,2m):6,,(0) =0, =0,1,....k — 1},

Ey={0¢€0,2m) : 64,0, (0) =0, 0<i <j<k—1}.

D’apres le Lemme 2.2.2, pour chaque fonction A; ( exp{ } (j=0,.,k—1),1l
existe un ensemble H,; C [0,27) de mesure hnealre nulle tel que pour tout 6 €

0,27) \ Hj, (2.6) et (2.7) sont valables. Posons £, = U , alors Ej est également

un ensemble de mesure linéaire nulle. Pour tout 6 6 [0 27r) \ (E1 U EyU E3U Ey)
donné, nous avons d,; () # 0, 6,4, () # da, (#) (0 <i < j < k). Puisque a; sont des
nombres complexes distincts, pour tout 6 € [0,27) \ (E1 U Ey U E3 U E,) donné, il
n'existe qu'un seul s € {0, ...,k — 1} tel que &,, (6) = max {d,, (0) : j =0,....k — 1} .
Posons 0 = 8,, (/) , &' = max {8,, (f) : j # s} ; alors 0’ < 4.

Nous divisons la preuve en deux cas (i) 6 > 0, (i7) 6 < 0.

Cas (i) 6 > 0. D’apres le Lemme 2.2.2, pour tout ¢ (¢ > 0) donné, nous obtenons,

‘A (2 )exp{zn}‘>exp{(l—s)%}, (3.15)
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si ¢’ > 0, alors

A; (z)exp{j—g}’ < GXP{(l +¢) 5_;} (J#5);

et si 0’ <0, on a

s @en{ZY cew{a-9%} G40,

Posons ¢’ < §; < § tel que §; > 0. Dans les deux cas ¢’ > 0, ¢ < 0, nous avons

Aj (2 )exp{j H <eXp{(1+€)f—i} (J#s).

(3.16)

Maintenant, nous prouvons que 7 log™ ‘ £ (z)‘ est bornée sur le rayon arg z = 6.

Si rote logJr | e ( | est non-bornée sur le rayon argz = 0, alors par le Lemme
2.2.3, il existe une suite infinie de points {zm = rme"g} m > 1) ou r,, — 0 tel que

ret = logh [ £ (2m)] = o0

De (3.17) pour tout ¢ > 1 nous avons
rt log® }f(s) (zm)} > c;

alors )
|f(5) (zm)| > exp {T-Oé+€} , M — 4o00.

m

De (3.13) et (3.19), on a

-1
<exp{ +€}—>0, m — +00.

e

D’apres (3.5), nous avons

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

-

s+1
e

+’A <zmexp{ H

T

€ <zm>'+

el

) (2m) |
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En remplagant (3.14)-(3.20) dans (3.21), on obtient
) k—s 0 o
exp{(l—e)a} S mexp{(l—l—s) rm}+SMeXp{(1+€)r"}
k—s+sM 01
—s) (o) +e P {<1 +e) @} ’
ce qui implique que

k—s+sM 1
ve it oo {l0+ g -0 -0 | (3:2)

n
rm

En prenant 0 < e < % +51, une contradiction s’ensuit dans (3.22) lorsque m — oc;

donc r*+¢ log™ ‘f )‘ < (. Alors, ’f ’ < exp {-&} . Et par le Lemme 3.2.3,
on obtient |f (2)| < exp{ra+5} sur arg (z ) =0, quand z — 0.
Cas (ii) § < 0. D’apres le Lemme 2.2.2, pour tout € (¢ > 0) donné, nous avons,

A; (2 )exp{: H<exp{(1—€)%} (j<k—1). (3.23)
D’apres (3.5), nous avons

ak 1 =1 (4 ap 2z
’ 'f i) +...+‘Ag (2) exp{z—n}‘ ‘f{k)( ()z) +‘f(k) )
(3.24)

Si retelog™ } k) (z)‘ est non-bornée sur le rayon arg (z) = 6, alors d’apres le Lemme
2.2.3, il existe une suite infinie de points {zm = rmew} (m > 1) ou r, — 0 tel que
rotelog™ }f(k) (zm)} — 00 et

1< ‘Ak—l (2) eXP

9 (20) . . ,
T (o) <M, (M'>0) (j=0,...,k—1) (3.25)
Comme dans (3.19), nous avons
‘f(k) (2m)| > exp {Toig} , m — +00. (3.26)
De (3.13) et (3.26), on a
’f < exp {T;j } — 0, m — +00. (3.27)

En combinant (3.23), (3.25) et (3.27) avec (3.24), on obtient
, J
1 <EkEM'exps(l—¢)—p —0,
T
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une contradiction. D’ott r**<log" | f*) (2)| < Cj, et donc | f¥) (2)| < exp {5} ; et
par le Lemme 3.2.3, on obtient |f ()] < exp {-$4} (Cy > 0) sur argz = 6, quand
z — 0.

Dans tous les cas, nous avons prouvé que |f (z)| < exp {Ta +5} sur tout rayon
argz = 0 € [0,2m) \ (F1 U EyU E3U Ey). D’apres le Lemme 2.2.5, nous obtenons
o (f,0) < a+ e, pour tout € > 0; alors o (f,0) < «, une contradiction : avec o« < n
et o (f,0) > n. Par conséquent, toute solution f (z) # 0 de (3.5) est d’ordre infini.
De plus, nous avons

max {0 (Aj exp{%},()) (7=0,....k—1),0(F, 0)} —

et en appliquant le Lemme 2.2.6, on obtient o5 (f,0) < n. Puisque F(z) # 0, d’apres
le Lemme 2.2.6 et le Lemme 3.2.3, on obtient

E‘(f70) :>‘<f70> :U<f70> :+OO, S\Z(fvo):)Q(f?O) 202<f70) Sn

3.4 Preuve du Théoréeme 3.1.3

Comme dans la preuve du Théoreme 3.1.2, on peut montrer que toute solution f
de (3.5) satisfait o (f,0) > n. Maintenant, nous prouvons que o (f,0) = +o0. Nous
supposons au contraire que o (f,0) < 400 et on prouve que c¢’est un échec. Soit Fs
'ensemble des valeurs 6 € [0, 27) tel que d,, (6) = dq, () ou d,, (0) = 0 0u d,, (0) =0,
puisque 85 # 6;, E5 est de mesure linéaire nulle. En prenant 6 € [0,27) \ (E; U Ej),
(évidemment, E; U Ej5 est de mesure linéaire nulle), on a d,, (0) > &,, (0) ou d,, (0) <
da, (0) . Posons ¢; = 04, (8), ca = 6,4, (0), pour 6 € [0,27) \ (E1 U Es5) on a deux cas
(i) 1 > ¢; (ii) €1 < co.

Cas (i) ¢; > ¢. Ici, nous divisons aussi (i) en trois cas : (a) ¢; > ¢y > 0; (b)
1 >0>co; (c) 0> ¢ > co.

Sous-cas (a) ¢; > ¢ > 0. Posons ¢3 = max {(5%. @), j# 3} , alors ¢3 < ¢4.

D’apres le lemme 2.2.2, pour tout € (¢ > 0) donné, il existe ro > 0 tel que pour
0 < r < rg, on obtient,

)As (z)exp{:—i}‘ Zexp{(l—a)%}, (3.28)

et

‘A exp{: H<exp{(1+g>7f—i} (j#5). (3.29)

Maintenant, on prouve que r**e ’ £ (Z)’ est bornée sur le rayon arg z = 6.
Si rote logJr | e ( | est non-bornée sur le rayon argz = 6, donc par le Lemme
2.2.3, il existe une suite infinie de points {zm = rme’e} m > 1) ou r,, — 0 tel que

ret e logt [ £ (zm)] = o0 (3.30)
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f(j) (Zm)
& (2m)

De (3.30) pour tout ¢ > 1 nous avons

<M, (My>0) (j=0,..,s—1). (3.31)

r®*elog™ }f(s) (zm)} > c;

alors )
[F© (zm)| > exp {—+} . m = +o0. (3.32)
roTe
De (3.13) et (3.32), on a
< -1
f(s exp s — 0, m — +o0. (3.33)

En remplagant (3.28)-(3.31) et (3.33) par (3.21), on obtient

exp{(l—e):l} < ’A o exp{“SH

m

(k (s+1)
< ’f + .. —I—‘ASH (Zm exp{%Jr1 ”f (Zm)‘
) (2m)
+‘AH (2m) exp as 1 Hf >‘
+...+ ‘AO (2m) exp ‘ ’f 9 ‘f
k— s+ sM
< m {(1+5)Tm}+0(1)
ce qui implique que
k—s+ sM 1
1§mexp{[(l—i-a)@—(1—5)01]r—n}+0(1)- (334‘>

En prenant 0 < e < 272, une contradiction s’ensuit dans (3.34) lorsque m — oc.
Donc r**¢ log* |f 5) )| < K sur arg z = #; alors |f 5) | < exp{ a+8} et par le
Lemme 3.2.3, on obtient |f(2)] < exp Ta+€} (Ky > K1 > 0) sur arg z = 6, quand
z— 0.

Sous-cas (b) ¢; > 0 > ¢,. En utilisant un raisonnement comme dans le cas (a), on
peut aussi obtenir |f (z)| < exp {Ta+6} sur arg z = #, quand z — 0.

Sous-cas (c) 0 > ¢; > cp. D’apres (3.5), on obtient

. (h=1) (4
1< |41 (2) exp{ H ’ff(k) (i))

fY ()
f® (z)

+... (3.35)

ot {2}
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g ) (2 a z
+ ‘AS (2) exp{; ’ '—f(k)i ; + ...+ ’Ao (2) exp{z—g}’ 'f{k)((i) + ‘fi)
D’apres le lemme 2.2.2, on a
A (# )exp{: H <exp{(1—5) ;1}(3 =0,...,k—1). (3.36)

Si rotelogt !f(k) (z)| est non-bornée sur le rayon arg z = 6, alors d’apres le Lemme
2.2.3, il existe une suite infinie de points {zm = rmew} (m > 1) ou r, — 0 tel que
rote logJr | f®) (2 ‘ — 00 et

(zm) .
En combinant (3.36), (3.37) et (3.33) avec (3.35), on obtient

1
1§k;M2eXp{(1—5):—:L}+e p{ a+€}—>0, m — o0,

une contradiction. D’oll 7+ log™ |f R ( )| < Ky; alors ‘f ’ < exp {ra+5} ; et

par le Lemme 3.2.3, on obtient |f ()] < exp {2} (K5 > K4 > 0) sur argz = 6,
quand z — 0.

Cas (ii) ¢; < ¢o. En utilisant le méme raisonnement comme dans le cas (i), on

peut aussi obtenir |f ()] < exp {-£&} (Kg > 0) sur arg z = 6, quand z — 0.
Dans tous les cas, on a prouvé que |f (2)| < exp{ a+5} (C > 0) sur n’importe quel
rayon argz = 0 € [0,27) \ E ( E est de mesure linéaire nulle). Par le Lemme 2.2.5,
on obtient o (f,0) < a + &, pour tout £ > 0; alors o (f,0) < «, une contradiction
s avec o < n et o (f,0) > n. Par conséquent, toute solution f(z) #Z 0 de (3.5) est
d’ordre infini. De plus, nous avons

maX{U (Aj eXP{%}’(]) (G=0,..k=1),0(F 0)} -

et en appliquant le Lemme 2.2.6, on obtient o5 (f,0) < n. Puisque F(z) # 0, d’apres
le Lemme 2.2.6 et le Lemme 3.2.3, on obtient

/_\(f70) :/\<f70) :0<f70> :+OO7 5‘2(f70):>\2<f70) 202<f70> Sn

3.5 Preuve du Théoréme 3.1.4

Supposons que f # 0 est une solution analytique de (3.5) dans D(0, R). Par (3.5),
on peut écrire

e {2} <]

NN——

+ (3.38)
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f/
f
Puisque 6y # 0y, il existe (01,02) C [0,27) tel que pour argz = 0 € (61,65), on a
Oa (6) > 0, 84, (0) < 0. Posons & = g, (0), & = max {d,, (0) : arga; = argao} ,
0" < 51 < g tel que §; > 0. D’apres le Lemme 2.2.2, pour tout 0 < ¢ < 1 donné,
nous avons

...—1—‘141 (z)exp{al}‘ :

o

n

40 (2 exp {22} > exp{<1 —¢) 50} (3.39)

A; (2) exp{%}‘ < exp{(l +e) f—;} (G=1,...k—1). (3.40)

D’apres le Lemme 3.2.1, il existe un ensemble E* C [0, 27) qui a une mesure linéaire
nulle tel que pour tout 6 C [0,27) \ E* il existe une constante 1o = 79 (6) > 0 telle
que pour tout z satisfaisant argz =6 € [0,27) \ E* et r = |2| < 19, nous avons

’f;f)(i')z) < T% [Ty (ar, P (=1,... k). (3.41)
En remplacant (3.39)-(3.41) dans (3.38), on obtient
e {122} < S mtar P e {142 2}
ce qui implique que
exp {((1 )b — (1+2)6) Tln} < 2 [T (or, FF, (3.42)

ol 0 < e < gg;gi. Par (3.42), on obtient oy (f,0) > n. D’autre coté, d’aprés le

)
Lemme 2.2.6, on a o3 (f,0) < n. Donc o3 (f, z0) = n.
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Chapitre 4

Ordre fini et infini de croissance
des solutions des équations
différentielles linéaires a
coefficients fonctions analytiques
dans un disque épointé

4.1 Introduction et présentation des résultats

Pour étudier la croissance et 'oscillation des solutions de I’équation différentielle
linéaire
FE 4+ A1 (2) 5D 4 Al(R) f A+ Ao(2) f =0, (4.1)
ol A; (z) sont des fonctions entieres, on se base généralement sur la domination de
Ap(z) sur les autres coefficients par plusieurs méthodes comme les deux cas suivant
(voir [5, 11]) :
i) max {0 (A4;):j # 0} <o (Ao);
ii)
| Ao(2)| > exp {ar|2]"}
14;(2)] < exp{B|2]"},
quand z — oo avec 0] < argz < fh et 0 < < a, > 0.

Dans ces deux cas, il a été démontré que toute solution f(z) # 0 de 1'équation
(4.1) est d’ordre infini.

Dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsqu'un coefficient A; (2) s # 0 domine les
autres coefficients par une certaine maniere, I’équation (4.1) pourrait avoir des so-
lutions d’ordre fini; voir [19, 4, 39]. En plus, la domination des cas précédents a été
affaiblée a titre polynomiale dans l'article [26]. Ces résultats ont été étendus dans
plusieurs articles au cas des équations différentielles linéaires dont les coefficients

sont analytiques dans C\ {2}, (voir [17, 12, 13, 14, 15]).
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Dans ce chapitre, on va étudier la croissance des solutions de certaines équations
différentielles linéaires ou les coefficients sont analytiques dans D (0, R). Sous cer-
taines conditions, nous prouvons que toute solution non triviale est d’ordre infini de
croissance au voisinage du point singulier z = 0 et on va étudier aussi les propriétés
des solutions d’ordre fini dans d’autre cas. Nous allons nous baser sur la domination
d’un coefficient sur seulement une partie d’'une courbe tendant vers le point singulier
zéro comme suivant.

Théoreme 4.1.1 Soient Ag(z) # 0,A1(2),...,Ar—1(2) des fonctions analytiques
dans D(0, R). S’il existe un ensemble v C D(0, R) telle que o = {|z| : 2 € v} a une
mesure logarithmique infinie au voisinage du point singulier 0, tel que pour z € y et
pour tout > 0 fizé, on a

lim ——— Ai(z)|+1 | =0. 4.2
B s (0011 =

Alors toute solution f(z) # 0 de "équation différentielle de (4.1) est d’ordre infini.

Corollaire 4.1.1 Soient Pj(z),j =1,2,...,k—1 des polynomes et Py(z) une fonc-
tion entiére transcendante; soient A;(z) = P; (1/(2)); alors toute solution f(z) # 0
de (4.1), est d’ordre infini.

Exemple 4.1.1 L’équation différentielle

1 1 =1

" 1" / o

/ +22+Zf +(1—z)z3f+zwf_07 (43)
n=1

remplit les hypotheéses du Théoréeme 4.1.1 dans D(0,1) lorsque z tend vers zg = 0
sur le rayon arg® = 0. Donc, toute solution f(z) # 0 de (4.3) est d’ordre infini.
Nous signalons ici que o (Ag,0) = 0 (A1,0) = 0 (A42,0) = 0.

Théoréme 4.1.2 Soient Ao(z) #Z 0,A1(2),...,Ax_1(z) des fonctions analytiques
dans D(0, R). S’il existe un ensemble v C D(0, R) telle que vo = {|z| : z € 7} est de
mesure logarithmique infinie au voisinage du point singulier 0, telle que pour z € 7,

nous avons
A
THO |A (Z |A | + 1) €XP,, T‘_“ = 07 (44>

oun =1 est un entier, A > 0, p > 0 sont des constantes réelles, alors toute solution
f(z) £ 0 de (4.1), satisfait o, (f,0) = oo et de plus o,41 (f,0)) = p.

Exemple 4.1.2 Soient Ag(z) # 0, A1(2), A2(2) des fonctions analytiques dans D(0, 1)
avec 09 (A;,0) <2, j=0,1,2. L’équation différentielle

" 1! Z 1 1
J7 4 Aa(2) " expy =5 + Au(2) [ expy — + Ao(2) fexp, 5 =0, (4.5)
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satisfait les hypothéses du théoréme 4.1.2 lorsque z tend vers 0 sur le rayon arg 6 = 0.
Ainsi, toute solution f(z) Z 0 de ( 4.5) est d’ordre infini avec o3(f,0) > 2.

Maintenant, nous allons étudier le cas ou A, s # 0 domine les autres coefficients
dans un secteur.
Posons I(¢) = (61 +¢€,00 —¢) C [0,2m) et S(e) = {z :arg(z) € I(e)},e > 0.

Théoreme 4.1.3 Soient Ag(z), ..., Ax_1(2) des fonctions analytiques dans D(0, R)
telles qu’il existe des constantes réelles 0 < 0, < 0y < 27 telles que pour tout
0 € (6h,09), il existe un ensemble I'y = {|z| : argz = 0} de mesure logarithmique
infinie au voisinage du point singulier 0, et pour chaque p > 0 fixé, on a

k—1

lim;< > \Aj(z)]+1> =0, s#0. (4.6)

SO AL\ 2,

ot arg (z) = 0 € I(0) et |z| = r € Ty. Etant donné ¢ > 0 suffisamment petit, si f
est une solution transcendante de (4.1) d’ordre fini o (f,0) < oo, alors les énoncés
sutvants sont vrais.

(i) Il existe j € {0,...,s — 1} et une constante compleze b; # 0 tels que fU)(2) — b;
lors que z — 0 dans le secteur S(€). Plus précisément, pour tout pn > 0 fizé, on a

=0, (4.7)

avec z € S(e) et |z| =r € Ty.
(i) Pour chaque entier m > j + 1, f(™(z) — 0 lorsque z — 0 dans S(g). Plus
précisément, pour tout u > 0 fizé, on a

(m) (5
lim el 0, (4.8)

z2—20 re

avec z € S(e) et |z| =r € Ty.

Exemple 4.1.3 La fonction f(z) = ex + 2 satisfait I'équation différentielle

. 2 7 6 1 12
e R ) L & R FETI

qui vérifie les hypothéses du Théoréme 4.1.3 dans tout secteur (01,02) C (l’/T §7r) au

2753
voisinage du point singulier zéro. Dans cet exemple, As(2) = 2e~Y* est le coefficient

dominant et nous avons j =0 et b; = 2.

Théoréme 4.1.4 Soient Ag(2), ..., Ar_1(2) des fonctions analytiques dans D(0, R)
vérifiant qu’il existe des constantes réelles 0 < 07 < 0y < 27 telle que pour tout
0 € (01,09) il existe un ensemble Ty = {|z| : argz = 0} de mesure logarithmique
finie au voisinage du point singulier 0, telle que nous avons
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k—1
) 1 A
llir(l] RE] ( E |A;(2)] + 1) exp 2 = 0, s#0, (4.10)

J=0,3%s
ou arg(z) = 6 € I1(0) et |z]| =1 € Ty, A > 0,0 > 0 sont des constantes réelles.
Etant donné ¢ > 0 suffisamment petit, si f est une solution transcendante de (4.1),
d’ordre fini o (f,0) < oo, alors les énoncés suivants sont vrais.
(i) Il existe j € {0,...,s — 1} et une constante compleze b; # 0 tels que fU)(2) — b;
lorsque z — 0 dans le secteur S(g). Plus précisément, pour A > X' > 0, nous avons

G () _ b, _i')
|f (2) b]‘<exp< s

pour tout z € S(e) avec |z| =r € Ty.
(i) Pour chaque entier m > j + 1, f™(z) — 0 lorsque = — 0 dans S(g). Plus
précisément, pour X' > 0, nous avons

(m) _i/>
‘f (z)| < exp( g

pour tout z € S(e) avec |z| =r € Ty.

Corollaire 4.1.2 Soient Ag(z), ..., Ax_1(z) des fonctions analytiques dans D(0, R)
telles qu’il existe des constantes réelles 0 < 61 < 6y < 2w telles que pour tout
0 € (01,09) il existe un ensemble Ty = {|z| : argz = 0} de mesure logarithmique
nfinie au voisinage du point singulier 0, nous avons

o
‘AS(Z)| >eXpT_M7 5#07

A4 < e
ou arg (z) = 0 € (01,05) et |z| =r € Ty, > 5 >0, p > 0 sont des constantes
réelles. Etant donné & > 0 suffisamment petit, si f est une solution transcendante
de (4.1) d’ordre fini o (f,0) < oo, alors les propositions suivantes sont vraies.

(i) Il existe j € {0,...,s—1} et une constante compleze b; # 0 telle que fU)(z) — b;
comme z — 0 dans le secteur S(e). Plus précisément, pour a — > X > 0 nous
avons

‘f(j)(z) — b;| < exp (—%:) (4.11)

pour tout z € S(e) avec |z| =r € Ty.
(i) Pour chaque entier m > j + 1, f™(z) — 0 quand z — 0 dans S(¢). Plus
précisément, pour o — 3 > XN > 0 nous avons

| £ (2)| < exp (—%) (4.12)

pour tout z € S(e€) avec |z| =r € Ly.
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En effet, en prenant a—f > X > 0, la condition (4.10) est vérifiée; par conséquent
les deux assertions (4.11) et (4.12) sont vraies en prenant A > A > 0.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante dans D(0, R) d’ordre
n-itératif fini : o, (f,0) = 0, < 00 (n > 1) et soit € > 0 une constante donnée.
Alors, il existe un ensemble Ey C (0, R) de mesure logarithmique finie telle que pour
tout r = |z| € (0, R)\E4, on a

(i) sin=1, on a (3.9);

(i) et sin > 2, on a

' f¥(2)

1 k
< ,—— | , ke N~
f(2) (exp" +) ©

Preuve
Par la définition de 'ordre n-itératif:

log,, 7i
o (£,0) = limsup & 1ol S) _

n
r—0 —logr ’

on a pour ¢ > 0 donné, il existe ry tel que pour 0 < r < 7y, nous avons

logn TO(T’ f)

<o, +¢€,
—logr
ce qui implique
1
To(r, ) < exp,,_; pr— (4.13)

En combinant (4.13) avec le Lemme 3.2.1, for o« > 0, il existe un ensemble F; C
(0, R) de mesure logarithmique finie et une constante A > 0 qui ne dépend que de
a tel que pour tout r = |z| € (0, R)\E}, on a

P < (e (2 e (2))'

Alors, pour € > ¢’ > 0 et r assez proche de 0, nous avons

() Ly
S(&Pu1 557 )

f(2)

Lemme 4.2.2 Soit f une fonction méromorphe non constante dans D(0, R) et sup-
posons que |f¥)(z)| est non-bornée sur un rayon arg (z) = 6. Alors il existe une
suite infinie de points zy, = rme®, m=1,2,..., ot ry, — 0, telle que f* (z,,) — 0o
et
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(9)
S8 (2n)
ot M >0andje(0,1,....k—1).
Preuve
Posons M (r,6, f¥) = max|f(’“)(z)‘ ol z € [re” re®]. Clairement, nous
pouvons construire une suite de points z,, = e, m > 1,7, — 0, telle que

M (r,@,f(k)) = {f(k) (zm)| — oo. Pour chaque m, par (k — j) fois intégration le
long du segment de droite [21, z,,], nous avons

F9 (zm) =9 (z1) + f9) (21) (2 — 21)

R ey T [

/ /f z)de dy...dt

et par I'inégalité triangulaire élémentaire, nous obtenons

[f9 )| 9 (20)| + £ ()] (2 — 20)]

1 .
(kfl _ kJ—l
+.. _j,_1>}f 2)| [(zm — 21)]

(k (4.14)

1
(k—J)

De (4.14) et en tenant compte du fait que lorsque m — oo, f*) (z,,) — 00, 2, — 20,
nOus avons

+

1S () (2 — 20) 7

<M, M>DO0.

ey

Lemme 4.2.3 Soit f une fonction analytique dans D(0, R']; soit a > % et

G:{z:|arg( )|<2—}ﬂD(O R'].

Supposons que limsup|f(z)| < M pour tous ¢ € G \ {0}, ot M est une constante.

Z—G
En plus, on suppose qu’il existent des constantes réelles K et b (b < a) tels que

1
|f(2)] < Kexp—  quandr — 0,
r

our=|z| et z € G. Alors,
If() <M

pour tout z € (.
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Preuve
Le changement de variable w = 1/z transforme G en H = {w : |w| > 1/R et
|arg(w)| < -} et la fonction g(w) = f(z) est une fonction analytique dans H; et on
a |arg (z)| = 7/2a < |arg(w)| = 7/2a et limsup|g(w)| = limsup|f(z)] < M pour
w—E z—¢

tout & € OH. De plus, nous avons
1
lg(w)| = 1f(2)] < Kexpﬁ = KexpR" quand R — oo,

ou R = |w| = 1/r. Alors, d’apres le théoréme de Phragmen-Lindelof on obtient
|g(w)| < M pour tout w € H. Par conséquent, |f(z)] < M pour tout z € G.

Lemme 4.2.4 Si f est une fonction analytique dans D(0, R) telle que pour tout
©w>0,ona .
‘f (7"616)} <r"  quandr — 0

alors for ‘f (tew) ’ dt converge et pour tout o > 0, nous avons

/ ‘f (tei0)| dt <r*  quandr — 0
0

Preuve
Il est facile de montrer que for ‘ f (tei9)| dt converge, et on a

T T pn+1
e dt < | trdt =
/O\f(e)|dt /0 dt P

Soit @ > 0. En prenant u + 1 > «a, nous avons

T +1
fteie dtéléro‘ as r — 0.
0 p+1

Lemme 4.2.5 Soit f une fonction analytique dans D(0, R). Les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

(1) pour tout p > 0, |f (reie) <t quand r — 0,
seen]

ro

. .
(1) pour tout a > 0, lim

Preuve ,
(ii) = (i). Supposons que pour tout a > 0, lin&M.
r—
our tout @ > 0 et ¢ > 0, il existe § > 0 tel que pour 0 < r < § on ai
P tout 0 et 0, il existe ¢ 0 tel 0 ) it
re??)| < er®. En prenant € = 1 on obtient 'assertion (i).
D) <erv E t 1 btient 1 t
i) = (ii). Supposons que pour tout p > 0,|f (re?)| < r* comme r — 0. Soi
i ii). Supp que pour tout g > 0 O < e 0. Soit
a > 0. nous avons "
i p
[fre)]
rr-Oé Ta
En prenant p > «, on obtient

]

r—0 ro
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Lemme 4.2.6 Si f est une fonction analytique dans D(0, R) telle que

}f (tew)‘ < exp (—%)
oua>0,\>0, alors for |f (teie) ‘ dt converge et on a

/ |f (teia) ‘ dt < exp (—%) quand r — 0.
0

Preuve
Il est facile de montrer que fo ‘ f te ! dt converge, et on a

' i0 " A A "
/0 ]f(te )}dtS/O exp <_t_a> dt < exp <—T—a)/0 dt

A A
< rexp <_r_°‘) < exp (—T—a) quand r — 0.

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1

Supposons que f # 0 est une solution de (4.1) d’ordre fini o(f,0) = 0 < +00. Du
Lemme 2.2.1, pour tout € > 0 donné il existe un ensemble £ C (0, R) de mesure

logarithmique fini telle que pour tout r = |z| € (0, R)\E, on a

fU(2) . )
f(z) | S itz T
De (4.1) nous pouvons écrire
1 < ‘f \Ak 1(2)] 'f(k Y . [Av(2)] |
!Ao 2)] [ Ao(2) [Ao(2)[ | f

Par ’hypothese (4.2), pour r € F et pour tout pu > 0 fixé, on a

4,)

et

(4.15)

' . (4.16)
(4.17)

(4.18)

En utilisant (4.15), (4.17) et (4.18) dans (4.16), une contradiction s’ensuit quand

r — 0 avec r = |z| € (0, R)\E.
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4.4 Preuve du Théoréme 4.1.2

Supposons que f # 0 est une solution de (4.1) avec o, (f,0) = 0, < 00, n > 1. Si
n=1on a (4.15) et si n > 2, d’aprés le Lemme (4.2.1), pour tout € > 0 donné il
existe un ensemble F C (0, R) qui a une mesure logarithmique finie telle que pour
tout r = |z| € (0, R)\E, on a

F9(2) 1\’ _
< ) =1,k 4.19
Par I'hypothese (4.4), pour r € F', on a
|4;(2)] A .

— =0 =1,...,k 4.20
I o) P = 0 T L (4.20)

et ] \
lim —— — =0. 4.21
P50 [Ag(2)] P (421)

En utilisant (4.15) ou (4.19), (4.20) et (4.21) dans ((4.16)), une contradiction s’ensuit
quand 7 — 0 sur v avec r = |z] € (0, R)\E. Donc, o, (f,0) = oo pour n > 1.
Maintenant, d’aprés le Lemme 3.2.1, et puisque o, (f,0) = 0o, on a

() (5 1 2k .
‘ff(i)) <A(;T0(Oé7’,f)> ., J=1,... k. (4.22)
Par ’hypothese (4.4), pour &1 > 0,e5 > 0, on a
|4, (2)] €1 .
< L =1,k 4.2
A S o, Oy 429
et
1 E9

|Ao(2)| S exp,, (\/r#) (4.24)

comme r — 0 sur v avec r = |z| € F. En utilisant (4.22)-(4.24) dans (4.16), on

obtient, pour r = |z| € (0, R)\E,

M 1 2k
<— | —To(ar, 4.25

el G 2

ou M > 0 est une constante réelle. Posons ¢ = ar. Signalons ici que £ est de mesure

logarithmique finie si et seulement si aF est de mesure logarithmique finie. Donc,
a partir de (4.25), on obtient

Aot o 2k
— < — . .
exp, S <M (STo(r.f)) s te (O R)\E (4.26)
De (4.26) on obtient

logh | T;
Ont1 (f? 0) = hmj(l]lp OgnilT;(tr,f) >
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4.5 Preuve du Théoréme 4.1.3

D’abord, on va prouver que f(z) et f)(z) sont bornée dans S(g), pour ¢ > 0
suffisamment petit. D’aprés le Lemme 2.2.4 et le Lemme 2.2.1, il s’ensuit qu’il existe

un ensemble E C [0, 27) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout j € {s+1,...,k}
f(j)(z) 1 o
F(2) < ity (k>j>i>0) (4.27)

otargz € I(0)\E et |z] = € 7. Sionsuppose que 7**<log" | f(*)(z)| est non-bornée
sur le rayon argz = ¢ € I(0)\E, alors d’aprés le lemme 4.2.2 , il existe une suite
infinie de points {z, = r,e?} (m >1) ot r, — 0, tel que r& < log™ [ f©) (z,)] —
oo et

‘f

< M, (4.28)

ou (M; >0) (¢=0,...,s—1)etm sufﬁsamment grand. De (4.1) nous pouvons
écrire

|Ak 1(2)] fk Y |Asi1(2)] St
v I‘f(s )] AT
[Asa(2)] | fE7Y 1 N !Ao |‘_‘ .
Al e 17

En combinant maintenant (4.6), (4.27)—(4.29) et en laissant m — oo on obtient
une contradiction. Donc r**+<log™ | f (s)(z)‘ est bornée sur les rayons arg (z) = ¢ €
I(0)\E. c’est-a-dire | f*)(2)| < M3 , et par le lemme 4.2.6, on obtient

|f(2)] < Ms, (4.30)

pour une certaine constante M3 > 0. Maintenant, nous commencons a prouver (4.8)
pour m = s. En utilisant (4.1), nous pouvons écrire

1 (k) A (k—1) As (s+1)
IAs 1(z | fs D |A1( )I I IAo(Z)I
RRE] eI e

Par I'hypothese (4.6), pour tout > 0, pour tout j € {0,1,...,s—1,s+1,...,k—1}
et pour € > 0, il existe 0 tel que pour |z| < 0 on a

|4, (2)] ”

A <7 )
1 p

A0 <elzlt (4.33)



ou arg (z) =60 € I1(0) et |z| = r € I'y. En remplacant (4.27), (4.30), (4.32)et (4.33)
par (4.31), on obtient que pour tout p > 0, nous avons

s 2"
‘f( )(Z)| <M4M as r — 0.

Nous concluons que pour tout o > 0

i 0

z—0 roe

=0 (4.34)

avec r = |z| € Ty et arg (2) = p € I (3¢) \E.

Démonstration de 'égalité (4.8) pour m > s. Considérons z = re?? € S(e) et
C(z) le cercle centré en z de rayon p suffisamment petit tel que C'(z) soit contenu
dans S (%5); pour cela on peut prendre p = rsin (%5) . De la formule de Cauchy
appliquée a la fonction f©)(z) on a

(M) () — (m —s)! f(s)(O d .
£ () A@< ¢, (4.35)

o1 2 — C)m—s—i—l

et en utilisant (4.34), on obtient

|f(m)(z)‘ < (m—S)' \/\27T |Z’u Qd@ < (m—S)' |Z’M ]
o O

1t m—s—+1 sin™—$ (%5) rm—s

Nous concluons que, pour tout o > 0 et z € S(e) fixé avec r = |z| € I'y, nous avons

()]

lim ——— = 0.

z—0 |Z|
Jusqu’a maintenant, nous avons prouvé la deuxieme assertion pour m > s. Nous
commencons a prouver la premiere assertion pour j = s — 1. On définit

T0 . .
%_/ £ (te) et
0
Par (4.34), il est facile de voir que OTO ) (tew) edt converge. De plus, a, est
indépendant de 6, car d’aprés (4.34), intégrale de f()(¢) sur I'arc re'?, 6 € (1, @2) C

1 (%5), on obtient

P2 ) )
/ £ (rele) ire‘edQ‘ < MrHpy — 1| =0, r—0,M > 0.
¢

1

Posons maintenant b,_; = £~V (roe?) +a,, et supposons que b,_; # 0. Soit z = rel

un point arbitraire dans S(g). De 'égalité suivante
z T0 . .
f(sfl)(z) —by, 1= / f(s)(()dC _/ f(s) (telo) SUER
70 0
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on peut appliquer (4.34) et le Lemme 4.2.4, et on obtient

|f(8—1) (Z) o bs—l} _ / f S) dC / f(S tel@ ledt‘

|7 5 ey tar v [ (1) ledt‘

To (4.36)
— / f(s tel@ lgdt‘
g/ |f(s (teie)’dtgr“ as r — 0,
0
pour tout 4 > 0 et z € S(e) avec r = |z| € I'y. Par le Lemme 4.2.5, nous
avons terminé la preuve dans le cas bs_1 # 0. Si by_; = 0, on définit a,_; =

"0 fs=1) (tel?) et et by_o = fE D (ry) + as_1 et en appliquant le Lemme 4.2.4
0
avec (4.36) on obtient que, pour tout p > 0 fixé,

‘f(s_Q)(z) — bs_2’ <r* asr—0

pour z € S(g) avec r = |z| € Ty. Par la méme méthode, si b,_1 = b, = ... =
bjis1=0et b; #0,57 €{0,...,s— 1}, on aura, pour tout fixe u >0

|f(j)(z) —bi| <" asr—0,

et
‘f(m)(z)| <rt asr—0forallm>j+1 (4.37)
pour z € S(e) avec r = |z| € I'y. Il reste maintenant & montrer que le cas bs_; =
bs_o =...=by =0 n’est pas possible. Dans ce cas, on a, pour tout u > 0 fixé
|f(m)(z)‘ <rt asr—0 (4.38)

pour z € S(e) avec r = |z| € Iy, pour tout m > 0 et tout p > 0, il existe 1 (p, m) > 0
tel que si |2| =r <y alors |f(™(2)| < |2|". Maintenant on prend z € S(e) tel que
r = |z| < re = min,—o,_ s71( u,m); on remarque ici que si z est fixé alors (4.38)
n’est valide que pour certains p > 0 et pas pour tous les p > 0. De (4.1) nous
pouvons écrire

|F9) - 1 ‘f““) |Ak 1(2)] 'f“”’ Ul |As+1<z | ‘f
£ (2)] 2)| 1 Au(2)] (4.39)
\As CT AT 1A it
CIAEI ] AR
et en utilisant (4.6) et le Lemme 2.2.1 dans (4.39), on obtient
O] e
Dy, (1.40)
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et par (4.38) pour m = 0 dans (4.39), on obtient
[FO )] < [ (4.41)

pour |z| < ry et arg(z) € I(¢)\E, donc dans S (¢ + i¢) d’aprés Lemme 4.2.4. En
répétant le raisonnement de (4.36)-(4.38) avec (4.41), on obtient

()] < 12
et en combinant avec (4.40), on obtient
[FOE] <

dans S (8 + %8 + 2%5) Inductivement, par le méme raisonnement, aprés (T — 1)

étapes, on obtient
FO()] < 2™ (4.42)

€ € € 1

avec |z| < ry. Ainsi, nous avons prouvé, dans ce cas particulier by_; = bs_ o = ... =
bo = 0, que (4.42) est valide dans S(2¢) pour tout 7' € N, pourvu que |z| < 9.
Fixons maintenant un segment de droite fini L C S(2¢) avec |z| < min (1,75). En
prenant T — oo dans ( 4.42), f*)(2) s’annule sur un tel segment de droite. Par
conséquent, f doit étre un polynome; une contradiction.

dans

4.6 Preuve du Théoréeme 4.1.4

Nous utiliserons la méme méthode de la preuve du théoreme 4.1.3. L’hypothese
(4.10) implique que pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour r = |z| < J, on a

14, (2)| A
A.00) < eexp ( ra> : (4.43)

1 <ce p( A)
<eex — .
|As(2)] re

Par les mémes étapes (4.27)-(4.29) avec (4.43) et (4.6) , on peut prouver que f*(z)
est bornée dans S(e); posons

£ ()] < My,

dans tout le secteur S (%6) pour un certain € > 0 assez petit. Comme ci-dessus, on
peut prouver aussi que

|f(2)] < M.
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En utilisant (4.43)-(4.6) dans (4.31), pour r = |z| € 7o et arg (2) = ¢ € I (3¢) \E,
on obtient

ou 0 < 7 < A. Pour m > s, comme ci-dessus, par (4.35) on obtient

m —A+T
70(2)] < exp =
pour tout z € S(e) avec r = |z| € 5,0 < 7 < A. En posant a, et bs_; comme
ci-dessus et par le Lemme 4.2.5, on obtient
—A+T

(s—1) _
| FE7D(2) = beor| < exp o

quand 7 = |z] = 0, ou 0 < 7 < A. Par la méme méthode utilisée dans la preuve
du théoreme 4.1.3, nous pouvons prouver I'impossibilité du cas bs_; = bs_9 = ... =
by = 0.
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Conclusion

Nous avons étudié la croissance et 1'oscillation au voisinage du point singulier zéro
de certaines classes d’équations différentielles linéaires a coefficients fonctions ana-
lytiques dans un disque épointé D (0, R) en étendant ainsi d’'une part des résultats
de Belaidi dans le plan complexe C [3] et d’autre part des résultats de Cherief et
Hamouda dans C \ {z} [12, 13, 14, 15].

Il y a une question qui se pose dans ce sens :

Peut-on faire une étude pareil dans une couronne

D(Rl,Rz) = {Z eC: R, < |Z| < RQ}?
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