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Introduction

L’épidémiologie joue un rôle crucial dans l’avancement des connaissances en santé
environnementale et en santé publique. Son principal avantage réside dans son explo-
ration des liens entre l’environnement et la santé à un niveau global. Initialement cen-
trée sur l’étude des maladies infectieuses et des épidémies, l’épidémiologie a progressi-
vement élargi son champ d’intérêt dans les années 50 pour inclure d’autres domaines de
la santé publique, tels que l’étude des cancers et des maladies cardiovasculaires. Cette
évolution a conduit à un élargissement des objectifs des études épidémiologiques, qui
couvrent désormais l’étiologie de l’ensemble des problèmes de santé ainsi que les stra-
tégies de contrôle associées [53]. Ainsi, l’épidémiologie est classiquement définie comme
l’étude de la distribution des maladies et de leurs déterminants au sein des populations
humaines [18, 76].

Pour étudier la relation entre l’environnement et la santé publique, le tour est venu
de la modélisation mathématique des maladies, elle est un outil essentiel pour étudier
la propagation des maladies et prédire leur évolution. Elle permet de simuler différents
scénarios épidémiologiques et d’évaluer l’efficacité des interventions et des mesures de
prévention. Les modèles mathématiques aident les chercheurs à estimer le nombre de cas
de maladie à venir et à guider les décisions en matière de santé publique. Ces modèles uti-
lisent des équations mathématiques et peuvent varier en fonction des questions posées.
Bien qu’ils ne puissent pas prédire exactement ce qui se passera, ils aident à planifier et à
agir pour obtenir les meilleurs résultats possibles.

En décembre 2019, la ville de Wuhan en Chine a été le théâtre de l’émergence suivie
de la propagation rapide d’une nouvelle pneumonie à coronavirus. Cette maladie infec-
tieuse a été officiellement nommée COVID-19 par l’Organisation mondiale de la santé
(OMS) le 11 février 2020.[38] et a été identifiée comme étant causée par le virus Sars-CoV-
2 [40]. La COVID-19 est classé comme une maladie zoonotique, susceptible d’être trans-
mise des animaux aux humains [73]. Cependant, son principal mode de transmission est
le contact direct de personne à personne. Depuis son apparition initiale, la COVID-19 a
eu un impact mondial profond, infectant des millions de personnes et causant d’impor-
tantes pertes de vies humaines jusqu’en décembre 2022. L’infection par la COVID-19 pré-
sente un risque plus élevé et entraîne des conséquences plus graves chez les personnes
atteintes de maladies chroniques sous-jacentes. Les taux de mortalité varient selon des
conditions spécifiques, les patients souffrant de maladies respiratoires connaissant un
taux de mortalité de 6,3 pour cent, les patients atteints de maladies cardiovasculaires de
10,5 pour cent, les patients diabétiques de 7,3 pour cent, les patients souffrant d’hyper-
tension de 6 pour cent et les patients atteints de cancer de 5,6 pour cent [95]. Dans une
étude menée par des chercheurs chinois, analysant près de 45 000 cas confirmés, le taux
de mortalité moyen s’élève à 2,3 pour cent. Notamment, aucun décès n’a été enregistré
chez les enfants de moins de 10 ans. Les taux de mortalité augmentent avec l’âge, avec
des taux de 0,2 pour cent à 39 ans, 0,4 pour cent à la quarantaine, 1,3 pour cent pour les
individus âgés de 50 à 59 ans, 3,6 pour cent pour ceux âgés de 60 à 69 ans, 8 pour cent

8



Introduction

pour les individus âgés de 70 à 79 ans et 14,8 pour cent pour les personnes de plus de 80
ans [95].

Le virus s’est rapidement propagé à l’échelle internationale, alimenté par la migration
humaine mondiale et les déplacements entre les villes [51, 58]. La facilitation des voyages
et du commerce à travers le monde a contribué à la diffusion mondiale rapide, entraî-
nant plus de 585 millions de cas et 6,4 millions de décès signalés en août 2022 [94]. Les
chercheurs ont observé que la mobilité humaine, en particulier à travers les villes et le
tourisme, a contribué de manière significative à la propagation du virus, soutenu par les
études de Arino et al. qui ont affirmé que la propagation épidémique augmente pendant
le transport [8] .

Les efforts visant à contrôler la propagation du COVID-19 ont consisté à explorer di-
vers schémas thérapeutiques. Cependant, l’efficacité de ces traitements n’a pas été entiè-
rement satisfaisante [31]. A partir de 2021, plus de 200 vaccins contre la COVID-19 ont été
développés ou sont actuellement en cours de développement dans le monde [34, 89], ce
qui laisse espérer une prévention efficace et une atténuation de l’impact du virus.

Dans cette thèse de doctorat, notre premier objectif principal est de développer un
modèle mathématique temporel capable de prédire la dynamique de transmission du
COVID-19 en présence de la vaccination. On étudie en profondeur le comportement dy-
namique du modèle en mettant particulièrement l’accent sur le nombre de reproduction
vaccinale. De plus, on explore les facteurs clés qui influent sur le contrôle de la maladie à
travers une analyse de sensibilité de l’équilibre endémique et du nombre de reproduction
vaccinale.

Ensuite, comme deuxième objectif, on développe un modèle en métapopulations pour
étudier l’impact de la mobilité individuelle sur la propagation du COVID-19, en s’ap-
puyant sur notre modèle précédent [19]. Dans le but d’optimiser les stratégies de contrôle
de la maladie au sein et entre les différentes régions, on utilise une configuration à deux
patchs.

Cette thèse est organisée en cinq chapitres.
Dans le premier chapitre, on commence tout d’abord par des généralités sur la COVID-

19. On y propose une définition spécifique du COVID-19 et on décrit son épidémie, ses
symptômes, son mode de transmission ainsi que les mesures de prévention disponibles.
On aborde également la question de l’existence ou non d’un traitement.

Dans le deuxième chapitre, on examine plusieurs modèles mathématiques existants
dans la littérature sur la COVID-19 depuis le début de la pandémie, en mettant particuliè-
rement l’accent sur ceux en compartiments qui abordent la propagation de la COVID-19.
En outre, on explorera les modèles liés à la vaccination ainsi que les modèles en métapo-
pulation.

Dans le troisième chapitre, on présente notre première contribution, un modèle ma-
thématique SEIR amélioré pour prédire la dynamique de transmission du COVID-19 avec
vaccination. On décrit les variables, les paramètres et les équations clés qui régissent la
propagation de la maladie, en tenant compte de l’influence de la vaccination. De plus, on
effectue une analyse mathématique du système dynamique. On étudie les points d’équi-
libre et leurs propriétés de stabilité, mettant ainsi en lumière le comportement à long
terme de la dynamique de la maladie.

Dans le quatrième chapitre, on perfectionne le modèle de notre contribution du cha-
pitre 3 en introduisant le modèle en métapopulation. Pour être plus concret, on étudie
mathématiquement un modèle SEIR-V à deux patchs. Ensuite, on évalue le nombre de
reproduction vaccinale Rv et on identifie les points d’équilibre en abordant leur analyse
de stabilité.
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Introduction

Enfin, dans le cinquième chapitre, on procède à des investigations numériques pour
valider et approfondir les résultats analytiques obtenus à partir de l’analyse de stabilité et
de sensibilité pour nos deux modèles.
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Chapitre 1

Motivations et problématique

Au début des années 1930, une nouvelle maladie respiratoire a été identifiée dans un
élevage de poulets situé dans le Dakota du Nord, aux États-Unis d’Amérique (USA). Cette
maladie a été désignée sous le nom de bronchite infectieuse aviaire. Deux ans plus tard,
des scientifiques ont démontré que l’agent responsable de cette affection était un virus
filtrable à l’ultra-centrifugation, connu sous le nom de virus de la bronchite infectieuse
[21].

Au cours des quatre décennies suivantes, des virus similaires au virus de la bronchite
infectieuse ont été identifiés dans diverses espèces animales (virus de l’hépatite murine,
coronavirus du rat, virus de la sialodacryoadénite, virus de la gastroentérite transmissible,
virus de l’encéphalomyélite hémagglutinante) et chez l’homme (B814, coronavirus hu-
main 229E). Les scientifiques ont alors choisi de regrouper ces nouveaux agents sous le
terme de coronavirus en raison de leur apparence en couronne (corona en latin) observée
au microscope [61, 83]

Il a été révélé que sur une période de sept ans (1960-1961, 1964-1965 et 1966-1967),
les coronavirus étaient responsables de 3% du total de 1328 cas de maladies respiratoires.
Cependant, la menace potentielle de ces virus provoquant des épidémies mortelles n’a
émergé que au cours des deux dernières décennies [49]. En 2002, le monde a été témoin
de la première maladie mortelle induite par un coronavirus, connue sous le nom de syn-
drome respiratoire aigu sévère (SARS-CoV). Une décennie plus tard, en 2012, une autre
épidémie infectieuse due à un coronavirus a été signalée en Arabie Saoudite, appelée syn-
drome respiratoire du Moyen-Orient (MERS-CoV) [12]. En décembre 2019, la COVID-19 a
marqué la troisième grande épidémie de coronavirus, se révélant la plus meurtrière parmi
toutes les épidémies précédentes.

1 SARS-CoV-2 : Émergence, Structure et Impact Mondial

En décembre 2019, la ville de Wuhan, en Chine, a été le berceau d’une épidémie éclair
impliquant une nouvelle pneumonie à coronavirus, marquant ainsi le début d’une pro-
pagation rapide et suscitant une préoccupation mondiale. L’Organisation mondiale de la
santé (OMS) a officialisé le nom de cette maladie infectieuse le 11 février 2020, la dési-
gnant sous le nom du COVID-19 [38]. Cette pathologie a été attribuée au virus SARS-CoV-
2, selon les constatations scientifiques [40].

La COVID-19 est répertorié en tant que maladie zoonotique, indiquant qu’elle peut
être transmise des animaux aux êtres humains [73]. L’impact mondial de cette maladie a
été significatif, provoquant des changements substantiels dans la vie quotidienne et les
politiques de santé publique à l’échelle planétaire.
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Concernant la structure du coronavirus responsable, les virions adoptent une forme
sphérique, avec un diamètre d’environ 125 nm [13, 69, 37, 105, 98]. L’élément le plus dis-
tinctif des coronavirus réside dans leurs protubérances en forme de massue émergeant
de la surface du virion. Ces protubérances, appelées protéines de pointe (S), confèrent au
virion une apparence couronnée, d’où le nom "coronavirus". La nucléocapside, présente
à l’intérieur de l’enveloppe du virion, se caractérise par une symétrie hélicoïdale.

Outre la structure, les coronavirus se distinguent par la présence de quatre protéines
structurelles principales. Les protéines de pointe (S) sont impliquées dans la liaison aux
cellules hôtes, tandis que les protéines de membrane (M), d’enveloppe (E) et de nucléo-
capside (N) contribuent à la structure globale du virus et à son processus de réplication.
Cette complexité structurale est une caractéristique clé des coronavirus, influençant leur
comportement infectieux et leur capacité à évoluer.

 

FIGURE 1.1 – Modèle structural du coronavirion basé sur nos interprétations de tomogrammes.
L’intérieur présente des segments d’ARN nucléoprotéique et des hélices, avec des protéines M
formant une couche additionnelle sur la membrane lipidique. Source Image [13]

2 Classification des coronavirus

Cette famille de virus est classée dans le règne Riboviria, le royaume Orthornavirae, le
phylum Pisuviricota, la classe Pisoniviricetes, l’ordre Nidovirales, et le sous-ordre Corni-
dovirineae. Actuellement, la famille des Coronaviridae est divisée en deux sous-familles
distinctes, à savoir Coronavirinae et Torovirinae. Le tableau 1.1 montre que les Coronavi-
rinae se répartissent en quatre genres bien définis : Alphacoronavirus, Betacoronavirus,
Gammacoronavirus, et Deltacoronavirus [28, 97].

Cette famille des Coronaviridae présente une organisation complexe, avec deux sous-
familles, cinq genres, 26 sous-genres, et environ quarante espèces répertoriées [91]. Cette
diversité taxonomique souligne la complexité et la variabilité des virus au sein de cette
famille, ce qui a des implications importantes pour la compréhension de leur écologie,
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de leur évolution et de leurs interactions avec les hôtes. La classification détaillée per-
met une meilleure contextualisation de la diversité des coronavirus et constitue une base
essentielle pour les recherches approfondies sur ces agents pathogènes.

 

TABLEAU 1.1 – Schéma de classification des coronavirus, selon le Comité International de Taxono-
mie des Virus. Source image [39].

3 Transmission zoonotique et interhumaine du coronavi-
rus

En tant que virus zoonotique, le coronavirus possède la capacité de se transmettre
de l’animal à l’homme et également entre humains par le biais d’aérosols en suspension
dans l’air [87]. Divers animaux et oiseaux ont été identifiés jusqu’à présent comme réser-
voirs de ce virus, parmi lesquels on compte les chameaux, les porcs, les dindes, les souris,
les chiens, les chauves-souris, les chats, et d’autres espèces.

Les alphacoronavirus (Coronavirus humain 229E, Coronavirus humain NL63) et les
bêtacoronavirus (Humain coronavirus OC43 (HCoV-OC43), Coronavirus humain HKU1
(HKU1)) sont des agents pathogènes humains bien établis. Ils sont responsables d’épi-
sodes de rhume chez l’homme à l’échelle mondiale [6, 29]. La figure 1.2 montre que les
virus initiaux à l’origine de la propagation de l’infection COVID-19, de la transmission
des animaux aux humains, proviennent des chiroptères (HCoV-229E, HCoV-NL63) ou des
rongeurs (HCoV OC43, HCoV-HKU1), les hôtes intermédiaires présumés étant des bovi-
dés pour HCoV-OC43 et des camélidés pour HCoV-229E [29, 101].
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FIGURE 1.2 – Diagramme synthétique des groupes d’animaux illustrant les hôtes naturels et les
hôtes intermédiaires potentiels des six coronavirus présents chez l’homme. Source image [29].

4 Modèle schématique du cycle de vie du SARS-CoV-2

La pathogenèse et le cycle de vie du SARS-CoV-2 impliquent un processus complexe
de transferts et de régénérations génomiques d’ARN, favorisant la multiplication du virus.
Ce processus se déroule à la fois à l’extérieur et à l’intérieur des cellules de l’hôte. La Figure
1.3 illustre ces étapes, et voici une explication simplifiée des différentes phases [24] :

1. Activation de la protéine S (Surface) par clivage effectué par une protéine spécifique
de la cellule hôte en deux sous-unités, S1 et S2.

2. Fixation de la sous-unité S1 sur le récepteur ACE2 de la cellule hôte via une région
appelée RBD (domaine de liaison au récepteur). La sous-unité S2 facilite ensuite la
fusion entre la membrane de la cellule hôte et l’enveloppe virale.

3. Entrée du virus dans la cellule hôte par endocytose.

4. Fusion de l’enveloppe virale avec la membrane de la vésicule d’endocytose, entraî-
nant la libération de l’ARN génomique du virus.
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5. Traduction des gènes ORF1a et 1b en une grande protéine polyfonctionnelle appe-
lée pp1ab.

6. Clivage de la pp1ab en 16 protéines non structurales (NSP16) par une protéase vi-
rale, formant ainsi un complexe appelé réplicase/transcriptase.

7. Réplication de l’ARN génomique viral de polarité positive en utilisant une enzyme
appelée ARN polymérase dépendante de l’ARN, impliquant un passage par un in-
termédiaire d’ARN de réplication de polarité négative.

8. Production d’ARN messager sous-génomique à partir de l’intermédiaire d’ARN de
réplication.

9. Traduction des ARN messagers sous-génomiques en protéines structurelles.

10. Maturation et assemblage de nouveaux virions à partir des génomes et des pro-
téines nouvellement formées dans le réticulum endoplasmique et l’appareil de Golgi.
Les nouveaux virions quittent ensuite la cellule hôte par exocytose.

 

FIGURE 1.3 – Cycle de vie du SARS-CoV-2 : Le parcours du nouveau coronavirus (SARS-CoV-2)
commence avec la liaison de sa protéine de pointe à un récepteur ACE2 sur une membrane cel-
lulaire (1), suivi de la pénétration à travers la paroi cellulaire où il réplique l’ARN génomique (2 à
4). Ensuite, le virus génère des "ARN sous-génomiques" (5 à 6), synthétise diverses protéines de
pointe par traduction (7), et le nouvel ARN génomique devient le génome d’une nouvelle parti-
cule virale (8). Cette particule se combine avec l’ARN génomique à brin, fusionne dans l’appareil
de réticulum endoplasmique-Golgi pour former une particule virale complète à l’intérieur d’une
vésicule (9), et les nouvelles particules virales sont libérées (exocytose) dans la région extracellu-
laire (10). Source image [80].
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5 Modes de transmission du SARS-CoV-2

Selon les recherches scientifiques (voir figure 1.4), la maladie COVID-19 se propage
principalement lorsqu’il y a un contact étroit avec des individus infectés, qu’ils présentent
ou non des symptômes.

 

FIGURE 1.4 – Representation schématique des différents modes de transmission du SARS-CoV-2.
Source image [90].

5.1 Transmission interpersonnelle directe

La transmission directe du virus se produit par les moyens suivants :

— Par des gouttelettes respiratoires : Lorsqu’une personne infectée tousse, éternue
ou parle, elle expulse des gouttelettes respiratoires dans l’air. Ces gouttelettes peuvent
contenir des particules virales du virus. Si une personne en bonne santé inhale ces
gouttelettes, notamment par les voies buccales ou nasales, elle peut contracter l’in-
fection [72].

— Par des aérosols émis par une personne infectée : Des études expérimentales sug-
gèrent que le SARS-CoV-2 peut également être transmis par des aérosols, des parti-
cules plus petites qui peuvent rester en suspension dans l’air pendant une période
prolongée. Les éternuements et la toux créent un gaz turbulent qui peut transpor-
ter ces particules virales sur une distance plus importante (7 à 8 mètres). Dans des
conditions de température et d’humidité spécifiques, ces aérosols peuvent rester en
suspension dans l’air, augmentant ainsi le risque de transmission à distance [36, 17].

16



CHAPITRE 1. MOTIVATIONS ET PROBLÉMATIQUE

— Par contact direct : Une personne peut contracter le virus en touchant une surface
contaminée, telle qu’une poignée de main, où le virus est présent. Si elle touche
ensuite son visage, en particulier la bouche, le nez ou les yeux, sans se laver les
mains au préalable, le virus peut être introduit dans son système, provoquant une
infection [17].

5.2 Transmission interpersonnelle indirecte

Les gouttelettes émises par des individus infectés peuvent persister dans des lieux pu-
blics et sur des surfaces environnementales. Lorsqu’une personne entre en contact avec
ces surfaces contaminées et touche ensuite son visage, notamment la bouche, le nez ou
les yeux, le virus peut être introduit dans son organisme. Ce processus, connu sous le
nom de contact indirect, représente un moyen supplémentaire de transmission du virus.
Il souligne l’importance de maintenir des pratiques d’hygiène rigoureuses et de limiter le
contact avec des surfaces potentiellement contaminées pour réduire le risque d’infection
[15].

5.3 Transmission par d’autres voies

Les virus responsables de la COVID-19 ont été détectés dans l’urine et le sérum san-
guin, selon des études [102]. Cette présence souligne la possibilité de transmission du
virus par le biais d’échantillons biologiques. Les précautions appropriées sont donc es-
sentielles lors de la manipulation de tels échantillons pour minimiser le risque de propa-
gation du virus. Cette information met en évidence l’importance des mesures de sécurité
dans le traitement des échantillons biologiques pour éviter la transmission potentielle de
la COVID-19.

6 Symptômes de la COVID-19

L’infection par le coronavirus se manifeste par une gamme variée de symptômes, clas-
sifiant les patients en types légers, sévères et critiques, selon leur gravité [44]. La période
d’incubation moyenne est d’environ 5 jours, mais peut varier de 1 à 14 jours [54]. Environ
95 % des patients présentent des symptômes dans les 12,5 jours suivant le contact initial,
tandis que 80-85 % des personnes infectées ne manifestent que des symptômes légers,
voire aucun, surtout chez les 30-79 ans (87 % des cas).

Les symptômes fréquents comprennent mal de gorge, écoulement nasal, éternue-
ment, toux, essoufflement, fièvre, frissons, fatigue, douleurs musculaires, perte de l’odo-
rat ou du goût, mal de tête, douleurs abdominales, diarrhée, vomissements, et malaises
intenses.

Cependant, des symptômes plus graves peuvent également se manifester, notamment
une difficulté à respirer, une pression ou douleur persistante à la poitrine, une confusion
soudaine, des difficultés à rester éveillé ou à se réveiller, ainsi qu’une coloration pâle, grise
ou bleue de la peau, des lèvres ou des lits d’ongles [88]. La reconnaissance de la maladie
peut être difficile en raison de symptômes non spécifiques, soulignant l’importance de la
vigilance face à tout signe inhabituel.
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7 Méthodes de protection contre la COVID-19

La mise en œuvre de méthodes de protection contre la COVID-19 est essentielle pour
prévenir la transmission du virus. Tout d’abord, la limitation des contacts et la pratique de
la distanciation physique contribuent à réduire les risques d’exposition. L’hygiène respi-
ratoire, incluant le port du masque et la toux ou l’éternuement dans le coude, est cruciale
pour empêcher la propagation des gouttelettes respiratoires. Parallèlement, une hygiène
des mains rigoureuse, avec un lavage fréquent à l’eau et au savon ou l’utilisation de solu-
tions hydroalcooliques, est fondamentale pour éliminer les potentielles sources de conta-
mination [43, 65].

Une ventilation adéquate dans les espaces fermés contribue à minimiser la concentra-
tion de particules virales dans l’air. Le port du masque, en particulier dans les situations
où la distanciation n’est pas possible, constitue une barrière physique supplémentaire.
Le nettoyage et la désinfection réguliers des surfaces dans l’environnement, en particu-
lier celles fréquemment touchées, sont également recommandés.

Enfin, l’application de pratiques de base et de précautions supplémentaires adaptées
à différents milieux, telles que le milieu hospitalier ou les espaces publics, renforce la pro-
tection globale contre la transmission du virus. La vigilance collective dans l’adoption de
ces mesures constitue un pilier fondamental de la lutte contre la propagation du COVID-
19.

8 Thérapies contre virus du COVID-19

8.1 Médicaments antiviraux

Les approches thérapeutiques contre le virus comprennent l’utilisation de médica-
ments antiviraux, ainsi que le développement et la mise en œuvre de vaccins.

Des antiviraux à large spectre et d’autres médicaments montrent une certaine effica-
cité dans le traitement des infections par le SARS-CoV-2. Parmi les quinze médicaments
testés figurent la chloroquine, l’hydroxychloroquine, le lopinavir, le ritonavir, le nafamo-
stat, le camostat, la famotidine, le nitazoxanide, l’ivermectine, les corticostéroïdes, le to-
cilizumab, le sarilumab, le bevacizumab et la fluvoxamine [78]. Certains, tels que la chlo-
roquine, ont également démontré leur activité contre les virus MERS et SARS dans des
essais sur des animaux [55, 1]. Le ribavirine, un médicament antiviral, inhibe la synthèse
de la ribonucléoprotéine, entravant ainsi la réplication virale [70].

D’autres agents antiviraux, dont le lopinavir et le ritonavir, sont également testés pour
traiter les patients atteints du COVID-19, car ils sont connus pour avoir des effets posi-
tifs sur la COVID-19 [98]. Certaines études suggèrent que la chloroquine et ses dérivés
peuvent inhiber la réplication du virus in vitro [14].

8.2 Vaccin (Immunisation)

La vaccination joue un rôle crucial dans la gestion de la crise sanitaire liée au COVID-
19. Les vaccins confèrent une immunité active en stimulant la production d’anticorps di-
rigés contre le SARS-CoV-2. Actuellement, 184 vaccins candidats sont en développement
préclinique, et 104 sont en phase clinique [92]. Parmi les 18 vaccins approuvés et utilisés
dans le monde [92, 93], on trouve des vaccins à ADN, à ARNm, à vecteur viral non répli-
catif, inactivés, vivants atténués, sous-unitaires, et basés sur l’immunité formée [43]. Ces

18



CHAPITRE 1. MOTIVATIONS ET PROBLÉMATIQUE

approches diverses visent à fournir une protection efficace contre la COVID-19, marquant
une avancée significative dans la lutte contre la pandémie.

9 Diagnostics de la COVID-19

L’apparition et la propagation de la COVID-19 dans le monde a mis en exergue un be-
soin urgent de développer des tests diagnostiques fiables, exacts et les plus rapides pos-
sibles (Voir figure 1.5).

Les diagnostics de la COVID-19 reposent sur deux types principaux de tests, chacun
visant à détecter l’infection de manière différente [79].

9.1 Tests directs (tests viraux)

Ils sont conçus pour détecter le virus et donc refléter l’infection actuelle. De plus, il
existe deux type :

Tests moléculaires par RT-PCR :
La RT-PCR (Réaction de Polymérisation en Chaîne avec Transcription inverse) est la

méthode la plus couramment utilisée. Elle offre une sensibilité de 95% à 97% [66]. Ce test
commence par le prélèvement d’un échantillon du nez ou de la gorge, où le virus est géné-
ralement présent. Le processus se conclut par une réaction en chaîne de polymérisation
avec transcription inverse dans les prélèvements respiratoires [77].

Test antigénique :
Ce test immunologique détecte les protéines du virus SARS-CoV-2. Réalisé sur un pré-

lèvement naso-pharyngé, il offre un résultat en moins de 30 minutes avec un coût infé-
rieur à la RT-PCR. Sa spécificité est élevée, mais la sensibilité peut varier en fonction de la
charge virale.

9.2 Tests indirects (tests d’anticorps)

Les tests d’anticorps ne détectent pas le virus lui-même mais vérifient plutôt une sé-
roconversion suite à une infection antérieure [30].

Test sérologique :
Ce test rapide permet la détection qualitative des IgG et/ou des IgM dans le sérum,

le sang total [79], ou le plasma humains en 10 à 15 minutes. Il repose sur le principe de
l’immuno-chromatographie à flux latéral.

Il existe deux types de tests sérologiques :

— Test automatisable ELISA :

Utilisant la technique d’immunoabsorption par enzyme liée, ce test quantitatif pré-
sente une excellente spécificité. Il nécessite un prélèvement sanguin et est réalisé sous
prescription médicale dans des laboratoires d’analyses médicales, fournissant des résul-
tats en quelques heures [79].

— Tests rapides :

Ces tests immuno-chromatographiques, similaires aux tests de la glycémie, détectent
qualitativement les anticorps anti SARS-CoV-2. Ils peuvent être réalisés au-delà du 14e
jour suivant l’apparition des signes cliniques.

L’utilisation combinée de ces tests offre des options variées pour diagnostiquer la
COVID-19, permettant une approche plus complète dans la gestion de la pandémie.
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FIGURE 1.5 – Schéma des méthodes de diagnostic pour la détection du SARS-CoV-2 à partir
d’échantillons respiratoires et du sang. Source image [79].

10 Un outil précieux dans la lutte contre la COVID-19

La pandémie du COVID-19 a provoqué une crise sanitaire majeure et mis en quaran-
taine la moitié de la population planétaire et sa propagation a montré une grande dispa-
rité entre les pays et les régions, la maladie à coronavirus (COVID-19) est le plus grand
défi de santé publique, cela cet maladie causent de graves problèmes de développement
économique et social qui entraîne un déséquilibre dans la survie des humains. L’épidé-
mie actuelle de coronavirus remet l’épidémiologie et la modélisation mathématique des
maladies infectieuses au premier plan, c’est pour cette raison que les scientifiques et les
chercheurs s’intéressent à la modélisation mathématique du Covid-19 car elle jouent un
rôle important de premier plan pour étudier l’épidémiologie et explorer la dynamique de
la transmission des maladies et des scénarios de plus fournir des techniques utiles pour
le contrôle de la pandémie et aider les responsables à prendre des décisions concernant
les politiques de santé publique. La modélisation mathématique utilisent pour estimer le
nombre de cas de maladie qui pourraient survenir dans les semaines ou les mois à venir.
Ils aident les chercheurs à simuler des possibilités réelles dans un environnement virtuel.
Bien que les modèles ne puissent pas prédire ce qui se passera, ils peuvent nous aider
à comprendre ce qui pourrait se passer dans certains scénarios. Cela peut nous aider à
planifier et à agir pour obtenir le meilleur résultat possible.

20



Chapitre 2

Revue de littérature des modèles
mathématiques de l’é pidémie du
COVID-19 avec/sans vaccination

La modélisation mathématique du COVID-19 a attiré l’attention de nombreux mathé-
maticiens, en utilisant les modèles en compartiments pour étudier divers aspects de la
maladie.

Afin de faciliter la lecture des modèles, des données clés communes seront définies
comme suit :

N(t ) : Le nombre de population totale au temps t .

S (t ) : Le nombre des individus susceptibles au temps t .

E (t ) :Le nombre des individus exposées au temps t (Infectés non-infecteux ou période
latente).

I (t ) :Le nombre des individus infectés au temps t .

R(t ) : Le nombre des individus guéris au temps t .

D(t ) : Le nombre des individus decédes au temps t .

Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur la modélisation mathématiques du COVID-19,
dans la suite de ce chapitre, on site quelques uns.

On distingue trois genre de modèle :

1 Modèles sans vaccination

1.1 Modéle de Ndaïrou et al. en 2020 [68]

Les auteurs ont proposé un modèle mathématique compartimental pour la propaga-
tion de la maladie COVID-19 avec un accent particulier sur la transmissibilité des indivi-
dus super-propagateurs. Ils calculent le seuil du nombre de reproduction de base, ils étu-
dient la stabilité locale de l’équilibre sans maladie en termes du nombre de reproduction
de base, et ils étudient la sensibilité du modèle par rapport à la variation de chacun de ses
paramètres. Les simulations numériques montrent la pertinence du modèle COVID-19
proposé pour l’épidémie qui s’est produite à Wuhan, en Chine Voir le figure 2.1.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires,
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FIGURE 2.1 – Diagramme du modèle[68].



dS
d t = −β I

N S − lβH
N S −β′ P

N S
dE
d t = −β I

N S − lβH
N S −β′ p

N S −κE
dI
d t = κρ1E− (

γa +γi
)

I−δi I
dP
d t = κρ2E− (

γa +γi
)

I−δp I
d A
d t = κ

(
1−ρ1 −ρ2

)
E

dH
d t = γa (I+P)−γr H−δhH
dR
d t = γi (I+P)+γr H
dF
d t = δi I+δp P+δhH

Avec,

P : représente la catégorie des super-épandeurs (infectés à mobilité élevée).

A : Représente la classe des infectés asymptomatiques.

H :Représente la classe des hospitalisés.

F :Représente la mortalité.

β :Coefficient de transmission des individus infectés.

I :Transmissibilité relative des patients hospitalisés.

β′ :Coefficient de transmission dû aux super-épandeurs.

κ :Taux auquel les personnes exposées deviennent contagieuses.

ρ1 :Taux auquel les personnes exposées sont infectées.

ρ2 :Taux auquel les personnes exposées deviennent des super-propagateurs.

γa :Taux d’hospitalisation.

γi :Taux de récupération sans hospitalisation.

γr :Taux de guérison des patients hospitalisés.

δi :Taux de mortalité induit par la maladie en raison de la classe infectée.

δp :Taux de mortalité induit par la maladie due aux super-propagateurs.

δh :Taux de mortalité induit par la maladie en raison de la classe hospitalisée.
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1.2 Modéle de Unlu et al. en 2020 [84]

Le contenu est un article scientifique qui propose un modèle SEIR-HCD pour l’épidé-
mie du COVID-19 en France. Contrairement à d’autres modèles similaires, il utilise uni-
quement le nombre de décès confirmés comme métrique d’optimisation. Les auteurs es-
timent que si les mesures de santé publique sont maintenues, le nombre total de décès
devrait être inférieur à 50 000 d’ici fin août 2020. Cependant, si le nombre de reproduction
augmente de 5% ou 10% par semaine pendant trois semaines consécutives, le nombre
total de décès pourrait atteindre 70 000 à 80 000, et la situation épidémique pourrait se
poursuivre jusqu’en novembre 2020 ( voir la figure 2.2).

Les personnes infectées peuvent être hospitalisées après une certaine période. Une
certaine proportion d’agents infectés passe à l’état de cas critique, nécessitant des soins
intensifs ; pendant que le reste récupère. Parmi les cas critiques, une proportion d’indivi-
dus finit par mourir.

 

FIGURE 2.2 – Diagramme du modèle [84].

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

∂S(t )
d t = − R0

Tinf
I (t )S (t )

∂E(t )
d t = R(t )

Tinf
I (t )S (t )−T−1

i nc E (t )
∂I(t )

d t = E(t )
Ti nc

− I(t )
Tinf

∂H(t )
d t =

(
1−pa

) I(t )
Tinf

+ (
1−p f

) C(t )
Tcr t

− H(t )
Thsp

∂C(t )
d t = pc H(t )

Thsp
− C(t )

Tcr t

∂R(t )
d t = pa

I(t )
Tinf

+ (
1−pc

) H(t )
Thsp

∂D(t )
d t =

p f

Tcr t
C (t )

Avec ;
H :Les individus Hospitalisé.
C :Les individus Critique.
D :Les individus Mort.
Ti nc :Est la période d’incubation du coronavirus.
Tinf :Est la période de contagiosité d’un agent infecté.
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Thsp :Est le temps nécessaire à un agent infecté pour se présenter dans un établisse-
ment de santé.

Tcr t :Est le temps qu’il faut à une personne hospitalisée pour devenir un cas critique
depuis

son premier enregistrement.
pa :La proportion d’individus infectés asymptomatiques.
pc :Les agents hospitalisés passés en cas critique.
p f :Les cas critiques entraînant la mort.

1.3 Modéle de Islamet et al. en 2020 [46]

Le contenu est une étude mathématique sur la propagation du COVID-19. Les cher-
cheurs ont utilisé un modèle mathématique à cinq compartiments pour étudier la situa-
tion du coronavirus dans le monde et au Bangladesh. Ils ont analysé la stabilité des points
d’équilibre du modèle et calculé le nombre de reproduction de base pour comprendre la
gravité de la situation. Les résultats numériques montrent les scénarios dramatiques pour
contrôler la propagation du virus. Les chercheurs ont également effectué une analyse de
sensibilité pour comprendre l’importance relative des paramètres dans le processus de
transmission du virus. Les résultats montrent que la diminution du taux de transmission
du virus, l’augmentation du taux d’isolement et le taux de récupération des personnes
non isolées sont des facteurs importants pour contrôler la propagation du virus. Les cher-
cheurs ont conclu que la propagation du virus sera sous contrôle, ce qui garantira la sta-
bilité sociale et économique.

 

FIGURE 2.3 – Diagramme du modèle[46].



dS
d t =Π−αsi −δ1S
dE
d t = αsi −βe
di
d t = βe − (γ+µ+δ1 +δ2)i
dIs
d t = γi − (ϕ+δ1 +δ2)i s
dR
d t =ϕi s +µi −δ1r.

(2.1)

Avec
N :Est la population totale de la région.
Π :Est le taux de recrutement de la population susceptible.
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α :Est le taux d’exposition de la population susceptible.
δ1 :Désigne le taux de mortalité naturelle de la population.
β :Est le taux de transmission de la population exposée à la population infectée.
γ :Représente la vitesse à laquelle la population infectée qui présente clairement les
symptômes de la maladie est isolée.
µ :Est la vitesse à laquelle les personnes infectées qui ne sont pas isolées se réta-

blissent.
δ2 :Désigne le taux de mortalité dû au virus.
ϕ :Est la vitesse à laquelle la population isolée se rétablit.

1.4 Modéle de Annas et al. en 2020 [7]

Le contenu est un article de recherche qui présente une modélisation de la propaga-
tion du COVID-19 en Indonésie. Les chercheurs ont utilisé le modèle SEIR pour prédire le
nombre de cas du COVID-19 en Indonésie et ont constaté que les vaccins peuvent accélé-
rer la guérison du COVID-19 et que l’isolement peut ralentir la propagation du virus. voir
le figure 2.4.

 

FIGURE 2.4 – Diagramme du modèle[7].

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

dS
d t =µ− (αI+µ+ν)S
dE
d t = αIS − (β+µ)E
di
d t = βE− (µi +δ+µ)I
dR
d t = δI+νS −µR.

(2.2)

Avec
µ :Le taux de natalité/décès de la population.
α :Probablement passer de S à E.
β :Probablement passer de Eà I.
µi :Le taux de mortalité de la population par la COVID-19.
δ :Probablement passer de I à R.
ν :Vaccin de la population suspecte.
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1.5 Modéle de Memon et al. en 2021 [62]

Le contenu est un article scientifique qui présente un modèle mathématique déter-
ministe pour analyser l’effet de la quarantaine et de l’isolement dans la lutte contre la
propagation de la maladie à coronavirus au Pakistan. Le modèle est basé sur six compar-
timents et est validé à l’aide de données en temps réel de cas confirmés du COVID-19
pour le mois de mai 2020, voir figure 2.5.

 

FIGURE 2.5 – Diagramme du modèle[62].

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

dS
d t =Π+γ2(1−θ)Q+ζR− (αI+µ)S
dE
d t = αIS − (β1 +β2 +µ)E
dQ
d t = β2E− (γ2 +µ)Q
dI
d t == β1E− (γ1 +δ1 +µ)I
dJ
d t = γ1I+γ2θQ− (δ2 +µ)J
dR
d t = δ1I+δ2J− (ζ+µ)R,

où
Q :Les individus quarantaine.
J :Les individus isolé.
Π :Le taux de recrutement.
µ :Le taux de mortalité naturelle.
α :Le taux de contact.
β1 :Le taux d’exposition à l’infection.
β2 :Le taux de quarantaine.
γ1 :Le taux d’isolement.
γ2 :Le taux de développement de symptômes cliniques pendant la quarantaine.
δ1 :Le taux de récupération chez les individus symptomatiques.
δ2 :Le taux de récupération chez les individus isolés.
ξ :Le taux de susceptible après guérison.
θ :La fraction de la population mise en quarantaine rendue isolée.
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1.6 Modéle de Yarsky en 2021 [99]

La fonction de fitness est similaire à la différence quadratique moyenne (RMS) entre
le modèle et les données en termes de cas et de décès. Les différences sont toujours au
carré, mais sont pondérées avec ln(t), ce qui augmente lentement l’importance des don-
nées plus récentes. Les chiffres des cas et des décès sont ensuite divisés par le nombre
total de cas et de décès au moment le plus récent (pour les normaliser). Un facteur de
deux est appliqué aux cas pour augmenter le poids relatif des cas par rapport aux dé-
cès. La normalisation tient compte du fait qu’il y a beaucoup plus de cas que de décès,
mais le facteur de deux redonne un poids plus important aux chiffres basés sur les cas.
On remarquera qu’un modèle produisant une très bonne concordance avec les données
produira une faible valeur pour la fitness. C’est une note importante dans l’application
spécifique de l’algorithme génétique dans ce cas. L’élément de sélection sélectionnera les
agents ayant un score de fitness faible.

S′ = −βcS (ζE+ I+A)
E′ = βcS (ζE+ I+A)−σE
I′ =σρE−αI−γI
A′ =σ

(
1−ρ)E−γA

R′ =
(
α+γ)

I+γA
T′ = χσρE

(
t −ψ)

C = (1−ε)T.

Avec
A :Les infectés asymptomatiques.
C :La valeur qui donne le nombre cumulé de résultats de tests de diagnostic positifs

pour comparaison avec les données tabulées.
ζ :Efficacité de la transmission pré-symptomatique.
σ :Taux d’infection.
ρ :Probabilité de développer des symptômes.
α :Taux de mortalité.
γ :Taux de récupération.
ψ :Ttemps entre les tests de diagnostic.
ε :Taux de faux négatifs des tests de diagnostic.
β :La probabilité de transmission.
χ :L’éligibilité au test de diagnostic.

1.7 Modèle de Rangasamy et al.en2022[75]

Le contenu est un article scientifique qui présente un nouveau modèle épidémiolo-
gique pour étudier la propagation de maladies infectieuses telles que la COVID-19. Le
modèle SEIR est utilisé pour décrire la transmission entre les populations susceptibles,
exposées, infectées et récupérées. Le document décrit les résultats de l’analyse de stabi-
lité, de la faisabilité et de la sensibilité du modèle, ainsi que les résultats expérimentaux
numériques. Les auteurs ont également remercié les examinateurs pour leurs commen-
taires constructifs. Le financement de la recherche a été partiellement financé par une
subvention FONDECYT du gouvernement chilien. Les auteurs déclarent ne pas avoir de
conflits d’intérêts, voir la figure 2.6.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires,
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FIGURE 2.6 – Diagramme du modèle[75].


S′ (t ) = −aS (t )E (t )− r S(t )+ r R(t )

E′ (t ) = aS (t )E (t )− (b + r )E (t )
I′ (t ) = (2b − c)E (t )− r I (t )

R′ (t ) = (c −b)E (t )−2r R(t ) .

Avec
a :Taux auquel les personnes suscepible sont exposées.
b :Taux auquel les personnes exposées sont infectées.
c :Taux auquel les objets exposés sont récupérés.
r :taux de guérison des personnes infectées.

1.8 Modéle de Aloke et al. en 2023 [4]

Le contenu est une étude mathématique sur la transmission du COVID-19 au Nigeria.
Les auteurs ont utilisé un modèle épidémiologique SEIR pour estimer le taux de trans-
mission, le taux de progression, le taux de guérison, le taux de mortalité et le nombre de
reproduction de base. Le modèle a été utilisé pour étudier la propagation de la maladie
avant l’application des stratégies d’intervention. Les auteurs ont également identifié les
paramètres du modèle et ont dérivé le seuil d’éradication de la maladie, voir figure 2.7.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

d s
d t = α6 −α1si +α5r −α7r

de
d t = α1si − (α2 +α7)e

di
d t = α2e − (α3 +α4 +α7) i

dr
d t = α3i − (α5 +α7)r.

Avec
α1 :Le taux à laquelle les individus contractent la maladie (taux de transmission).
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FIGURE 2.7 – Diagramme du modèle[4].

α2 :Le taux à laquelle les individus exposés présentent des symptômes de la maladie
(taux de progression).

α3 :Le taux à laquelle les personnes infectieuses se rétablissent de la maladie (taux de
guérison).
α4 :Le taux auquel les personnes infectieuses sont mortes de la maladie.
α5 :Taux auquel les personnes guéries redeviennent susceptible (taux d’immunité).
α6 :Le taux de natalité des personnes incluses dans l’ensemble de données.
α7 :Le taux auquel les personnes meurent en raison de facteurs naturels (taux de mor-

talité naturelle).

1.9 Modéle de Xu et al. en 2023 [96]

Le contenu est un article scientifique qui présente un modèle du COVID-19 avec un
taux d’incidence généralisé. Le modèle est établi à l’aide d’un calcul fractionnaire qui peut
mieux décrire les phénomènes non linéaires dans la réalité. Les auteurs ont identifié les
paramètres du modèle en fonction des données statistiques pertinentes et ont proposé un
problème de contrôle optimal fractionnaire correspondant.Des simulations numériques
ont été effectuées pour résoudre le problème de contrôle optimal fractionnaire du modèle
COVID-19. Les auteurs ont également discuté de l’efficacité du modèle pour décrire la
pandémie du COVID-19, voir figure 2.8.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

C0Dα
t S = −βCα f (s, I)+θαR− (

ρα+dα
)

S
C0Dα

t E = βCα f (s, I)− (εα+dα)E
C0Dα

t I = εαE− (
δα+γα+κα1 +dα

)
I

C0Dα
t Q = δαI− (

ηα+κα2 +dα
)

Q
C0Dα

t R = ραS +γαS +ηαQ− (θα+dα)R.

Avec
Q :La taille du groupe qui a été isolé du groupe infecté au moment t .
β :Les probabilités de transmission.
c :Taux de contact, c’est-à-dire le nombre moyen d’individus susceptible contactés par
individu infecté et par jour.
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FIGURE 2.8 – Diagramme du modèle [96].

ρ :Taux d’autoprotection.

θ :Taux de transmission d’une population temporairement éloignée à une population

susceptible en raison d’un déficit immunitaire ou de la suppression des mesures

d’autoprotection.

ε :Taux de progression du groupe exposé au groupe infecté.

δ :Taux d’isolement.

κ1 :Taux de mortalité dans le groupe infecté causé par la COVID-19.

κ2 :Taux de mortalité dans un groupe isolé causé par la COVID-19.

η :Taux de récupération.

γ :Taux d’auto-récupération.

d :Taux de mortalité naturelle.

1.10 Modéle de Balsa et al. en 2023 [22]

Un modèle épidémique SEIR stochastique a été utilisé pour simuler la propagation
de la COVID-19 dans une communauté de 20 000 individus. Les résultats ont montré
qu’une seule personne infectée peut provoquer une importante épidémie, mais des me-
sures préventives telles que la vaccination et la quarantaine peuvent réduire significative-
ment le nombre d’individus infectés. La combinaison de ces mesures peut prévenir une
importante épidémie avec une couverture vaccinale inférieure au seuil critique. L’étude
souligne l’importance de mettre en œuvre à la fois la vaccination et la quarantaine pour
contrôler la propagation de la maladie, voir la figure 2.9.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
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FIGURE 2.9 – Diagramme du modèle [22].

ordinaires, 

d s
d t = −βi (1−ϑ) s −ϑs
de
d t = βi (1−ϑ) s −e
di
d t = e −χi −γ(

1−χ) i −δ(
1−χ) i

d q
d t = χi −δq −ρ (1−δ) q
dr
d t = γ

(
1−χ) i +ϑs +ρ (1−δ) q

dd
d t = δq +δ(

1−χ) i .

Avec
Q :Un nouveau compartiment qui correspond aux individus infectés, placés

en isolement (quarantaine).
β :Est le taux de contacts entre individus susceptible et infectieux.
1
ε :Est la période d’incubation.
1
γ :Est la période infectieuse.
χ :Est la fraction d’individus infectieux isolés (mis en quarantaine).
δ :Est la fraction d’individus contagieux décédés.
1
ρ :Est la période de quarantaine.

2 Modèles avec vaccination

2.1 Modéle de Li et al. en 2020 [56]

Le contenu est une étude qui montre que la vaccination de masse contre la grippe peut
être un moyen efficace de contrôler les épidémies du COVID-19, en particulier dans les ré-
gions où les kits de test sont limités. La vaccination contre la grippe peut aider à identifier
les pathogènes respiratoires émergents et à concevoir des interventions de santé publique
appropriées. Cependant, augmenter le taux de vaccination contre la grippe reste un défi.
Les décideurs politiques devraient adopter des stratégies fondées sur des preuves pour
améliorer la couverture vaccinale contre la grippe, voir la figure 2.10.
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FIGURE 2.10 – Diagramme du modèle [56].

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

S
′
= − (βC(t )+C(t )q(t )(1−β))SI

N − βAC(t )SA
N −m (t )S +λSq +λ f S f

E′ =
βC(t )(1−q(t ))SI

N + βAC(t )SA
N −σE

I
′
=σρE−F1

(
I, Iq ,S f

)−α (t ) I
A′ =σ

(
1−ρ)E−γAA

S′
q =

C(t )q(t )(1−β)SI
N −λSq

S′
f = m (t )S −β f c f S f Iq −λ f S f

E′
q = βC(t )q(t )SI

N +β f c f S f Iq −σq Eq

I′q =σq Eq −F2
(
I, Iq ,S f

)−α (t ) Iq

H′ = F1
(
I, Iq ,S f

)+F2
(
I, Iq ,S f

)−α (t )H−γH (t )H
R′ = γAA+γH (t )H.

Avec
A :Infecté asymptomatique.
Sq :Susceptible en quarantaine.
S f :Susceptible en quarantaine avec symptômes de fièvre.
Eq :Exposé en quarantaine .
Iq :Infecté en quarantaine.
H :Confirmé et hospitalisé .
c (t ) :Taux de contact.
β :Probabilité de transmission de I à S par contact.
q (t ) :Tarif mis en quarantaine.
βA :Probabilité de transmission de A à S par contact.
m (t ) :Taux de quarantaine de population susceptible.
λ :Taux de libération des susceptible mis en quarantaine.
λ f :Taux de libération des sujets susceptible en quarantaine avec fièvre symptômes.
ρ :Ratio d’infection symptomatique.
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σ :Taux de transition des individus exposés vers les infectés.
δI :Taux de diagnostic rapide des personnes infectées.

1
ω(t ) :nombre de kits de détection par jour.
γA :Taux de récupération des individus infectés asymptotiques.
α (t ) :Taux de mortalité due à la maladie avec traitement.
β f :Taux de transmission de Iq à S f .
c f :Taux de contact des cas suspects.
σq :Taux de transition des individus exposés en quarantaine vers la classe infectée en

quarantaine.
δq :Taux de diagnostic rapide des personnes mises en quarantaine.
γH (t ) :Taux de récupération des individus confirmés.

2.2 Modéle de Ghostine et al. en 2021 [41]

Le contenu est un article scientifique qui présente un modèle mathématique étendu
SEIR pour étudier la propagation de la pandémie COVID-19. Le modèle est validé avec
des données réelles de l’Arabie Saoudite et montre une grande capacité à fournir des pré-
visions précises et cohérentes jusqu’à deux semaines. Les auteurs ont également étudié
l’impact de la vaccination sur la propagation de la pandémie et ont constaté une dimi-
nution notable du nombre de cas. Le contenu met en évidence l’importance des modèles
mathématiques pour comprendre et prédire la transmission des maladies et pour mettre
en place des mesures efficaces pour contrôler leur propagation, voir le figure 2.11.

 

FIGURE 2.11 – Diagramme du modèle[41].
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Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

dS(t )
d t =Λ−βS (t ) I (t )−αS (t )−µS (t )

dE(t )
d t = βS (t ) I (t )−γE (t )+σβV (t ) I (t )−µE (t )

dI(t )
d t = γE (t )−δI (t )−µI (t )

dQ(t )
d t = δI (t )− (1−κ)λQ (t )−κρQ (t )−µQ (t )

dR(t )
d t = (1−κ)λQ (t )−µR(t )

dD(t )
d t = κρQ (t )

dV(t )
d t = αS (t )−σβV (t ) I (t )−µV (t ) .

Avec
Q :La classe de quarantaine.
V :Est la classe vaccinée.
Λ :Nouvelles naissances et nouveaux résidents.
β :Taux de transmission.
α :Taux de vaccination.
µ :Taux de mortalité naturelle.
γ−1 :Période d’incubation.
σ :Inefficacité du vaccin.
δ−1 :Temps d’infection.
κ :Taux de létalité.
λ−1 :Le temps de récupération.
ρ−1 :Time until death.

2.3 Modéle de Alimerina et al. en 2021 [3]

Le contenu est un article scientifique qui utilise la modélisation mathématique pour
évaluer l’effet potentiel d’un vaccin contre la COVID-19 sur la transmission de la maladie.
Le modèle divise la population en quatre compartiments : les personnes susceptibles,
les personnes vaccinées, les personnes infectées et les personnes rétablies. Les résultats
montrent qu’un vaccin efficace peut fournir une solution fondamentale à la pandémie
de SARS-CoV-2. Cependant, il est important de comprendre que le développement d’un
vaccin prend du temps, en particulier pour une maladie émergente comme la COVID-19.
Plusieurs vaccins ont été développés et validés, mais ils ne fournissent pas une protection
totale contre la maladie, voir figure 2.12.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires, 

dS(t )
d t =φ+wV (t )−

(
α+ (1−α)β I(t )

N(t ) +µ
)

S (t )
dV(t )

d t = αS (t )− (
w +τ+µ)

V (t )
dI(t )

d t = (1−α)β I(t )
N(t ) S (t )− (

δ+µd +µ)
I (t )

dR(t )
d t = δI (t )+τV (t )−µR(t ) .

Avec
φ :Est le taux de recrutement.
β :Est le taux de transmission de la maladie.
α :Est le taux de vaccination.
ω :Est le taux d’échec de la vaccination.
δ :Est le taux auquel I devient R.
µd :Est le taux de mortalité par maladie.
µ :Est le taux de mortalité naturelle moyen.
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FIGURE 2.12 – Diagramme du modèle[3].

τ :Représente l’efficacité du vaccin.

2.4 Modèle de Esteban and Almodovar-Abreu en 2021 [35]

Le contenu est un article scientifique qui étudie comment la vaccination modifie la
dynamique d’un modèle compartimental SEIRD de coronavirus. Les auteurs ont construit
un modèle compartimental SVEIRD simple mais non trivial pour étudier les effets de la
vaccination sur la propagation du COVID-19. Ils ont dérivé des expressions analytiques
pour les points d’équilibre endémiques et sans maladie, ainsi que pour les Jacobiens cor-
respondants. Ils ont également proposé une méthode alternative pour calculer le nombre
de reproduction. Les résultats montrent que le vaccin optimal pour une région ou un pays
doit être supérieur à l’immunité collective pour arrêter la propagation du COVID-19. Les
auteurs soulignent que les données de haute qualité pour les paramètres du modèle com-
partimental SVEIRD ne sont pas encore disponibles.

Ce modèle est formulé par

dS
d t =Λ−S(γ1 +ω1 +β(Ia + Is))
dV
d t = Sω1 −V(γ1 +θ1β(Ia + Is))
dE
d t = βS(Ia + Is)+Vθ1β(Ia + Is)−ET1
dIs
d t = εk1E+k2ϕIa − IsT2
dIa
d t = ε(1−k)E− IaT3
dR
d t = k3α2Ia +k1α1Is −γ1R
dD
d t = (1−k1)γ2Is +k4γ3Ia .

(2.3)

Avec

T1 = ε+γ1,

T2 = (1−k1)γ2 +k1α1 +γ1,

T3 = k2ϕ+k4γ3 +k3α2 +γ,

k4 = 1−k2 −k3,
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FIGURE 2.13 – Diagramme du modèle [35].

et les paramètres sont donnés par
Λ : Recrutement.
B : Taux du coefficient de transmission du COVID-19.
γ1 :Taux de mortalité naturelle.
γ2 :Taux de mortalité symptomatique du COVID-19.
γ3 :Taux de mortalité asymptomatique du COVID-19.
ω1 :Taux de couverture vaccinale.
θ1 :Échec du vaccin.
E : Taux d’incubation.
K : Proportion d’exposés à la population symptomatique.
k1 :Proportion de personnes symptomatiques par rapport à la population rétablie.
k2 :Proportion de population asymptomatique par rapport à la population sympto-

matique.
k3 :Proportion de personnes asymptomatiques par rapport à la population rétablie.
k4 :Proportion de décès asymptomatiques par population infectés par la COVID-19.
Φ :Proportion de symptômes symptomatiques par rapport aux symptômes.
α1 : Taux de guérison de la population symptomatique.
α2 : Taux de récupération de la population asymptomatique.

2.5 Modéle de Abdul Malik et al. en 2022 [57]

Le contenu est un article scientifique qui présente une méthode de contrôle efficace
pour découvrir les meilleures approches pour prévenir la propagation de maladies conta-
gieuses. Le modèle mathématique présenté dans l’article permet de mieux comprendre
la dynamique future du COVID-19. Les résultats montrent que la combinaison de la qua-
rantaine, de la vaccination et du traitement est souvent nécessaire pour éradiquer la ma-
ladie. Les graphiques 3D et les contours montrent que la sensibilisation à la vaccination
et la réduction du taux de contact peuvent réduire considérablement la valeur de R0, ce
qui entraîne une diminution de l’infection dans la population. Enfin, l’article conclut que
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la prise de conscience de la mise en quarantaine et de la vaccination peut contrôler effi-
cacement l’infection parmi la population.

 

FIGURE 2.14 – Diagramme du modèle[57].

Ce modèle est formulé par, 

dS
d t =Θ−σSI− (

γ+θ)S
dE
d t =σSI− (κ+θ)E
dI
d t =κE− (

φ+$+θ) I
dQ
d t =φI− (ξ+θ)Q
dR
d t =$I+ξQ−θR
dV
d t = γS −θV,

(2.4)

et les paramètres sont donnés par
Θ :Le taux de recrutement ou de natalité.
θ :Le taux de mortalité naturelle.
γ :Le taux de vaccination.
κ :Le taux d’incubation.
φ :Le taux de la quarantaine.
$ :Le taux de récupération.
ξ :Le taux entre Q et R.

2.6 Modèle de Paul and Abdul Kuddus en 2022 [71]

Le contenu est un article scientifique sur la modélisation mathématique de la propa-
gation de la COVID-19 au Bangladesh. Les auteurs ont analysé les effets de la vaccination
à double dose sur la transmission de la maladie et ont constaté que la vaccination est la
stratégie la plus efficace pour contrôler la propagation du virus. Ils ont également effec-
tué une analyse de sensibilité pour déterminer les facteurs les plus importants dans la
transmission de la maladie. Les résultats montrent que la vaccination à double dose a un
impact significatif sur la réduction des cas de maladies légères et critiques. Les auteurs
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recommandent donc un programme de vaccination optimal pour protéger la population
contre la propagation de la COVID-19 au Bangladesh.

 

FIGURE 2.15 – Diagramme du modèle[71].

Ce modèle est formulé par

dS
d t =µN−βS(M+C)−φS −µS +ηV1
dV1
d t =φS −ηV1 −ρV1 −µV1

dV2
d t = ρV1 −ψV2 −µV2

dE
d t = βS(M+C)−δ1E−δ2E−µE
dM
d t = δ1E−χM−κM−µM−γM

dC
d t = δ2E+χM−ω1C−ω2C−αC−µC
dNH

d t =ω1C+γM−θNH−µNH
dH
d t =ω2C−σH−µH
dR
d t = κM+θNH+σH+ψV2 −µR
dV
d t = γS −θV,

(2.5)

et les paramètres sont donnés par,
V1 :La première dose vaccinée chez les individus.
V2 :Personnes vaccinées avec la deuxième dose.
M :Les individus légers, sont indiqués comme asymptomatiques .
C :Les individus critiques, expriment clairement les symptômes du COVID-19.
NH :Les individus non hospitalisés, ne sont pas en crise sanitaire grave .
H :Les individus hospitalisés, sont ceux qui sont en crise de santé et respiratoire

critique.
µ :Taux de mortalité naturelle.
α :Taux de mortalité par maladie uniquement pour le compartiment critique.
φ :Taux de vaccination de première dose.
η :Taux de progression de V1 à S.
ψ :Taux de récupération grâce à la deuxième dose de vaccin.
ρ :Taux de vaccination en deuxième dose.
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β :Taux de transmission.

δ1 :Taux de progression de E à M.

δ2 :Taux de progression de E à C.

χ :Taux de progressionde M à C.

γ :Taux de progression de M à NH.

ω1 :Taux de progression de C à NH.

ω2 :Taux de progression de C à H.

κ :Taux de progression de M à R.

θ :Taux de récupération de NH à R.

σ :Taux de récupération de H à R.

2.7 Modèle de Alqahtani et al. en 2022 [5]

Le contenu est un article scientifique qui examine les paramètres clés liés à l’infec-
tivité et au taux d’attaque de l’infection de la COVID-19. Les résultats montrent que ces
paramètres sont liés à la transmission de la maladie et que les efforts de contrôle devraient
se concentrer sur eux. L’article examine également la transmission de la COVID-19 de la
mère à l’enfant et suggère des mesures de contrôle pour réduire la transmission. Les vac-
cins sont considérés comme la mesure préventive la plus efficace contre la COVID-19,
mais d’autres mesures telles que les tests, la recherche et l’isolement sont également né-
cessaires. Enfin, l’article souligne l’importance de se concentrer sur des solutions à long
terme pour atteindre l’objectif de santé publique.

 

FIGURE 2.16 – Diagramme du modèle[5].

Ce modèle est formulé par,
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

dS
d t =π (1−θi I−θhH)+kR+φV −λS − (

η+µ)
S

dV
d t = ηS − (1−ε)λV − (

φ+µ)
V

dE
d t = λ[S + ((1−ε))V]− (

σ+µ)
E

dI
d t =πθi I+σE− (

τi +δi +ω+µ)
I

dH
d t =πθhH+ωI− (

τh +δh +µ)
H

dR
d t = τi I+τhH− (

k +µ)
R,

(2.6)

et les paramètres sont donnés par.

V :Humains susceptible vaccinés.

H :Humains hospitalisés.

π :Taux de recrutement.

µ :Taux de mortalité naturelle.

η :Taux de vaccination.

φ :Taux de déclin des vaccins.

ε :Taux de réduction des infections chez les humains vaccinés.

βI :Taux de transmission de I.

βh :Taux de transmission de H.

σ :Taux de progression.

ω :Taux d’hospitalisation.

δi ,δh :Taux de mortalité induit par la COVID-19.

θi ,θh :Fraction des nouveau-nés infectés par la COVID-19.

τi ,τh :Taux de récupération.

k :Taux de perte d’immunité.

2.8 Modéle de Keddar et Belhamiti en 2023 [48]

Le contenu est un article scientifique qui étudie la dynamique de transmission du
COVID-19 en utilisant un modèle mathématique. Les auteurs ont effectué des simula-
tions numériques pour étudier les différents scénarios et ont présenté les résultats sous
forme de graphiques et de tableaux. Ils ont également effectué une analyse de sensibilité
pour étudier comment les changements dans les paramètres du modèle affectent le com-
portement du système. Les résultats ont montré que le taux de transmission est principa-
lement influencé par des mesures non pharmaceutiques telles que la distanciation phy-
sique, l’utilisation de masques, la quarantaine et l’isolement des personnes infectées ou
exposées, ainsi que des limitations sur les rassemblements non essentiels et les voyages.
Les taux de récupération ont également un impact sur la réduction des infections, mais
leur impact est moins prononcé que celui du taux de transmission. Les auteurs ont souli-
gné l’importance de stratégies de santé publique adaptées pour contrôler la transmission
du COVID-19 et ont suggéré qu’une approche multifacette est essentielle pour gérer effi-
cacement la pandémie. Voir le diagramme dans la figure 2.17.

Ce diagramme se traduit en un système non linéaire d’équations différentielles
ordinaires,
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FIGURE 2.17 – Diagramme du modèle[48].



S (t +1) = S (t )+µ−η1S (t )+η2V (t )+θR(t )−µS (t )−αS (t ) (Ia (t )+ Is1 (t )+ Is2 (t ))
E (t +1) = E (t )+αS (t ) (Ia (t )+ Is1 (t )+ Is2 (t ))− (

β1 +β2 +β3 +η3 +µ
)

E (t )
V (t +1) = V (t )+η1S (t )+η3E (t )+η4Ia (t )− (

η2 +γ0 +µ
)

V (t )
Ia (t +1) = Ia (t )+β1E (t )− (

η4 +γ1 +µ
)

Ia (t )
Is1 (t +1) = Is1 (t )+β2E (t )− (

λ1 +ϕ+µ)
Is1 (t )

Is2 (t +1) = Is2 (t )+λ1Is1 (t )− (
γ2 +µ

)
Is2 (t )

Ih1 (t +1) = Ih1 (t )+β3E (t )− (
λ2 +µ

)
Ih1 (t )

Ih2 (t +1) = Ih2 (t )+λ2Ih1 (t )+ϕIs1 (t )− (
λ3 +γ3 +δ1 +µ

)
Ih2 (t )

Ih3 (t +1) = Ih3 (t )+λ3Ih2 (t )− (
γ4 +δ2 +µ

)
Ih3 (t )

R(t +1) = R(t )+γ0V (t )+γ1Ia (t )+γ2Is2 (t )+γ3Ih2 (t )+γ4Ih3 (t )− (
θ+µ)

R(t )

Avec
V :Est la classe vaccinée.
Ih1 :Représente les individus hospitalisés dans la semaine suivant l’apparition des
symptômes.
Ih2 :Désigne ceux qui sont hospitalisés environ une semaine après la fin de la première
phase des symptômes.
Ih3 :Concerne les personnes hospitalisées environ une semaine après la fin de la deuxième
phase des symptômes.
µ :Représente la mortalité naturelle.
α :Représente le taux de transmission du COVID-19.
(ηi )i =1,3,4 :Représentent les taux de vaccination pour chaque classe.
(βi )i =1,3 :Représente les taux auxquels les individus exposés sont infectés.
(γi )i =0,4 :Représente les taux de récupération de chaque classe.
(λi )i =1,3 :Représentent les taux de transition d’une classe à l’autre.
(δi )i =1,2 :Signifie les taux de mortalité du COVID-19 par groupe hospitalisé.
θ et η2 :désignent les taux de réinfection au COVID-19.
ϕ :Représente le taux d’hospitalisation en phase symptomatique Is1 .
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2.9 Modèle de Griffin et Mangum en 2024 [42]

Le contenu est un article scientifique qui traite de la modélisation de la pandémie
du COVID-19. Les auteurs ont consulté des modèles de différents pays pour leur étude.
Les grandes études à grande échelle sont importantes pour comprendre les aspects qui
peuvent être appliqués à une zone géographique plus petite. Les modèles ont été utilisés
pour conseiller les autorités gouvernementales sur les meilleures pratiques et les man-
dats pour freiner la propagation de la maladie. Les modèles ont également été utilisés
pour planifier la dispersion des ressources de santé publique, déterminer l’application
de la distanciation physique et souligner l’importance des tests de masse. Cependant, la
modélisation est souvent difficile en raison de données limitées pour les cas positifs du
COVID-19 et des défis uniques posés par l’infection. Les modèles de transmission sont
utilisés pour considérer les impacts des interventions, tandis que les modèles mécanistes
sont souvent utilisés dans la modélisation à grande échelle et intègrent la dynamique de
transmission. Les modèles phénoménologiques ne peuvent pas prendre en compte les
facteurs de transmission de la maladie.



dS
d t = −βSI−α
dV
d t = −β(

1−η)
VI+α

dR
d t = γI
dI
d t =

(
βS +β(

1−η)V −µγ−γ)
I

dD
d t =µγI

Avec,

β :Représente le taux de transmission.

α :Est le taux de vaccination.

η :Représente l’efficacité du vaccin.

γ :Représente le taux de récupération .

µ :Représente le taux de mortalité.

3 Modèles en métapopulations

3.1 Modèle de Bai et Wang en 2021 [10]

Le modèle mathématique donné décrit la dynamique de transmission du COVID-19
dans un système à deux zones. Diverses équations et inégalités sont dérivées pour analy-
ser les conditions dans lesquelles la transmission reste positive. La positivité de certains
termes est discutée, et le modèle global est complexe et nécessite une analyse détaillée.

Grâce à une analyse minutieuse de l’équilibre, ils ont établi les stabilités globales du
sous-système à patch unique et de l’ensemble du système à deux patchs. Nos résultats
montrent que le nombre de reproduction dans chaque cas peut être utilisé pour carac-
tériser le seuil de la maladie : lorsque le nombre de reproduction est inférieur à l’unité,
l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable dans la région concer-
née ; lorsqu’il est supérieur à l’unité, l’équilibre endémique est globalement asymptoti-
quement stable dans la région concernée.

Patche 1
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
dS1
d t =Λ1 −βE1 S1E1 −βI1 S1I1 −βV1 S1V1 −µS1 +α2S2

dE1
d t = βE1 S1E1 +βI1 S1I1 +βV1 S1V1 −

(
α+µ)

E1 +b2E2
dI1
d t = αE1 −

(
ω1 +γ+µ

)
I1

dV1
d t = ζ1E1 −σV1.

Patche 2 
dS2
d t =Λ2 −βE2 S2E2 −βI2 S2I2 −βV2 S2V2 −µS2 +α2S2

dE1
d t = βE2 S2E2 +βI2 S2I2 +βV2 S2V2 −

(
α+µ)

E2 +b2E2
dI1
d t = αE2 −

(
ω1 +γ+µ

)
I22

dV1
d t = ζ1E2 −σV2.

Avec
Λi :Taux d’afflux de population dû aux nouveau-nés dans le patch i .
βEi :Constante de transmission entre S et E dans le patch i .
βIi :Constante de transmission entre S et I dans le patch i
βVi :Constante de transmission entre S et V dans le patchi .
µ :Taux de mortalité naturelle des hôtes humains en Chine.
a2 :Taux d’individus susceptible passant du patch 2 au patch 1.
b2 :Taux de personnes exposées passant du patch 2 au pièce 1.
ζ :Taux d’exposition aux virus contribuant à l’environnement.
γ :Taux de guérison après une infection.
σ :Taux d’élimination du virus de l’environnement.
ωi :Taux de mortalité induite par la maladie dans le patch i .
α−1 :Période d’incubation entre l’infection et l’apparition des symptômes.

3.2 Modèle de Meng et Zhu en 2021 [63]

Le système d’équations décrit la transmission des maladies dans différents patchs,
avec un équilibre unique sans maladie et un ensemble positivement invariant. Le nombre
de reproduction de base du système est discuté en utilisant les matrices F et V. L’étude ex-
plore l’effet des taux de quarantaine sur la transmission de la COVID-19 dans différentes
provinces en Chine, soulignant l’importance des mesures de quarantaine pour contrôler
la propagation du virus. Un modèle épidémique SEIR à 3 patchs est présenté pour ana-
lyser l’impact des taux de migration et de mise en quarantaine sur la transmission du
virus. Des stratégies de quarantaine appropriées et le contrôle des taux de migration sont
essentiels pour réduire la propagation de la COVID-19, voir la figure 2.18.

dSi
d t = bi −βi Si (1− zi ) (υi Ei + Ii )−µi Si +

n∑
j 6=1

(
ai j S j −a j i Si

)
dEi
d t = βi Si (1− zi ) (υi Ei + Ii )− (

qi +σi +µi
)

Ei +
n∑

j 6=1

(
bi j E j −b j i Ei

)
dIi
d t =σi Ei −

(
δi +γi +θi

)
Ii +

n∑
j 6=1

(
ci j E j − c j i Ei

)
dQi
d t = qi Ei −

(
αi +µi

)
Qi

dHi
d t = αi Ei +δi Ii −

(
ηi + gi

)
Hi

dRi
d t = γi Ii +ηi Hi −µi Ri +

n∑
j 6=1

(
di j R j −d j i Ri

)
,

avec i = 1,2, ...,n.
Qi :La mise en quarantaine.
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FIGURE 2.18 – Diagramme du modèle dans le patch i [63].

Hi :Les hospitalisées.
βi :Le coefficient de transmission de la maladie.
zi :Le taux d’auto-quarantaine d’individus susceptible.
qi :Le taux de quarantaine d’individus exposés.
σi :Le taux de transition des individus exposés vers les individus infectés.
δi :Le taux de transition des individus infectés vers les individus hospitalisés.
γi :Le taux de guérison des individus infectieux q .
ηi :Le taux de guérison des individus hospitalisés.

3.3 Modèle de Baister et al. en 2021 [11]

Cet article examine comment la COVID-19 s’est propagé dans les maisons de retraite
du NHS Lothian, en Écosse, au cours de la première vague de la pandémie. Il a révélé que
les infections provenant du personnel interagissant avec la population générale étaient la
principale source d’épidémies dans les maisons de retraite et suggère que la protection et
la surveillance du personnel, la réduction du partage du personnel et l’annulation rapide
des visites peuvent contribuer à réduire les taux d’infection dans les maisons de retraite à
l’avenir. 

dSi
d t = −SiΛi

dEi
d t = SiΛi + Ei

λ
dIi
d t = ri

Ei
λ − Ii

τ
d Ai
d t = (1− ri ) Ei

λ − Ai
τ

dRi
d t =

(
1−µi

)( Ii+Ai
τ

)
dDi
d t =µi

(
Ii+Ai
τ

)
.

Avec
Λi :Sont infectés par un FOI.
λ :Periode de latence.
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FIGURE 2.19 – Diagramme du modèle[11].

τ :Période infectieuse.

ri :Taux de déclaration pour les résidents.

µi :La personne se rétablit ou meurt à la vitesse.

Ai :Toute infection non identifiée.

3.4 Modèle de Chung et Chew en 2021 [27]

Cet article utilise un modèle pour étudier comment la COVID-19 se propage à Sin-
gapour à travers différents types d’interactions sociales telles que les foyers, les lieux de
travail et les zones surpeuplées. Il montre que les zones densément peuplées sont à haut
risque d’infection et discute des stratégies telles que la distanciation sociale et les confi-
nements pour contrôler la propagation du virus.



S
′
i (t ) = −pSi (t )

N∑
j =1

Ai j I j (t )−pSi (t )
N∑

j =1
Ag

i j I j (t )−pc Si (t )
N∑

j =1
Ac

i j I j (t )

E
′
i (t ) = pSi (t )

N∑
j =1

Ai j I j (t )+pSi (t )
N∑

j =1
Ag

i j I j (t )+pc Si (t )
N∑

j =1
Ac

i j I j (t )−σEi (t )

I
′
i (t ) =σEi (t )−γIi (t )

I
′
i (t ) = γIi (t ) ,

où

σ :Le taux les individus exposés.

γ :Le taux les individus infectés se rétablissent.

A :Est la matrice de contiguïté du réseau global.

Ag (t ) :Est la matrice de contiguïté du réseau de rassemblement social temporel.

Ac (t ) :Est la matrice de contiguïté du réseau de foule temporel.

p :Est la probabilité que le virus se propage dans ces réseaux sociaux.
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3.5 Modèle de Mhlanga et Mupedza en 2022 [64]

Dans ce travail les auteurs présentent un modèle mathématique pour comprendre
la dynamique de la transmission du COVID-19 dans une zone caractérisée par deux com-
munautés à risque hétérogène. Le modèle est basé sur la quantité de pathogènes présents
lors des interactions humaines et ne prend pas en compte les individus pré-symptomatiques.
Les résultats montrent que les campagnes éducatives sont plus efficaces sous un couplage
symétrique fort. Le contenu inclut également une analyse coût-efficacité pour évaluer les
avantages des mesures de contrôle. Les données utilisées pour l’étude sont incluses dans
l’article. 

S′
i = bi −Λi Si −µi Si +κi Ri

E′
i =Λi Si −

(
µi +ωi

)
Ei

I′i =ωi Ei −
(
µi +γi +νi

)
Ii

R′
i = γi Ii −

(
µi +κi

)
Ri

W′
i = ηi Ii − ri Wi ,

avec i = 1,2 et

Λi = Bi pi i + Wi

Ki
+

2∑
j =1
β j pi j

2∑
k=1

pk j Ik

2∑
k=1

pk j Nk

.

Où

Ni (t ) :Est la population totale d’individus dans la parcelle i au temps t .

Wi (t ) :Est Le vecteur pathogène dans l’environnement.

bi :Est le taux de natalité de la population humaine.

µi :Est le taux de mortalité naturelle.

νi :Est le taux de décès dû au COVID-19.

ωi :Taux de progression de la classe E à la classe I.

ηi :Taux d’excrétion par les individus infectés.

ri :Espérance de vie des agents pathogènes dans l’environnement.

γi :Taux de récupération.

Ki :Est le nombre ou la quantité d’agents pathogènes présents lors de l’interaction des
êtres humains à un instant t .

κi :Est le taux d’individus rétablis qui redeviennent susceptibles.

3.6 Modèle de Zheng et al. en 2023 [103]

Dans cet article, chercheurs suggérés un modèle à deux patchs avec contrôle aux fron-
tières pour étudier l’effet des mesures de contrôle aux frontières et des interventions non
pharmacologiques (NPI) locales sur la transmission du COVID-19, voir la figure 2.20.



dS1
d t =Λ1 − c1β1S1

(
Ia,1 + I1

)− (
qs,1 +µ

)
S1 +η1Sq1 −mS1

dE1
d t = c1β1S1

(
Ia,1 + I1

)− (
τ+qe1 +µ

)
E1 −mE1

dIa,1
d t = τE1 −

(
γa +σ+qa1 +µ

)
Ia,1 −mIa,1

dI1
d t =σIa,1 −

(
θ1 +γ+qi 1 +µ

)
I1

dSq,1

d t = qs1 S1 −
(
η1 +µ

)
Sq,1,
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FIGURE 2.20 – Diagramme du modèle en deux patchs[103].


dSw
d t = mρS1 −κSw

dEw
d t = mρE1 −τwEw

dIaw
d t = mρIa1 +τwEw − (σw +qaw +ε)Iaw

dIw
d t =σwIaw −qi w Iw ,

dS2
d t =Λ2 +m(1−ρ)S1 +κSw − c2β2S2

(
Ia,2 + I2

)− (
qs,2 +µ

)
S2 +η2Sq2

dE2
d t = m(1−ρ)E1 + c2β2S2

(
Ia,2 + I2

)− (
τ+qe2 +µ

)
E2

dIa,2
d t = m(1−ρ)Ia1 +τE2 +εIaw − (

γa +σ+qa2 +µ
)

Ia,2
dI2
d t =σIa,2 −

(
θ2 +γ+qi 2 +µ

)
I2

dSq,2

d t = qs2S2 −
(
η2 +µ

)
Sq,2,

et 
dQ1
d t = qe1 +qa1Ia1 +qi 1I1 −

(
δ1 +γq1 +µ

)
Q1

dH1
d t = θ1I1 +δ1Q1 −

(
γh1 +d1 +µ

)
H1

dR1
d t = γa1 Ia1 +γI1 +γq1Q1 +γh1H1 −µR1,

dQ2
d t = qe2 +qa2Ia2 +qi 2I2 +qaw Iaw +qi w Iw − (

δ2 +γq2 +µ
)

Q2
dH2
d t = θ2I2 +δ2Q2 −

(
γh2 +d2 +µ

)
H2

dR2
d t = γa2Ia2 +γI2 +γq2Q2 +γh2H2 −µR2.

Avec
Λ1 et Λ2 :Taux de recrutement humain dans les patch-1,2.
c1 et c2 :Taux de contact dans le patch-1,2.
β1/β2 :Probabilité de transmission par contact dans le patch1,2.
qs j , qe j , qa j , qi j :Taux de quarantaine forcée de classe S j ,E j , Ia j , I j , j = 1,2.
qaw , qi w :Le taux de transfert des classes Iaw , Iw versQ2.
θ1/θ2 :Taux d’hospitalisations en classe I1/I2.
η1/η2 :Taux de contacts non infectés mis en quarantaine dans le patch-1,2.
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δ1/δ2 :Taux d’hospitalisations dans la classe Q1/Q2 .
γq1/γq2 :Taux de récupération de la classe Q1/Q2.
γh1/γh2 :Taux de récupération de la classe de H1/H2 .
d1/d2 :Taux de mortalité humaine induite par la maladie dans le patch-1,2.
µ :Taux de mortalité naturelle de l’humain.
m :Déplacement du taux d’humains du patch-1 au patch-2.
τ :Taux de transition des personnes exposées à une infection subclinique.
γa :Taux de guérison de l’infection subclinique.
σ :Taux de transition de la classe Ei vers la classe Ii, i = 1,2.
γ :Taux de récupération de l’infection symptomatique.
ρ :Taux d’entrées classiques des individus dans divers.
κ :Vitesse de transition de Sw à S2.
τw :Taux de transition des individus exposés vers une infection subclinique dans les

lieux de quarantaine frontaliers.
σw :Taux de transition de l’infection subclinique vers l’infection symptomatique dans

les lieux de quarantaine frontaliers.
ε :Taux d’infections subcliniques non détectées dans les lieux de quarantaine fronta-

liers.

4 Notre contribution sur la dynamique du COVID-19

Notre contribution à la modélisation de la dynamique du COVID-19 se divise en deux
volets. Tout d’abord, on a proposé un modèle amélioré en compartiment SEIR, spécifi-
quement adapté pour analyser l’impact de la vaccination sur la transmission du virus.
Ensuite, on a exploré l’effet de la mobilité individuelle sur la propagation de la mala-
die, en utilisant un modèle mathématique en méta-population pour étudier les schémas
de transmission et de vaccination dans différentes zones géographiques. Ces deux ap-
proches complémentaires offrent un éclairage précieux sur les dynamiques complexes de
la pandémie et sont essentielles pour orienter les décisions politiques et les interventions
de santé publique.
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Chapitre 3

Modèle de l’effet de la vaccination sur la
dynamique du COVID-19

Ce chapitre a fait l’objet un article dans une revue Japonaise classée Scopus [19].

Dans ce chapitre, on étudie un modèle mathématique SEIR modifié qui inclut l’effet
de la vaccination pour décrire la transmission du COVID-19. Dans un premièr temps, on
developpe un modèle temporel décrivant cette transmission avec vaccination. Ensuite,
on analyse en détail le comportement dynamique du modèle en fonction du nombre de
reproduction de vaccination (Rv ). Par la suite, une analyse de stabilité des équilibres en
fonction de Rv sera réalisée.

1 Description de notre modèle

Dans cette section, le modèle compartimental standard SEIR avec vaccination est uti-
lisé pour décrire la dynamique de transmission du COVID-19. La population totale N est
ainsi subdivisée en sept groupes distincts : les individus susceptibles (S), les exposés (E)
(qui sont infectés mais pas encore contagieux), les vaccinés (V), les infectieux asympto-
matiques (Ia), les infectieux symptomatiques et hospitalisés (Is), les décès (D), et les indi-
vidus guéris (R).

La taille totale de la population au temps t est définie par

N(t ) = S(t )+E(t )+V(t )+ Ia(t )+ Is(t )+R(t )+D(t ).

Pour la construction de notre modèle, on va poser les hypothèses suivantes :

1. La population totale N est constante. En effet, la population de décès D due au
COVID-19 est négligeable par rapport à la population totale N,

N′(t ) = µN−µ(S(t )+E(t )+V(t )+ Ia(t )+ Is(t )+R(t ))

= µN−µ(N(t )−D(t ))

= µD(t )

' 0

2. La période d’incubation dure entre 2 et 14 jours, modérément 5 jours [25, 82].

49



CHAPITRE 3. MODÈLE DE L’EFFET DE LA VACCINATION SUR LA DYNAMIQUE DU
COVID-19

3. Les infectés sont répartis en deux compartiments, les infectés asymptomatiques Ia

et les infectés symptomatiques et hospitalisés Is [67].

4. Les susceptibles sont divisés en deux sous-compartiments, les personnes confinées
Sc avec un taux η et non confinées Snc

Sc (t ) = ηS(t )
Scn(t ) = (1−η)S(t )
S(t ) = Sc (t )+Scn(t ),

où η est le taux de confinement de cette population.

5. Le paramètre α1 représente le taux d’infection des susceptibles confinés et α2 le
taux d’infection des susceptibles non-confinés, telle que α1 < α2.[67]. Alors, le taux
d’infection global est donné par

(α1η+α2(1−η))

(
Ia (t )+ Is (t )

N

)
.

6. La transmission verticale est négligéable (une maman infectée donne naissance a
un bébé non-infecté).

7. Le vaccin peut ne pas être efficace à 100 % [59].

8. Un individu récupéré peut être infecté à nouveau.

En se basant sur les hypothèses précédentes, le schéma de la transmission du COVID-
19 avec vaccination est illustré dans la figure 3.1.
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FIGURE 3.1 – Diagramme du modèle de la transmission du COVID-19 avec vaccination.

Par conséquent, le système d’équations différentielles qui modélise la dynamique du
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COVID-19 avec vaccination est

S′ (t ) =µN− (
α1η+α2

(
1−η))( Ia (t )+ Is (t )

N

)
S (t )−µS (t )+λ2V (t )+γR(t )−λ1S (t )

E′ (t ) =
(
α1η+α2

(
1−η))( Ia (t )+ IS (t )

N

)
S (t )− (

β1 +β2 +µ+λ3
)

E (t )

V′ (t ) = λ1S (t )+λ3E (t )+λ4Ia (t )− (
λ2 +λ5 +µ

)
V (t )

I′a (t ) = β1E (t )− (
γ1 +λ4 +µ

)
Ia (t )

I′s (t ) = β2E (t )− (
γ2 +δ+µ

)
Is (t )

R′ (t ) = γ1Ia (t )+γ2Is (t )+λ5V (t )−γR(t )−µR(t )

D′ (t ) = δIs (t ) ,
(3.1)

avec,

—
(
βi

)
i =1,2 sont les taux de transition des individus exposés vers les individus infectés.

— γ est le taux de réinfection après guérison d’une première infection.

—
(
γi

)
i =1,2 sont les taux de récupération.

— (λi )i =1,3,4 sont les taux de vaccination.

— λ2,5, sont les taux d’inefficacité du vaccin.

— δ est le taux de mortalité dû au COVID-19.

— µ est le taux de natalité.

Puisque la population totale N est constante, alors, on pose

S(t ) =
S(t )

N
;E(t ) =

E(t )

N
;V(t ) =

V(t )

N
;Ia(t ) =

Ia(t )

N
;

Is(t ) =
Is(t )

N
;R(t ) =

R(t )

N
;D(t ) =

D(t )

N

et
D(t ) = 1− (S(t )+E(t )+V(t )+ Ia(t )+ Is(t )+R(t )) .

Le système adimensionnel et réduit s’écrit de la manière suivante :

S′ (t ) =µ− (
α1η+α2

(
1−η)) (Ia (t )+ Is (t ))S (t )−µS (t )+λ2V (t )+γR (t )−λ1S (t )

E′ (t ) =
(
α1η+α2

(
1−η)) (Ia (t )+ IS (t ))S (t )− (

β1 +β2 +µ+λ3
)

E (t )

V′ (t ) = λ1S (t )+λ3E (t )+λ4Ia (t )− (
λ2 +λ5 +µ

)
V (t )

I′a (t ) = β1E (t )− (
γ1 +λ4 +µ

)
Ia (t )

I′s (t ) = β2E (t )− (
γ2 +δ+µ

)
Is (t )

R′ (t ) = γ1Ia (t )+γ2Is (t )+λ5V (t )−γR (t )−µR (t )

(3.2)

2 Etude mathématique du modèle 3.2

2.1 Positivité des solutions

Soit l’ensemble invariant positive,

Ω =
{
(S,E,V,Ia , Is ,R) ∈R6

+ : 06 S +E+V + Ia + Is +R6 1
}
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Théorème 3.1 Si la condition initiale est positive, alors les solutions du système 3.2 sont
également positives sur [0,∞[.

Preuve. Supposons que la solution (S (t ) ,E(t ),V (t ) , Ia (t ) , Is (t ) ,R(t )) avec une condition
initiale positive existe et est unique sur [0,T), où 0 < T 6∞. Alors

S′ (t ) = µ− (
α1η+α2

(
1−η))S (t ) (Ia (t )+ Is (t ))−µS (t )+λ2V (t )+γR(t )−λ1S (t )

> −((
α1η+α2

(
1−η)) (Ia (t )+ Is (t ))+µ+λ1

)
S (t )

En intégrant cette inégalité de 0 à t , on a

S (t ) > S(0)e

(
−∫ t

0 ((α1η+α2(1−η))(Ia (t )+Is (t ))+µ+λ1)d s
)

= S(0)e
−

(
(µ+λ1)t+∫ t

0 ((α1η+α2(1−η))(Ia (t )+Is (t )))d s
)
> 0.

Pour tout t ∈ [0,T),

E′ (t ) =
(
α1η+α2

(
1−η))

S (t ) (Ia (t )+ Ih (t ))− (
β1 +β2 +µ+λ3

)
E (t )

> −(
β1 +β2 +µ+λ3

)
E (t )

En intégrant cette inégalité de 0 à t , on a

E′ (t )> E(0)e

(
−∫ t

0 (β1+β2+µ+λ3)d s
)

= E(0)e−(β1+β2+µ+λ3)t > 0.

De même pour

V′ (t ) = λ1S (t )+λ3E (t )+λ4Ia (t )− (
λ2 +λ5 +µ

)
V (t )>−(

λ2 +λ5 +µ
)

V (t )

I′a (t ) = β1E (t )− (
γ1 +λ4 +µ

)
Ia (t )>−(

γ1 +λ4 +µ
)

Ia (t )

I′s (t ) = β2E (t )− (
γ2 +δ+µ

)
Is (t )>−(

γ2 +δ+µ
)

Is (t )

R′ (t ) = γ1Ia (t )+γ2Is (t )+λ5V (t )− (
γ+µ)

R(t )>−(
γ+µ)

R(t ) .

L’intégration de l’inégalité ci-dessus de 0 à t donne

V′ (t )>V(0)e

(
−∫ t

0 (λ2+λ5+µ)d s
)

= V(0)e−(λ2+λ5+µ)t > 0

I′a (t )> Ia(0)e

(
−∫ t

0 (γ1+λ4+µ)d s
)

= Ia(0)e−(γ1+λ4+µ)t > 0

I′h (t )> Ih(0)e

(
−∫ t

0 (γ2+δ+µ)d s
)

= Ih(0)e−(γ2+δ+µ)t > 0

R′ (t )>R(0)e

(
−∫ t

0 (γ+µ)d s
)

= R(0)e−(γ+µ)t > 0.

ou tout t ∈ [0,T).
On doit avoir S(t ) > 0 pour tout t ∈ [0,T). On suppose qu’il existe un t∗ ∈ (0,T) tel que

S(t∗) = 0 et S(t ) > 0 dans (0, t∗). Ainsi pour tout t ∈ [0, t∗],

S(t )> S(0)e

(
−∫ t

0 ((α1η+α2(1−η))(Ia (t )+Ih (t ))+µ+λ1)d s
)

= S(0)e
−

(
(µ+λ1)t+∫ t

0 ((α1η+α2(1−η))(Ia (t )+Ih (t )))d s
)
> 0.

Contradiction avec S(t∗) = 0. Donc, S(t ) > 0 pour tout t ∈ [0,T). En utilisant la même
méthode, on peut montrer que E(t ) > 0, V (t ) > 0, Ia (t ) > 0, Ih (t ) > 0 et R(t ) > 0 pour
tout t ∈ [0,T).
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2.2 Existence et unicité de solution pour le modèle 3.2

En appliquant le théorème de Cauchy-Lipschitz, énonçons et démontrons le théo-
rème d’unicité et d’existence suivant pour le modèle (3.2).

Théorème 3.2 SoitΩ =
{

x = (S,E,V,Ia , Is ,R) ∈R6+ : t > 0 et 06 S +E+V + Ia + Is +R6 1
}
. Le

modèle (3.2) a une solution unique si f (t , x) est continu et satisfait une condition de Lip-
schitz surΩ.

Preuve. Montrer qu’une solution unique du modèle (3.2) existe dans une régionΩ qui est
biologiquement significative, soit x = (S,E,V,Ia , Is ,R) ∈Ω, y =

(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

) ∈Ω
et f = ( f1, f2, f3, f4, f5, f6). Ensuite, le modèle (3.2) avec la condition initiale

(
S0,E0,V0, (Ia)0 , (Is)0 ,R0

)
peut être réécrit comme suit,

x ′ = f (t , x) = f (t ,S,E,V,Ia , Is ,R) =



f1 (t ,S,E,V,Ia , Is ,R)
f2 (t ,S,E,V,Ia , Is ,R)
f3 (t ,S,E,V,Ia , Is ,R)
f4 (t ,S,E,V,Ia , Is ,R)
f5 (t ,S,E,V,Ia , Is ,R)
f6 (t ,S,E,V,Ia , Is ,R)

 (3.3)

=



(
µ− (

α1η+α2
(
1−η))

S (Ia + Is)−µS +λ2V +γR−λ1S
)(

α1η+α2
(
1−η))S (Ia + IS)− (

β1 +β2 +µ+λ3
)

E
λ1S +λ3E+λ4Ia −

(
λ2 +λ5 +µ

)
V

β1E− (
γ1 +λ4 +µ

)
Ia

β2E− (
γ2 +δ+µ

)
Is

γ1Ia +γ2Is +λ5V −γR−µR

 .

On applique le théorème, et montre que le modèle (3.2) est continu et satisfait une condi-
tion de Lipschitz, en utilisant la définition de continuité uniforme sur Ω. On déduit de
(3.3) que,

∥ f (S,E,V,Ia , Is ,R)− f
(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

) ∥=∣∣ f1 (S,E,V,Ia , Is ,R)− f1
(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

)∣∣
+ ∣∣ f2 (S,E,V,Ia , Is ,R)− f2

(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

)∣∣
+ ∣∣ f3 (S,E,V,Ia , Is ,R)− f3

(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

)∣∣
+ ∣∣ f4 (S,E,V,Ia , Is ,R)− f4

(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

)∣∣
+ ∣∣ f5 (S,E,V,Ia , Is ,R)− f5

(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

)∣∣
+ ∣∣ f6 (S,E,V,Ia , Is ,R)− f6

(
S1,E1,V1, (Ia)1 , (Is)1 ,R1

)∣∣ .

Ensuite, on obtient,

∥ f (t , x)− f
(
t , y

) ∥=∣∣−(
α1η+α2

(
1−η))(S (Ia + Is)−S1

(
(Ia)1 + (Is)1

))
−µ (S −S1)+λ2 (V −V1)+γ (R−R1)−λ1 (S −S1)

∣∣
+ ∣∣(α1η+α2

(
1−η))(S (Ia + IS)−S1

(
(Ia)1 + (IS)1

))− (
β1 +β2 +µ+λ3

)
(E−E1)

∣∣
+ ∣∣λ1 (S −S1)+λ3 (E−E1)+λ4

(
Ia − (Ia)1

)− (
λ2 +λ5 +µ

)
(V −V1)

∣∣
+ ∣∣β1 (E−E1)− (

γ1 +λ4 +µ
)(

Ia − (Ia)1
)∣∣

+ ∣∣β2 (E−E1)− (
γ2 +δ+µ

)(
Is − (Is)1

)∣∣
+ ∣∣γ1

(
Ia − (Ia)1

)+γ2
(
Is − (Is)1

)+λ5 (V −V1)− (
γ+µ)

(R−R1)
∣∣
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6 2
(
α1η+α2

(
1−η))∣∣(S (Ia + Is)−S1

(
(Ia)1 + (Is)1

))∣∣+ (
µ+2λ1

) |S −S1|
+(

2β1 +2β2 +µ+2λ3
) |E−E1|+

(
2λ2 +2λ5 +µ

) |V −V1|
+(

2λ4 +2γ1 +µ
)∣∣(Ia − (Ia)1

)∣∣+ (
2γ2 +δ+µ

) |Is − (Is)1|
+(

2γ+µ) |R−R1|
6

(
2
(
α1η+α2

(
1−η))+µ+2λ1

) |S −S1|
+(

2β1 +2β2 +µ+2λ3
) |E−E1|+

(
2λ2 +2λ5 +µ

) |V −V1|
+(

2λ4 +2γ1 +µ
) |Ia − (Ia)1|+

(
2γ2 +δ+µ

) |Is − (Is)1|
+(

2γ+µ) |R−R1| .

Soit ,

k = max
{
2
(
α1η+α2

(
1−η))+µ+2λ1,2β1 +2β2 +µ+2λ3,

2λ2 +2λ5 +µ,2λ4 +2γ1 +µ,2γ2 +δ+µ,2γ+µ}
,

donc ∥∥ f (t , x)− f
(
t , y

)∥∥ 6 k (|S −S1|+ |E−E1|+ |V −V1|
+|Ia − (Ia)1|+ |Is − (Is)1|+ |R−R1|

)
,

et cela donne, ∥∥ f (t , x)− f
(
t , y

)∥∥6 k
∥∥x − y

∥∥ .

Par conséquent, f satisfait une condition de Lipschitz pour tout (t , x) ∈ Ω. Choisir ε > 0

et soit ζ =
ε

k
, donné,

∥∥x − y
∥∥ < ζ, alors

∥∥ f (t , x)− f (t , y)
∥∥ < ε. Par conséquent , f (t , x) est

uniformément continue sur Ω. Par conséquent, le modèle (3.2) a une unique solution x.

2.3 Points d’équilibres

Théorème 3.3 Le système (3.2) admet deux points d’équilibre E0 et E1 pour des paramètres
strictements positifs. Ils sont,

1. E0 est le point d’équilibre sans maladie, ce point existe dansΩ sans condition et il est
donné par

E0 =
(

S∗ E∗ V∗ I∗a I∗s R∗ )T
, (3.4)

avec 

S∗ =

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

)
E∗ = I∗a = I∗s = 0

V∗ =
λ1

(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+µ+λ5

)
R∗ =

λ1λ5(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)+λ1

(
γ+µ+λ5

) .

2. E1 est le point d’équilibre avec maladie (endémique), ce point existe dans Ω à condi-
tion que Rv > 1, donc le point est donné par

E1 =
(

S∗∗ E∗∗ V∗∗ I∗∗a I∗∗s R∗∗ )T
, (3.5)
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avec

S∗∗ = (λ2+λ5+µ)(γ+µ)
(λ2+λ5+µ)(γ+µ)+λ1(γ+λ5+µ)

1
Rv

E∗∗ =
µ(γ1+λ4+µ)(λ2+λ5+µ)(γ2+δ+µ)(γ+µ)

C1

(Rv−1)
Rv

V∗∗ =
λ1(γ+µ)

(λ2+λ5+µ)(γ+µ)+λ1(γ+λ5+µ)
1

Rv
+ (γ2+δ+µ)µ(γ+µ)((γ1+λ4+µ)λ3+λ4β1)

C1

(Rv−1)
Rv

I∗∗a =
µβ1(λ2+λ5+µ)(γ2+δ+µ)(γ+µ)

C1

(Rv−1)
Rv

I∗∗s =
µβ2(γ1+λ4+µ)(λ2+λ5+µ)(γ+µ)

C1

(Rv−1)
Rv

R∗∗ = λ5λ1

(λ2+λ5+µ)(γ+µ)+λ1(γ+λ5+µ)
1

Rv
+ C2

C1

(Rv−1)
Rv

,

et

C1 = µ
(
γ2 +δ+µ

)(
λ5 +γ+µ

)(
λ3

(
γ1 +λ4 +µ

)+λ4β1
)

(3.6)

+µλ4
(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ+β2

)
+γβ2

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)(
δ+µ)

+µγβ1
(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
+µ(

γ1 +µ
)(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
β1 +β2 +µ+γ)

,

C2 = µγ2β2
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
(3.7)

+µλ5λ3
(
γ2 +δ+µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
+µβ1λ5λ4

(
γ2 +δ+µ

)
+µγ1β1

(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
.

Preuve. Pour déterminer les points d’équilibres du système (3.2), on résout le système
suivant,

µ− (
α1η+α2

(
1−η))S (t ) (Ia (t )+ Is (t ))−µS (t )+λ2V (t )+γR(t )−λ1S (t ) = 0(

α1η+α2
(
1−η))S (t ) (Ia (t )+ IS (t ))− (

β1 +β2 +µ+λ3
)

E (t ) = 0

λ1S (t )+λ3E (t )+λ4Ia (t )− (
λ2 +λ5 +µ

)
V (t ) = 0

β1E (t )− (
γ1 +λ4 +µ

)
Ia (t ) = 0

β2E (t )− (
γ2 +δ+µ

)
Is (t ) = 0

γ1Ia (t )+γ2Is (t )+λ5V (t )−γR(t )−µR(t ) = 0.

D’apres l’équation (4), on a

Ia =
β1(

γ1 +λ4 +µ
)E.

D’apres l’équation (5), on a

Is =
β2(

γ2 +δ+µ
)E.

En remplaçant les expréssions de Ia , Is dans l’équation (2), on obtient((
α1η+α2

(
1−η))( β1(

γ1 +λ4 +µ
) + β2(

γ2 +δ+µ
))S − (

β1 +β2 +µ+λ3
))

E = 0.

Le cas 1 : E = 0, on trouve

E0 =
(

S∗ E∗ V∗ I∗a I∗h R∗ )T
,
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avec 

S∗ =

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

)
E∗ = I∗a = I∗h = 0

V∗ =
λ1

(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+µ+λ5

)
R∗ =

λ1λ5(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)+λ1

(
γ+µ+λ5

) .

Le cas 2 :
((
α1η+α2

(
1−η))( β1

(γ1+λ4+µ) +
β2

(γ2+δ+µ)

)
S− (

β1 +β2 +µ+λ3
))

= 0, on trouve

S =

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

) 1

Rv
.

En remplaçant les expressions de Ia et S dans l’équation (3), on obtient

V =
λ1

(
γ+µ)[(

γ+µ)(
λ2 +λ5 +µ

)+λ1
(
γ+λ5 +µ

)]
RV

+
(
λ3

(
γ1 +λ4 +µ

)+λ4β1(
γ1 +λ4 +µ

)(
λ2 +λ5 +µ

))E.

En remplaçant les expressions de Ia , Is and V dans equation (6), on obtient

R =
λ5λ1(

γ+µ)(
λ2 +λ5 +µ

)+λ1
(
γ+λ5 +µ

) 1

Rv

+γ1β1
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ2 +δ+µ

)+γ2β2
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)(
γ2 +δ+µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ) E

+
(
λ5λ3

(
γ1 +λ4 +µ

)+λ5λ4β1
)(

γ1 +λ4 +µ
)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)E.

En remplaçant les expressions de Ia , Is , V, R et S dans equation (1), on obtient

E =
µ

(
γ1 +λ4 +µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ2 +δ+µ

)(
γ+µ)

C1

(Rv −1)

Rv
,

avec

C1 = µ
(
γ2 +δ+µ

)(
λ5 +γ+µ

)(
λ3

(
γ1 +λ4 +µ

)+λ4β1
)

+µλ4
(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ+β2

)
+γβ2

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)(
δ+µ)

+µγβ1
(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
+µ(

γ1 +µ
)(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
β1 +β2 +µ+γ)

.

L’équations (4) donne

Ia =
µβ1

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ2 +δ+µ

)(
γ+µ)

C1

(Rv −1)

Rv
.

L’équations (5) donne

Is =
µβ2

(
γ1 +λ4 +µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)

C1

(Rv −1)

Rv
.
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L’équations (3) donne

V =
λ1

(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

) 1

Rv

+
(
γ2 +δ+µ

)
µ

(
γ+µ)((

γ1 +λ4 +µ
)
λ3 +λ4β1

)
C1

(Rv −1)

Rv
.

L’équations (6) donne

R =
λ5λ1(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

) 1

Rv

+C2

C1

(Rv −1)

Rv
,

avec

C2 = µγ2β2
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
+µλ5λ3

(
γ2 +δ+µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
+µβ1λ5λ4

(
γ2 +δ+µ

)
+µγ1β1

(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
.

D’ou, le deuxième point d’équilibre (le point d’équilibre avec maladie),

S∗∗ = (λ2+λ5+µ)(γ+µ)
(λ2+λ5+µ)(γ+µ)+λ1(γ+λ5+µ)

1
Rv

E∗∗ =
µ(γ1+λ4+µ)(λ2+λ5+µ)(γ2+δ+µ)(γ+µ)

C1

(Rv−1)
Rv

V∗∗ =
λ1(γ+µ)

(λ2+λ5+µ)(γ+µ)+λ1(γ+λ5+µ)
1

Rv

+ (γ2+δ+µ)µ(γ+µ)((γ1+λ4+µ)λ3+λ4β1)
C1

(Rv−1)
Rv

I∗∗a =
µβ1(λ2+λ5+µ)(γ2+δ+µ)(γ+µ)

C1

(Rv−1)
Rv

I∗∗s =
µβ2(γ1+λ4+µ)(λ2+λ5+µ)(γ+µ)

C1

(Rv−1)
Rv

R∗∗ = λ5λ1

(λ2+λ5+µ)(γ+µ)+λ1(γ+λ5+µ)
1

Rv
+ C2

C1

(Rv−1)
Rv

,

avec

C1 = µ
(
γ2 +δ+µ

)(
λ5 +γ+µ

)(
λ3

(
γ1 +λ4 +µ

)+λ4β1
)

+µλ4
(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ+β2

)
+γβ2

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)(
δ+µ)

+µγβ1
(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
+µ(

γ1 +µ
)(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)(
β1 +β2 +µ+γ)

,

et

C2 = µγ2β2
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
+µλ5λ3

(
γ2 +δ+µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
+µβ1λ5λ4

(
γ2 +δ+µ

)
+µγ1β1

(
γ2 +δ+µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
.
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2.4 Nombre de reproduction de vaccination Rv

Dans cette sous-section, on présente la méthode utilisée pour notre modèle SEIR-V
pour estimer le nombre de reproduction de la vaccination Rv , également appelé nombre
de reproduction de contrôle. Cette méthode a été proposée par Diekmann, Heesterbeek
et Metz [33] et élaborée par Van Den Driessche et Watmough [85, 86] donne un moyen de
déterminer Rv pour un modèle compartimental ODE en utilisant la matrice de nouvelle
génération.

À partir du système (3.2), le point d’équilibre sans maladie (DFE) non trivial est donné
par (3.4).

Soit X = (E,Ia , Is)T. Le modèle peut alors s’écrire

dX

d t
= F (X)−V (X) ,

avec

F (X) =


(
α1η+α2

(
1−η))

S (Ia + Is)
0
0

 et V (X) =

 (β1 +β2 +µ+λ3)E
−β1E+ (γ1 +λ4 +µ)Ia

−β2E+ (γ2 +δ+µ)Is

 .

Le nombre de reproduction de base, Rv , est calculé par la technique de la matrice de
nouvelle génération suivante.

Les matrices F et V au DFE sont donnés comme suit :

F =
∂F (X)

∂X

∣∣∣∣
E0

=

(
α1η+α2

(
1−η))(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

)
 0 1 1

0 0 0
0 0 0

 ,

et

V =
∂V (X)

∂X

∣∣∣∣
E0

=


(
β1 +β2 +µ+λ3

)
0 0

−β1
(
γ1 +λ4 +µ

)
0

−β2 0
(
γ2 +δ+µ

)
 .

Par conséquent, la matrice de nouvelle génération est donnée par

FV−1 =

(
α1η+α2

(
1−η))(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

) ×
(γ1+λ4+µ)β2+(γ2+δ+µ)β1

(γ1+λ4+µ)(γ2+δ+µ)(β1+β2+µ+λ3)
1

(γ1+λ4+µ)
1

(γ2+δ+µ)
0 0 0
0 0 0

 .

Le nombre de reproduction Rv est le rayon spectral de cette matrice, qui est donné par

Rv =

(
α1η+α2

(
1−η))(β1

(
γ2 +δ+µ

)+β2(γ1 +λ4 +µ)
)(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

γ1 +λ4 +µ
)(
γ2 +δ+µ

)(
β1 +β2 +µ+λ3

)((
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

)) .

2.5 Analyse de stabilité

Dans cette section, on étudie la stabilité asymptotique des points d’équilibre de la
section précédente, pour cela, la matrice jacobienne du système (3.2) s’écrit,

J (S,E,V,Ia , Is ,R) = M,
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avec 

M11 = −(
α1η+α2

(
1−η))

(Ia + Is)− (
µ+λ1

)
M13 = λ2

M14 = M15 = −(
α1η+α2

(
1−η))S

M16 = γ
M21 =

(
α1η+α2

(
1−η)) (Ia + IS)

M22 = −(
β1 +β2 +µ+λ3

)
M24 = M25 =

(
α1η+α2

(
1−η))S

M33 = −(
λ2 +λ5 +µ

)
M44 = −(

γ1 +λ4 +µ
)

M55 = −(
γ2 +δ+µ

)



M31 = λ1

M32 = λ3

M34 = λ4

M42 = β1

M52 = β2

M63 = λ5

M64 = γ1

M65 = γ2

M66 = −(
γ+µ)

0 ailleurs.

2.5.1 Etude de stabilite de E0

Théorème 3.4 Le point d’équilibre sans maladie E0 est localement asymptotiquement stable
si Rv < 1 et instable sinon.

Preuve. Le système (3.2) a un unique point d’équilibre E0 dans l’ensemble Ω, donné en
(3.4).

La matrice Jacobienne au point E0 est donnée par,

J(E0) = M,

avec

M1,1 = −(
µ+λ1

)
M2,2 = −(

β1 +β2 +µ+λ3
)

M3,3 = −(
λ2 +λ5 +µ

)
M4,4 = −(

γ1 +λ4 +µ
)

M5,5 = −(
γ2 +δ+µ

)
M6,6 = −(

γ+µ)
M2,4 = M2,5 = −M1,4 = −M1,5 =

(
α1η+α2

(
1−η))(λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

λ2 +λ5 +µ
)(
γ+µ)+λ1

(
γ+λ5 +µ

)
M1,6 = γ
M4,2 = β1



M5,2 = β2

M6,4 = γ1

M6,5 = γ2

M3,1 = λ1

M1,3 = λ2

M3,2 = λ3

M3,4 = λ4

M6,3 = λ5

0 ailleurs.

La positivité des expressions suivantes est très utile pour la suite de la preuve,

M1,1M3,3 −M1,3M3,1 =µλ1 +µλ2 +µλ5 +λ1λ5 +µ2 > 0,

−M6,6
(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)+M3,1M1,6M6,3

=
(
µ (λ1 +λ2 +λ5)+µ2)(µ+γ)+µλ1λ5 > 0

−M6,6
(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)+M3,1M1,6M6,3

= µ
(
µ2 +γµ+γλ1 +µλ1 +γλ2 +µλ2 +γλ5 +µλ5 +λ1λ5

)> 0.

Il n’est pas difficile de voir que,

M2,4
(
M4,2 +M5,2

)
= M2,4

(
M4,2

M5,5

M5,5
+M5,2

M4,4

M4,4

)
6

(
1

M5,5
+ 1

M4,4

)
M2,4

(
M4,2M5,5 +M5,2M4,4

)
6

(
1

M5,5
+ 1

M4,4

)
M4,4M5,5M2,2Rv

6
(
M4,4 +M5,5

)
M2,2Rv ,
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alors
−M2,4

(
M4,2 +M5,2

)
>−(

M4,4 +M5,5
)

M2,2Rv (3.8)

Le polynôme caractéristique de J(E0),

P (X) = X6 +A5X5 +A4X4 +A3X3 +A2X2 +A1X+A0

avec
A5 = −(

M1,1 +M2,2 +M3,3 +M4,4 +M5,5 +M6,6
)> 0.

A4 = +M1,1M2,2 +M2,2M3,3 +M2,2M4,4 +M2,2M5,5 +M2,2M6,6 +M1,1M4,4 +M1,1M5,5 +M1,1M6,6

+M3,3M4,4 +M3,3M5,5 +M3,3M6,6 +M4,4M5,5 +M4,4M6,6 +M5,5M6,6

+M1,1M3,3 −M1,3M3,1

−M2,4
(
M4,2 +M5,2

)
grâce à l’inégalité (3.8), on a

A4 > +M1,1M2,2 +M2,2M3,3 +M2,2M4,4 +M2,2M5,5 +M2,2M6,6 +M1,1M4,4 +M1,1M5,5 +M1,1M6,6

+M3,3M4,4 +M3,3M5,5 +M3,3M6,6 +M4,4M5,5 +M4,4M6,6 +M5,5M6,6

+M1,1M3,3 −M1,3M3,1

−(
M4,4 +M5,5

)
M2,2Rv

= M1,1M2,2 +M2,2M3,3 +M2,2M6,6 +M1,1M4,4 +M1,1M5,5 +M1,1M6,6 +M3,3M4,4

+M3,3M5,5 +M3,3M6,6 +M4,4M5,5 +M4,4M6,6 +M5,5M6,6

+M1,1M3,3 −M1,3M3,1

+(
M4,4 +M5,5

)
M2,2 (1−Rv )

> 0.

Et

A3 = −M2,2M4,4M5,5 (1−Rv )

−M3,3M4,4M6,6 −M3,3M5,5M6,6 −M2,2M3,3M6,6 −M1,1M2,2M5,5 −M3,3M4,4M5,5

−M2,2M3,3M5,5 −M1,1M5,5M6,6 −M2,2M4,4M6,6 −M2,2M5,5M6,6 −M1,1M2,2M4,4

−M4,4M5,5M6,6 −M1,1M4,4M6,6 −M1,1M2,2M6,6 −M2,2M3,3M4,4 −M1,1M4,4M5,5

−M6,6
(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)−M3,1M1,6M6,3

−(
M2,2 +M4,4 +M5,5

)(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)
+M1,1M2,4

(
M4,2 +M5,2

)+M3,3M2,4
(
M5,2 +M4,2

)+M6,6M2,4
(
M5,2 +M4,2

)
grâce à l’inégalité (3.8), on a

A3 > −M2,2M4,4M5,5 (1−Rv )

−M3,3M4,4M6,6 −M3,3M5,5M6,6 −M2,2M3,3M6,6 −M3,3M4,4M5,5 −M1,1M2,2M6,6

−M1,1M4,4M5,5 −M1,1M5,5M6,6 −M4,4M5,5M6,6 −M1,1M4,4M6,6

−M6,6
(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)−M3,1M1,6M6,3

−(
M2,2 +M4,4 +M5,5

)(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)
−(

M1,1 +M3,3 +M6,6
)(

M4,4 +M5,5
)

M2,2 (1−Rv )

> 0.
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Et

A2 = +M1,1M2,2M4,4M5,5 +M1,1M2,2M4,4M6,6 +M1,1M2,2M5,5M6,6 +M2,2M3,3M4,4M5,5

+M2,2M3,3M4,4M6,6 +M1,1M4,4M5,5M6,6 +M2,2M3,3M5,5M6,6 +M2,2M4,4M5,5M6,6

+M3,3M4,4M5,5M6,6 +
(
M4,4 +M5,5 +M2,2

)
M3,1M1,6M6,3

+(
M2,2M4,4 +M2,2M5,5 +M2,2M6,6 +M4,4M5,5 +M4,4M6,6 +M5,5M6,6

)(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)
−(

M1,1M3,3 −M1,3M3,1
)

M2,4
(
M4,2 +M5,2

)
−(

M1,1 +M6,6 +M3,3
)

M2,4
(
M4,4M5,2 +M5,5M4,2

)
−(

M1,1M6,6 +M3,3M6,6
)

M2,4
(
M4,2 +M5,2

)
grâce à l’inégalité (3.8), on a

A2 > +M1,1M4,4M5,5M6,6 +M3,3M4,4M5,5M6,6

+(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1 +M1,1M6,6 +M3,3M6,6

)(
M4,4 +M5,5

)
M2,2 (1−Rv )

+(
M1,1 +M3,3 +M6,6

)
M2,2M4,4M5,5 (1−Rv )

+(
M2,2 +M4,4 +M5,5

)(
M6,6

(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)+M3,1M1,6M6,3
)

+M4,4M5,5
(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)
.

Et

A1 = −M1,1M2,2M3,3M4,4M6,6 −M1,1M2,2M3,3M5,5M6,6 −M1,1M3,3M4,4M5,5M6,6

−(
M3,3M6,6 +M1,1M6,6

)
M2,2M4,4M5,5 (1−Rv )

−M1,1M2,2M3,3M4,4M5,5 +
(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)
M4,4M5,5M2,2Rv

+M3,1M1,6M6,3M2,4
(
M5,2 +M4,2

)
+(

M1,1M3,3 −M1,3M3,1
)

M6,6M2,4
(
M4,2 +M5,2

)
−(

M2,2M4,4 +M2,2M5,5 +M4,4M5,5
)

M3,1M1,6M6,3

+(
M2,2M4,4M5,5 +M2,2M4,4M6,6 +M2,2M5,5M6,6 +M4,4M5,5M6,6

)
M1,3M3,1

grâce à l’inégalité (3.8), on a

A1 > −(
M3,3M6,6 +M1,1M6,6

)
M2,2M4,4M5,5 (1−Rv )

−(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)
M2,2M4,4M5,5 (1−Rv )

−(
M6,6

(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)+M3,1M1,6M6,3
)(

M4,4 +M5,5
)

M2,2 (1−Rv )

−M4,4M5,5
(
M6,6

(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)+M3,1M1,6M6,3
)> 0.

Enfin,

A0 = M1,1M2,2M3,3M4,4M5,5M6,6 (1−Rv )−M2,2M4,4M5,5M6,6M1,3M3,1 (1−Rv )

+M2,2M4,4M5,5M3,1M1,6M6,3 (1−Rv )

= M2,2M4,4M5,5
(
M1,1M3,3M6,6 −M6,6M1,3M3,1 +M3,1M1,6M6,3

)
(1−Rv ) > 0

En utilisant les critères de Lienard-Chipart, le point d’équilibre sans maladie E0 est locale-
ment asymptotiquement stable si les coefficients A5, A4, A3,A2 , A1 et A0 sont positifs et si
les déterminants de Hurwitz|H3| et|H5| sont positifs. Cela montre que la positivité des dé-
terminants de Hurwitz est très compliquée à atteindre. Cependant, le coût de calcul peut
être réduit en utilisant la version simplifiée mentionnée dans [16, 50]. Autrement dit, les
coefficients à calculer sont uniquement A5, A4, A3,A2 , A1 et A0. Notez que A5, A4 et A3 sont
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nécessaires car la version simplifiée des critères Lienard-Chipart nécessite toujours|H2| =
A5A4 − A3 > 0 [32].

|H2| = A5A4 −A3 = −M2,4 M5,2M6,6 −M1,1M2,4M5,2 −M2
1,1M2,2 −M1,1M2

2,2 −M2
2,2M3,3 −M2,2M2

3,3

−2M3,3M6,6M1,1 −2M1,1M2,2M3,3 −2M1,1M4,4M3,3 −M2,2M4,4M6,6

−M1,1M2,2M4,4 −M2,2M5,5M6,6 −M2,2M3,3M5,5 −M1,1M2,2M5,5

−2M1,1M5,5M6,6 −2M1,1M4,4M6,6 −M2,4M4,2M6,6 −M2,4M4,2M3,3

−2M3,3M5,5M6,6 −2M4,4M5,5M6,6 −2M1,1M2,2M6,6 −M2,4M5,2M3,3

−M2,2M4,4M5,5 −2M3,3M4,4M6,6 −2M1,1M4,4M5,5 −2M2,2M3,3M6,6

−2M1,1M5,5M3,3 +M3,1M1,6M6,3 −2M3,3M4,4M5,5 −M1,1M2,4M4,2 −M2
2,2M6,6

−M2,2M2
6,6 −M2

1,1M4,4 −M1,1M2
4,4 −M2

1,1M5,5 −M1,1M2
5,5 −M2

3,3M4,4 −M3,3M2
4,4

−M2
3,3M5,5 −M3,3M2

5,5 −M2
3,3M6,6 −M3,3M2

6,6 −M2
4,4M5,5 −M4,4M2

5,5

−M2
4,4M6,6 −M4,4M2

6,6 −M2
5,5M6,6 −−M5,5M2

6,6 −M2
1,1M6,6 −M1,1M2

6,6

−(
M2,2M5,5M6,6 +M2,2M3,3M5,5 +M1,1M2,2M5,5 +M2,2M3,3M4,4

)
(1−Rv )

−(
M2,2M4,4M5,5 +M2,2M4,4M6,6 +M1,1M2,2M4,4

)
(1−Rv )

−(
M2

2,2M5,5 +M2,2M2
5,5 +M2

2,2M4,4 +M2,2M2
4,4

)
(1−Rv )

−(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1

)(
M3,3 +M1,1

)
,

avec
M1,1M3,3 −M1,3M3,1 =µλ1 +µλ2 +µλ5 +λ1λ5 +µ2 > 0.

2.5.2 Etude de stabilite de E1

Théorème 3.5 L’équilibre endémique E1 du système (3.2) est localement asymptotique-
ment stable surΩ, dès que Rv > 1, et sinon E1 est instable.

Preuve. Le système (3.2) a un unique point d’équilibre endémique E1 dans l’ensembleΩ,
donné dans (3.5).

La matrice Jacobienne au point E1 est donnée par,

J(E1) = M,

Avec 

M1,1 = −(
α1η+α2

(
1−η))(I∗∗a + I∗∗h

)− (
µ+λ1

)
M2,2 = −(

β1 +β2 +µ+λ3
)

M3,3 = −(
λ2 +λ5 +µ

)
M4,4 = −(

γ1 +λ4 +µ
)

M5,5 = −(
γ2 +δ+µ

)
M6,6 = −(

γ+µ)
M2,4 = M2,5 = −M1,4 = −M1,5 =

(
α1η+α2

(
1−η))S∗∗

M2,1 =
(
α1η+α2

(
1−η))(I∗∗a + I∗∗h

)
M1,6 = γ
M4,2 = β1



M5,2 = β2

M6,4 = γ1

M6,5 = γ2

M3,1 = λ1

M1,3 = λ2

M3,2 = λ3

M3,4 = λ4

M6,3 = λ5

0 ailleurs.

avec (
α1η+α2

(
1−η))S∗∗ =

M4,4M5,5M2,2(
M4,2M5,5 +M5,2M4,4

) ,
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et 

S∗∗ =
M3,3M6,6

M3,3M6,6 +M3,1
(
M6,3 −M6,6

) 1

Rv

I∗∗a + I∗∗h = − µ

C1
M3,3M6,6

(
M4,2M5,5 +M5,2M4,4

) (Rv −1)

Rv

Rv =

(
α1η+α2

(
1−η))M3,3M6,6

(
M4,2M5,5 +M5,2M4,4

)(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

)(
M4,4M5,5M2,2

) ,

où C1 > 0 . A partir des expressions de I∗∗a + I∗∗h et Rv , on peut écrire,

M2,1 = −M4,4M5,5M2,2
(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1) .

La positivité des expressions suivantes est très utile pour la suite de la preuve,

−(
µ+λ1

)
M3,3 −M1,3M3,1 =µ

(
λ2 +λ5 +µ

)+λ1λ5 +λ1µ> 0,

((
µ+λ1

)
M3,3M6,6 +M1,3M3,1M6,6 −M3,1M1,6M6,3

)
= µ

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)+λ1λ5µ+λ1µ

(
γ+µ)> 0,

M2,2M3,3 −M1,3M3,2 =
(
λ2 +λ5 +µ

)(
β1 +β2 +µ

)+λ3
(
λ5 +µ

)> 0,

M1,3M3,2M4,4 −M4,4M2,2M3,3 −M1,3M4,2M3,4

= β1
(
γ1 +µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)+λ3
(
λ5 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)
+λ4β1

(
λ5 +µ

)+ (
β2 +µ

)(
γ1 +λ4 +µ

)(
λ2 +λ5 +µ

)
> 0,

M1,3M3,2M6,6 −M2,2M3,3M6,6 −M3,2M1,6M6,3

=
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

β1 +β2 +µ
)+µλ3

(
λ5 +µ+γ)> 0,

−M4,4M2,2M6,6 −M4,2M1,6M6,4

= γ
(
γ1 +λ4 +µ

)(
β2 +µ+λ3

)
+µ(

γ1 +λ4 +µ
)(
β1 +β2 +µ+λ3

)+β1γ
(+λ4 +µ

)
> 0,

−M5,5M2,2M6,6 −M1,6M5,2M6,5

= γ
(
γ2 +δ+µ

)(
β1 ++µ+λ3

)
+µ(

γ2 +δ+µ
)(
β1 +β2 +µ+λ3

)+β2γ
(+δ+µ)

> 0,

M2,2M3,3M4,4M6,6 −M4,2M1,6M3,4M6,3 +M3,3M4,2M1,6M6,4

−M1,3M3,2M4,4M6,6 +M1,3M4,2M3,4M6,6 +M3,2M1,6M4,4M6,3

= −M3,3M6,6M4,4
(
β2 +µ

)−µλ4β1M6,6 −µλ3
(
λ5 +µ+γ)

M4,4

−µγ1β1M3,3 +µβ1M3,3M6,6 +µλ5λ4β1

> 0,
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M2,2M3,3M5,5M6,6 −M1,3M3,2M5,5M6,6 +M3,2M1,6M6,3M5,5 +M3,3M1,6M5,2M6,5

=
(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

γ2 +δ+µ
)(
β1 +µ

)+µγ2β2
(
λ2 +λ5 +µ

)
+µλ3

(
λ5 +µ+γ)(

γ2 +δ+µ
)+β2

(
λ2 +λ5 +µ

)(
γ+µ)(

δ+µ)
> 0,

(
M6,6M4,4M5,5M2,2 +M4,2M1,6M5,5M6,4 +M1,6M5,2M4,4M6,5

)
= γ

(
γ1 +λ4 +µ

)(
γ2 +δ+µ

)(
µ+λ3

)+β2γ
(
γ1 +λ4 +µ

)(
δ+µ)

+µ(
γ1 +λ4 +µ

)(
β1 +β2 +µ+λ3

)(
γ2 +δ+µ

)+β1γ
(
γ2 +δ+µ

)(+λ4 +µ
)

> 0.

Il n’est pas difficile de voir que,

M2,4
(
M4,2 +M5,2

)
= M2,4

(
M4,2

M5,5

M5,5
+M5,2

M4,4

M4,4

)
6

(
1

M5,5
+ 1

M4,4

)
M2,4

(
M4,2M5,5 +M5,2M4,4

)
6

(
1

M5,5
+ 1

M4,4

)
M4,4M5,5M2,2

6
(
M4,4 +M5,5

)
M2,2,

alors
−M2,4

(
M4,2 +M5,2

)
>−(

M4,4 +M5,5
)

M2,2. (3.9)

Et
− (
µ+λ1

)
M3,3 −M1,3M3,1 =µ

(
λ2 +λ5 +µ

)+λ1λ5 +λ1µ> 0. (3.10)

Le polynôme caractéristique de J(E1),

P (X) = X6 +A5X5 +A4X4 +A3X3 +A2X2 +A1X1 +A0.

Avec
A5 = −M1,1 −M2,2 −M3,3 −M4,4 −M5,5 −M6,6 > 0.

Et

A4 = M2,2M3,3 +M2,2M4,4 +M2,2M5,5 +M3,3M4,4 +M2,2M6,6

+M3,3M5,5 +M3,3M6,6 +M4,4M5,5 +M4,4M6,6 +M5,5M6,6

−(
µ+λ1

)
M3,3 −M1,3M3,1 −M2,4

(
M4,2 +M5,2

)
−(

M3,3 +M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6
)

M2,1

−(
µ+λ1

)(
M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)
,

grâce à (3.9) et (3.10), on a

A4 > M3,3M4,4 +M3,3M5,5 +M4,4M6,6 +M5,5M6,6 +M2,2M6,6 +M3,3M6,6

+M4,4M5,5 +M2,2M3,3 −
((
µ+λ1

)
M3,3 +M1,3M3,1

)
−(

M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6
)(
µ+λ1

)
+M4,4M5,5M2,2

(
M3,3 +M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)
(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ (Rv −1)

C1
.
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Et

A3 = −M1,1M2,2M3,3 −M1,1M2,2M4,4 −M1,1M2,2M5,5 −M1,1M3,3M4,4

−M1,1M2,2M6,6 −M1,1M3,3M5,5 −M2,2M3,3M4,4 −M1,1M3,3M6,6

−M1,1M4,4M5,5 −M2,2M3,3M5,5 −M1,1M4,4M6,6 −M2,2M3,3M6,6

−M2,2M4,4M5,5 −M1,1M5,5M6,6 −M2,2M4,4M6,6 −M4,4M5,5M6,6

−M3,3M4,4M5,5 −M2,2M5,5M6,6 −M3,3M4,4M6,6 −M3,3M5,5M6,6

+(
M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)
M1,3M3,1

+(
M1,1 +M2,1

)(
M5,2 +M4,2

)
M2,4 −M2,1M1,3M3,2 −M3,1M1,6M6,3

+(
M3,3 +M6,6

)(
M4,2 +M5,2

)
M2,4 +M2,4

(
M5,2M4,4 +M4,2M5,5

)
,

grâce à (3.9) et (3.10), on a

A3 > −M2,2M3,3M6,6 −M3,3M4,4M5,5 −M3,3M4,4M6,6 −M3,3M5,5M6,6 −M4,4M5,5M6,6

+(
M4,4M6,6 +M5,5M6,6 +M4,4M5,5 +M2,2M6,6

)(
µ+λ1

)
+((

µ+λ1
)

M3,3 +M1,3M3,1
)(

M2,2 +M4,4 +M5,5
)

+((
µ+λ1

)
M3,3M6,6 +M1,3M3,1M6,6 −M3,1M1,6M6,3

)
−M4,4M5,5M2,2

(
M6,6 +M3,3 +M2,2

)(
M4,4 +M5,5

)(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
(
M4,4M5,5 +M6,6

(
M2,2 +M3,3

))(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
((

M3,3M2,2 −M1,3M3,2
))(

M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3
) µ

C1
(Rv −1) .

Et

A2 = M1,1M2,2M3,3M4,4 +M1,1M2,2M3,3M5,5 +M1,1M2,2M3,3M6,6 +M1,1M2,2M4,4M5,5

+M1,1M2,2M4,4M6,6 +M1,1M3,3M4,4M5,5 +M2,2M4,4M5,5M6,6 +M3,3M4,4M5,5M6,6

+M1,1M2,2M5,5M6,6 +M1,1M3,3M4,4M6,6 +M2,2M3,3M4,4M5,5 +M1,1M3,3M5,5M6,6

+M2,2M3,3M4,4M6,6 +M1,1M4,4M5,5M6,6 +M2,2M3,3M5,5M6,6

−M2,4
(
M4,2 +M5,2

)(
M1,1M3,3 −M1,3M3,1 +M3,3M2,1

)
+M2,1M1,3M3,2

(
M4,4 +M5,5 +M6,6

)+M3,1M1,6M6,3
(
M2,2 +M4,4 +M5,5

)
−M1,3M3,1

(
M2,2M4,4 +M2,2M5,5 +M2,2M6,6 +M5,5M6,6 +M4,4M6,6 +M4,4M5,5

)
−M2,1M1,3M4,2M3,4 −M2,1M3,2M1,6M6,3 −M2,1M4,2M1,6M6,4 −M2,1M1,6M5,2M6,5

−M2,4
(
M3,3M6,6 +M6,6M1,1 +M6,6M2,1

)(
M4,2 +M5,2

)
−M2,4

(
M6,6 +M3,3 +M1,1 +M2,1

)(
M5,2M4,4 +M4,2M5,5

)
,
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grâce à (3.9) et (3.10), on a

A2 >
(−(

µ+λ1
)

M3,3 −M1,3M3,1
)

M4,4M5,5

+(
M4,4 +M5,5 +M2,2

)(
M3,1M1,6M6,3 −M1,3M3,1M6,6 −

(
µ+λ1

)
M3,3M6,6

)
+(

M3,3 −
(
µ+λ1

))
M4,4M5,5M6,6

+M4,4M5,5M2,2
(
M3,3M6,6

(
M4,4 +M5,5

)+M4,4M5,5
(
M3,3 +M6,6 +M2,2

))×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
(
M1,3M3,2M4,4 −M4,4M2,2M3,3 −M1,3M4,2M3,4

)×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

+M4,4M5,5M2,2M5,5
(
M2,2M3,3 −M1,3M3,2

)(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
(
M1,3M3,2M6,6 −M2,2M3,3M6,6 −M3,2M1,6M6,3

)×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

+M4,4M5,5M2,2
(
M4,4M2,2M6,6 +M4,2M1,6M6,4

)×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

+M4,4M5,5M2,2
(
M5,5M2,2M6,6 +M1,6M5,2M6,5

)×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1) .

Et

A1 = −M1,1M2,2M3,3M4,4M5,5 −M1,1M2,2M3,3M4,4M6,6 −M1,1M2,2M3,3M5,5M6,6

−M1,1M3,3M4,4M5,5M6,6 −M2,2M3,3M4,4M5,5M6,6 −M1,1M2,2M4,4M5,5M6,6

−M2,1
(
M1,3M3,2M5,5M6,6 +M1,3M3,2M4,4M5,5 +M4,2M1,6M3,4M6,3 +M1,3M3,2M4,4M6,6

)
−M3,1M1,6M6,3

(
M2,2M5,5 +M2,2M4,4 +M4,4M5,5

)
+M2,1M1,3M4,2M3,4

(
M5,5 +M6,6

)+M2,1M3,2M1,6M6,3
(
M4,4 +M5,5

)
+M2,1M1,6M5,2M6,5

(
M3,3 +M4,4

)+M2,1M4,2M1,6M6,4
(
M5,5 +M3,3

)
+M1,3M3,1

(
M2,2M5,5M6,6 +M2,2M4,4M5,5 +M2,2M4,4M6,6 +M4,4M5,5M6,6

)
+M2,4

(
M3,3M1,1 −M1,3M3,1

)(
M5,2M4,4 +M4,2M5,5

)
−M2,4

(
M4,2 +M5,2

)((
µ+λ1

)
M6,6M3,3 +M6,6M1,3M3,1 −M3,1M1,6M6,3

)
+M2,4

(
M3,3M2,1 +M6,6M1,1 +M6,6M2,1 +M6,6M3,3

)(
M5,2M4,4 +M4,2M5,5

)
,
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grâce à (3.9) et (3.10), on a

A1 >
((
µ+λ1

)
M3,3M6,6 +M1,3M3,1M6,6 −M3,1M1,6M6,3

)
M5,5M4,4

−M4,4M5,5M2,2M3,3M4,4M5,5M6,6
(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2M5,5
(
M3,3M4,4M2,2 −M1,3M3,2M4,4 +M1,3M4,2M3,4

)×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
(
M6,6M4,4M5,5M2,2 +M4,2M1,6M5,5M6,4 +M1,6M5,2M4,4M6,5

)×(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ
C1

(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
(
M2,2M3,3M5,5M6,6 −M1,3M3,2M5,5M6,6 +M3,2M1,6M6,3M5,5

+M3,3M1,6M5,2M6,5
)(

M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3
) µ

C1
(Rv −1)

−M4,4M5,5M2,2
(
M2,2M3,3M4,4M6,6 −M4,2M1,6M3,4M6,3 +M3,3M4,2M1,6M6,4 −M1,3M3,2M4,4M6,6

+M1,3M4,2M3,4M6,6 +M3,2M1,6M4,4M6,3
)(

M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3
) µ

C1
(Rv −1) .

Enfin,

A0 = −M3,3M1,6M5,2M4,4M6,5M2,1

−(
M2,2M3,3M4,4M6,6 −M4,2M1,6M3,4M6,3 +M3,3M4,2M1,6M6,4 −M1,3M3,2M4,4M6,6

+M1,3M4,2M3,4M6,6 +M3,2M1,6M4,4M6,3
)

M5,5M2,1

= −M4,4M5,5M2,2

(
µM3,3M6,6M4,4M5,5 −µλ5λ4β1M5,5 +µλ4β1M6,6M5,5

−µβ1M3,3M6,6M5,5 +µγ1β1M3,3M5,5 +µλ3
(
λ5 +µ+γ)

M4,4M5,5 +µγ2β2M3,3M4,4

−β2M3,3M6,6M4,4
(
δ+µ) )(

M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3
) µ

C1
(Rv −1)

De la même manière que précédemment, le point d’équilibre endémique E1 est locale-
ment asymptotiquement stable si les coefficients A5, A4, A3, A2, A1 et A0 sont positifs et
les déterminants de Hurwitz |H3| et |H5| sont positifs. En utilisant la version simplifiée
mentionnée dans [16, 50]. Autrement dit, les coefficients qui doivent être calculés sont
uniquement A5, A4, A3, A2, A1 et A0. Notez que A5, A4 et A3 sont nécessaires car la version
simplifiée des critères de Lienard-Chipart nécessite toujours |H2| = A5A4 −A3 > 0 [32].

|H2| = A5A4 −A3

> −Rv M44M55M22 −M2
2,2M3,3 −M2,2M2

3,3 −M2
3,3M4,4 −M3,3M2

4,4 −M2
2,2M6,6 −M2

3,3M5,5

−M2,2M2
6,6 −M3,3M2

5,5 −M2
3,3M6,6 −M2

4,4M5,5 −M3,3M2
6,6 −M4,4M2

5,5 −M2
4,4M6,6

−M4,4M2
6,6 −M2

5,5M6,6 −M5,5M2
6,6 −M4,4M2,2M2,1 −M5,5M2,2M2,1 +M2,1M1,3M3,2

−M4,4M3,3M2,2 −M5,5M3,3M2,2 −M4,4M6,6M2,2 −M5,5M6,6M2,2 −M2,2M3,3M4,4

−M2,2M3,3M5,5 +M3,1M1,6M6,3 −2M2,2M3,3M6,6 −M2,2M4,4M6,6 −2M3,3M4,4M5,5

−M2,2M5,5M6,6 −2M3,3M4,4M6,6 −2M3,3M5,5M6,6 −2M4,4M5,5M6,6

+(
M3,3 +M1,1

)(
M1,3M3,1 +

(
µ+λ1

)
M3,3

)+ (
M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)(
µ+λ1

)
M3,3

+(
M1,1 +M2,2 +M3,3 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)(
M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)(
µ+λ1

)
−M4,4M5,5M2,2

(
M1,1 +M2,2 +M3,3 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)(
M3,3 +M2,2 +M4,4 +M5,5 +M6,6

)
(
M3,3M6,6 −M3,1M6,6 +M3,1M6,3

) µ (Rv −1)

C1
> 0,
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car

−(
µ+λ1

)
M3,3 −M1,3M3,1 = µ

(
λ2 +λ5 +µ

)+λ1λ5 +λ1µ,

Rv > 1.
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Chapitre 4

Approche en métapopulation du modèle
SEIR-V pour la Transmission de la
COVID-19

Ce chapitre a fait l’objet d’un article dans une revue Iranienne de classe B [20].

Dans ce chapitre, on introduit la modélisation de métapopulations pour étudier l’im-
pact de la mobilité individuelle sur la propagation du COVID-19, en s’appuyant sur notre
modèle précédent (3.2). Notre objectif est de développer un modèle mathématique tem-
porel pour décrire la transmission du COVID-19 avec vaccination, dans le but d’optimiser
les stratégies de contrôle de la maladie au sein et entre différentes régions. En utilisant
une configuration à deux zones (n = 2), on aborde les complexités des calculs, en veillant
à la limitation et à la positivité des solutions. On calcule le nombre de reproduction de
la vaccination (Rv ) pour la métapopulation à deux zones et analyse la stabilité locale et
globale de l’équilibre sans maladie.

1 Modèle en métapopulation

Dans les travaux [11, 2, 60, 47, 45, 8, 52, 9] , un système complet d’ équations dif-
férentielles est développé pour caractériser la mobilité humaine. Au sein de ce modèle,
les sous-populations sont identifiées en fonction de leur origine et de leur emplacement
actuel. En s’appuyant sur le modèle détaillé dans le chapitre précédent, on introduit le
concept de patchs (zones) dans lequel se produisent les interactions entre les individus
infectés et non infectés.

On Considère un réseau comprenant p nœuds. Au sein de ce réseau, les individus
sont caractérisés par deux attributs clés : le nœud d’origine, signifiant leur résidence, et le
nœud qu’ils occupent actuellement au temps t . On suppose que la population humaine
totale Ni dans chaque nœud reste constante et strictement positive, et que les taux de
transition d’un état pathologique à un autre restent également les mêmes pour toutes les
parcelles. De plus, on suppose que les naissances ont lieu dans le nœud résident tandis
que les décès ont lieu dans n’importe quel nœud où se trouve la personne.

La population du patch i est divisée en compartiments sensibles (Si ), exposés (Ei ),
vaccinés (Vi ), infectieux asymptomatiques

(
Ia,i

)
, infectieux symptomatiques et hospitali-

sés
(
Is,i

)
, décès (Di ) , et le récupéré comme (Ri ). Le nombre total d’individus dans la taille
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de la parcelle i au moment t est défini par

Ni (t ) = Si (t )+Ei (t )+Vi (t )+ Ia,i (t )+ Is,i (t )+Ri (t )+Di (t )

et la population totale est donnée par

N =
p∑

i =1
Ni

On adopte une méthodologie similaire à celle employée par Arino et van Den Driessche
[9]. La migration est observée entre n’importe quelle paire de patchs, se produisant aux
taux spécifiés :

— ϕS
i j taux de migration des individus susceptibles du patch i au patch j .

— ϕE
i j taux de migration des individus infectés (non infectieux) à partir du patch i . au

patch j .

— ϕV
i j taux de migration des individus vaccinés du patch i au patch j .

— ϕ
Ia
i j taux de migration des individus infectieux asymptomatiques du patch i au patch

j .

— ϕ
Is
i j taux de migration des individus infectieux symptomatiques du patch i au patch

j .

— ϕR
i j taux de migration des individus récupérés du patch i au patch j .

où
ϕS

i i = ϕE
i i =ϕV

i i =ϕIa
i i =ϕIs

i i =ϕR
i i = 0

Par conséquent, le système d’équations différentielles en métapopulation qui modé-
lise la dynamique du COVID-19 est donné par le système suivant,

dSi

d t
=µNi

N − (
α1ηi +α2

(
1−ηi

))(
Ia,i + Is,i

)
Si +

p∑
j =1( j 6=i )

ϕS
j i S j

−Si

p∑
j =1( j 6=i )

ϕS
i j −

(
µ+λ1

)
Si +λ2Vi +γRi

dEi

d t
=

(
α1ηi +α2

(
1−ηi

))(
Ia,i + Is,i

)
Si +

p∑
j =1( j 6=i )

ϕE
j i E j

−Ei

p∑
j =1( j 6=i )

ϕE
i j −

(
β1 +β2 +µ+λ3

)
Ei

dVi

d t
= λ1Si +λ3Ei +λ4Ia,i +

p∑
j =1( j 6=i )

ϕV
j i V j −Vi

p∑
j =1( j 6=i )

ϕV
i j −

(
λ2 +λ5 +µ

)
Vi

dIa,i

d t
= β1Ei +

p∑
j =1( j 6=i )

ϕ
Ia
j i Ia, j − Ia,i

p∑
j =1( j 6=i )

ϕ
Ia
i j −

(
γ1 +λ4 +µ

)
Ia,i

dIs,i

d t
= β2Ei +

p∑
j =1( j 6=i )

ϕ
Is
j i Ia, j − Is,i

p∑
j =1( j 6=i )

ϕ
Is
i j −

(
γ2 +δi +µi

)
Is,i

dRi

d t
= γ1Ia,i +γ2Is,i +λ5Vi +

p∑
j =1( j 6=i )

ϕR
j i R j −Ri

p∑
j =1( j 6=i )

ϕR
i j −

(
γ+µ)

Ri

dDi

d t
= δIs,i ,

avec les conditions initiales,

Si (0) > 0,Ei (0) > 0,
p∑

i =1
Ei (0) > 0

Vi (0) > 0,Ia,i (0) > 0,
p∑

i =1
Ia,i (0) > 0

Is,i (0) > 0,
p∑

i =1
Is,i (0) > 0,Ri (0) > 0,

70



CHAPITRE 4. APPROCHE EN MÉTAPOPULATION DU MODÈLE SEIR-V POUR LA
TRANSMISSION DE LA COVID-19

pour i = 1, p.

2 Modèle SEIR-V à 2 patchs pour la COVID-19

Pour améliorer le réalisme de notre étude, on limite notre étude à un modèle à deux
patchs, en entreprenant une analyse mathématique rigoureuse de sa dynamique. Le schéma
de la transmission du COVID-19 en 2-Patch est présenté dans la figure 4.1.
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V1 

Ia,1 Is,1 
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µ 

µ 

µ 

µ 

µ 
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α12+ α2(1-2) 
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λ3 

γ1 γ2 
δ 

µN2 

λ5 
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λ4 

λ1 

S2 
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Patch 1 Patch 2 𝜑12
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𝐸  

𝜑21
𝐸  
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𝐼𝑎  

𝜑21
𝑅  

𝜑12
𝑅  

𝜑12
𝐼𝑎  

𝜑21
𝑉  

FIGURE 4.1 – Schéma du modèle SEIR-V à 2 patchs proposé.
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Alors ce schéma peut se formuler mathématiquement comme suit,

dS1

d t
=µn1 − c1

(
Ia,1 + Is,1

)
S1 +ϕS

21S2 −
(
ϕS

12 + c0
)

S1 +λ2V1 +γR1

dS2

d t
=µn2 − c2

(
Ia,2 + Is,2

)
S2 +ϕS

12S1 −
(
ϕS

21 + c0
)

S2 +λ2V2 +γR2

dE1

d t
= c1

(
Ia,1 + Is,1

)
S1 +ϕE

21E2 −
(
ϕE

12 + c3
)

E1

dE2

d t
= c2

(
Ia,2 + Is,2

)
S2 +ϕE

12E1 −
(
ϕE

21 + c3
)

E2

dV1

d t
= λ1S1 +λ3E1 +λ4Ia,1 +ϕV

21V2 −
(
ϕV

12 + c4
)

V1

dV2

d t
= λ1S2 +λ3E2 +λ4Ia,2 +ϕV

12V1 −
(
ϕV

21 + c4
)

V2

dIa,1

d t
= β1E1 +ϕIa

21Ia,2 −
(
ϕ

Ia
12 + c5

)
Ia,1

dIa,2

d t
= β1E2 +ϕIa

12Ia,1 −
(
ϕ

Ia
21 + c5

)
Ia,2

dIs,1

d t
= β2E1 − c6Is,1

dIs,2

d t
= β2E2 − c6Is,2

dR1

d t
= γ1Ia,1 +γ2Is,1 +λ5V1 +ϕR

21R2 −
(
ϕR

12 + c7
)

R1

dR2

d t
= γ1Ia,2 +γ2Is,2 +λ5V2 +ϕR

12R1 −
(
ϕR

21 + c7
)

R2,

(4.1)

avec conditions initiales 

Si (0) > 0
Ei (0) > 0,E1(0)+E2(0) > 0,
Vi (0) > 0,
Ia,i (0) > 0,Ia,1(0)+ Ia,2(0) > 0,
Is,i (0) > 0,Is,1(0)+ Is,2(0) > 0,
Ri (0) > 0,

(4.2)

pour i = 1,2.
Et 

n1 = N1
N ,n2 = N2

N
c0 =

(
µ+λ1

)
c1 =

(
α1η1 +α2

(
1−η1

))
c2 =

(
α1η2 +α2

(
1−η2

))
c3 = β1 +β2 +µ+λ3

,


c4 =

(
λ2 +λ5 +µ

)
c5 = γ1 +λ4 +µ
c6 = γ2 +δ+µ
c7 =

(
γ+µ)

.

(4.3)

2.1 Bornitude et positivité des solutions

On considère la zone d’intérêt biologique suivante,

Ω =

{ (
S1,S2,E1,E2,V1,V2, Ia,1, Ia,2, Is,1, Is,2,R1,R2

) ∈ R12+ :
06

∑
i

Si +∑
i

Ei +∑
i

Vi +∑
i

Ia,i +∑
i

Is,i +∑
i

Ri 6 1, i = 1,2

}
(4.4)

Théorème 4.1 Considérons le système (4.1) avec les conditions initiales (4.2). L’ensembleΩ
est attractif et positivement invariant par rapport au modèle (4.1), avec Si , Vi , Ri

(
i = 1,2

)
restent positifs. La population totale de chaque patch est supposée constante et tous ses états
pathologiques sont également bornés.
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Preuve. Dans les conditions initiales (4.2) :

— Dans le cas où E1 devient nul à t1 avant que E2 ne devienne nul, alors à t1, on a,

dE1

d t
= c1

(
Ia,1 + Is,1

)
S1 +ϕE

21E2 > 0

cela démontre que E1 est une fonction non décroissante de t à t1. Par conséquent,
E1 reste non négatif. De manière analogue, il en va de même pour E2.

— Dans le cas où Ia,1 devient nul à un instant t2 avant que Ia,2 ne devienne nul, alors à
t2, on a,

dIa,1

d t
= β1E1 +ϕIa

21Ia,2 > 0

cela démontre que Ia,1 est une fonction non décroissante de t à t2. Ainsi, Ia,1 reste
non négatif. De manière analogue, il en va de même pour Ia,2.

— Dans le cas où Is,1devient nul à un instant t3 avant que Is,2 ne devienne nul, alors à
t3, on a,

dIs,1

d t
= β2E1 > 0

cela démontre que Is,1 est une fonction non décroissante de t à t3. Ainsi, Is,1 reste
non négatif. De manière analogue, il en va de même pour Is,2.

— Supposons maintenant qu’à un instant t4, S1(t4) = 0 avant que S2 ne vienne à zéro.
Alors à t = t4 , du système (4.1),

dS1

d t
=µ

N1

N
+ϕS

21S2 +λ2V1 +γR1 > 0

ce qui implique que
dS1

d t
> 0 quand S1 est strictement positif. Ainsi, il n’existe pas

de temps t4 tel que S1(t4) = 0. Donc, S1 reste positif pour t > 0 lorsque la condition
initiale S1(0) > 0. Par un raisonnement comparable, on en déduit la positivité de S2.

— De même à un instant t5, V1(t5) = 0 avant que V2 ne passe à zéro. Alors à t = t5 , à
partir du système (4.1),

dV1

d t
= λ1S1 +λ3E1 +λ4Ia,1 +ϕV

21V2 > 0

ce qui implique que
dV1

d t
> 0 car S1 (t ) > 0 pour t > 0 . Il n’existe donc pas de temps

t5 tel que V1(t5) = 0. V1 reste donc positif. En utilisant un raisonnement comparable,
on en déduit la positivité de V2.

— De même à un instant t6 ; R1(t6) avant que R2 ne passe à zéro. Alors à t = t6 , à partir
du système (4.1),

dR1

d t
= γ1Ia,1 +γ2Is,1 +λ5V1 +ϕR

21R2 > 0

ce qui implique que
dR1

d t
> 0 car V1 (t ) > 0 pour t > 0 . Ainsi, il n’existe pas de temps

t6 tel que R1(t6) = 0. R1 reste donc positif. En utilisant un raisonnement comparable,
on en déduit la positivité de R2.

Puisque l’ensemble positifΩ est invariant sous le système (4.1) et que la population to-
tale dans chaque patch (Ni )i =1,2 est supposée constante, et tous leurs états pathologiques
sont également bornés.
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2.2 L’équilibre sans maladie

Théorème 4.2 Le système (4.1) admet un point d’équilibre sans maladie ε∗ pour des para-
mètres strictements positifs. Il existe dansΩ sans condition et il est donné par

ε∗ =
(

S∗
1 S∗

2 0 0 V∗
1 V∗

2 0 0 0 0 R∗
1 R∗

2

)T
, (4.5)

où 

S∗
1 = µk2k3

d3(d1+d2+d3) (n1(d1 +d3)+d1n2)

S∗
2 = µk2k3

d3(d1+d2+d3) (d2n1 + (d2 +d3)n2)

V∗
1 =

λ1
(
ϕV

21+c4
)
µk3k2(n1(d1+d3)+d1n2)

k2d3(d1+d2+d3) + λ1ϕ
V
21µk2k3(d2n1+(d2+d3)n2)

k2d3(d1+d2+d3)

V∗
2 =

λ1µk2k3ϕ
V
12(n1(d1+d3)+d1n2)

k2d3(d1+d2+d3) + λ1µk2k3
(
ϕV

12+c4
)
(d2n1+(d2+d3)n2)

k2d3(d1+d2+d3)

R∗
1 = λ5λ1k4µk2k3(n1(d1+d3)+d1n2)

k2k3d3(d1+d2+d3) + µk2k3λ5λ1
(
ϕV

21k3+ϕR
21k5

)
(d2n1+(d2+d3)n2)

k2k3d3(ϕR
12+c7)(d1+d2+d3)

R∗
2 =

λ1λ5µk2k3
(
ϕV

12k3+ϕR
12k4

)
(n1(d1+d3)+d1n2)

k2k3(ϕR
21+c7)d3(d1+d2+d3)

+ λ1λ5k5µk2k3(d2n1+(d2+d3)n2)
d3(d1+d2+d3) ,

avec 
d1 = γλ1λ5k6 +λ1λ2k3ϕ

V
21 +k3k2ϕ

S
21

d2 = γλ1λ5k7 +λ1λ2k3ϕ
V
12 +k2k3ϕ

S
12

d3 = k3k2µ+λ1µ (λ5 + c7) (k6 +k7 + c4c7) ,
(4.6)

et 

k2 = c2
4 +ϕV

12c4 +ϕV
21c4

k3 = c2
7 +ϕR

12c7 +ϕR
21c7

k4 =
(
ϕV

21 + c4
)(
ϕR

21 + c7
)+ϕV

12ϕ
R
21

k5 =
(
ϕV

12 + c4
)(
ϕR

12 + c7
)+ϕR

12ϕ
V
21

k6 =
(
ϕV

21

(
ϕR

21 + c7
)+ϕR

21

(
ϕV

12 + c4
))

k7 =
(
ϕV

12

(
ϕR

12 + c7
)+ϕR

12

(
ϕV

21 + c4
))

.

(4.7)

Preuve. Pour déterminer le point d’équilibre sans maladie ε∗ du système (4.1), on résout
le système suivant,

µn1 − c1
(
Ia,1 + Is,1

)
S1 +ϕS

21S2 −
(
ϕS

12 + c0
)

S1 +λ2V1 +γR1 = 0
µn2 − c2

(
Ia,2 + Is,2

)
S2 +ϕS

12S1 −
(
ϕS

21 + c0
)

S2 +λ2V2 +γR2 = 0
c1

(
Ia,1 + Is,1

)
S1 +ϕE

21E2 −
(
ϕE

12 + c3
)

E1 = 0
c2

(
Ia,2 + Is,2

)
S2 +ϕE

12E1 −
(
ϕE

21 + c3
)

E2 = 0
λ1S1 +λ3E1 +λ4Ia,1 +ϕV

21V2 −
(
ϕV

12 + c4
)

V1 = 0
λ1S2 +λ3E2 +λ4Ia,2 +ϕV

12V1 −
(
ϕV

21 + c4
)

V2 = 0

β1E1 +ϕIa
21Ia,2 −

(
ϕ

Ia
12 + c5

)
Ia,1 = 0

β1E2 +ϕIa
12Ia,1 −

(
ϕ

Ia
21 + c5

)
Ia,2 = 0

β2E1 − c6Is,1 = 0
β2E2 − c6Is,2 = 0
γ1Ia,1 +γ2Is,1 +λ5V1 +ϕR

21R2 −
(
ϕR

12 + c7
)

R1 = 0
γ1Ia,2 +γ2Is,2 +λ5V2 +ϕR

12R1 −
(
ϕR

21 + c7
)

R2 = 0.

Puisque E1 = E2 = Ia,1 = Ia,2 = Is,1 = Is,2 = 0 alors le systeme (4.1), devient ;

µn1 +ϕS
21S2 −

(
ϕS

12 + c0
)

S1 +λ2V1 +γR1 = 0
µn2 +ϕS

12S1 −
(
ϕS

21 + c0
)

S2 +λ2V2 +γR2 = 0
λ1S1 +ϕV

21V2 −
(
ϕV

12 + c4
)

V1 = 0
λ1S2 +ϕV

12V1 −
(
ϕV

21 + c4
)

V2 = 0
λ5V1 +ϕR

21R2 −
(
ϕR

12 + c7
)

R1 = 0
λ5V2 +ϕR

12R1 −
(
ϕR

21 + c7
)

R2 = 0.
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D’apres l’équation (5) et (6), on a

V∗
1 =

λ1
(
ϕV

21 + c4
)

k2
S∗

1 +
λ1ϕ

V
21

k2
S∗

2 ,

et

V∗
2 =

λ1ϕ
V
12

k2
S∗

1 +
λ1

(
ϕV

12 + c4
)

k2
S∗

2 ,

avec
k2 =

(
ϕV

12 + c4
)(
ϕV

21 + c4
)−ϕV

21ϕ
V
12.

D’apres l’équation (11) et (12), on a

R∗
1 =

λ5λ1k4

k2k3
S∗

1 +
λ5λ1

(
ϕV

21k3 +ϕR
21k5

)(
ϕR

12 + c7
)

k2k3
S∗

2 ,

et

R∗
2 =

λ1λ5
(
ϕV

12k3 +ϕR
12k4

)(
ϕR

21 + c7
)

k2k3
S∗

1 +
λ5λ1k5

k2k3
S∗

2 ,

avec

k3 =
(
ϕR

12 + c7
)(
ϕR

21 + c7
)−ϕR

21ϕ
R
12

k4 =
(
ϕV

21 + c4
)(
ϕR

21 + c7
)+ϕV

12ϕ
R
21

k5 =
(
ϕV

12 + c4
)(
ϕR

12 + c7
)+ϕR

12ϕ
V
21.

Enfin, en remplaçant les expressions V∗
1 , V∗

2 , R∗
1 et R∗

2 dans l’équation (1) et V∗
1 , V∗

2 , R∗
1

dans l’équation (2), on obtient

µk2k3n1 − (d2 +d3)S∗
1 +d1S∗

2 = 0

µk2k3n2 +d2S∗
1 − (d1 +d3)S∗

2 = 0.

Donc,

S∗
1 =

µk2k3 (n1 (d1 +d3)+d1n2)

d3 (d3 +d1 +d2)
,

S∗
2 =

µk2k3 (d2n1 + (d2 +d3)n2)

d3 (d3 +d1 +d2)
.

Avec

d1 = γλ1λ5k6 +λ1λ2k3ϕ
V
21 +k2k3ϕ

S
21

d2 = γλ1λ5k7 +λ1λ2k3ϕ
V
12 +k2k3ϕ

S
12

d3 = k3k2µ+λ1µ (λ5 + c7) (k6 +k7 + c4c7) .

Et,

k6 =
(
ϕV

21

(
ϕR

21 + c7
)+ϕR

21

(
ϕV

12 + c4
))

k7 =
(
ϕV

12

(
ϕR

12 + c7
)+ϕR

12

(
ϕV

21 + c4
))

.

D’où, le premier point d’équilibre (le point d’équilibre sans maladie),

ε∗ =
(

S∗
1 S∗

2 0 0 V∗
1 V∗

2 0 0 0 0 R∗
1 R∗

2

)T
,
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avec 

S∗
1 = µk2k3

d3(d1+d2+d3) (n1(d1 +d3)+d1n2)

S∗
2 = µk2k3

d3(d1+d2+d3) (d2n1 + (d2 +d3)n2)

V∗
1 =

λ1
(
ϕV

21+c4
)
µk3k2(n1(d1+d3)+d1n2)

k2d3(d1+d2+d3) + λ1ϕ
V
21µk2k3(d2n1+(d2+d3)n2)

k2d3(d1+d2+d3)

V∗
2 =

λ1µk2k3ϕ
V
12(n1(d1+d3)+d1n2)

k2d3(d1+d2+d3) + λ1µk2k3
(
ϕV

12+c4
)
(d2n1+(d2+d3)n2)

k2d3(d1+d2+d3)

R∗
1 = λ5λ1k4µk2k3(n1(d1+d3)+d1n2)

k2k3d3(d1+d2+d3) + µk2k3λ5λ1
(
ϕV

21k3+ϕR
21k5

)
(d2n1+(d2+d3)n2)

k2k3d3(ϕR
12+c7)(d1+d2+d3)

R∗
2 =

λ1λ5µk2k3
(
ϕV

12k3+ϕR
12k4

)
(n1(d1+d3)+d1n2)

k2k3(ϕR
21+c7)d3(d1+d2+d3)

+ λ1λ5k5µk2k3(d2n1+(d2+d3)n2)
d3(d1+d2+d3) .

2.3 Nombre de reproduction de vaccination Rv pour 2-patchs

Dans cette sous-section, on présente la méthode utilisée pour notre modèle SEIR-V-2-
patchs pour estimer le nombre de reproduction vaccinal Rv . Cette méthode est proposée
par Diekmann, Heesterbeek et Metz [86] et élaborée par Van Den Driessche et Watmough
[85][86] et permet de déterminer Rv pour un modèle en compartimenté ODE en utilisant
la matrice de nouvelle génération.

Soit X =
(
E1,E2, Ia,1, Ia,2, Is,1, Is,2

)T alors le modèle peut s’écrire

dX

d t
= F (X)−V (X) ,

avec

F (X) =



c1
(
Ia,1 + Is,1

)
S1

c2
(
Ia,2 + Is,2

)
S2

0
0
0
0

 ,

et

V (X) =



−ϕE
21E2 +

(
ϕE

12 + c3
)

E1

−ϕE
12E1 +

(
ϕE

21 + c3
)

E2

−β1E1 −ϕIa
21Ia,2 +

(
ϕ

Ia
12 + c5

)
Ia,1

−β1E2 −ϕIa
12Ia,1 +

(
ϕ

Ia
21 + c5

)
Ia,2

−β2E1 + c6Is,1

−β2E2 + c6Is,2


.

Le nombre de reproduction de base, Rv , est calculé par une technique de la matrice
de nouvelle génération. Les matrices F et V au DFE ε∗ sont données comme suit :

F =
∂F (X)

∂X

∣∣∣∣
ε∗

=



0 0 c1S∗
1 0 c1S∗

1 0
0 0 0 c2S∗

2 0 c2S∗
2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,
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et

V =
∂V (X)

∂X

∣∣∣∣
ε∗

=



ϕE
12 + c3 −ϕE

21 0 0 0 0
−ϕE

12 ϕE
21 + c3 0 0 0 0

−β1 0 ϕ
Ia
12 + c5 −ϕIa

21 0 0

0 −β1 −ϕIa
12 ϕ

Ia
21 + c5 0 0

−β2 0 0 0 c6 0
0 −β2 0 0 0 c6

 .

Par conséquent, la matrice de nouvelle génération est donnée par

FV−1 =



m1S∗
1 m3S∗

1

c1

(
c5+ϕIa

21

)
k1

S∗
1

c1ϕ
Ia
21

k1
S∗

1
c1
c6

S∗
1 0

m2S∗
2 m4S∗

2
c2ϕ

Ia
12

k1
S∗

2

c2

(
c5+ϕIa

12

)
k1

S∗
2 0 c2

c6
S∗

2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


avec

m1 = c1

((
c3 +ϕE

21

)
k0

(
β2

c6
+ c5β1

k1

)
+ β1ϕ

Ia
21

c3k1

)
(4.8)

m2 = c2

(
ϕE

12

k0

(
β2

c6
+ c5β1

k1

)
+ β1ϕ

Ia
12

c3k1

)

m3 = c1

(
ϕE

21

k0

(
β2

c6
+ c5β1

k1

)
+ β1ϕ

Ia
21

c3k1

)

m4 = c2

((
c3 +ϕE

12

)
k0

(
β2

c6
+ c5β1

k1

)
+ β1ϕ

Ia
12

c3k1

)

et {
k0 = c3ϕ

E
12 + c3ϕ

E
21 + c2

3

k1 = c5ϕ
Ia
12 + c5ϕ

Ia
21 + c2

5 .
(4.9)

Le nombre de reproduction, Rv , est le rayon spectral de la matrice de nouvelle géné-
ration, qui est donné par

Rv =
1

2

µk2k3

d3 (d1 +d2 +d3)

(
(d1 +n1d3)m1 + (d2 +n2d3)m4

+
√

((d1 +n1d3)m1 − (d2 +n2d3)m4)2 +4m2m3(d1 +n1d3)(d2 +n2d3)

)
où (ci ) et (di ) sont définis respectivement en (4.3) et (4.6).

2.4 Analyse Mathématique du modèle

Théorème 4.3 Le point d’équilibre sans maladie du systéme (4.1), ε∗, est localement asymp-
totiquement stable dansΩ si Rv < 1, sinon ε∗ est instable.

Preuve. Le système (4.1) a un unique point d’équilibre sans maladie ε∗ dans l’ensemble
Ω, donné en (4.5).
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La matrice Jacobienne au point ε∗ est donnée par

J
(
ε∗

)
= M,

où 

M1,1 = −(
ϕS

12 + c0
)

M2,2 = −(
ϕS

21 + c0
)

M3,3 = −(
ϕE

12 + c3
)

M4,4 = −(
ϕE

21 + c3
)

M5,5 = −(
ϕV

12 + c4
)

M6,6 = −(
ϕV

21 + c4
)

M7,7 = −
(
ϕ

Ia
12 + c5

)
M8,8 = −

(
ϕ

Ia
21 + c5

)
M9,9 = −c6

M10,10 = −c6

M11,11 = −(
ϕR

12 + c7
)

M12,12 = −(
ϕR

21 + c7
)



M1,2 =ϕS
21

M1,5 = λ2

M1,7 = −c1S1

M1,9 = −c1S1

M1,11 = γ
M2,1 =ϕS

12
M2,6 = λ2

M2,8 = −c2S2

M2,10 = −c2S2

M2,12 = γ
M3,4 =ϕE

21
M4,3 =ϕE

12



M5,1 = λ1

M5,3 = λ3

M5,6 =ϕV
21

M5,7 = λ4

M6,2 = λ1

M6,4 = λ3

M6,5 =ϕV
12

M6,8 = λ4

M7,3 = β1

M7,8 =ϕIa
21

M8,4 = β1

M8,7 =ϕIa
12



M9,3 = β2

M10,4 = β2

M11,5 = λ5

M11,7 = γ1

M11,9 = γ2

M11,12 =ϕR
21

M12,6 = λ5

M12,8 = γ1

M12,10 = γ2

M12,11 =ϕR
12

0 ailleurs.

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne au point d’équilibre sans maladie ε∗ sont
données par 

ρ1 = ρ2 = −c6

ρ3 = −(
ϕE

12 +ϕE
21 + c3

)
ρ4 = −c3

ρ5 = −
(
ϕ

Ia
12 +ϕIa

21 + c5

)
ρ6 = −c5

où
(
ρi

)
i =7,12 sont les racines de

P (Z) = Z6 +C5Z5 +C4Z4 +C3Z3 +C2Z2 +C1Z1 +C0

En utilisant les critères de Lienard-Chipart, le point d’équilibre sans maladie ε∗ est lo-
calement asymptotiquement stable si les coefficients C5, C4, C3, C2, C1 et C0 sont positifs
et leurs déterminants de Hurwitz sont positifs. Cela montre que la positivité des déter-
minants de Hurwitz est très compliquée à obtenir. Cependant, le coût de calcul peut être
réduit en utilisant la version simplifiée mentionnée dans [16] [50] . Autrement dit, les co-
efficients à calculer sont uniquement C5, C4, C3, C2, C1 et C0. Notez que C5, C4 et C3 sont
nécessaires car la version simplifiée des critères de Lienard-Chipart nécessite toujours
|H2| = C5C4−C3 > 0 [32].En effet, On a utilisé un logiciel de calcul formel (Maxima version
5.42.1) pour établir que si Rv < 1, alors tout (Ci )i =0,5 et |H2| sont positifs.

Théorème 4.4 Si Rv < 1, l’équilibre sans maladie ε∗ est globalement asymptotiquement
stable surΩ.

Preuve. Puisque pour i = 1,2, on a

S1 6 S∗
1 ,S2 6 S∗

2
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dE1

d t
6−(

ϕE
12 + c3

)
E1 +ϕE

21E2 + c1S∗
1 Ia,1 + c1S∗

1 Is,1

dE2

d t
6ϕE

12E1 −
(
ϕE

21 + c3
)

E2 + c2S∗
2 Ia,2 + c2S∗

2 Is,2

dIa,1

d t
6 β1E1 −

(
ϕ

Ia
12 + c5

)
Ia,1 +ϕIa

21Ia,2

dIa,2

d t
6 β1E2 +ϕIa

12Ia,1 −
(
ϕ

Ia
21 + c5

)
Ia,2

dIs,1

d t
6 β2E1 − c6Is,1

dIs,2

d t
6 β2E2 − c6Is,2.

(4.10)

Définir un système linéaire auxiliaire en utilisant le côté droit du système (4.10), on a

d Ẽ1

d t
= −(

ϕE
12 + c3

)
Ẽ1 +ϕE

21Ẽ2 + c1S∗
1 Ĩa,1 + c1S∗

1 Ĩs,1

d Ẽ2

d t
=ϕE

12Ẽ1 −
(
ϕE

21 + c3
)

Ẽ2 + c2S∗
2 Ĩa,2 + c2S∗

2 Ĩs,2

d Ĩa,1

d t
= β1Ẽ1 −

(
ϕ

Ia
12 + c5

)
Ĩa,1 +ϕIa

21Ĩa,2

d Ĩa,2

d t
= β1Ẽ2 +ϕIa

12Ia,1 −
(
ϕ

Ia
21 + c5

)
Ĩa,2

d Ĩs,1

d t
= β2Ẽ1 − c6Ĩs,1

d Ĩs,2

d t
= β2Ẽ2 − c6Ĩs,2,

en d’autres termes

d

d t



d Ẽ1

d Ẽ2

d Ĩa,1

d Ĩa,2

d Ĩs,1

d Ĩs,2

 =



−(
ϕE

12 + c3
)

ϕE
21 c1S∗

1 0 c1S∗
1 0

ϕE
12 −(

ϕE
21 + c3

)
0 c2S∗

2 0 c2S∗
2

β1 0 −
(
ϕ

Ia
12 + c5

)
0ϕIa

21 0 0

0 0β1 ϕ
Ia
12 −

(
ϕ

Ia
21 + c5

)
0 0

β2 0 0 0 −c6 0
0 0β2 0 0 0 −c6





d Ẽ1

d Ẽ2

d Ĩa,1

d Ĩa,2

d Ĩs,1

d Ĩs,2

 .

Alors

d

d t



d Ẽ1

d Ẽ2

d Ĩa,1

d Ĩa,2

d Ĩs,1

d Ĩs,2

 = (F−V)



d Ẽ1

d Ẽ2

d Ĩa,1

d Ĩa,2

d Ĩs,1

d Ĩs,2

 . (4.11)

On a Rv < 1 si et seulement si σ (F−V) < 0, où σ (F−V) est l’abscisse spectrale de la ma-
trice F−V (voir la preuve du Théorème 2 [86] ). Ainsi, lorsque Rv < 1, les valeurs propres
de (F−V) sont à parties réelles négatives. Ainsi toutes les solutions non négatives de (4.11)
sont telles que

lim
t−→+∞

(
Ẽ1, Ẽ2, Ĩa,1, Ĩa,2, Ĩs,1, Ĩs,2

)
= (0,0,0,0,0,0) .

Par un principe de comparaison standard (voir Théorème B.1 [81]) et la non négativité de(
E1,E2, Ia,1, Ia,2, Is,1, Is,2

)
, on conclut que lorsque Rv < 1 , tous les solutions non négatives

de (4.1) satisfont
lim

t−→+∞
(
E1,E2, Ia,1, Ia,2, Is,1, Is,2

)
= (0,0,0,0,0,0) . (4.12)
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Puisque (4.12) est satisfait, (4.1) est un système asymptotiquement autonome (voir Théo-
rème 2.5 [23]) avec système affine limite,

dS1

d t
=µ+ϕS

21S2 −
(
ϕS

12 + c0
)

S1 +λ2V1 +γR1

dS2

d t
=µ+ϕS

12S1 −
(
ϕS

21 + c0
)

S2 +λ2V2 +γR2

dV1

d t
= λ1S1 +ϕV

21V2 −
(
ϕV

12 + c4
)

V1

dV2

d t
= λ1S2 +ϕV

12V1 −
(
ϕV

21 + c4
)

V2

dR1

d t
= λ5V1 +ϕR

21R2 −
(
ϕR

12 + c7
)

R1

dR2

d t
= λ5V2 +ϕR

12R1 −
(
ϕR

21 + c7
)

R2.

(4.13)

Il est facile de vérifier à partir de (4.13) que

lim
t−→+∞ (S1,S2,V1,V2,R1,R2) = E0 =

(
S∗

1 ,S∗
2 ,V∗

1 ,V∗
2 ,R∗

1 ,R∗
2

)
.

La stabilité globalement asymptotique du DFE ε∗ est alors prouvé si Rv < 1.
L’existence et la stabilité des équilibres endémiques si Rv > 1 sont des questions analy-

tiques ouvertes. Comme dans de nombreux modèles épidémiques de grande dimension,
ce sont des problèmes difficiles. Il est parfois possible de prouver que la maladie est glo-
balement uniformément persistante en faisant appel aux techniques de la théorie de la
persistance, voir [100].

2.5 L’existence et la stabilité des équilibres endémiques

Lemme 4.1 [100] Soitφt : X → X un semi-flux et X0 ⊂ X un ouvert. Définissez ∂X0 = X\X0,et

M∂ =
{

x ∈ ∂X0 :φt x ∈ ∂X0, t > 0
}

.

Supposons que,

1. φt X0 ⊂ X0 et φt a un attracteur global A.

2. Il existe une séquence finie M = {M1, .......,Mk } d’ensembles invariants disjoints, com-
pacts et isolés dans ∂X0 tel que :

(a) Ω
(
M∂

)
:= ∪x∈M∂

w (x) ⊂∪k
i =1Mi .

(b) Aucun sous-ensemble de M ne forme un cycle dans∂X0.

(c) Mi est isolé dans X.

(d) Ws (Mi )∩X0 = ;, oùWs (Mi ) = {x ∈ X0 : w (x) ⊂ Mi } pour tout 1 ≤ i ≤ k.

alors φt est uniformément persistant par rapport à (X0,∂X0) , c’est-à-dire qu’il existe
θ> 0, tel que

lim inf
t−→+∞d

(
φt x,∂X0

)
> θ,

pour x ∈ X0.

Théorème 4.5 Si Rv > 1, alors le système (4.1) est uniformément persistant, c’est-à-dire
qu’il existe une constante θ> 0 telle que

lim
t−→+∞ infSi (t ) > θ, lim

t−→+∞ infEi (t ) > θ, lim
t−→+∞ infVi (t ) > θ,

lim
t−→+∞ infIa,i (t ) > θ, lim

t−→+∞ infIs,i (t ) > θ, lim
t−→+∞ infRi (t ) > θ,

pour toute condition initiale satisfaisant (4.2).
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Preuve. On a 
X =Ω

X0 =

{ (
S1,S2,E1,E2,V1,V2, Ia,1, Ia,2, Is,1, Is,2,R1,R2

) ∈ X
: E1 +E2 > 0,Ia,1 + Ia,2 > 0,Is,1 + Is,2 > 0

}
et

∂X0 = X\X0 =

{ (
S1,S2,E1,E2,V1,V2, Ia,1, Ia,2, Is,1, Is,2,R1,R2

) ∈ X
: E1 = E2 = Ia,1 = Ia,2 = Is,1 = Is,2 = 0

}
Soit φt le semi-flux induit par les solutions du système (4.1).

On a prouvé dans le théorème 1 que φt X0 ⊂ X0 et φt est finalement borné dans X0 ; il
existe donc toujours un attracteur global pour φt . Il est évident que ε∗ est l’unique équi-
libre aux limites sur ∂X0, ce qui implique que ε∗est globalement stable sur ∂X0. De plus,
(S1,S2, ,V1,V2,R1,R2) converge vers

(
S∗

1 ,S∗
2 , ,V∗

1 ,V∗
2 ,R∗

1 ,R∗
2

)
sur ∂X0.

Soit M1 =
{
E∗}

et M = {M1}. alors ∪x∈M∂
w (x) = M1et aucun sous-ensemble de M ne

forme un cycle dans∂X.
Si Rv > 1, alors ε∗0 est instable dans X0. Par conséquent, les conditions (2.c) et (2.d) du

lemme 1 sont satisfaites et alors φt est uniformément persistant par rapport à (X0,∂X0),
c’est-à-dire qu’il existe θ> 0, tel que

lim inf
t−→+∞d

(
φt x,∂X0

)
> θ,

pour x ∈ X0.
On a ainsi montré que si Rv > 1 alors la maladie est endémique.
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Chapitre 5

Simulations numériques

La simulation numérique est une interprétation de résultats théoriques en des résul-
tats numériques plus concrèts. On a utilise le logiciel Matlab pour faire cette simulation.

1 Simulation numérique du modèle (3.2)

Dans cette section, on fournisse des simulations numériques de notre modèle pro-
posé au chapitre 3 pour contrôler la propagation du COVID-19. Les simulations et l’ana-
lyse de sensibilité permettent de mieux comprendre le comportement du modèle et sa
réponse à diverses valeurs de paramètres. Les résultats de cette simulation fournissent
des informations précieuses pour comprendre et contrôler la propagation du COVID-19.

Par la suite, on considére une population de taille N = 100000 , on fixe les estimations
des paramètres opérationnels du tableau 5.1.

TABLEAU 5.1 – Valeurs des paramètres de base.

Paramètres 𝜇 𝜂 𝛾 𝜆1 𝜆2 

Estimation 5.644e-4(par jour) 0.35 0.0099 0.00817 0.001765 

      

Paramètres 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝛿  

Estimation 0.00167 0.0167 0.008 0.0055  
 

1.1 Stabilité numérique des points d’équilibres

Cette section contient la confirmation numérique de la stabilité des points d’équilibre
E0 et E1 qu’on a déjà étudiés théoriquement dans le chapitre 3.

1.1.1 Le point d’équilibre sans maladie E0

On prend les valeurs des paramétres opérationnels du tableau 5.2.
La figure 5.1 montre la convergence du point sans maladie E0 dans le graphe 3D de

(Susceptibles, Exposés, Infectés).
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TABLEAU 5.2 – Les valeurs des paramétres opérationnels pour stabilité de E0.

Paramètres 𝛼1 𝛼2 𝛽1 𝛽2 𝛾1 𝛾2 

Estimation 0.01 0.083 0.072 0.02 0.05 0.009 
 

 
Susceptibles 

Infectés 

E
xp

o
sé

s 

FIGURE 5.1 – Stabilité du point sans maladie E0, lorsque Rv < 1.

D’après la figure 5.1, on voit bien qu’après un temps assez grand la solution du sys-
téme converge vers le point d’équilibre sans maladie

E0 = (0.4174 , 0 , 0.3302 , 0 , 0 , 0.2524)T

Ceci veut dire la disparition de la COVID-19, car Rv = 0.61026 < 1 , d’où ce point est
localement asymptotiqment stable dans l’ensembleΩ.

1.1.2 Différents états de notre modèle avec les valeurs des paramètres E0

Les courbes de la figure 5.2 montrent le comportement de la dynamique de chaque
état pathologique.

La dynamique du susceptible diminue jusqu’à atteindre un seuil de stabilisation. Le
nombre de vaccinés augmente initialement après s’être stabilisé à un certain seuil, tandis
que le nombre récupéré augmente légèrement et se stabilise.

Les décès dûs au COVID-19 augmentent légèrement et régulièrement. Le reste des
états augmente initialement, puis diminue pour converger vers zéro.

Par conséquent, le système est localement asymptotiquement stable autour de E0

pour l’ensemble de paramètres ci-dessus.
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Récupéré 

 

Infectés Asymptomatiques 

Le temps (par jour) 

Décès 
Infectés symptomatiques 

FIGURE 5.2 – Différents états de notre modèle avec des valeurs de paramètres α1 = 0,01, α2 = 0,083,
β1 = 0,072, β2 = 0,02, γ1 = 0,05, γ2 = 0,009. Ces paramètres correspondent à Rv = 0,61026. Le sys-
tème se rapproche du point d’équilibre sans maladie.

1.1.3 Le point d’équilibre endimique E1

On prend les valeurs des paramétres opérationnels du tableau 5.3.

TABLEAU 5.3 – Les valeurs des paramétres opérationnels pour stabilité de E1.

Paramètres 𝛼1 𝛼2 𝛽1 𝛽2 𝛾1 𝛾2 

Estimation 0.03 0.12 0.092 0.05 0.01 0.0005 
 

On utilise les estimations des paramètres opérationnels du tableau 5.3, pour simuler
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la convergence vers E1 On obtient

Rv = 2.8151 > 1.

 

Susceptibles Infectés 
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s 

FIGURE 5.3 – Stabilité du point endémique E1, lorsque Rv > 1.

Les courbe en 3D dans la figure 5.3 montre qu’après un certain temps la solution du
système pour les données du tableau 5.3 converge vers le point d’équilibre endimique,

E1 = (0.1483 , 0.0065 , 0.1536 , 0.0218 , 0.0493 , 0.1406)T .

Donc, on peut dire que le point E1 est localement asymptotiquement stable.

1.1.4 Différents états de notre modèle avec les valeurs des paramètres E1

Les courbes de la figure 5.4 montrent le comportement de la dynamique de chaque
état pathologique.

La dynamique des susceptible diminue en dessous de 15%, puis les vaccinés dimi-
nuent jusqu’à leur maximum d’environ 15% après une augmentation dans un premier
temps. D’autre part, la dynamique de la mort augmente continuellement pour atteindre
son maximum.

Pour déterminer les décisions appropriées pour réduire le nombre d’infections au
COVID-19, il est nécessaire d’étudier l’importance relative des différents paramètres res-
ponsables de son évolution. Généralement, la transmission et la prévalence du COVID-19
sont directement liées au nombre de reproduction vaccinale Rv et au point d’équilibre
endémique E1, respectivement [26]. La proportion d’infectés symptomatiques Iset hos-
pitalisés, est , est particulièrement important car il représente les personnes directement
liées au nombre total de décès dus au COVID 19.

1.2 Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité est utilisée pour déterminer le réalisme du modèle pour pré-
dire l’évolution de la maladie aux valeurs des paramètres. Elle permet également de cibler
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FIGURE 5.4 – Différents états de notre modèle avec des valeurs de paramètres α1 = 0,03, α2 = 0,12,
β1 = 0,092, β2 = 0,05, γ1 = 0,01,γ2 = 0,0005. Ces paramètres correspondent à Rv = 2,8151. Le sys-
tème se rapproche du point d’équilibre endémique.

les paramètres opérationnels ayant un impact important sur Rv et E1 afin de mettre en
place des stratégies d’intervention.

Dans ce travail, l’analyse de sensibilité est couramment utilisée, dans laquelle la sen-
sibilité de la sortie du modèle est effectuée par calculer les dérivées partielles du premier
ordre de la sortie du système par rapport aux paramètres d’entrée, qui peuvent être consi-
dérés comme des gradients autour de l’espace de paramètres de référence multidimen-
sionnel [74] .

On évalue les indices de sensibilité de Rv et E1, aux paramètres de notre modèle (4.1).
Ces indices indiquent l’importance de chaque paramètre et fournir des informations sur
les paramètres influents sur la transmission et la prévalence des maladies. Ils permettent
de mesurer la variation relative d’une variable d’état lorsqu’un paramètre change.
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1.2.1 Analyse de sensibilité de Rv

L’indice de sensibilité directe normalisé de Rv , différentiable par rapport à un para-
mètre donné p, est défini par,

ΥRv
p =

∂Rv

∂p

p

Rv
. (5.1)

Il n’est pas difficile de calculer l’expression analytique de la sensibilité de Rv , en utili-
sant la formule explicite [104] pour chaque paramètre qu’elle inclut.

TABLEAU 5.4 – Les indices de sensibilité de Rv aux paramètres du modèle proposé, évalués aux
valeurs des paramètres de base indiquées dans le tableau 5.2.

Paramètres 𝛼2 𝜆1 𝛿 𝛽2 𝛽1 𝛾 𝜆5 

Sensibilité de Rv 0.99 -0.58 -0.58 0.35 -0.33 0.24 0.20 

        

Paramètres 𝜆4 𝛾1 𝜆2 𝛾2 𝜆3 𝜂 𝛼1 

Sensibilité de Rv -0.19 -0.11 0.10 -0.05 -0.01 -0.12e-3 0.4e-4 
 

Selon le tableau 5.4, ΥRv
α2

= 0,99 et ΥRv
λ1

= −0,58, cela signifie qu’une augmentation (ou
une diminution) de α2 de 10% entraîne une augmentation (ou une diminution) de Rv de
9,9%. De la même manière, une augmentation (ou une diminution) de λ1 ou δ de 10%
entraîne une diminution (ou une augmentation) de Rv de 5,8.

En résumé, selon cette analyse locale, un meilleur contrôle du taux de transmission
des α2 non confinés consiste en un confinement et un respect des gestes barrières, et
une augmentation du taux de vaccination des λ1 sensibles, dans ces cas, on peut mieux
contrôler la transmission du COVID- 19 et ainsi réduire considérablement les décès.

1.2.2 Indices de sensibilité de E1

Le danger de la pandémie du COVID-19 réside dans sa propagation rapide et le nombre
élevé de décès résultant du taux d’hospitalisation. Le plus important pour nous est de ré-
duire le taux d’infection et, par conséquent, de réduire les hospitalisations, qui sont éga-
lement très coûteuses économiquement.

Le tableau 5.5 montre le signe des indices de sensibilité de l’équilibre endémique par
rapport à la plupart des paramètres.

Selon le tableau 5.5,on remarque que pour Is , les paramètres les plus sensibles sont le
taux de mortalité δ (ΥRv

δ
= −1,1) et le taux de transmission des α2 (ΥRv

α2
= 0,35) suivi de

(
βi

)
(ΥRv

β1
= −0,28 etΥRv

β2
= 0,3).

Toute modification de ces taux aura un effet important sur la fraction des infectieux
hospitalisés. Une diminution de α2 et β2 aide à réduire les hospitalisations.

La stratégie la plus efficace serait de réduire la transmission initiale du COVID-19
(c’est-à-dire le respect des mesures barrières) pour réduire le nombre d’hospitalisations
et équilibrer la prévalence de la maladie.
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TABLEAU 5.5 – Les indices de sensibilité des variables d’état à l’équilibre endémique pour les va-
leurs des paramètres de base sont donnés dans le tableau 5.3.

 S E V Ia Ih R 

α1 -0.40e-4 0.14e-4 -0.21e-4 0.14e-4 0.14e-4 0.14e-4 

α2 -0.99 0.35 -0.54 0.35 0.35 0.35 

 0.12e-3 -0.43e-4 0.65e-4 -0.43e-4 -0.43e-4 -0.43e-4 

β1 0.33 -0.2812 0.38 0.72 -0.28 -0.28 

β2 -0.35 -0.70 -0.39 -0.35 0.30 -0.70 

 0 0.16 0.15 0.16 0.16 -0.79 

γ1 0.11 -0.01 -0.02 -0.38 -0.01 -0.36 

2 0.05 0.04 0.04 0.04 -0.04 -0.03 

1 0 -0.21 0.44 -0.21 -0.21 -0.21 

2 0 0.052 -0.11 0.05 0.05 -0.12 

3 0.01 -0.006 0.01 -0.006 -0.006 0.06 

4 0.19 -0.06 0.20 -0.68 -0.06 -0.64 

5 0 0.10 -0.66 0.10 0.10 0.27 

δ 0.58 -0.26 0.30 -0.26 -1.10 -1.05 
 

2 Simulation numérique du modèle en metapopulation

Dans cette section, on étende notre exploration à la simulation numérique de la trans-
mission du COVID-19 dans un cadre à deux patchs, en tirant parti de méthodologies bien
établies et couramment utilisées dans les études épidémiologiques.

En s’appuyant sur le modèle (4.1) du chapitre 4, notre objectif est de comprendre la dy-
namique complexe de la transmission du COVID-19 influencée par la migration, la vacci-
nation et l’indisponibilité médicale. Dans notre première étude, on a étudié la dynamique
de transmission de la maladie en l’absence de migration au sein d’un seul patch. Dans le
travail actuel, qui s’appuie sur nos recherches antérieures, on considère maintenant le
rôle central de la migration, représentant le mouvement des individus entre les patchs.
Les taux de migration, désignés parϕ12 etϕ21, exercent une influence considérable sur la
dynamique globale de la transmission.

Comme précédemment, on considère une population de taille N = 100000 tel que N1 =
750000 et N2 = 250000, on fixe les estimations des paramètres opérationnels du tableau
5.6.

De plus, on fixe les taux de migration de l’ensemble des états pathologiques du patch

1 au patch 2
(
ϕS

12,ϕE
12,ϕ

V
12,ϕIa

12,ϕR
12

)
à 0.001 et les taux de migration de l’ensemble des états

pathologiques du patch 2 au patch 1
(
ϕS

21,ϕE
21,ϕ

V
21,ϕIa

21,ϕR
21

)
à 0.005 (bien sur on a supposé

qu’il n’est y a pas de migration pour les symptomatiques et les hospitalisés Is).

Ces taux soulignent l’interdépendance des patchs et contribuent à une compréhen-
sion globale de la propagation des maladies dans différentes régions.
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TABLEAU 5.6 – Les valeurs des paramètres de base pour le modèle méta-population.

Paramètres 𝜇 𝛽1 𝛽2 𝜆2 𝜆3 𝜆4 

Estimation 3.38e-05 0.092 0.05 0.001765 0.00167 0.0167 

Paramètres 𝜆5 𝛾 𝛾1 𝛾2 𝛿  

Estimation 0.008 0.0099 0.01 0.0005 0.0055  
 

2.1 Stabilité numérique des points d’équilibres

Cette section contient la confirmation numérique de la stabilité des points d’équilibre
ε∗ et ε∗∗qu’on a déjà étudiés théoriquement dans les sous-sections 2.4 et 2.5 du chapitre
4.

2.1.1 Le point d’équilibre sans maladie ε∗

On prend les valeurs des paramétres opérationnels du tableau 5.7

TABLEAU 5.7 – Les valeurs des paramètres pour la stabilité du point sans maladie ε∗0 du modèle à
2-patchs.

Paramètres 𝛼1 𝛼2 𝜂1 𝜂2 𝜆1 

Estimation 0.010 0.0655 0.20 0.25 0.01817 
 

La figure 5.5 montre la convergence du point sans maladie ε∗0 .
D’après la figure 5.5, on voit bien qu’après un temps assez grand la solution du sys-

téme converge vers le point d’équilibre sans maladie ε∗0 .

ε∗0 =
(
S∗

1 ;S∗
2 ;E∗

1 ;E∗
2 ;V∗

1 ;V∗
2 ; I∗a,1; I∗a,2; I∗s,1; I∗s,2;R∗

1 ;R∗
2

)T

= (0.1915;0.0385;0;0;0.3326;0.0713;0;0;0;0;0.2861;0.0573)T .

Ceci veut dire la disparition de la COVID-19, car Rv = 0.8375 < 1 , d’où ce point est
localement asymptotiqment stable dans l’ensembleΩ.

2.1.2 Le point d’équilibre endimique ε∗∗1

On prend les valeurs des paramétres opérationnels du tableau 5.8.
On utilise les estimations des paramètres opérationnels du tableau 5.8, pour simuler

la convergence vers ε∗∗1 . On obtient

Rv = 6.4251 > 1.
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FIGURE 5.5 – La stabilitè du point sans maladie ε∗0 des deux patchs.

TABLEAU 5.8 – Les valeurs des paramètres pour la stabilité du point endémique ε∗∗1 du modèle à
2-patchs.

Paramètres 𝛼1 𝛼2 𝜂1 𝜂2 𝜆1 

Estimation 0.0653 0.1295 0.20 0.30 0.00117 
 

Les courbes dans la figure 5.6 montrent qu’après un certain temps la solution du sys-
tème pour les données de la table 5.8 converge vers le point d’équilibre endimique ε∗∗1 ,

90



CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

 
Le temps (en jour) Le temps (en jour) 

Susceptibles 

Vaccinés 

Récupérés 

L
es

 é
ta

ts
 n

o
n

 i
n

fe
ct

és
 

 
Le temps (en jour) Le temps (en jour) 

Exposés 

Infectés Asymptomatiques 

Infectés symptomatiques et Hospitalisés 

L
es

 é
ta

ts
 i

n
fe

ct
és

 

FIGURE 5.6 – La stabilitè du point endémique ε∗∗1 des deux patchs.

tel que

ε∗∗1 =
(
S∗∗

1 ;S∗∗
2 ;E∗∗

1 ;E∗∗
2 ;V∗∗

1 ;V∗∗
2 ; I∗∗a,1; I∗∗a,2; I∗∗s,1; I∗∗s,2;R∗∗

1 ;R∗∗
2

)T

= (1.0663e −01;2.3693e −02;6.0569e −04;6.4518e −06

;1.6194e −02;3.0613e −03;2.0238e −03;8.2520e −05

;5.0185e −03;5.3556e −05;1.5170e −02;2.7128e −03)T.

2.1.3 Valeurs d’écart type pour chaque état pathologique pour ε∗∗1

En ajustant les paramètres opérationnels clés pour produire des valeurs variables de
Rv supérieures à 1.

Rv = [3.7816;4.6628;5.5440;6.4251;7.3063;81875]T
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et les valeurs initiales sont
S1 (0) = 7.1970e −01;S2 (0) = 2.3990e −01;E1 (0) = 8.2500e −04
E2 (0) = 2.7500e −04;V1 (0) = 2.7975e −02;V2 (0) = 9.3250e −03

Ia,1 (0) = 3.7500e −04;Ia,2 (0) = 1.2500e −04;Is,1 (0) = 3.7500e −04
Is,2 (0) = 1.2500e −04;R1 (0) = 4.5000e −04;R2 (0) = 1.5000e −04.

On observe dans la figure 5.7, le point d’équilibre endémique ainsi que les écarts types
pour chaque état pathologique.

 
𝑆1

∗∗       𝑆2
∗∗       𝐸1

∗∗      𝐸2
∗∗        𝑉1

∗∗      𝑉2
∗∗      𝐼𝑎,1

∗∗        𝐼𝑎,2
∗∗       𝐼𝑠,1

∗∗         𝐼𝑠,2
∗∗        𝑅1

∗∗       𝑅2
∗∗  

FIGURE 5.7 – Les valeurs d’écart type pour chaque état pathologique pour ε∗∗1 .

Ces valeurs d’écart type pour chaque état pathologique indiquent que les points de
données d’un ensemble sont étroitement regroupés autour de la moyenne, ce qui suggère
une faible variabilité.

De plus, les simulations numériques de la figure 5.7 montrent que les solutions avec
différentes valeurs de Rv convergent vers le même équilibre endémique.

STD = [3.6400e −02;7.1634e −03;3.8114e −05;4.1860e −07

4.1299e −03;8.3947e −04;1.2731e −04;5.2295e −06

3.1569e −04;3.4790e −06;3.1924e −03;6.5984e −04]T.

2.2 L’effet du taux de migration sur la transmission du COVID-19 dans
les deux patchs

Pour des valeurs de taux de migration allant de 0 à 0,01, on observe les résultats de la
figure 5.8.

Les simulations numériques présentées dans la figure 5.8 soulignent le caractère en-
démique de la maladie. À mesure que le taux de migration diminue du patch 1 le plus
peuplé au patch 2 le moins peuplé, et augmente simultanément du patch 2 au patch 1, le
nombre de reproduction de vaccination Rv démontre une augmentation proportionnelle.
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FIGURE 5.8 – L’effet du taux de migration sur Rv .

Cette observation valide les résultats de l’analyse de sensibilité réalisée sur Rv (dans la
section suivante). Les connaissances théoriques, associées à ces simulations numériques,
mettent l’accent sur la relation complexe entre la prévalence du COVID-19 dans diverses
zones et les taux de migration correspondants. Ces résultats contribuent à une compré-
hension globale de la dynamique, suggérant que la prévalence est étroitement liée aux
modèles de migration entre des patchs distincts.

2.3 Analyse de sensibilité des principaux paramètres sur Rv

Pour atténuer efficacement l’impact du COVID-19 et réduire les décès associés, il est
crucial de comprendre l’importance relative des divers paramètres influençant sa pro-
gression. Le nombre de reproduction vaccinale, Rv [26], s’impose comme une clé déter-
minante dans la dynamique de transmission du COVID-19.

Notre investigation utilise une analyse de sensibilité sur Rv dans le cadre de notre mo-
dèle (4.1). Cette analyse vise à discerner l’importance individuelle de chaque paramètre,
mettant en lumière les facteurs influents dans la transmission de la maladie.

Les indices de sensibilité dérivés offrent un aperçu de la façon dont une variable d’état
change par rapport aux variations de paramètres spécifiques.

L’analyse de sensibilité, une technique largement utilisée, consiste à calculer les déri-
vées partielles du premier ordre de la sortie du modèle concernant les paramètres d’en-
trée. Ce processus peut être conceptualisé comme le calcul de gradients dans un espace
de paramètres de référence multidimensionnel [74], fournissant des informations pré-
cieuses sur la réactivité du modèle à de légers changements dans les paramètres d’entrée.

L’indice de sensibilité direct normalisé de Rv , noté ΥRv
p , est exprimé par l’expresion

(5.1).
Cet indice facilite une évaluation quantitative de la manière dont les modifications

de paramètres individuels influencent la valeur de Rv , une mesure essentielle pour com-
prendre la transmission des maladies. En tirant parti de formules explicites pour chaque
paramètre affectant Rv , comme détaillé dans la référence [106], on obtient des informa-
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tions précises sur l’impact de paramètres spécifiques sur Rv . Une telle analyse de sensi-
bilité s’avère inestimable pour prioriser les interventions et les mesures de contrôle afin
de freiner efficacement la propagation de la maladie, permettant ainsi une approche plus
ciblée et plus globale de la gestion du COVID-19.

TABLEAU 5.9 – Les indices de sensibilité locale pour Rv concernant les paramètres du modèle pro-
posé sont calculés aux valeurs des paramètres de base fournies dans le tableau 5.6. Les paramètres
présentant la sensibilité la plus élevée sont mis en évidence en gras.

Paramètres 𝛼1 𝜶𝟐 
1
 

2
 𝜷𝟏 𝜷𝟐 𝟏 

Indice de sensibilité 0.11 0.89 -0.11 -0.00006 -0.34 0.37 -0.18 

 
Paramètres 2 3 4 5 𝛾 𝛾1 𝛾2 

Indice de sensibilité 0.032 -0.016 -0.018 0.066 0.079 -0.11 -0.059 

        
Paramètres 𝜑21

𝑆  𝜑21
𝐸  𝜑21

𝑉  𝜑21
𝐼𝑎  𝜑21

𝑅  

Indice de sensibilité 0.15 0.0003 0.008 0.002 0.009 

 
Paramètres 𝜑12

𝑆  𝜑12
𝐸  𝜑12

𝑉  𝜑12
𝐼𝑎  𝜑12

𝑅  

Indice de sensibilité -0.15 -0.006 -0.008 -0.009 -0.009 
 

Le tableau 5.9 met en évidence les paramètres les plus sensibles aux changements du
nombre de reproduction vaccinale Rv , la probabilité de transmission des individus non
confinés α2 et le taux de transition d’une exposition à une infection symptomatique β2

présentant la sensibilité la plus élevée. Le taux de vaccination λ1 et le taux de transition
d’une personne exposée à une personne infectée asymptomatique β1 suivent de près en
termes de signification. Une augmentation (ou une diminution) de 10% de α2 ou β2 en-
traîne respectivement des modifications correspondantes de 8.9% et 3.7% de Rv , comme
indiqué par ΥRv

α2
= +0.89 et ΥRv

β2
= +0.37. À l’inverse, une augmentation de 10% de λ1 ou

β1 correspond respectivement à une diminution de 1.8% et de 3.4% de Rv , indiquée par
ΥRv
λ1

= −0.18 et ΥRv
β1

= −0.34.

L’analyse locale souligne l’importance de mettre en œuvre des mesures de confine-
ment efficaces pour gérer la probabilité de transmission α2 et le taux de transition d’ex-
posé à infecté symptomatique. Cela implique des mesures de confinement strictes, le re-
cours à des barrières physiques et le respect des directives de distanciation sociale. De
plus, les efforts de vaccination, représentés par le taux λ1, jouent un rôle crucial dans la
réduction de la propagation de la maladie. En contrôlant stratégiquement ces paramètres,
une réduction significative des décès liés au COVID-19 peut être obtenue.
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Conclusion

Notre étude apporte une contribution significative à la modélisation de la dynamique
du COVID-19 à travers deux volets distincts mais complémentaires. D’abord, notre mo-
dèle amélioré en compartiment SEIR, conçu spécifiquement pour évaluer l’impact de
la vaccination sur la transmission du virus, offre des perspectives nouvelles pour com-
prendre les effets des campagnes de vaccination. Ensuite, notre exploration de l’effet de
la mobilité individuelle sur la propagation de la maladie à l’aide d’un modèle en méta-
population met en lumière l’importance des schémas de transmission et de vaccination
dans différentes zones géographiques.

Nos résultats démontrent que la dynamique des états de la population est complexe
mais converge finalement vers une stabilité locale. Cette stabilité locale, observée notam-
ment autour du point d’équilibre endémique E1, souligne l’importance de comprendre
les interactions entre les différents paramètres influençant la propagation de la maladie.

L’analyse de sensibilité effectuée révèle que certains paramètres, tels que le taux de
transmission des individus non confinés et les taux de transition entre les différents états
de la maladie, jouent un rôle crucial dans la détermination du nombre de reproduction
vaccinale Rv . En particulier, une diminution de la transmission initiale du virus et une
augmentation du taux de vaccination peuvent contribuer significativement à réduire les
décès liés au COVID-19.

Nos simulations numériques et analyses théoriques mettent en évidence l’importance
de prendre en compte la mobilité des individus dans la propagation de la maladie. Les
résultats suggèrent que la prévalence du COVID-19 est étroitement liée aux modèles de
migration entre les différentes zones géographiques, soulignant ainsi l’importance d’une
approche intégrée dans la gestion de la pandémie.

Enfin, notre étude fournit des informations précieuses pour guider les décisions po-
litiques et les interventions de santé publique. En contrôlant stratégiquement les para-
mètres influençant la transmission du virus, notamment à travers des mesures de confi-
nement efficaces et des campagnes de vaccination ciblées, on peut espérer réduire consi-
dérablement l’impact du COVID-19 sur la population.
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Résumé : 

Dans cette thèse, on distingue deux parties. Dans la première, un modèle mathématique SEIR amélioré est 

présenté, conçu pour étudier la dynamique de la transmission du COVID-19 en tenant compte de l'influence de la 

vaccination. Dans la seconde partie, basée sur le premier travail, un modèle en métapopulation à deux 2-patchs 

est développé, mettant en évidence l'influence de la mobilité individuelle sur la propagation du COVID-19. Notre 

étude vise plusieurs objectifs, notamment l'examen de la stabilité et de l'existence des points d'équilibre, la 

réalisation d'une analyse de sensibilité du nombre de reproduction vaccinale (Rv) et de l'équilibre endémique, ainsi 

que l'identification des paramètres cruciaux influençant la transmission et la prévalence de la maladie. En utilisant 

une configuration à deux zones mettant l'accent sur les interactions régionales, notre approche analytique-

numérique fournit des informations sur la propagation de la maladie et les dynamiques de vaccination à travers 

diverses régions. Les résultats obtenus sont illustrés par des représentations graphiques, soutenant l'analyse 

théorique. Nos conclusions soulignent la relation complexe entre Rv, les taux de migration et la prévalence de la 

maladie, guidant ainsi des stratégies optimales de lutte contre la maladie et mettant en évidence les implications 

pour les interventions en santé publique. Cette recherche contribue à la compréhension et à l'atténuation de la 

propagation du COVID-19, fournissant des informations précieuses pour de futures discussions et validations. 

 

Abstract : 

In this thesis, two parts are distinguished. In the first part, an enhanced SEIR mathematical model is presented, 

designed to investigate the dynamics of COVID-19 transmission while considering the influence of vaccination. 

In the second part, based on the first work, a two-patch metapopulation model is developed, highlighting the 

influence of individual mobility on COVID-19 spread. Our study aims at several objectives, including examining 

the stability and existence of equilibrium points, conducting a sensitivity analysis of the vaccination reproduction 

number (Rv) and endemic equilibrium, as well as identifying crucial parameters influencing disease transmission 

and prevalence. By utilizing a two-zone configuration that emphasizes regional interactions, our analytical-

numerical approach provides insights into disease spread and vaccination dynamics across diverse regions. The 

obtained results are illustrated through graphical representations, supporting the theoretical analysis. Our 

conclusions underscore the complex relationship between Rv, migration rates, and disease prevalence, thus guiding 

optimal disease control strategies and highlighting implications for public health interventions. This research 

contributes to understanding and mitigating the spread of COVID-19, providing valuable insights for future 

discussions and validations. 

 : ملخص  

المحسن، الذي صمم لدراسة   SEIRفي هذه الرسالة، يمُيز بين جزئين. في الجزء الأول، يتم تقديم نموذج رياضي

، مع مراعاة تأثير التطعيم. في الجزء الثاني، وبناءً على العمل الأول، يتم تطوير  19-ديناميكية انتقال فيروس كوفيد 

. تهدف دراستنا  19-، يبرز تأثير الحركة الفردية على انتشار فيروس كوفيد   patchs -2بي  métapopulationنموذج بي  

في ذلك فحص الاستقرار ووجود نقاط التوازن، وإجراء تحليل حساسية لعدد التكاثر الفيروسي إلى عدة أهداف، بما  

والتوازن الوبائي، وتحديد المعلمات الحرجة التي تؤثر على انتقال وانتشار المرض. من خلال استخدام  )vR (للتطعيم 

الإقليمية، توفر نهجنا التحليلي الرقمي معلومات حول انتشار تكوين متكون من منطقتين يسُلط الضوء على التفاعلات  

للتحليل  دعماً  بيانية،  رسوم  خلال  من  المحصلة  النتائج  يظُهر  متعددة.  مناطق  عبر  التطعيم  وديناميكيات  المرض 

يجيات ومعدلات الهجرة وانتشار المرض، مما يوُجه استرات vR النظري. تؤكد استنتاجاتنا على العلاقة المعقدة بين

مثلى لمكافحة المرض ويبُرز الآثار على التدخلات في الصحة العامة. تسُهم هذه الدراسة في فهم وتخفيف انتشار 

 .، وتوفر معلومات قيمة لمناقشات وتحققات مستقبلية19-فيروس كوفيد 
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