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Résumé : Dans cette thèse, nous étudions la croissance des solutions de cer-
taines classes d’équations différentielles fractionnaires linéaires dont les coefficients
sont des polynômes ou des fonctions entières transcendantes. Pour cela, nous util-
isons la théorie de Rolf Nevanlinna et la théorie de Wiman-Valiron des fonctions
entières avec un opérateur de dérivée fractionnaire convenable tel que l’opérateur de
Caputo. Après l’adaptation des notions nécessaires et l’établissement des résultats
préliminaires, nous donnons toutes les valeurs possibles de l’ordre de la croissance
des solutions des équations différentielles fractionnaires à coefficients polynômiaux
et pour le cas où les coefficients sont des fonctions entières transcendantes nous
prouvons que toute solution non triviale est d’ordre infini avec une précision de
l’hyper-ordre. Au dernier chapitre, nous introduisons la notion de la dérivée frac-
tionnaire conforme pour établir des résultats bien précisés sur l’hyper-ordre.

Mots clés : Equations différentielles fractionnaires linéaires, la théorie de
Nevanlinna, la théorie de Wiman-Valiron, l’ordre de la croissance des solutions,
fonction entière, dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire conforme.

Abstract : In this thesis, we study the growth of solutions of certain classes of
linear fractional differential equations whose coefficients are polynomials or transcen-
dental entire functions. For that, we use the Nevanlinna theory and Wiman-Valiron
theory of entire functions with a suitable fractional derivative operator such as the
Caputo operator. After adapting the necessary notions and establishment of pre-
liminary results, we give all possible values of the order of growth of the solutions of
fractional differential equations with polynomial coefficients and for the case when
the coefficients are transcendental entire functions we prove that every non trivial
solution is of infinite order of growth with a precision of the hyper-order. In the last
chapter, we introduce the notion of the conformal fractional derivative to establish
precise results on the hyper-order.

Key words : Linear fractional differential equations, Nevanlinna theory, Wiman-
Valiron theory, order of growth of solutions, entire function, Caputo fractional
derivative, conformal fractional derivative.
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3.5 Preuve du Théorème 3.1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Croissance des solutions d’une classe d’équations différentielles frac-
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Introduction

L’analyse fractionnaire qui étudie la possibilité de définir des opérateurs de
dérivation et d’intégration d’ordre non entier a acquis une popularité et une im-
portance considérable au cour de ces trois dernières decennies; celà dû sans doute
à ses applications multiples dans plusieurs domaines de la science et de l’ingénierie.
En effet, il fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour résoudre beaucoup de
problèmes impliquant les équations différentielles et intégrales ainsi que des fonctions
spéciales de la physique mathématique, voir par exemple [16, 14, 31]. Il permet aussi
de modéliser certains phénomènes qui n’étaient pas possible dans le calcul ordinaire
classique.

D’autre côté, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
fondée dans les années 1920’s par le célèbre mathématicien Rolf Nevanlinna occupe
une place centrale dans l’analyse complexe. Cette théorie est devenue un outil
indispensable dans l’étude de la croissance et l’oscillation des solutions des équations
différentielles à coefficients fonctions de variable complexe. Des recherches actives,
dans ce sens, ont été déclenchés dans les années 1950’s et 1960’s par H. Wittich
et ses étudiants. En 1968, Whitich a montré dans [41] que toutes les solutions de
l’équation différentielle.

f (k) + Ak−1 (z) f (k−1) + ...+ A0 (z) f = 0 (1)

sont d’ordre fini, si et seulement si, tous les coefficients A0 (z) , ..., Ak−1 (z) sont des
polynômes; (pour la définition de l’ordre de la croissance d’une fonction entière et
méromorphe voir la page 06). Dans ce cas de coefficients polynômiaux, Gundersen
et al. ont publié un article en 1998 dans lequel ils ont donné toutes les possibilités
des valeurs de l’ordre de la croissance des solutions de (1); voir [18]. Un autre
résultat classique dû à Frei [15] affirme que si p est le plus grand indice tel que
Ap (z) est une fonction entière transcendante, alors il existe au plus p solutions
linéairement independantes d’ordre fini. Et depuis, beaucoups de résultats ont été
realisés dans ce sens. Il y a eu des extensions vers le cas où les coefficients sont
méromorphes ou analytiques dans le disque unité dans les années 2000 (voir par
exemple [29, 30, 13, 5, 23, 25]) et recemment vers le voisinage d’un point singulier
isolé fini (voir par exemple [26, 8, 9, 10, 11]).

Dans cette thèse nous allons étendre quelques résultats concernant la croissance
des solutions de l’équation ordinaire (1) au cas des équations différentielles fraction-
naires linéaires. Le premier défi que nous avons rencontré est le choix de type de
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dérivation fractionnaire qui nous permet d’aboutir cette aventure; étant donné qu’il
y a plusieurs types de dérivations fractionnaires, et les plus célèbres que nous citerons
ici sont les dérivations fractionnaires de Riemann-Liouville, de Grünwald-Letnikov
et de Caputo; voir [36, 33, 37]. Tous ces types de dérivations sont définies sur l’axe
réel. Il y a quelques approches de dérivations fractionnaires pour une fonction de
variable complexe mais malheureusement elles ne sont pas utilles pour notre travail;
voir par exemple [43]. D’autre part, Il est très connu que si les coefficients Ai (z) sont
des fonctions entières, alors toutes les solutions de (1) sont également des fonctions
entières, ce qui n’est pas garanti pour le cas fractionnaire. L’outil le plus util dans
l’étude des équations ordinaires (1) est l’éstimation des dérivées logarithmiques∣∣∣∣f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣ . (2)

Dans [17], Gundersen a donné plusieurs estimations de (2) pour les fonctions méromorphes
dans C. Recemment, Chyzhykov et Semochko ont généralisé le théorème de Wiman-
Valiron, concernant les dérivées logarithmiques pour les fonctions entières, au cas
fractionnaire, voir [12]. On doit signaler ici que le théorème de Wiman-Valiron est
valable seulement au voisinage du point z où f (z) atteint son maximum, ce qui
réduit le champ de ses applications. On va voir comment on va surmonter tous ces
entraves.

Cette thèse contient une introduction et cinq chapitres. Le premier chapitre est
consacré à quelques élément de la théorie de Nevanlinna et la théorie de Wiman-
Valiron qui seront utils pour notre travail alors que le deuxiéme chapitre est réservé
aux définitions nécessaires d’analyse fractionnaire que nous allons utiliser dans cette
thèse. Le troisième chapitre qui est la première partie de notre travail consiste à
étudier la croissance des solutions des équations différentielles linéaires fractionnaires
sous la forme

rqn

z[qn]
Dqnf (z)+An−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z)+...+A1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z)+zA0 (z) f (z) = 0

où les coefficientsA0 (z) , ..., Ak−1 (z) sont des fonctions entières, en utilisant l’opérateur
de dérivée fractionnaire de Caputo et des équations différentielles fractionnaires non-
homogènes sous la forme

e−2iθD2f (z) + A1 (z) e−iθD1f (z) +B (z) rα

z[α]
Dαf (z)

+A0 (z) f (z) = F (z) .

Dans le quatrième chapitre, on étudiera la croissance des solutions de quelques types
d’équations différentielles fractionnaires linéaires sous la forme

rqn

z[qn]
Dqnf (z) +Pn−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z) + ...+P1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z) +P0 (z) f (z) = 0

où P0(z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn−1 (z) sont des polynômes tels que P0 (0) = 0, avec cer-
taines conditions. Le cinquième chapitre est une généralisation du chapitre précédent
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dans lequel nous déterminerons toutes les valeurs possibles de l’ordre de la croissance
des solutions des équations différentielles fractionnaires à coefficients polynomiaux
sous la forme précédente. Dans le sixième chapitre, on va introduire la notion de la
dérivée fractionnaire conforme pour étudier la croissance des solutions des équations
différentielles fractionnaires linéaires sous la forme

Dαnf(z) + An−1(z)Dαn−1f(z) + ...+ A1(z)Dα1f(z) + A0(z)f(z) = 0

où les coefficients sont des fonctions entières. Dans ce cas nous allons donner des
valeurs précises sur l’hyper-ordre des solutions.
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Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Fonction de comptage

Définition 1.1.1 [27, 34, 42] Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour
tout nombre complexe a, on désigne par n(t, a, f) le nombre des racines de l’équation
f (z) = a, situées dans le disque |z| ≤ t et par n(t,∞, f) le nombre de pôles de la
fonction f dans le disque |z| ≤ t, chaque racine et chaque pôle étant compté un
nombre de fois égal à son ordre de multiplicité. Posons

N(r, a, f) = N(r,
1

f − a
) =

r∫
0

n(t, a, f)− n(0, a, f)

t
dt+ n(0, a, f) log r, (1.1)

tel que a 6= ∞

et

N(r,∞, f) = N(r, f) =

∫ r

0

n(t,∞, f)− n(0,∞, f)

t
dt+ n(0,∞, f) log r. (1.2)

N(r, a, f) est appelée la fonction de comptage a−points de la fonction f dans le
disque |z| ≤ r. Elle caractérise la densité des zéros de l’équation f(z) = a dans le
disque |z| ≤ r.

1.1.2 Fonction de proximité

Définition 1.1.2 [27, 34, 42] Soit f une fonction méromorphe non constante. Posons

m(r, a, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log+ 1

|f(reiθ)− a|
dθ, a 6=∞, (1.3)
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et

m(r,∞, f) = m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log+
∣∣f(reiθ)

∣∣ dθ; (1.4)

où

log+ x = max (lnx, 0) =

{
lnx x > 1
0 0 < x ≤ 1

(1.5)

pour tout x > 0 réel. m(r, a, f) est la fonction de proximité de la fonction f au
point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

1.1.3 Fonction caractéristique

Définition 1.1.3 [34, 27] On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna
de la fonction méromorphe f par

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f). (1.6)

Exemple 1:

1. Pour la fonction f(z) = ez, on a{
m (r, f) = r

π
,

N (r, f) = 0
=⇒ T (r, f) = m(r, f) +N(r, f) =

r

π
.

2. Pour la fonction f(z) = e3z4 , on a{
m(r, f) = 3 r

4

π
,

N(r, f) = 0
=⇒ T (r, f) = 3

r4

π
.

Voici quelques propriétés de la fonction caractéristique T (r, f).

Proposition 1.1.1 [34, 27] Soient fi (i = 1, ..., n) des fonctions méromorphes et
a, b, c, d des constantes complexes tels que ad− bc 6= 0. Alors
1)

T (r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

T (r, fi), n ≥ 1. (1.7)

2)
T (r, fn) = nT (r, f), n ∈ N∗. (1.8)

3)

T (r,
n∑
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

T (r, fi) + lnn. (1.9)

4)

T (r,
af + b

cf + d
) = T (r, f) +O(1), f 6≡ −d

c
. (1.10)
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Théorème 1.1.1 [27] Si f est une fonction analytique pour |z| ≤ R et M(r, f) =
max
|z|=r
|f(z)| , alors

T (r, f) ≤ logM(r, f) ≤ R + r

R− r
T (R, f), 0 ≤ r < R. (1.11)

Preuve : Puisque f n’a pas de pôles, on a pour r suffisamment grand

T (r, f) = m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log+
∣∣f(reiθ)

∣∣ dθ ≤ log+M(r, f) = logM(r, f).

Pour la deuxième inégalité, nous utilisons la formule de Poisson-Jensen. De l’inégalité
|R2 − az| ≥ R |z − a| pour |a| < R, r < R et pour M (r, f) = f (z0) où z0 = reiθ on
a

log |f(z0)| = 1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣f(Reiθ)

∣∣ R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
dθ −

∑
|ak|<R

log

∣∣∣∣ R2 − akz
R(z − ak)

∣∣∣∣
≤ R + r

R− r

∫ 2π

0

log+
∣∣f(Reiθ)

∣∣ dθ =
R + r

R− r
T (R, f);

il en résulte alors la deuxième inégalité

1.2 Ordre et type de la croissance d’une fonction

méromorphe et entière

Définition 1.2.1 [34, 27, 7] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors
l’ordre de la croissance de f est défini par

σ(f) = lim sup
r−→+∞

log T (r, f)

log r
.

Si f est d’ordre infini on introduit la notion de l’hyper-ordre qui donne plus de
précision sur la croissance et elle est définie par

σ2(f) = lim sup
r−→+∞

log log T (r, f)

log r
. (1.12)

Remarque 1.2.1 Si f est une fonction entière non constante, alors d’aprés Théorème
1.1.1, on a

σ(f) = lim sup
r−→+∞

log logM(r, f)

log r
, (1.13)

σ2(f) = lim sup
r−→+∞

log log logM(r, f)

log r
.
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Remarque 1.2.2 L’ordre d’une fonction entière définée par f (z) =
+∞∑
n=0

anz
n est

égale à

σ (f) = lim sup
n→+∞

n log n

− log |an|
;

voir [4].

Définition 1.2.2 [34, 27] Soit f une fonction méromorphe non constante d’ordre
fini σ. Le type de la croissance de f est défini par

τT (f) = lim sup
r−→+∞

T (r, f)

rσ
.

Si f est une fonction entière non constante d’ordre fini σ, alors il y a un autre type
de la croissance de f qui est défini par

τM(f) = lim sup
r−→+∞

logM(r, f)

rσ
.

Remarque 1.2.3 En générale pour une fonction entière non constante d’ordre fini
σ, les deux valeurs τT (f) et τM(f) ne sont pas égales comme le montre l’exemple
suivant : pour f (z) = ez on a T (r, f) = r

π
et M(r, f) = er, d’où τT (f) = 1

π
et

τM(f) = 1.

Proposition 1.2.1 [34, 27] Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors

σ (f + g) ≤ max {σ (f) , σ (g)} , (1.14)

et
σ (f · g) ≤ max {σ (f) , σ (g)} . (1.15)

Si σ (g) < σ (f), alors
σ (f + g) = σ (f · g) = σ (f) . (1.16)

Exemple 2:

1. La fonction f(z) = ez est d’ordre σ (ez) = 1.

2. Pour la fonction f(z) = eP (z), où p(z) = apz
p+ap−1z

p−1+...+a0, on a T (r, f) ∼
|ap| rp

π
; par conséquent σ(f) = p.

3. Pour la fonction f(z) = ee
z
, on a σ

(
ee
z)

=∞ et σ2(f) = 1.

4. Si f (z) = z4 + z + z3ez, alors σ (f) = σ (ez) = 1.

5. Pour g (z) =
+∞∑
n=0

zn

n2n on a σ (g) = lim sup
n→+∞

n logn
2n logn

= 1
2
.
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1.3 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.3.1 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) par

m(E) =

∫ +∞

0

χE(t)dt, (1.17)

où χE(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 1.3.2 La mesure logarithmique d’un ensemble F ⊂ [1,+∞) est donnée
par

lm(F ) =

∫ +∞

1

χF (t)

t
dt. (1.18)

Exemple 1.3.1 E = [a, b] ⊂ [1,+∞[; m(E) = b− a, lm(E) = ln b− ln a.

1.4 Lemmes des dérivées logarithmiques

Parmi les résultats remarquables de la théorie de Nevanlinna le résultat concernant
les dérivées logarithmiques suivant.

Lemme 1.4.1 [27] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k ≥ 1 un
entier positif. Alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log (rT (r, f)))

à l’extérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie.
Si f est d’ordre fini, alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log r) .

1.5 Terme maximal et Indice central

Définition 1.5.1 [28, 34] Soit f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n une fonction entière. Il est clair que

pour tout r > 0, la série
+∞∑
n=0

anz
n converge; alors pour tout r > 0 donné

lim |an| rn = 0;

et donc le terme maximal

µ (r) = µ (r, f) = max
n≥0
|an| rn (1.19)

est bien défini.
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Définition 1.5.2 [28, 34] On définit l’indice central par

V (r) = V (r, f) = max
n≥0
{m : |am| rm = µ (r, f)} . (1.20)

Exemple 1.5.1 1. Soit le polynôme

p (z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a0, an 6= 0.

Pour r assez grand, on a
µ (r, p) = |an| rn,

et donc
V (r, p) = n.

2. Soit f(z) = ez. On a f(z) =
+∞∑
n=0

1

n!
zn. Posons an = 1

n!
. On a

µ (r, f) = max
n≥0
|an| rn = max

n≥0

1

n!
rn.

Posons Un = |an| rn =
1

n!
rn. Étudions la monotonie de la suite Un. On a

Un+1

Un
=

r

n+ 1
.

donc Un est décroissante si
Un+1

Un
< 1, c’est à dire n > [r] − 1, où le crochet

[.] désigne la partie entière. La suite (Un) est croissante si
Un+1

Un
> 1, c’est à

dire n < [r]− 1, d’où

µ (r, f) =
1

[r]!
r[r];

et par suite
V (r, f) = [r] .

Proposition 1.5.1 [28, 34] Si f est une fonction entière d’ordre ρ, alors

ρ = lim sup
r−→+∞

log V (r, f)

log r
= lim sup

r−→+∞

log log µ (r, f)

log r
.

Preuve : On pose

ρ1 = lim sup
r−→+∞

log log µ (r, f)

log r
, ρ2 = lim sup

r−→+∞

log V (r, f)

log r
.

Si f est un polynome de degré n alors, il est évident que ρ = ρ1 = ρ2 car :
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f(z) = anz
n + ... + a1z + a0, (an 6= 0) et µ (r, f) = anr

n , V (r, f) = n d’où
ρ = ρ1 = ρ2 = 0.

Supposons maintenant que f n’est pas polynome. On a lim |an|
n−→+∞

= 0; donc

pour r suffisament grand µ (r) = av(r)r
v(r) ≤ rv(r), ce qui implique immédiatement

l’inégalité ρ1 ≤ ρ2. Soit 0 < r < R. Il est évident que(
R

r

)v(r)

=
av(r)R

v(r)

av(r)rv(r)
≤ µ (R)

µ (r)
,

et pour r suffisament grand, on a

v(r) log(
R

r
) ≤ log(µ (R))− log(µ (r)) ≤ log(µ (R)).

Si on pose R=2r dans cette inégalité on trouve que

log v(r)+log log(2)
log(r)

1 + log(2)
log(r)

=

log v(r)+log log(2)
log(r)

log(r)+log(2)
log(r)

=
log v(r) + log log(2)

log(2r)
≤ log log(µ (2r))

log(2r)

alors ρ2 ≤ ρ1; on en déduit que ρ1 = ρ2.
De l’inégalité µ (r) ≤M(r) on obtient ρ ≥ ρ1.

Il reste maintenant à montrer ρ1 ≥ ρ. Si ρ1 = ∞ il n y a rien à prouver.
Supposons dans la suite ρ1 <∞. Soit 0 < r < R. On a

M(r) ≤
∞∑
n=0

|an| rn ≤
v(R)−1∑
n=0

|an| rn +
∞∑

n=v(R)

|an| rn

≤ µ (r) v(R) +
∞∑

n=v(R)

|an| rn
∣∣av(r)

∣∣ rv(r)Rn+v(R)∣∣av(R)

∣∣ rv(R)Rn+v(R)

≤ µ (r) v(R) + µ (r)
∞∑

n=v(R)

( r
R

)n−v(R)

= µ (r)

(
v(R) +

R

R− r

)
.

Si on pose R = 2r dans cette inégalité on trouve

M(r) ≤ µ (r)
(
(2r)ρ2+ε + 2

)
≤ µ (r) (2r)ρ2+2ε

ce qui implique ρ1 ≥ ρ; d’où les égalités

ρ = lim sup
r−→+∞

log V (r, f)

log r
= lim sup

r−→+∞

log log µ (r, f)

log r
.
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1.6 Théorème de Wiman-Valiron

Théorème 1.6.1 [28, 34] Pour toute fonction entière f 6≡ 0, il existe un ensemble
E0 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique finie telle que pour tout q = 1, 2, ..., n on a

f (q)(zr)

f(zr)
= (1 + o (1))

(
V (r)

zr

)q
, (1.21)

quand r −→ +∞, |z| = r /∈ E0, où zr est un point sur le cercle |z| = r qui satisfait

|f(zr)| = M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)| , 0 < r <∞.
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Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions des fonctions spéciales
utiles pour notre travail, notamment la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonc-
tion Mittag-Leffler. Ensuite, nous présenterons les définitions des dérivées fraction-
naires nécessaires.

2.1 Fonctions spéciales

2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler Γ(z) est une fonction qui prolonge naturellement la
factorielle des entiers naturels aux nombres réels, et même aux nombres complexes
à parties réelles stictement positives.

Définition 2.1.1 [36, 33, 37] La fonction Gamma est généralement définie par
l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt

où z est un nombre complexe de partie réelle strictement positive Re(z) > 0. Cette
intégrale impropre converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle
est strictement positive. Γ(z) est prolongée analytiquement sur tout le plan complexe
C sauf aux points 0,−1,−2,−3... qui sont des pôles simples.

La propriété importante de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de récurrence
suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z),

qu’on peut démontrer par l’intégration par parties:

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

tze−tdt =
[
−tze−t

]∞
0

+ z

∫ ∞
0

tz−1e−tdt = zΓ(z).
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Ce qui montre que la fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle :

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.

Par exemple on a
Γ(2) = Γ(1) = 1,

Γ(
1

2
) =
√
π.

Lemme 2.1.1 [36] (la formule asymptotique de Stirling )

Γ(z) = (2π)
1
2 zz−

1
2 e−z

[
1 +O(

1

z
)

]
, (|arg(z)| < π, |z| → ∞).

Le comportement asymtotique du quotient de deux fonctions Gamma à l’infini :

Γ(z + a)

Γ(z + b)
= za−b

[
1 +O(

1

z
)

]
, (|arg(z)| < π, |z| → ∞). (2.1)

2.1.2 La Fonction Bêta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un
rôle important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 2.1.2 [36, 33, 37] La fonction Bêta est définie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, (Re(p) > 0; Re(q) > 0) (2.2)

Proposition 2.1.1 [36, 33, 37] La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par
la relation suivante :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
; Re(p) > 0, Re(q) > 0 (2.3)

2.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle ez; joue un rôle très important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des
solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire. La fonction Mittag-
Leffler à un seul paramètre qui généralise la fonction exponentielle a été introduite
par G. M. Mittag-Leffler en 1903.

Définition 2.1.3 [36, 33, 37] Pour z ∈ C, la fonction Mittag-Leffler est définie par
:

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αz + 1)
, α > 0. (2.4)

13



Cas particuliers :

E1(z) = ez, E2(z) = cosh(
√
z)

La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres joue également un rôle très im-
portant dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par
Agarwal et Erdelyi en 1953 - 1954 et elle est définie par le développement en série
suivant :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0; β > 0).

Cas particuliers :

Eα,1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα, E1,1(z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
= ez

E2,1(z2) =
+∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=

+∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z).

2.2 Dérivées et intégrales fractionnaires

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b[. On sait qu’une primitive de f qui
s’annule en a est donnée comme suit :

I1
af(t) =

∫ t

a

f(x)dx.

La primitive seconde est

I2
af(t) =

∫ t

a

(∫ s

a

f(x)dx

)
ds.

En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire

I2
af(t) =

∫ t

a

f(x)(t− x)dx.

De même, on a

I3
af(t) =

1

2

∫ t

a

f(x)(t− x)2dx.

Donc, par récurrence, on peut obtenir

Ina f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−ndx =
1

Γ(n)

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−ndx. (2.5)

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du fac-
toriel par la fonction Gamma : (n − 1)! = Γ(n), Riemann a rendu compte que le
second membre de (2.5) pourrait avoir un sens même quand n prend une valeur non
entière; d’où il était naturel de définir l’intégration fractionnaire comme suit :
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Définition 2.2.1 [36, 33, 37] (L’intégrale fractionnaire)
Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b[ , l’intégrale fractionnaire d’ordre
α > 0 est définie par

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−αdx, t > a. (2.6)

Cette intégrale est appelée intégrale fractionnaire à gauche sur [a, b[ de Riemann-
Liouville d’ordre α.

Remarque

1. Par convention :
I0
af(t) = f(t)

ie I0
a := I où I est l’opérateur d’identité

2. La linéarité:

Iαa (λf(t) + g(t)) = λIαa f(t) + Iαa g(t), ∀α ∈ R+, ∀λ ∈ C.

3. Si f est continue sur l’intervalle [a, b[ .Alors l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville possède les propriétés suivantes :

a) lim
α−→0

Iαf(t) = f(t)

b) Iα(Iβf(t)) = Iβ(Iαf(t)) = Iα+βf(t), α > 0, β > 0.

Exemple 2.2.1 Soit la fonction f(t) = (t− a)β, t ∈ [a, b] et β > −1 alors on a :

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(x− a)β

(t− x)1−αdx.

En faisant le changement de variables x = a+ (t− a)s, on obtient

Iαa f(t) = Iαa (t−a)β =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a)βsβ

(t− a)1−α(1− s)1−α (t−a)ds =
(t− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

sβ

(1− s)1−αds

=
(t− a)β+α

Γ(α)
B(α, β + 1) =

(t− a)β+α

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
=

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)β+α.

En particulier si a = 0, on a

Iα0 (t)β =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
tβ+α

et si α = 1
2

et a = β = 0, on a

I
1
2
0 (t)0 =

Γ(1)

Γ(3
2
)
t
1
2 = 2

√
t

π

et

I
1
2
0 (t)1 =

Γ(2)

Γ(5
2
)
t
3
2 =

4

3

√
t3

π
.
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2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Définition 2.3.1 [36, 33, 37] La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de
Riemann-Liouville d’une fonction f définie sur un intervalle [a; b] de R est donnée
par

RLDαa f (t) =
1

Γ (n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− s)n−α−1 f (s) ds, n− 1 < α < n, t > a.

En particulier, si α = 0, alors

RLD0
af (t) = I0

af(t) = f(t).

Remarque 2.3.1 La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle ni constante : on a

RLDαaC =
C

Γ(1− α)
(t− a)−α.

Exemple 2.3.1 La dérivée de f(t) = (t−a)β, β > −1 au sens de Riemann-Liouville
est donnée par :

RLDαa (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α.

Preuve : Soit n− 1 < α < n, n ∈ N∗, alors on a

RLDαa (t− a)β =
1

Γ (n− α)

dn

dxn

t∫
a

(t− s)n−α−1 (s− a)βds

En faisant le changement de variable x = a+ (t− a)s on aura :

RLDαa (t− a)β =
1

Γ (n− α)

dn

dtn
(t− a)n+β−α

t∫
a

(1− s)n−α−1 (s)βds

=
Γ(n+ β − α + 1)Γ(n− α)Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − α + 1)Γ(n+ β − α + 1)
(t− a)β−α =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

Exemple 2.3.2 Pour la fonction f(t) = t0.5, on a

RLD0.5
0 (t0.5) = Γ(0.5).
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2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4.1 [36, 33, 37] Soient α > 0, r > 0. L’opérateur

Dαa f (t) = In−αa Dnf(t) =

 1
Γ(n−α)

t∫
a

f (n)(s)

(t−s)α+1−nds, n− 1 < α < n

dn

drn
f (t) , α = n ∈ N \ {0}

(2.7)

définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Il est entendu que f doit être n
fois continûment différentiable.

On note que
Iα0 f (t) = Iαf (t) et Dα0 f (t) = Dαf (t)

Si α = 0, alors
D0
af (t) = f(t).

Proposition 2.4.1 [36, 33, 37] Soit n − 1 < α < n, n ∈ N∗, α ∈ R+, et f une
fonction continue tel que Dαf existe, alors on a les propriétés suivantes :
1)

lim
α−→n

Dαf (t) = f (n)(t), et lim
α−→n−1

Dαf (t) = f (n−1)(t)− f (n−1)(0).

2) la dérivée de Caputo est linéaire, c’est à dire

Dα(λf (t) + g(t)) = λDαf (t) +Dαg (t) , pour tout λ ∈ C.

3) Pour tout m ∈ N, on a :

DαDmf (t) = Dα+mf (t) 6= DmDαf (t) .

Relation entre les dérivées fractionnaires aux sens de Caputo et Riemann-Liouville.

Théorème 2.4.1 Soit n − 1 < α < n, n ∈ N∗, α ∈ R+, si Dαf (t) et RLDαf (t)
existent, alors on a

Dαf (t) =RL Dαf (t)−
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)
f (k)(0).

Preuve : On considère le développement limité en série de Taylor de la fonction
f en t = 0

f(t) = f(0) +
f ′(0)

1!
t+

f
′′
(0)

2!
t2 + · · ·+ f

(n−1)
(0)

(n− 1)!
tn−1 +Rn−1

=
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k + 1)
tk +Rn−1
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avec

Rn−1 =

t∫
0

f (n) (s)

(n− 1)!
(t− s)n−1ds

En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a :

Rn−1 =
1

Γ(n)

t∫
0

f (n) (s) (t− s)n−1ds = Inf (n) (t)

En utilisant la linéarité de l’opérateur de Riemann-Liouville et la dérivée de la
fonction f(t) = tβ qui est donnée par :

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t)β−α

on obtient

RLDαf (t) =RL Dα
(
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k + 1)
tk +Rn−1

)
=RL Dα

(
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k + 1)

)
tk+RLDαRn−1

=
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k + 1)

RL

Dαtk+RLDαRn−1 =
n−1∑
k=0

f (k)(0)Γ(k + 1)

Γ(k + 1)Γ(k − α + 1)
(t)k−α+RLDαInf (n) (t)

n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k − α + 1)
(t)k−α + In−αf (n) (t) =

n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k − α + 1)
(t)k−α +Dαf (t)

donc

Dαf (t) =RL Dαf (t)−
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)
f (k)(0)

D’où le résultat.

Corollaire 2.4.1 [36] Si f (k)(0) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n− 1 on oura

Dαf (t) =RL Dαf (t) .

Exemple 2.4.1 1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

DαC = 0.

2) Pour la fonction f(t) = tβ on a

Dαtβ =

{
Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
(tβ−α), n− 1 < α < n, n ∈ N∗, β > n− 1, β ∈ R

0 , n− 1 < α < n, n ∈ N∗, β ≤ n− 1, β ∈ N

}
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A titre d’exemple :

Dαt2 =
Γ(2 + 1)

Γ(2− α + 1)
(t2−α) =

2

Γ(3− α)
t2−α, n− 1 < α < n < 3,

pour α = 0.5 on a :

D0.5t2 =
8

3
√
π

√
t3 ≈ 1.5

√
t3.

3) Pour f(t) = eλt, λ ∈ C, on a

Dαeλt =
∞∑
k=0

λk+ntk+n−α

Γ(k + 1 + n− α)
= λntn−αE1,n−α+1(λt)

où E1,n−α+1(λt) est la fonction Mittag-Leffler à deux paramètres.

Remarque 2.4.1 Considérons la fonction entière f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j, tel que z = reiθ.

En utilisant les propriétés de la dérivée fractionnaire de l’opérateur de Caputo, pour
n− 1 < α < n, on a

Dαf
(
reiθ
)

=
+∞∑
j=n

Γ (j + 1)

Γ (j − α + 1)
ajr

j−αeijθ (2.8)

rαDαf
(
reiθ
)

=
+∞∑
j=n

Γ (j + 1)

Γ (j − α + 1)
ajz

j.

Pour α = n ∈ N \ {0} ,

Dnf (z) =
dn

drn
f
(
reiθ
)
6= dn

dzn
f (z) ,

alors que
rn

zn
Dnf (z) =

dn

dzn
f (z) .

Proposition 2.4.2 [21] Les deux fonctions f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j et rαDαf (z) ont le

même rayon de convergence. Par conséquent, si f(z) est une fonction entière, alors
rαDαf (z) est également une fonction entière.
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Chapitre 3

Croissance des solutions des
équations différentielles
fractionnaires à coefficients
fonctions entières

3.1 Introduction et résultats

Les équations différentielles fractionnaire sont devenues un outil très important pour
la modélisation des phénomènes dans divers domaines de la science et de l’ingénierie
que la modélisation différentielle ordinaires traditionnelle ne peut pas accomplir
(voir, par exemple, Kilbas [33] ). Trois types de dérivées fractionnaires sont souvent
utilisés, la dérivée de Grünwald Letnikov, la dérivée de Riemann Liouville et la
dérivée de Caputo. Il y a de nombreuses discussions sur les propriétés de ces dérivées,
voir [36, 33]. Toutes ces études sont limités sur la droite réelle. Dans ce travail, nous
utiliserons la dérivée de Caputo.

Dans l’étude de la croissance des solutions de l’équation différentielle linéaire
classique

f (n) + An−1 (z) f (n−1) + ...+ A1 (z) f ′ + A0 (z) f = 0 (3.1)

où les coefficients sont des fonctions entières, de nombreux auteurs se sont intéressés
à la question suivante : quelles conditions sur les coefficients qui garantissent que
chaque solution f(z) 6≡ 0 de (3.1) est d’ordre infini?
Dans la littérature, il existe de nombreux articles concernant cette question; voir par
exemple [20, 3, 24, 22, 38]. Le principal outil utilisé dans cette étude est l’estimation
de dérivées logarithmiques, voir [17]. Malheureusement, jusqu’à présent, il n’y a pas
d’estimations similaires pour les dérivées fractionnaires sauf le théorème de Wiman-
Valiron dans le calcul fractionnaire qui n’est valable que sur un voisinage des points
z où la fonction atteint son maximum, voir [12]. Malgré cette obstruction, nous al-
lons étudier la croissance des solutions de certaines classes d’équations différentielles
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fractionnaires linéaires en utilisant l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Caputo
comme suivant.

Théorème 3.1.1 Soient A0 (z) , A1 (z) , ..., An−1 (z) des fonctions entières et ρ >
0, δ > 0 des constantes telles que max {σ (Aj) : j = 1, ..., n− 1} < ρ; soient 0 <
q1 < q2 < ... < qn. Supposons que pour tout θ ∈ [0, 2π) il existe un ensemble
Γθ ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique infinie telle que pour tout r ∈ Γθ∣∣A0

(
reiθ
)∣∣ ≥ exp {δrρ} . (3.2)

Alors, chaque solution f (z) 6≡ 0 de l’équation différentielle fractionnaire linéaire

rqn

z[qn]
Dqnf (z)+An−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z)+...+A1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z)+zA0 (z) f (z) = 0

(3.3)
est une fonction entière d’ordre infini et de plus si σ (A0) <∞ alors σ2 (f) ≤ σ (A0) .

Corollaire 3.1.1 Soient P1 (z) , ..., Pn−1 (z) des polynômes et 0 < q1 < q2 < ... <
qn. Alors, chaque solution f (z) 6≡ 0 de l’équation différentielle fractionnaire linéaire

rqn

z[qn]
Dqnf (z) + Pn−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z) + ...+ P1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z)

+ (sin z + sinh z) f (z) = 0

est une fonction entière d’ordre infini avec σ2 (f) ≤ 1.

Théorème 3.1.2 Soient A1 (z) , B (z) , A0 (z) 6≡ 0 des fonctions entières et soient
ρ > 0, δ > 0, 0 < α < 1 tel que max {σ (A0) , σ (B)} < ρ et A0 (0) = 0. Supposons
qu’il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle telle que pour tout
θ ∈ [0, 2π) \E ∣∣A1

(
reiθ
)∣∣ ≥ exp {δrρ} (3.4)

quand r → +∞. Alors chaque solution f (z) 6≡ 0 de l’équation différentielle

e−2iθD2f (z) + A1 (z) e−iθD1f (z) +B (z) rαDαf (z) + A0 (z) f (z) = 0 (3.5)

est une fonction entière d’ordre infini et de plus si σ (A1) <∞ alors σ2 (f) ≤ σ (A1) .

Théorème 3.1.3 Soient A1 (z) , B (z) , A0 (z) 6≡ 0, F (z) des fonctions entières et
soient ρ > 0, δ > 0, 0 < α < 1 tel que max {σ (A0) , σ (B) , σ (F )} < ρ et A0 (0) = 0.
Supposons qu’il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle telle que pour
tout θ ∈ [0, 2π) \E ∣∣A1

(
reiθ
)∣∣ ≥ exp {δrρ} (3.6)

quand r → +∞. Alors chaque solution f (z) 6≡ 0 de l’équation différentielle

e−2iθD2f (z) + A1 (z) e−iθD1f (z) +B (z) rα

z[α]
Dαf (z)

+A0 (z) f (z) = F (z)
(3.7)

est une fonction entière d’ordre infini.
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3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 Soit f une fonction entière non constante et supposons que |D1f (z)|
est non borné sur un rayon arg z = θ ∈ [0, 2π) . Alors il existe une suite infinie de
points rm (m ≥ 1) , rm → +∞, tel que

∣∣D1f
(
rme

iθ
)∣∣→ +∞ et∣∣∣∣∣Dαf

(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ r1−α
m

Γ (2− α)
, (0 < α < 1) , (3.8)

∣∣∣∣∣ f
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ rm + o (1) , (3.9)

quand m→ +∞.

Preuve : Par définition on a

Dαf
(
reiθ
)

=
1

Γ (1− α)

r∫
0

D1f
(
teiθ
)

(r − t)α
dt. (3.10)

Puisque
∣∣D1

(
rme

iθ
)∣∣ n’est pas borné, on peut construire une suite rm (m ≥ 1) ,

rm → +∞, telle que
∣∣D1

(
rme

iθ
)∣∣→ +∞ et

∣∣D1
(
rme

iθ
)∣∣ = max

{∣∣D1
(
teiθ
)∣∣ : t ∈ [0, rm]

}
.

par (3.10), on a

∣∣Dαf (rmeiθ)∣∣ ≤ 1

Γ (1− α)

rm∫
0

∣∣D1f
(
teiθ
)∣∣

(rm − t)α
dt;

et alors ∣∣Dαf (rmeiθ)∣∣ ≤ ∣∣D1f
(
rme

iθ
)∣∣

Γ (1− α)

rm∫
0

1

(rm − t)α
dt,

donc on obtient ∣∣∣∣∣Dαf
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ r1−α
m

Γ (2− α)
.

En revanche, nous avons

f
(
reiθ
)

= f (0) + eiθ
r∫

0

D1f
(
teiθ
)
dt; (3.11)

et alors ∣∣f (rmeiθ)∣∣ ≤ |f (0)|+
∣∣D1f

(
rme

iθ
)∣∣ rm, (3.12)

ce qui implique ∣∣∣∣∣ f
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ o (1) + rm, m→ +∞.
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Lemme 3.2.2 Soit f (z) une fonction entière et supposons que

G
(
reiθ
)

:=
log+

∣∣D1f
(
reiθ
)∣∣

rρ
(3.13)

est non bornée sur un rayon arg z = θ ∈ [0, 2π) ; où α > 0 et ρ > 0. Alors, il existe
une suite infinie de points rm (m ≥ 1) , rm → +∞, tel que G

(
rme

iθ
)
→ +∞ et∣∣∣∣∣Dαf

(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ r1−α
m

Γ (2− α)
, (0 < α < 1) ,

∣∣∣∣∣ f
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ rm + o (1) .

Preuve : Si G
(
reiθ
)

est non bornée sur un rayon arg z = θ ∈ [0, 2π), alors nous

pouvons voir immédiatement que
∣∣D1f

(
reiθ
)∣∣ est non bornée sur le rayon arg z = θ.

Donc, par le lemme 3.2.1, (3.8) et (3.9) sont vraies.
Du [17] et en tenant compte que e−niθDnf (z) = dn

dzn
f (z) , on obtient le lemme

suivant.

Lemme 3.2.3 [35] Soit f une fonction entière non constante d’ordre fini σ (f) =
σ < ∞; soit ε > 0 une constante donnée. Alors les deux assertion suivantes sont
vraies.
i) Il existe un ensemble F ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie telle que pour
tout r ∈ (1,+∞) \F et pour les entiers k, j (0 ≤ k ≤ j), on a∣∣∣∣Djf (z)

Dkf (z)

∣∣∣∣ ≤ r(j−k)(σ−1+ε). (3.14)

ii) Il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle telle que pour tout
θ ∈ [0, 2π) \E il existe une constante r0 = r0 (θ) > 0 tel que pour tout z satisfaisant
arg (z) ∈ [0, 2π) \E et r = |z| ≥ r0 l’inégalité (3.14) est vraie.

Lemme 3.2.4 [12] Soit f (z) une fonction entière, γ > 0, 0 < δ < 1
4

et z tel que
|z| = r et que

|f (z)| > M (r, f) ν (r)−
1
4

+δ

où ν (r) est l’indice central de f . Alors il existe un ensemble E ⊂ (0,+∞) de mesure
logarithmique finie, c’est-à-dire

∫
E

dt
t
< +∞, tel que

rγDγf (z)

f (z)
= (ν (r))γ (1 + o (1)) (3.15)

pour r → +∞ et r /∈ E.
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Remarque 3.2.1 Nous signalons ici que la dérivée fractionnaire utilisée dans la
preuve du lemme 3.2.4 est l’opérateur de Riemann-Liouville et pour une fonction

entière f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j on a

DαRLf (z) =
+∞∑
j=0

Γ (j + 1)

Γ (j − α + 1)
ajr

j−αejiθ. (3.16)

D’après (2.8) et (3.16), on déduit immédiatement que la preuve du lemme 3.2.4 est
aussi valable pour l’opérateur de dérivée fractionnaire de Caputo.

Lemme 3.2.5 [7] Soit f (z) une fonction entière. Alors

lim sup
r→+∞

log+ ν (r)

log r
= σ (f)

et

lim sup
r→+∞

log+ log+ ν (r)

log r
= σ2 (f) ;

où ν (r) est l’indice central de f .

Lemme 3.2.6 Soient A0 (z) , A1 (z) , ..., An−1 (z) des fonctions entières telles que

max {σ (Aj) : j = 0, 1, ..., n− 1} = ρ < +∞;

soit 0 < q1 < q2 < ... < qn. Alors, chaque solution f (z) 6≡ 0 de l’équation
différentielle fractionnaire linéaire

rqn

z[qn]
Dqnf (z) + An−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z) + ...+ A1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z) (3.17)

+zA0 (z) f (z) = 0.

est une fonction entière satisfaisant σ2 (f) ≤ ρ.

Preuve : Par définition et l’hypothèse max {σ (Aj) : j = 0, 1, ..., n− 1} = ρ,
pour tout ε > 0, donné, il existe r0 > 0 tel que pour tout r ≥ r0, on a

|Aj (z)| ≤ exp
{
rρ+ε

}
, j = 0, 1, ..., n− 1. (3.18)

De (3.17) on peut écrire∣∣∣∣rqnDqnf (z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ |An−1 (z)| r[qn]−[qn−1]

∣∣∣∣rqn−1Dqn−1f (z)

f (z)

∣∣∣∣+ .. (3.19)

..+ |A1 (z)| r[qn]−[q1]

∣∣∣∣rq1Dq1f (z)

f (z)

∣∣∣∣+ r1+[qn] |A0 (z)| .
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Du Lemme 3.2.4, (3.18) et (3.19), on obtient

(ν (r))qn (1 + o (1)) ≤ cr[qn]−[qn−1] (ν (r))qn−1 exp
{
rρ+ε

}
,

où c > 0 est une constante ; et puis

(ν (r))qn−qn−1 (1 + o (1)) ≤ cr[qn]−[qn−1] exp
{
rρ+ε

}
. (3.20)

Par Lemme 3.2.5 et (3.20) on obtient σ2 (f) ≤ ρ.

Lemme 3.2.7 [40] Soit f une fonction entière d’ordre fini σ (f) . Supposons qu’il
existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel que

log+
∣∣f (reiθ)∣∣ ≤Mrρ

pour tout θ ∈ [0, 2π)\E où M est une constante positive dépendant de θ, tandis que
ρ est une constante positive indépendante de θ. Alors σ (f) ≤ ρ.

Lemme 3.2.8 Soient A0 (z) 6≡ 0, A1 (z) , ..., An−1 (z) des fonctions entières telles
que A0 (0) = 0; soient 0 < q1 < q2 < ... < qn des constantes réelles. Alors, toutes
les solutions de

rqn

z[qn]
Dqnf (z)+An−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z)+ ...+A1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z)+A0 (z) f (z) = 0

sont des fonctions entières.

Preuve : Nous utiliserons la méthode des séries entières. Posons f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j. Sans perte de généralité, on peut supposer que k−1 < qk < k; (k = 1, 2, .., n) .

On a

Ak (z)
rqk

z[qk]
Dqkf (z) = Ak (z)

rqk

zk−1

+∞∑
j=k

Γ (j + 1)

Γ (j − qk + 1)
ajr

j−qkejiθ

= Ak (z)
+∞∑
j=k

Γ (j + 1)

Γ (j − qk + 1)
ajz

j−k+1

= Ak (z)
+∞∑
j=k

bk,jajz
j−k+1;

où bk,j = Γ(j+1)
Γ(j−qk+1)

. Puisque A0 (0) = 0, on peut écrire A0 (z) = zÃ0 (z) et en

divisant l’équation (3.3) par z on obtient

+∞∑
j=n

bn,jajz
j−n + An−1 (z)

+∞∑
j=n−1

bn−1,jajz
j−n+1 + ...
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+A1 (z)
+∞∑
j=1

b1,jajz
j−1 + Ã0 (z)

+∞∑
j=0

ajz
j = 0.

Ce qui reste de cette méthode est bien connu : comme dans le cas classique des
équations différentielles linéaires, par identification, on peut déterminer aj (j = n, n+ 1, ....)
par les n premiers termes aj (j = 0, 1, ...n− 1) puis nous concluons que les solutions
globales de (3.3) sont des fonctions entières qui contiennent n paramètres.

3.3 Preuve du Théorème 3.1.1

Premièrement, d’après Lemme 3.2.8, toutes les solutions de (3.3) sont des fonctions
entières. Si nous supposons que f (z) 6≡ 0 est une solution de (3.3) avec σ (f) < ρ,
alors par les hypothèses du Théorème 3.1.1 et en tenant compte que σ (rqiDqif) =
σ (f) < ρ, on voit tout de suite que le terme zA0(z)f(z) est le seul terme dominant
dans (3.3) qui conduit à une contradiction. Donc, σ(f) ≥ ρ. Supposons maintenant
que σ(f) = σ <∞. D’après le lemme 3.2.5, pour tout ε > 0 donné, il existe r0 > 0
tel que pour tout r ≥ r0, on a

ν (r) ≤ rσ+ε;

et du Lemme 3.2.4, pour r /∈ E et arg z = θ0, on a∣∣∣∣rγDγf (z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ rγ(σ+ε). (3.21)

Posons max {σ (Aj) : j = 1, ..., n− 1} = ρ1. Pour tout ε donné tel que 0 < ε < ρ−ρ1,
on a

|Aj (z)| ≤ exp
{
rρ1+ε

}
, j = 1, ..., n− 1. (3.22)

De (3.3) on a

|A0 (z)| ≤ rqn−[qn]−1
∣∣∣Dqnf(z)

f(z)

∣∣∣+ |An−1 (z)| rqn−1−[qn−1]−1
∣∣∣Dqn−1f(z)

f(z)

∣∣∣+ ..

..+ |A1 (z)| rq1−[q1]−1
∣∣∣Dq1f(z)

f(z)

∣∣∣ . (3.23)

En combinant (3.21)-(3.23) avec (3.2), pour r ∈ Γθ0 \ E et arg z = θ0, on obtient

exp {δrρ} ≤ rγ(σ+ε) exp
{
rρ1+ε

}
. (3.24)

Puisque ε < ρ − ρ1, (3.24) conduit à une contradiction lorsque r → +∞. Donc
σ(f) = +∞.

Maintenant, si σ(A0) <∞ alors par les hypothèses on a

max {σ (Aj) : j = 0, ..., n− 1} = σ (A0)

et du Lemme 3.2.6 on obtient σ2 (f) ≤ σ (A0) .
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3.4 Preuve du Théorème 3.1.2

Par la même méthode de la preuve du Lemme 3.2.8, on peut prouver que toutes les
solutions de (3.5) sont des fonctions entières. Si on suppose que f(z) 6≡ 0 est une
solution de (3.5) avec σ(f) = σ < ρ, alors par les hypothèses, on voit immédiatement
que le terme A1(z)e−iθD1(z) est le seul terme dominant dans (3.5) qui conduit à une
contradiction; d’où, σ(f) ≥ ρ. Supposons maintenant que σ(f) < ∞. A partir de
(3.5) on peut écrire

|A1 (z)| ≤
∣∣∣∣D2f (z)

D1f (z)

∣∣∣∣+ |B (z)|
∣∣∣∣rαDαf (z)

D1f (z)

∣∣∣∣+ |A0 (z)|
∣∣∣∣ f (z)

D1f (z)

∣∣∣∣ . (3.25)

Posons max {σ (A0) , σ (B)} = ρ1. Pour tout ε donné (0 < ε < ρ− ρ1) , on a

max {|A0 (z)| , |B (z)|} ≤ exp
{
rρ1+ε

}
. (3.26)

D’après Lemme 3.2.3, il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle tel
que pour tout θ ∈ [0, 2π)\E il existe une constante r0 = r0(θ) > 0 telle que pour
tout z satisfaisant arg (z) ∈ [0, 2π) \E et r = |z| ≥ r0 on a∣∣∣∣D2f (z)

D1f (z)

∣∣∣∣ ≤ rσ−1+ε. (3.27)

Nous allons prouver que |D1f (z) | est borné dans [0, 2π)\E; pour celà on suppose
au contraire que D1f (z) est non borné sur un rayon argz = θ ∈ [0, 2π)\E. Alors,
d’après Lemme 3.2.1, il existe une suite infinie de points rm(m ≥ 1), rm → +∞,
telle que |D1f(rme

iθ)| → +∞ et∣∣∣∣∣Dαf
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ r1−α
m

Γ (2− α)
, (0 < α < 1) , (3.28)

∣∣∣∣∣ f
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ rm + o (1) . (3.29)

En utilisant (3.26)-(3.29) et (3.4) dans (3.25), on obtient

exp {δrρm} ≤ crdm exp
{
rρ1+ε
m

}
, (3.30)

où c > 0, d > 0. Puisque ε < ρ − ρ1, (3.30) conduit à une contradiction lorsque
m → +∞. Alors,

∣∣eiθD1f (z)
∣∣ est borné dans [0, 2π)\E. D’après le théorème de

Phragmen-Lindelof eiθD1f(z) doit être constant dans tout le plan complexe ce
qui implique que f(z) est un polynôme de degré un, mais cela est impossible.
Alors σ (f) = +∞. Maintenant, si σ(A1) < ∞, alors par les hypothèses on a
max {σ (A0) , σ (A1) , σ (B)} = σ (A1) et par Lemme 3.2.6 on a σ2 (f) ≤ σ (A1) .
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3.5 Preuve du Théorème 3.1.3

Toutes les solutions de (3.7) sont des fonctions entières. Supposons d’abord que
f (z) 6≡ 0 est solution de (3.7) avec σ (f) = σ < ρ. A partir de (3.7), on peut écrire

A1 (z) e−iθD1f (z) = F (z)− e−2iθD2f (z)−B (z)
rα

z[α]
Dαf (z)− A0 (z) f ; (3.31)

puis par les hypothèses, le côté gauche de (3.31) est d’ordre supérieur ou égal à ρ
tandis que le côté droit de (3.31) est d’ordre strictement inférieur à ρ; ce qui est une
contradiction. D’où σ(f) ≥ ρ. Maintenant pour prouver que σ(f) =∞ on suppose
au contraire que σ (f) = σ <∞. Soit max {σ (A0) , σ (B) , σ (F )} = ρ1. Pour tout ε
donné (0 < ε < ρ− ρ1) , on a

max {|A0 (z)| , |B (z)| , |F (z)|} ≤ exp
{
rρ1+ε

}
. (3.32)

si on suppose que
log+

∣∣D1f
(
reiθ
)∣∣

rρ1+ε
est non borné sur un rayon arg z = θ ∈ [0, 2π) \E,

alors par Lemme 3.2.2, il existe une suite infinie de points rm (m ≥ 1) , rm → +∞,
tel que

log+
∣∣D1f

(
rme

iθ
)∣∣

rρ1+ε
m

→ +∞, (3.33)∣∣∣∣∣Dαf
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ r1−α
m

Γ (2− α)
, (3.34)

et ∣∣∣∣∣ f
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ rm + o (1) . (3.35)

D’après (3.33), pour tout nombre suffisamment grand c > 1 et pour m ≥ m0, on a∣∣D1f
(
rme

iθ
)∣∣ ≥ exp

{
crρ1+ε
m

}
. (3.36)

De (3.32) et (3.36), on obtient∣∣∣∣∣ F
(
rme

iθ
)

D1f (rmeiθ)

∣∣∣∣∣ ≤ exp
{

(1− c) rρ1+ε
m

}
→ 0, m→ +∞. (3.37)

De l’équation (3.7), nous pouvons écrire

|A1 (z)| ≤
∣∣∣∣D2f (z)

D1f (z)

∣∣∣∣+ |B (z)|
∣∣∣∣rαDαf (z)

D1f (z)

∣∣∣∣+ |A0 (z)|
∣∣∣∣ f (z)

D1f (z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ F (z)

D1f (z)

∣∣∣∣ . (3.38)

En utilisant (3.27)-(3.6) dans (3.38), on obtient

exp {δrρm} ≤ c′rd
′

m exp
{
rρ1+ε
m

}
,
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où c′ > 0, d′ > 0. Comme ε < ρ − ρ1, (3.38) conduit à une contradiction quand

m→ +∞. D’où,
log+|D1f(reiθ)|

rρ1+ε
est borné dans [0, 2π) \E; et par conséquent∣∣D1f
(
reiθ
)∣∣ ≤ exp

{
Mrρ1+ε

m

}
où M > 0 est une constante. Par l’inégalité

∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ |f (0)|+
r∫

0

∣∣D1f
(
teiθ
)∣∣ dt,

on obtient ∣∣f (reiθ)∣∣ ≤ exp
{
rρ1+2ε

}
;

et du Lemme 3.2.7, on obtient σ (f) ≤ ρ1 + 2ε pour tout ε > 0; d’où σ(f) ≤ ρ1 qui
est une contradiction avec σ(f) ≥ ρ > ρ1. Donc nous concluons que σ (f) = +∞.
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Chapitre 4

Croissance des solutions d’une
classe d’équations différentielles
fractionnaires à coefficients
polynomiaux

4.1 Introduction et résultats

Il est bien connu que toute solution f de l’équation différentielle linéaire

f (n) + Pn−1 (z) f (n−1) + ...+ P1 (z) f ′ + P0 (z) f = 0 (4.1)

où P0 (z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn−1 (z) sont des polynômes, est une fonction entière d’ordre
rationnel fini σ (f) satisfaisant

σ (f) ≤ 1 + max
0≤k≤n−1

degPk
n− k

;

voir [32, 34, 41, 39]. Dans [19], Gundersen et al. ont donné toutes les valeurs
possibles de l’ordre de la croissance des solutions de (4.1). Comme cas particuliers,
Belaidi et Hamani ont prouvé le résultat suivant.

Théorème 4.1.1 [2] Soient P0 (z) , P1 (z) , ..., Pn−1 (z) des polynômes non constants
avec des degrés dk = degPk (z) (k = 0, 1, ..., n− 1) .
i) Si d0

n
≥ dk

n−k pour tous k = 1, ..., n−1, alors toute solution f 6≡ 0 de (4.1) satisfait

σ (f) = 1 + d0
n
.

ii) Si dk < dn−1 − (n− k − 1) pour tous k = 0, ..., n− 2, alors toute solution f 6≡ 0
de (4.1) satisfait σ (f) = 1 + dn−1.

Dans ce chapitre, nous étudierons la croissance des solutions de certaines classes
d’équations différentielles fractionnaires linéaires en utilisant l’opérateur de dérivée
fractionnaire de Caputo.
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Théorème 4.1.2 Soient P0 (z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn−1 (z) des polynômes tels que P0 (0) =
0; soient 0 = q0 < q1 < q2 < ... < qn. Alors toutes les solutions de l’équation
différentielle fractionnaire linéaire

rqn

z[qn]
Dqnf (z) +Pn−1 (z)

rqn−1

z[qn−1]
Dqn−1f (z) + ...+P1 (z)

rq1

z[q1]
Dq1f (z) +P0 (z) f (z) = 0

(4.2)
sont des fonctions entières d’ordre de croissance σ (f) satisfaisant

σ (f) ≤ max
0≤k≤n−1

{
dk + [qn]− [qk]

qn − qk

}
, (4.3)

où dk = degPk (z) et [x] est le plus grand entier inférieur ou égal au nombre réel x.

Corollaire 4.1.1 Soient P0 (z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn (z) des polynômes tels que P0 (0) =
0 et 0 < α < 1. Alors, chaque solution de l’équation différentielle fractionnaire
linéaire

rn+α

zn
Dn+αf (z) + Pn (z)

rn−1+α

zn−1
Dn−1+αf (z) + ...+ P2 (z)

r1+α

z
D1+αf (z) (4.4)

+P1 (z) rαDαf (z) + P0 (z) f (z) = 0.

est une fonction entière d’ordre de croissance σ(f) vérifiant

σ (f) ≤ max

{
d0 + n

n+ α
,
d1 + n

n
,
d2 + n− 1

n− 1
, ...,

dn−1 + 2

2
, dn + 1

}
.

Dans le théorème suivant, on donne la valeur précise de l’ordre de croissance des
solutions de (4.2).

Théorème 4.1.3 Supposons que nous avons les mêmes hypothèses du théorème
4.1.2.
i) Si

d0 + [qn]

qn
= max

0≤k≤n−1

dk + [qn]− [qk]

qn − qk
, (4.5)

pour tout k = 1, ..., n−1, alors toute solution f 6≡ 0 de (4.2) est une fonction entière
d’ordre de croissance

σ (f) =
d0 + [qn]

qn
.

ii) Si
dk − [qk] < dn−1 − [qn−1] (4.6)

pour tous k = 0, 1, ..., n − 2, alors toute solution f 6≡ 0 de (4.2) est une fonction
entière d’ordre de croissance

σ (f) =
dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

. (4.7)
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Corollaire 4.1.2 Soit P0 (z) 6≡ 0 un polynôme de degré d0 tel que P0 (0) = 0 et
α > 0. Alors chaque solution f 6≡ 0 de l’équation différentielle fractionnaire linéaire

rα

z[α]
Dαf (z) + P0 (z) f (z) = 0

est une fonction entière d’ordre de croissance

σ (f) =
d0 + [α]

α
.

Corollaire 4.1.3 Soit 0 < α < β; soient P0 (z) 6≡ 0 et P1 (z) 6≡ 0 des polynômes de
degrés d0 et d1 respectivement tels que P0 (0) = 0 et d0 < d1 − [α]. Alors, chaque
solution f 6≡ 0 de l’équation différentielle fractionnaire

rβ

z[β]
Dβf (z) + P1 (z)

rα

z[α]
Dαf (z) + P0 (z) f (z) = 0

est une fonction entière d’ordre de croissance

σ (f) =
d1 + [β]− [α]

β − α
.

Exemple 4.1.1 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

rαDαf (z) + zf (z) = 0, (4.8)

où 0 < α < 1. Du Corollaire 4.1.2, chaque solution f 6≡ 0 de (4.8) est une fonction

entière d’ordre de croissance σ (f) = d0+[α]
α

= 1
α
. Nous le confirmons en utilisant la

méthode des séries entière. Soit f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j. Du (4.8), on a

aj = (−1)j a0

j∏
k=1

Γ (k − α + 1)

Γ (k + 1)
.

De la propriété asymptotique de la fonction Gamma au voisinage de l’infini, on a

Γ (j − α + 1)

Γ (j + 1)
= j−α (1 + o (1)) , j → +∞;

donc il existe c > 0, j0 > 0 tel que

|aj| = cj−(j−j0)α (1 + o (1)) , j → +∞;

et alors σ (f) = 1
α
.
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Exemple 4.1.2 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

rα

z
Dαf (z) + zf (z) = 0, (4.9)

où 1 < α < 2. Du Corollaire 4.1.2, chaque solution f 6≡ 0 de (4.9) est une fonction

entière d’ordre de croissance σ (f) = d0+[α]
α

= 2
α
. En effet, les solutions de (4.9) sont

sous la forme f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j tel que

a2j = (−1)j a0

j∏
k=1

Γ (2k − α + 1)

Γ (2k + 2)
, j ≥ 1,

a2j+1 = (−1)j a1

j∏
k=1

Γ (2k − α + 3)

Γ (2k + 3)
, j ≥ 1.

Soient f1 (z) =
+∞∑
j=0

b2jz
2j, f2 (z) =

+∞∑
j=0

b2j+1z
2j+1 où b2j =

a2j
a0

et b2j+1 =
a2j+1

a1
.

Ainsi {f1, f2} forment l’ensemble fondamental des solutions de (4.9). Par la même
méthode de l’exemple 4.1.1, on trouve que σ (f1) = σ (f2) = 2

α
. Comme f1 (z) et

f2 (z) sont linéairement indépendants, alors toute solution f 6≡ 0 de (4.9) est une
fonction entière d’ordre de croissance σ (f) = 2

α
.

4.2 Lemmes préliminaires

Pour la démonstration de nos résultat on a besoin des Lemme 3.2.5 et Lemme 3.2.4
du troixième chapitre et aussi les lemmes suivants.

Lemme 4.2.1 [34] Soit P (z) = anz
n+ ...+a0 un polynôme de degré n. Alors, pour

tout ε > 0 donné il existe r0 > 0 tel que pour tout r = |z| > r0 on a

(1− ε) |an| rn ≤ |P (z)| ≤ (1 + ε) |an| rn.

Lemme 4.2.2 Soient P0 (z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn−1 (z) des polynômes tel que P0 (0) =
0; soient 0 < q1 < q2 < ... < qn des constantes réelles. Alors, toutes les solutions de
(4.2) sont des fonctions entières.

Preuve : Nous allons utiliser la méthode des séries de puissance. Soit f (z) =
+∞∑
j=0

ajz
j. Sans perdre de généralité, on peut supposer que k−1 < qk < k; (k = 1, 2, .., n) ;
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alors nous avons

Pk (z)
rqk

z[qk]
Dqkf (z) = Pk (z)

rqk

zk−1

+∞∑
j=k

Γ (j + 1)

Γ (j − qk + 1)
ajr

j−qkejiθ

= Pk (z)
+∞∑
j=k

Γ (j + 1)

Γ (j − qk + 1)
ajz

j−k+1

= Pk (z)
+∞∑
j=k

bk,jajz
j−k+1;

où bk,j = Γ(j+1)
Γ(j−qk+1)

. Puisque P0 (0) = 0, On peut écrire P0 (z) = zP̃0 (z) puis en

divisant l’équation (3.3) par z on obtient

+∞∑
j=n

bn,jajz
j−n + Pn−1 (z)

+∞∑
j=n−1

bn−1,jajz
j−n+1 + ...

+P1 (z)
+∞∑
j=1

b1,jajz
j−1 + P̃0 (z)

+∞∑
j=0

ajz
j = 0.

Ce qu’il reste à cette méthode est bien connu : comme dans le cas classique des
équations différentielles linéaires, par identification, on peut déterminer aj (j = n, n+ 1, ....)
par les premiers n termes aj (j = 0, 1, ...n− 1) puis nous concluons que les solutions
globales de (4.2) sont des fonctions complètes qui contiennent n parametres.

4.3 Preuve du Théorème 4.1.2

D’après le lemme 4.2.2, toutes les solutions de (4.2) sont des fonctions entières. Pour
montrer l’inégalité 4.3, on suppose au contraire qu’il existe une solution f de (4.2)
d’ordre

σ (f) > max
0≤k≤n−1

{
dk + [qn]− [qk]

qn − qk

}
, (4.10)

et nous prouvons que cela conduit à une contradiction. De (4.2), nous pouvons
écrire ∣∣∣∣rqnDqnf (z)

z[qn]f (z)

∣∣∣∣ ≤ |Pn−1 (z)|
∣∣∣∣rqn−1Dqn−1f (z)

z[qn−1]f (z)

∣∣∣∣+ ... (4.11)

+ |P1 (z)|
∣∣∣∣rq1Dq1f (z)

z[q1]f (z)

∣∣∣∣+ |P0 (z)| .

Du Lemme 4.2.1, il existe cj > 0 et ra ≥ 0 telle que pour tout r ≥ ra on a

|Pj (z)| ≤ cjr
dj . (4.12)
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D’après Lemme 3.2.4, il existe un ensemble E ⊂ (0,+∞) de mesure logarithmique
finie, telle que pour r → +∞ et r /∈ E, on a∣∣∣∣rqkDqkf (z)

f (z)

∣∣∣∣ = (ν (r))qk (1 + o (1)) , (j = 1, ..., n) (4.13)

En utilisant (4.12)-(4.13) dans (4.11), on obtient

1

r[qn]
(ν (r))qn (1 + o (1)) ≤

n−1∑
k=0

ckr
dk

1

r[qk]
(ν (r))qk (1 + o (1)) . (4.14)

Du Lemme 3.2.5, pour chaque ε > 0 il existe rb ≥ 0 telle que pour tout r ≥ rb on a

ν (r) ≤ rσ+ε, (4.15)

où σ(f) = σ. Par contre pour ε > 0, il existe une suite rm → +∞ quand m→ +∞
telle que

ν (rm) ≥ rσ−εm , (4.16)

Combinant (4.15)-(4.16) avec (4.14), on a

1

2
rqn(σ−ε)
m ≤ 2

n−1∑
k=0

ckr
[qn]−[qk]
m rdkm r

qk(σ+ε)
m ;

ce qui implique

1 ≤ 4
n−1∑
k=0

ckr
[qn]−[qk]−qn(σ−ε)+dk+qk(σ+ε)
m . (4.17)

Maintenant, nous prouvons que toutes les puissances de rm dans (4.17) sont négatifs
lorsque m→ +∞. De (4.10), il existe ε > 0 suffisamment petit pour que

σ − max
0≤k≤n−1

{
dk + [qn]− [qk]

qn − qk

}
> βε (4.18)

où β est une constante telle que β > max
0≤k≤n−1

{
qn+qk
qn−qk

}
. On a

[qn]−[qk]−qn (σ − ε)+dk+qk (σ + ε) = (qn − qk)
(
dk + [qn]− [qk]

qn − qk
− σ

)
+(qn + qk) ε.

(4.19)
De (4.18), on a

(qn − qk)
(
dk + [qn]− [qk]

qn − qk
− σ

)
+ (qn + qk) ε < 0;

par conséquent, une contradiction s’ensuit dans (4.17) quand m→ +∞.
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4.4 Preuve du Théorème 4.1.3

i) D’après le lemme 4.2.2, toutes les solutions de (4.2) sont des fonctions entières. Du

théorème 4.1.2 et l’hypothèse (4.5), on a σ (f) ≤ d0+[qn]
qn

. Il reste à prouver l’inégalité

inverse σ (f) ≥ d0+[qn]
qn

. On suppose au contraire que σ (f) < d0+[qn]
qn

et nous prouvons

que cela conduit à une contradiction. Soit σ = σ (f) = d0+[qn]
qn
− 2ε, (ε > 0) . De

(4.2), nous pouvons écrire

|P0 (z)| ≤
∣∣∣∣rqnDqnf (z)

z[qn]f (z)

∣∣∣∣+ |Pn−1 (z)|
∣∣∣∣rqn−1Dqn−1f (z)

z[qn−1]f (z)

∣∣∣∣+ ...+ |P1 (z)|
∣∣∣∣rq1Dq1f (z)

z[q1]f (z)

∣∣∣∣ .
(4.20)

Par Lemme 4.2.1, il existe c > 0 et ra > 0 telle que pour tout r ≥ ra on a

|P0 (z)| ≥ crd0 . (4.21)

En utilisant (4.12), (4.13), (4.15) et (4.21) dans l’inégalité (4.20), pour r assez grand,
on obtient

crd0 ≤ rqn(σ+ε)−[qn] +
n−1∑
k=1

ckr
dk+qk(σ+ε)−[qk];

ce qui implique

c ≤ rqn(σ+ε)−[qn]−d0 +
n−1∑
k=1

ckr
dk+qk(σ+ε)−[qk]−d0 . (4.22)

Maintenant, nous allons prouver que toutes les puissances de r dans (4.22) sont

négatifs. Depuis σ = d0+[qn]
qn
− 2ε, nous avons d’abord

qn (σ + ε)− [qn]− d0 = qn

(
d0 + [qn]

qn
− ε
)
− [qn]− d0 = −qnε. (4.23)

Deuxièmement, en tenant compte de l’hypothèse (4.5), on a

dk + qk (σ + ε)− [qk]− d0 = dk + qk

(
d0 + [qn]

qn
− ε
)
− [qk]− d0

=
dk + [qn]− [qk]

qn − qk
(qn − qk) + qk

(
d0 + [qn]

qn
− ε
)
− [qn]− d0

≤ d0 + [qn]

qn
(qn − qk) + qk

(
d0 + [qn]

qn
− ε
)
− [qn]− d0 ≤ −qkε. (4.24)

Ainsi, une contradiction s’ensuit lorsque r → +∞ dans (4.22); et alors la preuve de
i) est terminée.
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ii) De l’hypothèse (4.6), on a

dk + [qn]− [qk]

qn − qk
<
dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

(4.25)

pour chaque k = 0, 1, ..., n− 2; et d’après le Théorème 4.1.2, on obtient

σ (f) ≤ dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

.

Pour l’inégalité inverse on suppose au contraire que

σ (f) <
dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

et nous prouvons que cela conduit à une contradiction. Posons

σ = σ (f) =
dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

− λε, (4.26)

où λ est une constante quelconque telle que λ > qn+qn−1

qn−qn−1
et ε > 0 assez petit. De

(4.2), nous pouvons écrire

|Pn−1 (z)|
∣∣∣∣rqn−1Dqn−1f (z)

z[qn−1]f (z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣rqnDqnf (z)

z[qn]f (z)

∣∣∣∣+ |Pn−2 (z)|
∣∣∣∣rqn−2Dqn−2f (z)

z[qn−2]f (z)

∣∣∣∣+ ...

(4.27)

+ |P1 (z)|
∣∣∣∣rq1Dq1f (z)

z[q1]f (z)

∣∣∣∣+ |P0 (z)| .

En utilisant (4.13), Lemme 3.2.5, Lemme 4.2.1, (4.15) et (4.16) dans (4.27), on
obtient

cn−1r
dn−1+qn−1(σ−ε)−[qn−1]
m ≤ rqn(σ+ε)−[qn]

m +
n−2∑
k=0

ckr
dk+qk(σ+ε)−[qk]
m ;

ce qui implique

1 ≤ 1

cn−1

rqn(σ+ε)−[qn]−dn−1−qn−1(σ−ε)+[qn−1]
m + (4.28)

n−2∑
k=0

ck
cn−1

rdk+qk(σ+ε)−[qk]−dn−1−qn−1(σ−ε)+[qn−1]
m .

Comme ci-dessus, on prouve que toutes les puissances de rm de (4.28) sont négatifs.
Par (4.26), on a

qn (σ + ε)− [qn]− dn−1 − qn−1 (σ − ε) + [qn−1] = (qn + qn−1) ε+

(qn − qn−1)

(
σ − dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

)
= −λε (qn − qn−1) + (qn + qn−1) ε

= [(qn + qn−1)− λ (qn − qn−1)] ε < 0.
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Aussi, à partir de l’hypothèse (4.6), on a

dk + qk (σ + ε)− [qk]− dn−1 − qn−1 (σ − ε) + [qn−1] < qk (σ + ε)− qn−1 (σ − ε)
< (qk − qn−1)σ + (qn + qn−1) ε

< 0,

pour 0 < ε < (qn−1−qk)σ
qn+qn−1

. Alors, (4.28) conduit à une contradiction lorsque rm → +∞;

ce qui achève la preuve de ii).
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Chapitre 5

Ordres possibles de croissance des
solutions des équations
différentielles fractionnaires à
coefficients polynomiaux

5.1 Introduction et résultats

Dans le chapitre précédent nous avons étudié la croissance des solutions des équations
différentielles fractionnaires linéaires suivantes

rqn

z[qn]Dqnf (z) + Pn−1 (z) rqn−1

z[qn−1]Dqn−1f (z) + ...+ P1 (z) rq1

z[q1]
Dq1f (z)

+P0 (z) f (z) = 0
(5.1)

où P0(z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn−1 (z) des polynômes tels que P0 (0) = 0 et 0 = q0 < q1 <
q2 < ... < qn et nous avons prouvé que toutes les solutions sont des fonctions entières
d’ordre de croissance σ (f) satisfaisant

σ (f) ≤ max
0≤k≤n−1

{
dk + [qn]− [qk]

qn − qk

}
, (5.2)

où dk = degPk (z) et [x] est la partie entière du nombre réel x. Nous avons également
établi dans le même chapitre les assertions suivantes :

(i) Si
d0 + [qn]

qn
= max

0≤k≤n−1

dk + [qn]− [qk]

qn − qk
,

pour tous k = 1, ..., n−1, alors toute solution f 6≡ 0 de (5.1) est une fonction entière
d’ordre de croissance

σ (f) =
d0 + [qn]

qn
.
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(ii) Si
dk − [qk] < dn−1 − [qn−1]

pour tous k = 1, ..., n−2, alors toute solution f 6≡ 0 de (5.1) est une fonction entière
d’ordre de croissance

σ (f) =
dn−1 + [qn]− [qn−1]

qn − qn−1

.

La question qui se pose ici : quels sont toutes les valeurs possibles de l’ordre de la
croissance des solutions de (5.1) ? On va répondre à cette question dans ce chapitre.

Pour rappel, Dans [19], Gundersen et al. ont donné toutes les valeurs possibles
de l’ordre de la croissance des solutions de l’équation différentielle ordinaire linéaire

f (n) + Pn−1 (z) f (n−1) + ...+ P1 (z) f ′ + P0 (z) f = 0, (5.3)

où P0(z) 6≡ 0, P1(z), ..., Pn−1(z) des polynômes.
On va suivre la même méthode utilisée dans [20] avec les modifications nécessaires.

Posons dj = degPj. On définit une suite finie strictement décroissante d’entiers non
négatifs

s1 > s2 > ... > sp ≥ 0,

de la manière suivante; nous choisissons s1 l’entier unique satisfaisant

ds1 + [qn]− [qs1 ]

qn − qs1
= max

0≤k≤n−1

dk + [qn]− [qk]

qn − qk
; et (5.4)

ds1 + [qn]− [qs1 ]

qn − qs1
>

dk + [qn]− [qk]

qn − qk
pour tout 0 ≤ k < s1

Après la détermination de sj, j ≥ 1, nous définissons sj+1 l’entier unique satisfaisant

dsj+1
− dsj +

[
qsj
]
−
[
qsj+1

]
qsj − qsj+1

= max
0≤k<sj

dk − dsj +
[
qsj
]
− [qk]

qsj − qk
> 0; et (5.5)

dsj+1
− dsj +

[
qsj
]
−
[
qsj+1

]
qsj − qsj+1

>
dk − dsj +

[
qsj
]
− [qk]

qsj − qk
pour tout 0 ≤ k < sj+1.

Pour un certain p, l’entier sp existera, mais l’entier sp+1 n’existera pas, et alors la

suite s1, s2, ..., sp se termine par sp. Évidemment, p ≤ n.
De même, pour j = 1, 2, ..., p, on définit les valeurs suivantes

αj =
dsj − dsj−1

+
[
qsj−1

]
−
[
qsj
]

qsj−1
− qsj

, (5.6)

où nous posons
s0 = n et ds0 = dn = 0.
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Nous mentionnons que nous pouvons définir les nombres entiers s1, s2, ..., sp dans
(5.4) et (5.5) de la manière suivante:

s1 = min

{
i :
di + [qn]− [qi]

qn − qi
= max

0≤k≤n−1

dk + [qn]− [qk]

qn − qk

}
; (5.7)

donné sj, j ≥ 1, on a

sj+1 = min

{
i :
di − dsj +

[
qsj
]
− [qi]

qsj − qi
= max

0≤k<sj

dk − dsj +
[
qsj
]
− [qk]

qsj − qk
> 0

}
. (5.8)

Proposition 5.1.1 Si s1 ≥ 1 et p ≥ 2, alors les inégalités suivantes sont vraies

α1 > α2 > ... > αp ≥
1

qsp−1 − qsp
≥ 1

qs1 − qsp
≥ 1

qs1
.

Preuve : D’abord, nous prouvons α1 > α2 > ... > αp. D’après les définitions
de sj et αj on obtient pour j = 1, 2, ..., p− 1,

sj > sj+1 et
dsj − dsj−1

+
[
qsj−1

]
−
[
qsj
]

qsj−1
− qsj

>
dsj+1

− dsj−1
+
[
qsj−1

]
−
[
qsj+1

]
qsj−1

− qsj+1

,

qui donne

−
(
dsj −

[
qsj
])
qsj+1

−
(
dsj−1

−
[
qsj−1

]) (
qsj − qsj+1

)
>(

dsj+1
−
[
qsj+1

]) (
qsj−1

− qsj
)
−
(
dsj −

[
qsj
])
qsj−1

(5.9)

Ajouter
(
dsj −

[
qsj
])
qsj aux deux côtés de (5.9) donne(

dsj − dsj−1
+
[
qsj−1

]
−
[
qsj
]) (

qsj − qsj+1

)
>(

dsj+1
− dsj +

[
qsj
]
−
[
qsj+1

]) (
qsj−1

− qsj
)

nous obtenons immédiatement αj > αj+1. Cela prouve que

α1 > α2 > ... > αp.

de la définition de sj on a sj > sj+1 et alors qsj > qsj+1
ce qui implique

1

qsp−1 − qsp
≥ 1

qs1 − qsp
≥ 1

qs1

et donc pour achever la preuve, il suffit de prouver que

αp ≥
1

qsp−1 − qsp
.
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On a
dsp − dsp−1 +

[
qsp−1

]
−
[
qsp
]

qsp−1 − qsp
> 0;

alors
dsp − dsp−1 +

[
qsp−1

]
−
[
qsp
]
≥ 1

car
qsp−1 − qsp > 0 et dsp − dsp−1 +

[
qsp−1

]
−
[
qsp
]
∈ N∗;

donc

αp =
dsp − dsp−1 +

[
qsp−1

]
−
[
qsp
]

qsp−1 − qsp
≥ 1

qsp−1 − qsp
.

Théorème 5.1.1 Considérons l’équation (5.1) avec P0 (0) = 0. Alors toute solution
transcendante f de (5.1) est d’ordre de croissance ρ(f) = αj pour certains j, 1 ≤
j ≤ p; où αj est défini en (5.6).

Exemple 5.1.1 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

rα

z[α]
Dαf (z) + zf (z) = 0, (5.10)

où n−1 < α < n (n ∈ N∗) . Dans ce cas s1 = sp = 0, et alors il n’existe que la valeur

α1 = d0−d1+[α]−[0]
α−0

= n
α
. Alors, d’après le théorème 5.1.1 toute solution transcendante

f de (5.10) est une fonction entière d’ordre de croissance σ (f) = α1 = n
α
. Les deux

cas n = 1 et n = 2 sont confirmés dans [21] par la méthode des séries de puissance.

Exemple 5.1.2 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

r2.3

z2
D2.3f (z) + z2 r

1.8

z
D1.8f (z) + z2r0.5D0.5f (z) + zDf (z) = 0. (5.11)

On a s1 = 2 et s2 = 1 = sp. Alors α1 = 6 et α2 = 1
1.3

= 10
13
. D’après Théorème

5.1.1, toute solution transcendante f de (5.11) est une fonction entière d’ordre de
croissance σ (f) = 6 ou σ (f) = 10

13
.

Corollaire 5.1.1 Considérons l’équation (5.1) avec P0 (0) = 0. Alors toute solution
transcendante f de (5.1) est d’ordre de croissance σ(f) satisfaisant

σ(f) ≥ 1

qn
. (5.12)

En fait, si s1 ≥ 1 alors par Proposition 5.1.1, on a ρ(f) ≥ 1
qs1
≥ 1

qn
; et si

s1 = 0, alors par Théorème 5.1.1 il n’existe qu’une seule valeur α1 = d0+[qn]
qn

tel que

ρ(f) = d0+[qn]
qn

et depuis P0 (0) = 0, on a d0 ≥ 1 et alors (5.12) est vraie.
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Remarque 5.1.1 D’après Corollaire 5.1.1, on déduit qu’il n’y a pas de solution
transcendante de (5.1) d’ordre zéro.

Théorème 5.1.2 Considérons l’équation (5.1) avec P0 (0) = 0. Posons C = max
0≤k≤n

{dj − [qj]} ,
et A = {i : di − [qi] = C} , où dn = q0 = 0. Alors, on a les résultats suivants :
(i) Si Card(A) = 1 alors il n’y a pas de solution polynomiale pour (5.1).
(ii) Si Card(A) ≥ 2 alors l’équation (5.1) peut admettre une solution polynomiale;
où Card(A) désigne le nombre d’éléments de l’ensemble A.

Corollaire 5.1.2 Considérons l’équation (5.1) avec P0 (0) = 0. Si d0 ≥ dk pour
tous k = 1, ..., n− 1, alors il n’y a pas de solution polynomiale pour (5.1).

Exemple 5.1.3 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

r
7
2

z3
D

7
2f (z) + (

−16

15
√
π
z5 +

24

15π
z3 +

8

3
√
π
z2)

r
3
2

z
D

3
2f (z)

−(
4√
π
z4 +

8√
π
z2 +

4√
π

)r
1
2D

1
2f (z) +

224

15π
z4f = 0. (5.13)

On a C = max
0≤k≤2

(dj − [qj]) = 4 et A = {0, 1, 2} , Card (A) = 3. Donc d’après

Théorème 5.1.2, l’équation (5.13) a éventuellement des solutions polynomiales. En
effet, les deux polynômes

f1(z) = z2 + 1 et f2(z) = z3 − 1

sont des solutions à (5.13).

Exemple 5.1.4 Soit l’équation différentielle fractionnaire

r3.2

z3
D3.2f (z) + (

8

5Γ(5
3
)
z3 − 2

Γ(5
3
)
z2 +

2

Γ(5
3
)
z)
r1.6

z
D1.6f (z)

+(
2

Γ(1.4)
z2)r1.3D1.3f (z)− 4

Γ(1.4)Γ(5
3
)
z2f = 0. (5.14)

On a C = sup
0≤k≤2

(dj − [qj]) = 2 et A = {0, 1, 2} , Card (A) = 3. Donc d’après

Théorème 5.1.2, l’équation a éventuellement des solutions polynomiales. En effet,
les deux polynômes

f1(z) = z et f2(z) = z2 − 2z + 1

sont des solutions à (5.14).

En combinant le Théorème 5.1.1 et le Théorème 5.1.2 nous pouvons obtenir le
résultat suivant :
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Corollaire 5.1.3 Considérons l’équation (5.1) avec P0 (0) = 0. Si s1 = 0 alors
chaque solution f 6≡ 0 de (5.1) est une fonction entière d’ordre de croissance

σ (f) =
d0 + [qn]

qn
.

En effet, si s1 = 0 alors par Théorème 5.1.1, il n’existe qu’une seule valeur
α1 = d0+[qn]

qn
comme ordre de croissance des solutions transcendantes. Il reste à

prouver qu’il n’existe pas de solution polynomiale pour (5.1). Par définition, s1 = 0
signifie que nous avons

d0 + [qn]

qn
≥ dk + [qn]− [qk]

qn − qk
, (5.15)

pour tout k = 1, ..., n− 1; qui donne d0 > dk − [qk] pour tout k = 1, ..., n− 1 : car si
l’on suppose au contraire qu’il existe k ∈ {1, ..., n− 1} tel que d0 ≤ dk − [qk] ; puis
en combinant cela avec (5.15), on obtient

1

qn
≥ 1

qn − qk
;

une contradiction. Maintenant la condition d0 > dk − [qk] pour tout k = 1, ..., n− 1
donne A = {0} , Card (A) = 1; et par Théorème 5.1.2 il n’y a pas de solution
polynomiale pour (5.1).

Nous signalons ici que le résultat du Corollaire 5.1.3 est prouvé dans [21] par une
autre méthode.

5.2 Lemmes préliminaires

Pour la preuve de nos résultats, nous avons besoin des Lemme 3.2.5 et Lemme 3.2.4
du troixième chapitre et aussi les lemmes suivants.

Lemme 5.2.1 Pour tout entier j = 0, 1, ..., p−1, soit α un nombre réel satisfaisant
α > αj+1, et soit k un entier quelconque satisfaisant 0 ≤ k < sj. Alors

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsj + αqsj −
[
qsj
]
. (5.16)

Preuve : Puisque

qn + dk + αqk − [qk] = (qn + dsj + αqsj −
[
qsj
]
) + α(qk − qsj) + dk − dsj − [qk] +

[
qsj
]

on a

qn+dk +αqk− [qk] < (qn+dsj +αqsj −
[
qsj
]
)+αj+1(qk−qsj)+dk−dsj − [qk]+

[
qsj
]
.

(5.17)
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Maintenant à partir de la définition de αj+1, on obtient

αj+1(qk− qsj) +dk−dsj − [qk] +
[
qsj
]

=
(
qk − qsj

)(
αj+1 −

dk − dsj +
[
qsj
]
− [qk]

qsj − qk

)
.

(5.18)
Depuis 0 ≤ k < sj, il découle de la définition de sj+1 l’inégalité suivante

(
qk − qsj

)(
αj+1 −

dk − dsj +
[
qsj
]
− [qk]

qsj − qk

)
≤ 0. (5.19)

Alors, (5.16) découle de (5.17) - (5.19).

Lemme 5.2.2 Pour tout entier j = 1, 2, ..., p, soit α un nombre réel quelconque
satisfaisant α < αj et soit k un entier quelconque satisfaisant sj < k ≤ n. Alors

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsj + αqsj −
[
qsj
]
. (5.20)

Preuve : On considère deux cas distincts.
Cas (i). Supposer que sj < k ≤ sj−1. Comme dans la preuve de

Lemme 5.2.1, Nous avons

qn + dk +αqk− [qk] < (qn + dsj +αqsj −
[
qsj
]
) +αj(qk− qsj) + dk− dsj +

[
qsj
]
− [qk] .

si k = sj−1, alors

αj(qk − qsj) + dk − dsj +
[
qsj
]
− [qk] = 0;

d’où (5.20).
D’autre part, si sj < k < sj−1, puis de la définition de sj et αj on obtient

αj(qk − qsj−1
+ qsj−1

− qsj) + dk − dsj +
[
qsj
]
− [qk]

= (qk − qsj−1
)

(
αj −

dk − dsj−1
+
[
qsj−1

]
− [qk]

qsj−1
− qk

)
≤ 0

Cela prouve le lemme 5.2.2 pour le cas (i).
Cas (ii). Supposer que sj−1 < k ≤ n. Puisque sj < sj−1 < ... < s1 < s0 = n et

sj−1 < k ≤ n, il s’ensuit que j ≥ 2 et il existe un entier m, 1 ≤ m ≤ j − 1, tel que
sj−m < k ≤ sj−m−1. Aussi, de la proposition 5.1.1, on a

αj < αj−1 < ... < αj−m.

Puisque α < αj, on a α < αj−m; on peut donc appliquer le cas (i) pour obtenir que

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsj−m + αqsj−m −
[
qsj−m

]
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Et à partir d’applications successives de Cas (i), on obtient

qn + dsj−1
+ αqsj−1

−
[
qsj−1

]
< qn + dsj + αqsj −

[
qsj
]
, α < αj

qn + dsj−2
+ αqsj−2

−
[
qsj−2

]
< qn + dsj−1

+ αqsj−1
−
[
qsj−1

]
, α < αj−1

.........

qn + dsj−m + αqsj−m −
[
qsj−m

]
< qn + dsj−m+1

+ αqsj−m+1
−
[
qsj−m+1

]
, α < αj−m+1

alors on obtient

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsj + αqsj −
[
qsj
]
, α < αj, sj < k ≤ n

Lemme 5.2.3 Soit α > 0. Alors pour tout entier k satisfaisant 0 ≤ k < sp, on a

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsp + αqsp −
[
qsp
]

(5.21)

Preuve : Puisque sp est le dernier élément de la suite s1, s2, ..., sp il découle de
la construction de sp que pour tout k < sp, on obtient

dk − dsp +
[
qsp
]
− [qk]

qsp − qk
≤ 0.

Cela donne dk− [qk] ≤ dsp−
[
qsp
]
. Puisque qk < qsp , pour tout k < sp, on obtient

(5.21).

Remarque 5.2.1 Pour un polynôme non constant P (z) = anz
n + ...+ a0 de degré

n, c’est facile à obtenir∣∣∣∣rαDαP (z)

P (z)

∣∣∣∣ =
Γ (n+ 1)

Γ (n− α + 1)
(1 + o (1)) Quand r →∞.

Lemme 5.2.4 [34] Soit P (z) = anz
n+ ...+a0 un polynôme de degré n. Alors, pour

tout ε > 0 donné il existe r0 > 0 telle que pour tout r = |z| > r0 on a les inégalités

(1− ε) |an| rn ≤ |P (z)| ≤ (1 + ε) |an| rn.

Lemme 5.2.5 [21] Soient P0 (z) 6≡ 0, P1 (z) , ..., Pn−1 (z) des polynômes tels que
P0 (0) = 0; soient 0 < q1 < q2 < ... < qn des constantes. Alors, toutes les solutions
de(5.1) sont des fonctions entières.
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5.3 Preuve du Théorème 5.1.1

D’après Lemme 5.2.5, toutes les solutions de (5.1) sont des fonctions entières. Soit
f une solution transcendante de (5.1) d’ordre ρ(f) = α. D’après (5.2) et Remarque
5.1.1, on a 0 < α <∞. D’après Lemme 5.2.4, comme r →∞ on a

|Pj (z)| = bjr
dj (1 + o(1)) . (5.22)

soit bj désigne le coefficient dominant du polynôme Pj. D’après Lemme 3.2.4, il existe
un ensemble E ⊂ (0,+∞) de mesure logarithmique finie, tel que pour r → +∞ et
r /∈ E, on a ∣∣∣∣rqkDqkf (z)

f (z)

∣∣∣∣ = (ν (r))qk (1 + o (1)) , (j = 1, ..., n) . (5.23)

Comme 0 < α <∞ il est bien connu que

ν (r) = (1 + o(1))Crα (5.24)

quand r → ∞, où ν (r) est l’indice central de f et C est une constante positive;
voir [32]. Posons aj = Cj |bj|. Nous divisons maintenant l’équation (5.1) par f puis
substituons (5.22)-(5.24) en (5.1). Cela donne une équation dont le côté droit est
nul et le côté gauche est constitué d’une somme de n + 1 termes dont les valeurs
absolues sont asymptotiques (quand r →∞; r /∈ E) aux n+ 1 termes suivants :

anr
αqn−[qn], an−1r

qn+dn−1+αqn−1−[qn−1], ..., akr
qn+dk+αqk−[qk], ..., a0r

qn+d0 . (5.25)

A partir de(5.2), (5.6) et (5.1.1), l’ordre de toute solution de (5.1) est au plus α1 i.e.
α ≤ α1. Supposons maintenant que αj+1 < α < αj pour certains j = 1, 2, ..., p − 1.
Alors à partir du Lemme 5.2.1 et du Lemme 5.2.2, on obtient

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsj + αqsj −
[
qsj
]

pour tout k 6= sj;

ce qui implique qu’il existera exactement un terme dominant (quand r →∞; r /∈ E)
dans (5.25) : il existe exactement un terme dans (5.25) d’exposant qn + dsj +αqsj −[
qsj
]
, où asj 6= 0, qui est supérieur à tous les autres exposants des termes. C’est

impossible.
Maintenant, supposons que α < αp. Alors à partir du Lemme 5.2.2 et du Lemme

5.2.3, on obtient

qn + dk + αqk − [qk] < qn + dsp + αqsp −
[
qsp
]

pour tout k 6= sp. (5.26)

Encore une fois, il existe exactement un terme dans (5.25) avec l’exposant qn+dsp +
αqsp −

[
qsp
]
, où asp 6= 0, qui est supérieur à tous les autres exposants des termes.

C’est impossible.
Par conséquent, les seules valeurs admissibles pour α, l’ordre de la croissance de

f, sont α1, α2, ..., αp.
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5.4 Preuve du Théorème 5.1.2

(i) Supposons que f(z) = anz
n + ... + a0 (an 6= 0) est une solution polynomiale de

(5.1). D’après Remarque 5.2.1, nous avons∣∣∣∣rαDαf (z)

f (z)

∣∣∣∣ =
Γ (n+ 1)

Γ (n− α + 1)
(1 + o (1)) quand r →∞. (5.27)

En divisant l’équation (5.1) par f et en utilisant (5.27), on obtient une équation
dont le côté gauche est une somme de n + 1 termes dont les valeurs absolues sont
asymptotiques (quand r →∞) aux n+ 1 termes suivants :

bnr
−[qn], bn−1r

dn−1−[qn−1], ..., bkr
dk−[qk], ..., b0r

d0 (5.28)

où b0, ..., bn sont des constantes positives. Si Card(A) = 1, alors il existe exactement
un terme dominant dans (5.28) (quand r → ∞); ce qui est impossible. Donc, si
Card(A) = 1 il n’y a pas de solution polynomiale pour (5.1).
(ii) Si Card(A) ≥ 2 il n’existe pas de terme dominant dans (5.28), alors il est possible
qu’il existe une solution polynomiale comme le montre l’Exemple 5.1.3 et l’Exemple
5.1.4.
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Chapitre 6

Dérivées fractionnaires conformes
et croissance des solutions des
équations différentielles
fractionnaires

6.1 Introduction et résultats

Définition 6.1.1 [1] (Opérateur différentiel conforme).
On dit qu’un opérateur différentiel Dα (α ≥ 0) est conforme si et seulement si D0

est l’opérateur d’identité et Dn (n ∈ N) est l’opérateur différentiel classique. C’est-
à-dire, pour une fonction différentiable f = f(t), on a

D0f(t) = f(t) et Dnf(t) =
dn

dtn
f(t).

Définition 6.1.2 [1] (Une classe de dérivées conformes). Soient α ∈ [n− 1;n] et
les fonctions continues κ0, κ1 : [n− 1;n]× R −→ [0; +∞[ telles que

lim
α→(n−1)+

κ1(α, t) = 1, lim
α→n−

κ1(α, t) = 0, ∀t ∈ R

lim
α→(n−1)+

κ0(α, t) = 0, lim
α→n−

κ0(α, t) = 1, ∀t ∈ R

κ1(α, t) 6= 0, α ∈ [n− 1, n[ , κ0(α, t) 6= 0, α ∈ ]n− 1, n] , ∀t ∈ R.

Alors l’opérateur différentiel Dα défini par

Dαf(t) = κ1(α, t)f (n−1) (t) + κ0(α, t)f (n) (t)

est conforme.
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Dans ce travail on va utiliser le cas particulier

κ1(α, t) = n− α, κ0(α, t) = α− n+ 1

c’est-à-dire pour une fonction entière f(z), on a

Dαf(z) = (n− α) f (n−1) (z) + (α− n+ 1) f (n) (z) , n− 1 ≤ α ≤ n. (6.1)

Nous allons étudier la croissance des solutions des équations différentielles fraction-
naires linéaires suivantes

Dαnf(z) + An−1(z)Dαn−1f(z) + · · ·+ A1(z)Dα1f(z) + A0(z)f(z) = 0

où A0 (z) 6≡ 0, A1 (z) , ..., An−1 (z) sont des fonctions entières et j − 1 ≤ αj ≤ j.

Proposition 6.1.1 Soient 0 < α < 1 et A0 (z) une fonction entière. Les solutions
exactes de l’équation différentielles

Dαf (z) + A0 (z) f = 0

sont sous la forme

f(z) = c exp

(
−
∫
A0 (z) + 1− α

α
dz

)
où c est une constante complexe.

Preuve : on a pour 0 < α < 1

Dαf(z) = (1− α) f (z) + αf ′ (z)

par conséquent

Dαf (z) + A0 (z) f = (1− α) f (z) + αf ′ (z) + A0 (z) f(z) = 0

⇐⇒
f ′ (z)

f(z)
= −

(
A0 (z) + 1− α

α

)
donc

f(z) = c exp

(
−
∫
A0 (z) + 1− α

α

)
pour une certaine constante complexe c.

Théorème 6.1.1 Soient A0, A1, ···, An−1 des fonctions entières satisfaisant σ (A0) =
σ, τM (A0) = τ , 0 < σ < +∞, 0 < τ < +∞ tels que σ (Ai) ≤ σ, et τM (Ai) < τ si
σ (Ai) = σ pour (i = 1, · · ·, n− 1). Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation

Dαnf(z) + An−1(z)Dαn−1f(z) + · · ·+ A1(z)Dα1f(z) + A0(z)f(z) = 0 (6.2)

satisfait σ2 (f) = σ(f), où j − 1 ≤ αj ≤ j.
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Corollaire 6.1.1 Soient j− 1 ≤ αj ≤ j et Ai(z) des fonctions entières satisfaisant
σ (Ai) < σ (A0) = σ < +∞, (i = 1, · · ·, n− 1) . Alors, toute solution f 6≡ 0 de (6.2)
satisfait σ2 (f) = σ(f).

Théorème 6.1.2 Soient j − 1 ≤ αj ≤ j et Ai(z) = hi(z)ePi(z) (i = 0, ..., n− 1) où
hj(z) sont des fonctions entières avec σ(hj) < n et Pi(z) = ainz

n + · · ·+ai0 sont des
polynômes de degré n ≥ 1, ain sont des nombres complexes tels que a0n = |a0n| eiθ0 ,
asn = |asn| eiθs , a0nasn 6= 0 (0 < s ≤ k − 1) , θ0, θs ∈ [0, 2π[ , θ0 6= θs, h0hs 6≡ 0;
pour i 6= 0, s, ain satisfait soit ain = dia0n (di < 1) soit arg(ain) = asn. Alors, toute
solution f 6≡ 0 de (6.2) satisfait σ2 (f) = n.

6.2 Lemmes préliminaires

Pour la preuve de nos résultats, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 6.2.1 [17] Soit f(z) une fonction méromorphe et β > 1 une constante
donnée. On a les deux assertions suivantes :
(i) il existe un ensemble F ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie et une constante
c > 0 tels que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ F , on a∣∣∣∣f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ c

[
T (βr, f)

logβ (r)

r
log T (βr, f)

]k
, (k ∈ N) ; (6.3)

(ii) il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle et une constante c > 0
tels que pour tout θ ∈ [0, 2π)\E il existe une constante R0 = R0(θ) > 1 tel que pour
tout z satisfaisant arg z = θ et |z| = r > R0, on a (6.3).

Pour l’opérateur différentiel conforme Dα défini en (6.1), on a le résultat suivant.

Lemme 6.2.2 Soit f(z) une fonction méromorphe et soit β > 1 une constante
donnée. On a les deux assertions suivantes :
(i) il existe un ensemble F ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie et une constante
c > 0 tel que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ F , on a∣∣∣∣Dαf(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ c

[
T (βr, f)

logβ (r)

r
log T (βr, f)

]n
, (n− 1 ≤ α ≤ n, n ∈ N∗) (6.4)

(ii) il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle et de constante c > 0
qui ne dépend que de α, pour tout θ ∈ [0, 2π)\E il existe une constante
R0 = R0(θ) > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg z = θ et |z| = r > R0, on a
(6.4).
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Preuve : (i) On a∣∣∣∣Dαf(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(n− α) f (n−1) (z) + (α− n+ 1) f (n) (z)

f(z)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(n− α) f (n−1) (z)

f(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(α− n+ 1) f (n) (z)

f(z)

∣∣∣∣ .
Comme n− 1 ≤ α ≤ n, alors on a |n− α| ≤ 1, |α− n+ 1| ≤ 1; d’où∣∣∣∣Dαf(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f (n−1) (z)

f(z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f (n) (z)

f(z)

∣∣∣∣ ;
et du Lemme 6.2.1, on obtient∣∣∣∣Dαf(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ c

[
T (βr, f)

logβ (r)

r
log T (βr, f)

]n
;

où n− 1 ≤ α ≤ n, n ∈ N \ {0} .
La même chose pour (ii).

Le lemme suivant est une conséquence du Lemme 6.2.2 et qui a une importance
particulière.

Lemme 6.2.3 Soit f une fonction méromorphe non constante d’ordre fini σ (f) =
σ <∞; soit ε > 0 une constante donnée. On a les deux assertions suivantes :
(i) Il existe un ensemble F ⊂ (1,+∞) qui a une mesure logarithmique finie telle que
pour tout r ∈ (1,+∞) \F , on a∣∣∣∣Dαf (z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ rn(σ−1)+ε, (n− 1 ≤ α ≤ n, n ∈ N \ {0}) . (6.5)

(ii) Il existe un ensemble E ⊂ [0, 2π) qui a une mesure linéaire nulle telle que
pour tout θ ∈ [0, 2π) \E il existe une constante r0 = r0 (θ) > 0 tel que pour tout z
satisfaisant arg (z) ∈ [0, 2π) \E et r = |z| ≥ r0, on a (6.5).

Preuve : Soit f une fonction méromorphe non constante d’ordre fini σ (f) =
σ <∞; alors on a

σ = lim sup
r−→∞

log T (r, f)

log r
;

et d’apres la définition de la limite supérieure, pour tout ε
2n
> 0 où n ∈ N \ {0}, il

existe r0 > 0 tel que pour tout r > r0, on ait

log T (r, f) < log rσ+ ε
2n

d’où
T (r, f) < rσ+ ε

2n , ∀r > r0
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Comme T (r, f) est croissante, alors en posant C = max(T (r0, f), 1), on obtient pour
tout r > 0

T (r, f) < Crσ+ ε
2n

d’où pour β > 1, on obtient

T (βr, f) < C (βr)σ+ ε
2n , pour tout r > 0 (6.6)

et aussi pour r assez grand, on obtient

Cβσ+ ε
2n c

1
n logβ (r) log T (βr, f) < r

ε
2n (6.7)

et du Lemme 6.2.2, il existe un ensemble F ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie
et une constante c > 0 tel que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ F , on a (6.4). En
utilisant (6.6)-(6.7) dans (6.4), on obtient∣∣∣∣Dαf(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ [rσ+ ε
2n

r
r
ε
2n

]n
= rn(σ−1+ ε

n) = rn(σ−1)+ε

La même chose pour (ii).

Lemme 6.2.4 [7] Soient P (z) = (α+iβ)zn+···, un polynôme de degré n ≥ 1, (α, β
sont des nombres réels, |α|+ |β| 6= 0) et A (z) 6≡ 0 une fonction entière avec σ (A) <
n. Posons g(z) = A(z)eP (z), z = reiθ, δ(P, θ) = α cosnθ − β sinnθ. Alors, pour tout
ε > 0, il existe un ensemble H1 ⊂ [0, 2π[ de mesure linéaire nulle telle que pour tout
θ ∈ [0, 2π[� {H1 ∪H2} il existe R > 0 tel que pour |z| = r > R, on a
(i) si δ(P, θ) > 0, alors

exp {(1− ε) δ(P, θ)rn} <
∣∣g(reiθ)

∣∣ < exp {(1 + ε) δ(P, θ)rn}

(ii) si δ(P, θ) < 0, alors

exp {(1 + ε) δ(P, θ)rn} <
∣∣g(reiθ)

∣∣ < exp {(1− ε) δ(P, θ)rn}

où H2 = {θ ∈ [0, 2π[ ; δ(P, θ) = 0} est un ensemble fini.

Lemme 6.2.5 [6] Soit f(z) une fonction entière d’ordre σ(f) = α < +∞. Alors
pour tout ε > 0 donné, il existe un ensemble E ⊂ [1,∞), qui a une mesure linéaire
finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E, on a

exp
{
−rα+ε

}
≤ |f(z)| ≤ exp

{
rα+ε

}
.

Lemme 6.2.6 [38] Soit f(z) une fonction entière avec σ(f) = σ, τ(f) = τ, 0 <
σ <∞, 0 < τ <∞, alors pour tout β < τ donné, il existe un ensemble E ⊂ [1,+∞)
qui a une mesure logarithmique infinie telle que pour tout r ∈ E, on a

logM(r, f) > βrσ.
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Lemme 6.2.7 [7] Soit f (z) une fonction entiere. Alors :

lim sup
r→+∞

log+ ν (r)

log r
= σ (f)

et

lim sup
r→+∞

log+ log+ ν (r)

log r
= σ2 (f)

où ν (r) est l’indice central de f .

Lemme 6.2.8 [39] Soit f (z) une fonction entière transcendante, n ∈ N, 0 < δ < 1
4

et z tel que |z| = r et que

|f (z)| > M (r, f) ν (r)−
1
4

+δ

où ν (r) est l’indice central de f. Alors il existe un ensemble E ⊂ (0,+∞) de mesure
logarithmique finie, c’est-à-dire

∫
E

dt
t
< +∞, tel que

f (n) (z)

f (z)
=

(
ν (r)

z

)n
(1 + o (1)) (6.8)

pour r → +∞ et r /∈ E.

Le lemme suivant est la version du théorème de Wiman-Valiron pour la dérivée
conforme.

Lemme 6.2.9 Soit f (z) une fonction entière transcendante;, 0 < δ < 1
4

et z ∈ C
tel que |z| = r et

|f (z)| > M (r, f) ν (r)−
1
4

+δ (6.9)

où ν (r) est l’indice central de f. Alors il existe un ensemble E ⊂ (0,+∞) de mesure
logarithmique finie, c’est-à-dire

∫
E

dt
t
< +∞, tel que

Dαf(z)

f (z)
= (1 + o (1))

[
(n− α)

(
V (r)

z

)n−1

+ (α− n+ 1)

(
V (r)

z

)n]

où n− 1 ≤ α ≤ n, n ∈ N \ {0} , pour r → +∞ et r /∈ E

Preuve : D’aprés (6.1), on a

Dαf(z)

f (z)
=

(n− α) f (n−1) (z)

f(z)
+

(α− n+ 1) f (n) (z)

f(z)
.

En prenant z tel que

|f (z)| > M (r, f) ν (r)−
1
4

+δ ,
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et du Lemme 6.2.8, il existe un ensemble E1 ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie
tel que pour r −→ +∞, |z| = r /∈ E1, on a

f (n) (z)

f (z)
=

(ν (r))

zn

n

(1 + o (1))

et il existe un ensemble E2 ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie tel que pour
r −→ +∞, |z| = r /∈ E2, on a

f (n−1) (z)

f (z)
=

(ν (r))

zn−1

n−1

(1 + o (1)) ;

d’où il existe un ensemble E = E1 ∪ E2 ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie tel
que pour r −→ +∞, |z| = r /∈ E, on a

Dαf(z)

f (z)
= (1 + o (1)) (n− α)

(
V (r)

z

)n−1

+ (1 + o (1)) (α− n+ 1)

(
V (r)

z

)n
.

Lemme 6.2.10 Soient A0, A1, · · ·, An−1 des fonctions entières tel que

max {σ(Ai) : i = 0, 1, ..., n− 1} < σ < +∞.

Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation

Dαnf(z) + An−1(z)Dαn−1f(z) + · · ·+ A1(z)Dα1f(z) + A0(z)f(z) = 0 (6.10)

satisfait σ2(f) ≤ σ, où j − 1 ≤ αj ≤ j

Preuve : De la condition max{σ(Ai), i = 0, ..., n − 1} ≤ σ, pour tout ε > 0,
on a

|Ai(z)| ≤ er
σ+ε

, |z| = r →∞. (6.11)

Par la définition (6.1), on a

Dαif(z)

f (z)
=

(i− αi) f (i−1) (z)

f(z)
+

(αi − i+ 1) f (i) (z)

f(z)
.

D’après Lemme 6.2.9, il existe un ensemble E ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique
finie tel que pour r −→ +∞, |z| = r /∈ E0, on a

Dαif(z)

f (z)
= (1 + o (1)) (i− αi)

(
V (r)

z

)i−1

+ (1 + o (1)) (αi − i+ 1)

(
V (r)

z

)i
où z vérifie (6.9). D’où∣∣∣∣Dαif(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ C (V (r))i ≤ C (V (r))n−1 , i = 0, ..., n− 1, (6.12)
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où C est une constante positive; et pour i = n, on a∣∣∣∣Dαnf(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(1 + o (1)) (n− αn)

(
V (r)

z

)n−1

+ (1 + o (1)) (n− qn + 1)

(
V (r)

z

)n∣∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣(1 + o (1)) (αn − n+ 1)

(
V (r)

z

)n∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣(1 + o (1)) (n− αn)

(
V (r)

z

)n−1
∣∣∣∣∣ . (6.13)

De (6.10), on a∣∣∣∣Dαnf(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ |An−1(z)|
∣∣∣∣Dαn−1f(z)

f(z)

∣∣∣∣+ · · ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣Dα1f(z)

f(z)

∣∣∣∣+ |A0(z)| . (6.14)

En utilisant (6.11)-(6.13) dans (6.14), on obtient∣∣∣∣(1 + o (1)) (αn − n+ 1)

(
V (r)

z

)n∣∣∣∣ ≤ nC ′er
σ+ε

V (r)n−1 (6.15)

où C ′ est une constante positive. De (6.15), on peut façillement obtenir

lim sup
r−→+∞

log log V (r)

log r
≤ σ + ε. (6.16)

Puisque ε est arbitraire, alors de (6.16) et du Lemme 6.2.7, on conclut que

σ2 (f) ≤ σ = σ (A0) .

Lemme 6.2.11 Posons δ(P0, θ) = |a0n| cos(θ0 + nθ), δ(Ps, θ) = |asn| cos(θs + nθ)
où a0n, asn sont des constantes complexes et θ0, θs ∈ [0, 2π[ , tel que θ0 6= θs. Alors,
il existe des constantes ϑ1, ϑ2, l, satisfaisant ϑ1, ϑ2 ∈ [0, 2π[ , ϑ1 < ϑ2, l > 0, tel que
pour tout z satisfaisant arg z = θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[ , on a

δ(P0, θ) = |a0n| cos(θ0 + nθ) > l, pour θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[

δ(Ps, θ) = |asn| cos(θs + nθ) < 0, pour θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[

Preuve : Soit z = reiθ. On sait que pour θ ∈
]
−π

2
, π

2

[
cos θ > 0 et pour

θ ∈
]
π
2
, 3π

2

[
on a cos θ < 0 et comme θ0 6= θs, alors θ0 < θs ou θ0 > θs. Supposons que

θ0 < θs. Le cas θ0 > θs se démontre par la même méthode. On a pour 0 < ε < θs−θ0

ϑ1 =
π
2
− θ0 − ε
n

< θ <
π
2
− θs + ε

n
= ϑ2

⇐⇒ π

2
− θ0 − ε < nθ <

π

2
− θs + ε
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⇐⇒ π

2
<
π

2
+ θs − θ0 − ε < θs + nθ <

π

2
+ ε

=⇒ π

2
< θs + nθ <

π

2
+ ε

parce que θs − θ0 − ε > 0. Alors

cos(θs + nθ) < 0, pour θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[

et
π

2
− θ0 − ε < nθ <

π

2
− θs + ε

⇐⇒ π

2
− ε < θ0 + nθ <

π

2
− θs + θ0 + ε =

π

2
− (θs − θ0) + ε <

π

2

=⇒ π

2
− ε < θ0 + nθ <

π

2

parce que −(θs − θ0) + ε < 0. Alors

cos(θ0 + nθ) > cos(θ0 + nϑ2) > 0, pour θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[ ,

car cos θ est décroissante sur
]
π
2
− ε, π

2

[
. Pour k tel que cos(θ0 + nϑ2) > k > 0, on a

cos(θ0 + nθ) > k, pour tout θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[ .

Ainsi, pour l = |a0n| k, on obtient

δ(P0, θ) = |a0n| cos(θ0 + nθ) > l, pour θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[

δ(Ps, θ) = |asn| cos(θs + nθ) < 0, pour θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[ .

6.3 Preuve du Théorème 6.1.1

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (6.2). A partir de (6.2) on a

|A0(z)| ≤
∣∣∣∣Dαnf(z)

f(z)

∣∣∣∣+ |An−1(z)|
∣∣∣∣Dαn−1f(z)

f(z)

∣∣∣∣+ · · ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣Dα1f(z)

f(z)

∣∣∣∣ . (6.17)

D’aprés Lemme 6.2.2, on sait qu’il existe un ensemble E1 ⊂ [0,∞) de mesure loga-
rithmique finie et une constante B > 0 tel que∣∣∣∣Dαif(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ B [T (2r, f)]2i ≤ B [T (2r, f)]2n , (i− 1 ≤ αj ≤ i, ) (6.18)

pour tout |z| = r /∈ E1 et pour r suffisamment grand. Si σ(Ai) < σ(i 6= 0), par
Lemme 6.2.5, il existe un ensemble E2 ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie tel
que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ E2, on a

|Ai(z)| ≤ er
α1 , (i 6= 0)
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où σ(Ai) < α1 < σ. Si σ(Ai) = σ, τM(Ai) < τ(i 6= 0), on choisit α2, α3 satisfaisant
max{τM(Aj), j 6= 0} < α2 < α3 < τ tel que pour r assez grand, on a

|Ai(z)| ≤ eα2rσ , (i 6= 0) . (6.19)

D’après Lemme 6.2.6, il existe un ensemble E0 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique
infinie tel que pour tout r ∈ E0, on a

M(r, A0) > eα3rσ . (6.20)

Ainsi, pour tout z satisfaisant |A0(z)| = M(r, A0) et pour |z| = r ∈ E0\(E1 ∪ E2),
suffisamment grand et en utilisant (6.18)-(6.20) dans (6.17), on obtient

eα3rσ < M(r, A0) ≤ nBeα2rσ [T (2r, f)]2n ;

et par conséquent, on obtient σ2(f) ≥ σ. D’autre part, du Lemme 6.2.10, on a
σ2 (f) ≤ σ; ainsi, σ2 (f) = σ.

6.4 Preuve du Théorème 6.1.2

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (6.2). De (6.2), on peut écrire

−A0(z) =
Dαkf(z)

f(z)
+ Ak−1(z)

Dαk−1f(z)

f(z)
+ · · ·+ A1(z)

Dα1f(z)

f(z)
. (6.21)

Nous supposons que ai1n, ai2n, ..., aimn (ij ∈ {1, ..., s− 1, s+ 1, ..., k − 1}) satisfont
aijn = dija0n (j = 1, ...,m) et pour i ∈ {1, ..., s− 1, s+ 1, ..., k − 1}� {i1, ..., im} on
a arg ain = θs. Choisissons une constante c satisfaisant max {di1 , ..., dim} < c < 1.
Nous divisons la preuve en deux cas : c < 0 et 0 ≤ c < 1.

cas (a) : c < 0.
Du Lemme 6.2.11, il existe des constantes ϑ1, ϑ2, l satisfaisant ϑ1, ϑ2 ∈ [0, 2π[ , l > 0,
tel que pour tout z satisfaisant arg z = θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[ , on a

δ(P0, θ) = |a0n| cos(θ0 + nθ) > l, δ(Ps, θ) = |asn| cos(θs + nθ) < 0

et
δ(Pi, θ) < 0, (i 6= 0) .

Du Lemme 6.2.4, pour toute constante ε1

(
0 < ε1 <

1
2

)
donnée, il existe un ensemble

H1 ⊂ [0, 2π[ de mesure linéaire nulle telle que pour tout θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[� {H1 ∪H2} il
existe R > 0 tel que pour |z| = r > R, on a∣∣A0(reiθ)

∣∣ ≥ exp {(1− ε1) lrn} , (6.22)∣∣Ai(reiθ)∣∣ < exp {(1− ε1) δ(Pi, θ)r
n} < M, (6.23)
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où H2 = {θ ∈ [0, 2π[ ; δ(P, θ) = 0} est un ensemble fini. On a H3 = H1 ∪ H2 est
de mesure linéaire nulle. D’aprés Lemme 6.2.2, on sait qu’il existe un ensemble
E1 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle et des constantes B > 0, R2 > 1 tel que pour
tout z satisfaisant arg z = θ ∈ (ϑ1, ϑ2)\ {E1 ∪H3} et |z| = r > R2, on a∣∣∣∣Dαif(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ B [T (αr, f) log T (αr, f)]i ≤ B [T (2r, f)]2k , (6.24)

où (i− 1 ≤ αi ≤ i) . En substituant (6.22)–(6.24) dans (6.21), on obtient pour r
suffisamment grand

exp {(1− ε1) lrn} ≤
∣∣A0(reiθ)

∣∣ ≤ kMB [T (2r, f)]2k ;

ce qui implique σ2 (f) ≥ n. D’autre part, par Lemme 6.2.10, on a σ2 (f) ≤ n. Ainsi
on obtient σ2 (f) = n.

cas (b) : 0 ≤ c < 1.
Du Lemme 6.2.11 il existe ϑ1, ϑ2, l, satisfaisant ϑ1, ϑ2 ∈ [0, 2π), ϑ1 < ϑ2, l > 0,

tel que pour tout z satisfaisant arg z = θ ∈ (ϑ1, ϑ2), on a

δ(P0, θ) = |a0n| cos(θ0 + nθ) > l,

δ(Ps, θ) = |asn| cos(θs + nθ) < 0.

Comme Re(z1 + z2) = Re(z1) +Re(z2), alors

δ(P0 +Q, θ) = δ(P0, θ) + δ(Q, θ)

où Q(z) = −ca0nz
n. Posons Q1(z) = a0nz

n. Comme 0 ≤ c < 1 et δ(P0, θ) = δ(Q1, θ),
on a

δ(Q, θ) = −cδ(Q1, θ) ≤ 0,

δ(P0 +Q, θ) = δ(P0, θ)− cδ(P0, θ) = (1− c)δ(P0, θ) > (1− c)l

et
δ(Pi +Q, θ) < 0, (i 6= 0) ;

parce que
max {di1 , ..., dim} < c et δ(Q, θ) < 0 pour θ ∈ (ϑ1, ϑ2).

D’après Lemme 6.2.4 et Lemme 6.2.5, pour toute constante ε1

(
0 < ε1 <

1
2

)
donné,

il existe un ensemble H1 ⊂ [0, 2π[ de mesure linéaire nulle telle que pour tout
θ ∈ ]ϑ1, ϑ2[� {H1 ∪H2} il existe R > 0 tel que pour |z| = r > R, on a∣∣A0(reiθ)

∣∣ e−ca0nzn ≥ exp {(1− ε1) (1− c) lrn} (6.25)∣∣Ai(reiθ)∣∣ < exp {◦(1)rn} , (i 6= 0) (6.26)
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où H2 = {θ ∈ [0, 2π[ ; δ(P, θ) = 0} est un ensemble fini. On a H3 = H1 ∪ H2,
est de mesure linéaire nulle. Par Lemme 6.2.2, on sait qu’il existe un ensemble
E1 ⊂ [0, 2π) de mesure linéaire nulle et de constantes B > 0, R2 > 1 tel que pour
tout z satisfaisant arg z = θ ∈ (ϑ1, ϑ2)\ {E1 ∪H3} et |z| = r > R2, on a∣∣∣∣Dαif(z)

f (z)

∣∣∣∣ ≤ B [T (αr, f) log T (αr, f)]i ≤ B [T (2r, f)]2k , (6.27)

où (i− 1 ≤ αi ≤ i) . En substituant (6.25)–(6.27) dans (6.21), on obtient pour r
suffisamment grand.

exp {(1− ε1) (1− c) lrn} ≤
∣∣A0(reiθ)e−ca0nz

n∣∣ ≤ ke◦(1)rnB [T (2r, f)]2qk ;

et par conséquent σ2 (f) ≥ n. D’autre part, du Lemme 6.2.10, on a σ2 (f) ≤ n; d’où
σ2 (f) = n.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié la croissance au sens de Nevanlinna des so-
lutions de certains types d’équations différentielles fractionnaires linéaires dont les
coefficients sont des polynômes ou des fonctions entières transcendantes en utilisant
principalement le théorème de Wiman-Valiron des fonctions entières récemment
établi par Chyzhykov et Semochko pour le calcul fractionnaire. Dans les premières
parties de notre travail nous avons utilisé l’opérateur de dérivée fractionnaire de
Caputo et dans la dernière partie nous avons introduit la notion de la dérivée frac-
tionnaire conforme pour obtenir plus de précision sur l’hyper-ordre. Nous avons
constaté que nous ne pouvons pas obtenir les mêmes résultats dans les mêmes con-
ditions en remplaçant l’opérateur de dérivée fractionnaire de Caputo par celui de
Riemann-Liouville parce que les solutions ne seront pas entières.

Il y a plusieurs questions qui se posent dans ce contexte :
1) Peut-on obtenir des résultats dans ce sens en utilisant l’opérateur de dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville?
2) Peut-on établir des éstimations sur

∣∣∣Djf(z)
f(z)

∣∣∣ similaires au (6.4) pour les opérateurs

de dérivées fractionnaires de Caputo ou Riemann-Liouville? Nous signalons ici que
nous avons donné des éstimations pareils dans Lemme 6.2.2 mais seulement pour le
cas particulier (6.1) des dérivées fractionnaires conformes.

3) Peut-on étudier l’oscillation des solutions des équations différentielles frac-
tionnaires?
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