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Résumé : Dans cette these, nous étudions la croissance des solutions de cer-
taines classes d’équations différentielles fractionnaires linéaires dont les coefficients
sont des polynomes ou des fonctions entieres transcendantes. Pour cela, nous util-
isons la théorie de Rolf Nevanlinna et la théorie de Wiman-Valiron des fonctions
entieres avec un opérateur de dérivée fractionnaire convenable tel que 'opérateur de
Caputo. Apres I'adaptation des notions nécessaires et I'établissement des résultats
préliminaires, nous donnons toutes les valeurs possibles de 'ordre de la croissance
des solutions des équations différentielles fractionnaires a coefficients polynoémiaux
et pour le cas ou les coefficients sont des fonctions entieres transcendantes nous
prouvons que toute solution non triviale est d’ordre infini avec une précision de
I’hyper-ordre. Au dernier chapitre, nous introduisons la notion de la dérivée frac-
tionnaire conforme pour établir des résultats bien précisés sur I’hyper-ordre.

Mots clés : Equations différentielles fractionnaires linéaires, la théorie de
Nevanlinna, la théorie de Wiman-Valiron, l'ordre de la croissance des solutions,
fonction entiere, dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire conforme.

Abstract : In this thesis, we study the growth of solutions of certain classes of
linear fractional differential equations whose coefficients are polynomials or transcen-
dental entire functions. For that, we use the Nevanlinna theory and Wiman-Valiron
theory of entire functions with a suitable fractional derivative operator such as the
Caputo operator. After adapting the necessary notions and establishment of pre-
liminary results, we give all possible values of the order of growth of the solutions of
fractional differential equations with polynomial coefficients and for the case when
the coefficients are transcendental entire functions we prove that every non trivial
solution is of infinite order of growth with a precision of the hyper-order. In the last
chapter, we introduce the notion of the conformal fractional derivative to establish
precise results on the hyper-order.

Key words : Linear fractional differential equations, Nevanlinna theory, Wiman-
Valiron theory, order of growth of solutions, entire function, Caputo fractional
derivative, conformal fractional derivative.
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Introduction

L’analyse fractionnaire qui étudie la possibilité de définir des opérateurs de
dérivation et d’intégration d’ordre non entier a acquis une popularité et une im-
portance considérable au cour de ces trois dernieres decennies; cela du sans doute
a ses applications multiples dans plusieurs domaines de la science et de l'ingénierie.
En effet, il fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour résoudre beaucoup de
problemes impliquant les équations différentielles et intégrales ainsi que des fonctions
spéciales de la physique mathématique, voir par exemple [16, 14, 31]. Tl permet aussi
de modéliser certains phénomenes qui n’étaient pas possible dans le calcul ordinaire
classique.

D’autre coté, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
fondée dans les années 1920’s par le célebre mathématicien Rolf Nevanlinna occupe
une place centrale dans ’analyse complexe. Cette théorie est devenue un outil
indispensable dans I’étude de la croissance et 1’oscillation des solutions des équations
différentielles a coefficients fonctions de variable complexe. Des recherches actives,
dans ce sens, ont été déclenchés dans les années 1950’s et 1960’s par H. Wittich
et ses étudiants. En 1968, Whitich a montré dans [41] que toutes les solutions de
I’équation différentielle.

FO L A () f" Y4+ A (2) f=0 (1)

sont d’ordre fini, si et seulement si, tous les coefficients Ay (2) , ..., Ax_1 (2) sont des
polyndémes; (pour la définition de I'ordre de la croissance d’une fonction entiere et
méromorphe voir la page 06). Dans ce cas de coefficients polynomiaux, Gundersen
et al. ont publié un article en 1998 dans lequel ils ont donné toutes les possibilités
des valeurs de l'ordre de la croissance des solutions de (1); voir [18]. Un autre
résultat classique du a Frei [15] affirme que si p est le plus grand indice tel que
A, (z) est une fonction entiere transcendante, alors il existe au plus p solutions
linéairement independantes d’ordre fini. Et depuis, beaucoups de résultats ont été
realisés dans ce sens. Il y a eu des extensions vers le cas ou les coefficients sont
méromorphes ou analytiques dans le disque unité dans les années 2000 (voir par
exemple [29, 30, 13, 5, 23, 25]) et recemment vers le voisinage d’un point singulier
isolé fini (voir par exemple [26, 8, 9, 10, 11]).

Dans cette these nous allons étendre quelques résultats concernant la croissance
des solutions de ’équation ordinaire (1) au cas des équations différentielles fraction-
naires linéaires. Le premier défi que nous avons rencontré est le choix de type de



dérivation fractionnaire qui nous permet d’aboutir cette aventure; étant donné qu’il
y a plusieurs types de dérivations fractionnaires, et les plus célebres que nous citerons
ici sont les dérivations fractionnaires de Riemann-Liouville, de Griinwald-Letnikov
et de Caputo; voir [36, 33, 37]. Tous ces types de dérivations sont définies sur ’axe
réel. Il y a quelques approches de dérivations fractionnaires pour une fonction de
variable complexe mais malheureusement elles ne sont pas utilles pour notre travail;
voir par exemple [43]. D’autre part, Il est trés connu que si les coefficients A; (z) sont
des fonctions entieres, alors toutes les solutions de (1) sont également des fonctions
entieres, ce qui n’est pas garanti pour le cas fractionnaire. L’outil le plus util dans
I'étude des équations ordinaires (1) est I’éstimation des dérivées logarithmiques

‘f““) ()|
7)

Dans [17], Gundersen a donné plusieurs estimations de (2) pour les fonctions méromorphes
dans C. Recemment, Chyzhykov et Semochko ont généralisé le théoreme de Wiman-
Valiron, concernant les dérivées logarithmiques pour les fonctions entieres, au cas
fractionnaire, voir [12]. On doit signaler ici que le théoreme de Wiman-Valiron est
valable seulement au voisinage du point z ou f(z) atteint son maximum, ce qui
réduit le champ de ses applications. On va voir comment on va surmonter tous ces
entraves.

Cette these contient une introduction et cing chapitres. Le premier chapitre est
consacré a quelques élément de la théorie de Nevanlinna et la théorie de Wiman-
Valiron qui seront utils pour notre travail alors que le deuxiéme chapitre est réservé
aux définitions nécessaires d’analyse fractionnaire que nous allons utiliser dans cette
these. Le troisieme chapitre qui est la premiere partie de notre travail consiste a
étudier la croissance des solutions des équations différentielles linéaires fractionnaires
sous la forme

(2)

rdn rdn—1 ra
i DU (2)+An_ (2) Z[anl]an_lf (2)+...+ A4 (2) Z[ql]D‘ﬂf (2)+2zA0(2) f(2)=0
ot les coefficients Ag (2) , ..., Ax_1 (2) sont des fonctions entieres, en utilisant 'opérateur

de dérivée fractionnaire de Caputo et des équations différentielles fractionnaires non-
homogenes sous la forme

ePOD2f (2) + Ay (2) e DV f () + B () 5 Df (2)
+Ap(2) f(2)=F(2).

Dans le quatrieme chapitre, on étudiera la croissance des solutions de quelques types
d’équations différentielles fractionnaires linéaires sous la forme

TQn an—1 Tth

D f () + Pt (2) o D# 1 f (2) .+ Py (2)

Z[anl]

DUf(2)+ P (2) f(2) =0

zlan] 2la1]

ou Py(z) #0,P1(2),..., Po_1 (2) sont des polynomes tels que Fy (0) = 0, avec cer-
taines conditions. Le cinquieme chapitre est une généralisation du chapitre précédent



dans lequel nous déterminerons toutes les valeurs possibles de ’ordre de la croissance
des solutions des équations différentielles fractionnaires a coefficients polynomiaux
sous la forme précédente. Dans le sixieme chapitre, on va introduire la notion de la
dérivée fractionnaire conforme pour étudier la croissance des solutions des équations
différentielles fractionnaires linéaires sous la forme

D f(2) + Ap_1(2) D1 f(2) + ... + A1(2) DV f(2) + Ao(2) f(2) =0

ou les coefficients sont des fonctions entieres. Dans ce cas nous allons donner des
valeurs précises sur I'hyper-ordre des solutions.



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Fonction de comptage

Définition 1.1.1 /27, 84, 42] Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour
tout nombre compleze a, on désigne parn(t,a, f) le nombre des racines de l’équation
f(2) = a, situées dans le disque |z| < t et par n(t,c0, f) le nombre de péles de la
fonction f dans le disque |z| < t, chaque racine et chaque pdle étant compté un
nombre de fois égal a son ordre de multiplicité. Posons

r

Nraf) = Nt = [P0 D00 posr (1)

tel que a # o0

et
"n(t, 00, f) — n(0, 00, f)

; dt +n(0,00, f)logr.  (1.2)

Niroof) = NG f) = [

N(r,a, f) est appelée la fonction de comptage a—points de la fonction f dans le
disque |z| < r. Elle caractérise la densité des zéros de l'équation f(z) = a dans le
disque |z| <.

1.1.2 Fonction de proximité
Définition 1.1.2 /27, 34, 42] Soit f une fonction méromorphe non constante. Posons
ra )= [ gt gt (13)
m(r,a, f) = — ogh —————— a # 00 .
T fy 0 e —a |

4



et

1 2 )
mirio0, ) =mir )= 5 [ log" [ f(re”) a0 (14)
0
ot
log" r = max (Inz,0) = { lga: 0< xx<>11 (1.5)

pour tout x > 0 réel. m(r,a, f) est la fonction de proximité de la fonction f au
point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

1.1.3 Fonction caractéristique

Définition 1.1.3 /34, 27] On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna
de la fonction méromorphe f par

T(r,f)=m(r, f)+ N(r, f). (1.6)
Exemple 1:

1. Pour la fonction f(z) = e*, on a

m(T,f):£’ ~ mlr . :Z
{ N(T’f): :>T(7“,f)_ (’f)+N(>f) T

2. Pour la fonction f(z) = ¢e*", on a

Voici quelques propriétés de la fonction caractéristique T'(r, f).

Proposition 1.1.1 /34, 27] Soient f; (i = 1,...,n) des fonctions méromorphes et
a,b,c,d des constantes complezes tels que ad — bc # 0. Alors

1)

n

T(r, ][ £) < ZT(T, fi), n>1 (1.7)

=1

2)
T(r, f*)y=nT(r,f), n €N (1.8)

3)
T(r, Z fi) < Z T(r, f;) +1nn. (1.9)
4)

1 L 1) o). £ (1.10)



Théoreme 1.1.1 [27] Si f est une fonction analytique pour |z| < R et M(r, f) =
I‘n|ax |f(2)], alors

T(r.f) < log M(r, f) < 7

T(R,f), 0<r<R. (1.11)

- T

Preuve : Puisque f n’a pas de poles, on a pour r suffisamment grand

T(r, f) = m(r, f) = % /O “log* | £(re®)| d6 < log" M(r, f) = log M(r, f).

Pour la deuxieme inégalité, nous utilisons la formule de Poisson-Jensen. De I'inégalité
|R? —a@z| > R|z — a| pour |a| < R,7 < R et pour M (r, f) = f (2) ot zg = re” on
a

1 2 o R2—|z)? R* — a2
lo 20)| = — lo Re")| ———=—df — log | >——
g|f(20)] 27T/0 g|f< )‘ ]R6i9—2|2 Iakz;R & R(z — ag)
R+r 2m . R+r
< log™ | f(Re™)| d§ = T(R, f);
< | e e s = ST )

il en résulte alors la deuxieme inégalité

1.2 Ordre et type de la croissance d’une fonction
méromorphe et entiere

Définition 1.2.1 [3/, 27, 7] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors
l’ordre de la croissance de f est défini par

logT
o () = limsup B L0 L)
r—r+00 108; r

St f est d’ordre infini on introduit la notion de l’hyper-ordre qui donne plus de
précision sur la croissance et elle est définie par

oao(f) = limsupw.

1.12
r—+00 log r (1.12)

Remarque 1.2.1 Si f est une fonction entiere non constante, alors d’aprés Théoreme
1.1.1, on a

log log M (r, f)

=1 1.13
o) = lim s (118
log log log M
oa( f) = Tim sup 28108108 (r. f)

r—>400 IOg r



+oo
Remarque 1.2.2 L’ordre d’une fonction entiere définée par f(z) = Y. a,2" est
n=0

égale a
1
o(f)= limsup—n ogn :
n—-4oo — 10g |an|

voir [4].

Définition 1.2.2 [3/, 27] Soit f une fonction méromorphe non constante d’ordre
fini o. Le type de la croissance de f est défini par
T
7r(f) = lim sup (r, f)

r—>+00 re

St f est une fonction entiere non constante d’ordre fini o, alors il y a un autre type
de la croissance de f qui est défini par

v (f) = lim sup—log M(r, /) :
r——+o00 re
Remarque 1.2.3 En générale pour une fonction entiére non constante d’ordre fini
o, les deuz valeurs Tr(f) et Ta(f) ne sont pas égales comme le montre 'exemple
suivant : pour f(z) = e* on a T (r,f) = L et M(r,f) = ¢, d'ov m7p(f) = < et
(f) =1

Proposition 1.2.1 [34, 27] Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors

o(f+9) <max{o(f),o(g9)}, (1.14)
et
o(f-9) <max{o(f),o(9)}. (1.15)
Sio(g) <ol(f), alors
o(f+g)=o(f-9)=0(f) (1.16)

Exemple 2:

1. La fonction f(z) = e* est d’ordre o (€*) = 1.

P(2)

2. Pour la fonction f(z) = e oup(z) = a,2P+a,_12P ' +...4+ag,onaT(r, f) ~

p
M; par conséquent o(f) = p.

3. Pour la fonction f(z) =€, on a o (e) = 0o et oo(f) = 1.

4. Si f(z) =2"+ 2+ 2% alors o (f) = 0 (e*) = 1.

+o00
5. Pour g(z) = > 27 ona o (g) = limsup

n=0 n—-+00

nlogn __ 1
2nlogn ~  2°



1.3 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.3.1 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) par

+oo
m(E) = [ el (1.17)
0
ot xg(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 1.3.2 La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,+00) est donnée
par

T xr(t)
Im(F) = /1 g (1.18)

Exemple 1.3.1 E = [a,b] C [1,400[; m(E)=b—a, Im(F)=1Inb—Ina.

1.4 Lemmes des dérivées logarithmiques

Parmi les résultats remarquables de la théorie de Nevanlinna le résultat concernant
les dérivées logarithmiques suivant.

Lemme 1.4.1 [27] Soient [ une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un
entier positif. Alors

- ( Q) — 0 (10g (T (1, /)))

a lextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie.
St f est d’ordre fini, alors

m (r, ?) = 0O (logr).

1.5 Terme maximal et Indice central

+oo
Définition 1.5.1 /28, 34] Soit f(z) = > a,2"™ une fonction entiére. 1l est clair que
=0
+o0 !
pour tout r > 0, la série Y a,z™ converge; alors pour tout r > 0 donné
n=0

lim |a,|r" = 0;
et donc le terme mazimal
p(r) = p(r, f) = max|a| " (1.19)

est bien défini.



Définition 1.5.2 /28, 8/] On définit l'indice central par
V(r) =V(r,f) = max{m: |am|r™ = p(r, f)} . (1.20)
Exemple 1.5.1 1. Soit le polynome
p(2) = an2" + an_ 12"+ ...+ ag, a, # 0.

Pour r assez grand, on a
p(r;p) = lan| 1",

et donc
V(r,p) = n.
+ 1
2. Soit f(z) =¢€*. On a f(z) = Z—'z" Posons a, = &. On a
n=0T0: )
p(r, f) = max|an|r™ = max-—r".

1 .
Posons U, = |a,| ™ = —'r". Etudions la monotonie de la suite U,,. On a
n!

Un+1 _ T
U, n+1
, . . Un+1 B \ . \
donc U, est décroissante st < 1, c’est a dire n > [r] — 1, ou le crochet
n
U
[.] désigne la partie entiére. La suite (U,) est croissante si 5,“ > 1, cest a
n

diren < [r] —1, d’ou

—
et par suite
Vi(r, f) =1Ir]
Proposition 1.5.1 /28, 34] Si f est une fonction entiére d’ordre p, alors
logV' log 1
» = limsup 22V S _ iy suploslosn( f)
r—>+00 log r r—+00 IOg r
Preuve : On pose
log] log V/
p1 = lim Supw o lim sup 0og (Tv f) '
r—too logr r—stoo  lOgT

Si f est un polynome de degré n alors, il est évident que p = p; = ps car :

9



f(z2) = apz™ + ... + a1z + ag, (a, # 0) et w(r, f) = apr™ ,V(r,f) = n d'ou
p=p1=p2=0.
Supposons maintenant que f n’est pas polynome. On a lim|a,| = 0; donc
n—-4oo

pour r suffisament grand pu(r) = av(r)r”(’") < ¥ ce qui implique immédiatement
I'inégalité p; < po. Soit 0 < r < R. Il est évident que

E v(r) _ av(r)Rv(r) _ M(R)
r apryr?™ T p(r)

et pour r suffisament grand, on a

R
v(r)log(—-) < log(k (R)) — log(k (7)) < log(y (R)).
Si on pose R=2r dans cette inégalité on trouve que

log v(r)+loglog(2) log v(r)+loglog(2)

og() ___ _ ___dos __ _ logu(r) +loglog(2) _ loglog(u(2r))
1+ 22 ol oeld) log(2r) ~ log(2r)

alors py < pp; on en déduit que p; = po.
De l'inégalité p (r) < M(r) on obtient p > p;.

Il reste maintenant a montrer p; > p. Si p; = oo il n y a rien a prouver.
Supposons dans la suite p; < co. Soit 0 <r < R. On a

o0 ’U(R)*l o0
M(r) < Z|an|7“”§ Z lan,| " + Z la,|r"
n=0 n=0 n:'u(R)

S R e e
w(r)v(R) + Z |lan|r (v | 72 R o)

n=v(R)

< wipum a0 Y () = (v + )
n=v(R)

IN

Si on pose R = 2r dans cette inégalité on trouve
M(r) < p(r) ((2r)7 +2) < pu(r) (2r)20
ce qui implique p; > p; d’ou les égalités

e logVi(r, f) .. loglog pu (7, f)
p = limsup————= = limsup————=
r—>+00 ogr r—>+00 10g r
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1.6 Théoreme de Wiman-Valiron

Théoréme 1.6.1 /28, 3] Pour toute fonction entiére f # 0, il existe un ensemble
Ey C [1,400) de mesure logarithmique finie telle que pour tout ¢ =1,2,....n on a

f9(z,) B ) M q
o) =(1+ (1))( > ) , (1.21)

quand r — 400, |z| =1 & Ey, ot z, est un point sur le cercle |z| = r qui satisfait

|f(z)] = M(r, f) =max|f(2)], 0<7r<oc.

|2|=r

11



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions des fonctions spéciales
utiles pour notre travail, notamment la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonc-
tion Mittag-Leffler. Ensuite, nous présenterons les définitions des dérivées fraction-
naires nécessaires.

2.1 Fonctions spéciales

2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler I'(z) est une fonction qui prolonge naturellement la
factorielle des entiers naturels aux nombres réels, et méme aux nombres complexes
a parties réelles stictement positives.

Définition 2.1.1 /36, 33, 37] La fonction Gamma est généralement définie par
[intégrale suivante :

F(z):/ e tdt
0

ou z est un nombre complexe de partie réelle strictement positive Re(z) > 0. Cette
intégrale impropre converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle
est strictement positive. I'(z) est prolongée analytiquement sur tout le plan compleze
C sauf aux points 0, —1, —2, —3... qui sont des poles simples.

La propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence
suivante :

I(z+1)==zI(2),

qu’on peut démontrer par l'intégration par parties:
L(z+1) = / te~tdt = [—tPeT"] )+ z/ t*le tdt = 2T(2).
0 0

12



Ce qui montre que la fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle :
I'n+1)=n! VYneN.

Par exemple on a

Lemme 2.1.1 [36] (la formule asymptotique de Stirling )
1
['(z) = (271)%%_%6_2 [1 + O(Z)] , (larg(2)| < 7, |z| = o0).

Le comportement asymtotique du quotient de deux fonctions Gamma a l'infini :

['(z+a)

a— 1
T b{”o(z)} (larg(2)f <7, [2] = ). (2.1)

2.1.2 La Fonction Béta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un
role important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 2.1.2 /36, 33, 37| La fonction Béta est définie par :

Bp.q) = /0 11— 0, (Re(p) > 0 Re(q) > 0) (2.2)

Proposition 2.1.1 /36, 33, 87] La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par
la relation suivante :

I'(p)I'(q)

Blp.g) = I'(p+q)

; Re(p) >0, Re(q) >0 (2.3)

2.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle e*; joue un role tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des
solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire. La fonction Mittag-
Leffler a un seul parametre qui généralise la fonction exponentielle a été introduite
par G. M. Mittag-Leffler en 1903.

Définition 2.1.3 /36, 33, 87] Pour z € C, la fonction Mittag-Leffler est définie par
. i .
E.(z)= —, a>0. 2.4
(2) kZ:O [Naz+1) “ (24)
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Cas particuliers :
Ei(z) = €, Fy(z) = cosh(v/2)

La fonction Mittag-Leffler a deux parametres joue également un role tres im-
portant dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par
Agarwal et Erdelyi en 1953 - 1954 et elle est définie par le développement en série
suivant :

Zk

“+o0o
Ea,ﬁ(z) = kZ:O m, (CK > O, ﬁ > 0)

Cas particuliers :

+oo +o0
Zk Zk

Ea,l(z) = g m = Ea7 Eljl(z) = % m — ¢*

too ok

X % z
By (27) = kZ:O T2k 1) Z on cosh(z).

k=0

2.2 Dérivées et intégrales fractionnaires

Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a, b[. On sait qu'une primitive de f qui
s’annule en a est donnée comme suit :

150 = [ s

I2f(t) = /: (/ f(x)d:c) ds.

En utilisant le théoréeme de Fubini, on peut écrire

(1) = / f(@)(t — z)d.

La primitive seconde est

De méme, on a t
B = / f(@)(t — )2

Donc, par récurrence, on peut obtenir

S S O (S NP B L (O
B0~ oy | G, e 29

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du fac-
toriel par la fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n), Riemann a rendu compte que le
second membre de (2.5) pourrait avoir un sens méme quand n prend une valeur non
entiere; d’ou il était naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suit :

14



Définition 2.2.1 /36, 33, 37] (L’intégrale fractionnaire)
Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b], l'intégrale fractionnaire d’ordre
a > 0 est définie par

I9f(t) = 1)/t( GO (2.6)

N t—ax)-o

Cette intégrale est appelée intégrale fractionnaire a gauche sur [a,b] de Riemann-
Liouwille d’ordre o.

Remarque
1. Par convention :
I f(t) = f(t)

ie IY:=1 ou I est'opérateur d’identité

2. La linéarité:
ISONf(t) +g(t) = N2 f(t) + I8g(t), Ya e R*, VA e C.

3. Si f est continue sur I'intervalle [a, b] . Alors I'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville possede les propriétés suivantes :

a) lim I°F(1) = /(1)
b) T(I°f(1) = IP(I°f(8) = " [(1), @ >0, 6> 0.

Exemple 2.2.1 Soit la fonction f(t) = (t —a)?, t € [a,b] et 3 > —1 alors on a :
1 b (x—a)P
ITf(t) = / dx.
Ia) Ja (
En faisant le changement de variables x = a + (t — a)s, on obtient

ap) = [%(t—g) — 1! (t —a)’s’ . s—(t_a)6+a 1 .
10 = 1200 = s | it = S [

_ (t—a)ite _ (t—a)frT(l(B+1) T(B+1) o
- T(a) Bl f+1) = M) T(a+pB+1) F(a+ﬁ+1)(t_a>ﬁ '

En particulier si a = 0, on a

]g‘(t)ﬁ — F(B + 1) P+

Fla+6+1)

etsia:%eta:ﬁzo,ona

1 (1) . \/?

()" = t2 =24/ —

0() F(%) -
et

1 ') . 4 /&

Iz () = t2 = 4/ —.

oW =) =3V



2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Définition 2.3.1 /36, 33, 37] La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de
Riemann-Liouville d’une fonction f définie sur un intervalle [a;b] de R est donnée
par
t
RLDaf(t):;ﬁ/(t—s)”_a_lf(s)ds n—l<a<n,t>a
“ '(n—a)dt” ’ ’ '

a

En particulier, st a =0, alors
FEDAf (1) = 1o f(t) = f(2).

Remarque 2.3.1 La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle ni constante : on a

Exemple 2.3.1 La dérivée de f(t) = (t—a)®, B > —1 au sens de Riemann-Liouville
est donnée par :

r(B+1)

afy  N\B _
A TTB_—atl)

(t — a)ﬂ’“.

Preuve : Soitn —1 < a <n,n € N*, alors on a

t

/ (t— )" (s — a)?ds

a

1 dr

RLDQ t— [‘3:
a(t—a) I'(n—a)dz”

En faisant le changement de variable z = a + (t — a)s on aura :

t

RLpa — 1 d" n+pf—a n—a—1
Da(t—a)ﬂfm%(t—a) p /(1—3) (s)°ds
_ Fn+pB—a+1I'(n—a)(B+1) (t— a)f— = LB+1) (t — a)o
'n—a)l'(f—a+1I'(n+F—-—a+1) I'(f—a+1)

Exemple 2.3.2 Pour la fonction f(t) =t°° on a

FEDRO(t%7) = I1(0.5).
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2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4.1 /36, 33, 37] Soient o > 0, r > 0. L’opérateur

¢
f (tj:)lgi)_nds, n—1l<a<n

D2 () = LoD (1) = { T 27)
.

LE), o =n e N\ {0}

définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Il est entendu que f doit étre n
fois continument différentiable.

On note que
Igf () =1°f (t) et DGf(t) =Df (¢)
Si a = 0, alors

DLf () = ().

Proposition 2.4.1 [36, 33, 37] Soitn—1 < a <n,n € N*, a € Ry, et f une
fonction continue tel que D f existe, alors on a les propriétés suivantes :

1)
lim Df (1) = fO(t), et lim Df(t) = f" (1) — f*7D(0).

a—n a—mn—1
2) la dérivée de Caputo est linéaire, c’est a dire
DYAf () 4+ g(t)) = ADf (t) + D¢ (t), pour tout A € C.
3) Pour tout m € N, on a :
DD f (t) = D (1) £ D™D f (1),
Relation entre les dérivées fractionnaires aux sens de Caputo et Riemann-Liouville.

Théoréme 2.4.1 Soitn —1 < a < n,n € N, a € Ry, si Df (t) et 2D f (1)
existent, alors on a

i
L

tk—oc

DUf(t) =" DU (1) — Thtl—a)

F40).

>
I

0

Preuve : On considere le développement limité en série de Taylor de la fonction
fent=0

B £10), 10, 770
f(t) = f(0) + TR +---+mt + R,
5 PO



avec

) (t —s)"tds

t
) (s
-
0
En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a :
/f —5)" s = I f™ (t)

En utilisant la linéarité de 'opérateur de Riemann-Liouville et la dérivée de la
fonction f(t) =t qui est donnée par :

L(B+1)

L (t)
I'p—a+ 1)( )
on obtient
RLDaf RL Da nzl (k O) tk 4 R RL fDa nzl f(k (0) tk+RLDaR
T'(k+1) et Tk+1) et
k=0 k=0
n—1 n—1
0) k| RL SO (k + 1) k—a | RL
D“t DR, = tyk—ap RLpan r) (¢
kzol“k ey * ;F(lzﬂ)r(k—aﬂ)() * AU

il m ol pm
> iy e ) = Y B
k=0

) pr I(k—a+1)
donc
n—1 th—e
R R D AL

D’ou le résultat.
Corollaire 2.4.1 [36] Si f*)(0) =0 pour k =0,1,2,....,n — 1 on oura
DS (t) =" DS (1)

Exemple 2.4.1 1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

DC' = 0.
2) Pour la fonction f(t) =t° on a
r —a *
Dol F(ﬁ(f;}r)l)(tﬁ )yn—l<a<n neN, g>n—-1 R
0 n—1l<a<n neN'. g<n—-1 geN
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A titre d’exemple :

PRAY ooy _ 2

D = I2—a+ 1)( = I'(3—a)

™ n—l<a<n<3,

pour « = 0.5 on a :

8
DY = — /13 =~ 1.5V 3.
3/

3) Pour f(t) =eM, A€ C, on a

DN = i AT N R (At)
T T(k+1+n—a) hnadtl

k=0

ol Ej p—at1(At) est la fonction Mittag-Leffler a deux parametres.

oo A A
Remarque 2.4.1 Considérons la fonction entiére f (2) = Y a;27, tel que z = re®.
=0

En utilisant les propriétés de la dérivée fractionnaire de 'opérateur de Caputo, pour
n—1<a<mn,ona

“+o00 .
[} it r (] + 1) j—a 1]
D f (T@ 0) == Z m@j?ﬁj (& 70 (28)
j=n
ape 0\ o r (j + 1) j
r f(re)—Z—F(j_a+1)ajz.
j=n

Pour « =n € N\ {0},

d” - d”
D"f(z2) = %f (re’) # @f(z),

alors que ;
=D ()= 2= f (2).

z dzm

+oo .
Proposition 2.4.2 [21] Les deuz fonctions f(z) = Y a;jz? et r*D*f (z) ont le
j=0

méme rayon de convergence. Par conséquent, si f(z) est une fonction entiére, alors
r*D*f (z) est également une fonction entiere.
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Chapitre 3

Croissance des solutions des
équations différentielles
fractionnaires a coefficients
fonctions entieres

3.1 Introduction et résultats

Les équations différentielles fractionnaire sont devenues un outil tres important pour
la modélisation des phénomenes dans divers domaines de la science et de 'ingénierie
que la modélisation différentielle ordinaires traditionnelle ne peut pas accomplir
(voir, par exemple, Kilbas [33] ). Trois types de dérivées fractionnaires sont souvent
utilisés, la dérivée de Griinwald Letnikov, la dérivée de Riemann Liouville et la
dérivée de Caputo. Il y a de nombreuses discussions sur les propriétés de ces dérivées,
voir [36, 33]. Toutes ces études sont limités sur la droite réelle. Dans ce travail, nous
utiliserons la dérivée de Caputo.

Dans 'étude de la croissance des solutions de ’équation différentielle linéaire

classique
WA () Y+ AR+ A () f=0 (3.1)

ol les coefficients sont des fonctions entieres, de nombreux auteurs se sont intéressés
a la question suivante : quelles conditions sur les coefficients qui garantissent que
chaque solution f(z) # 0 de (3.1) est d’ordre infini?

Dans la littérature, il existe de nombreux articles concernant cette question; voir par
exemple [20, 3, 24, 22, 38]. Le principal outil utilisé dans cette étude est 1’estimation
de dérivées logarithmiques, voir [17]. Malheureusement, jusqu’a présent, il n’y a pas
d’estimations similaires pour les dérivées fractionnaires sauf le théoreme de Wiman-
Valiron dans le calcul fractionnaire qui n’est valable que sur un voisinage des points
z ou la fonction atteint son maximum, voir [12]. Malgré cette obstruction, nous al-
lons étudier la croissance des solutions de certaines classes d’équations différentielles
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fractionnaires linéaires en utilisant I’opérateur de la dérivée fractionnaire de Caputo
comme suivant.

Théoréeme 3.1.1 Soient Ay (2),A1(2), ..., An_1(2) des fonctions entiéres et p >
0, 6 > 0 des constantes telles que max{o (A;):j=1,..,n—1} < p; soient 0 <
G < G < ... < qn. Supposons que pour tout 6 € [0,27) il existe un ensemble
[y C (1,400) de mesure logarithmique infinie telle que pour tout r € I'y

| Ag (reie)‘ > exp {dr*}. (3.2)

Alors, chaque solution f(z) #Z 0 de ’équation différentielle fractionnaire linéaire

rq’n rqnfl 7#]1

DI f(2)+An_1(2) DIt f (2)+...+ A1 (2)

DO f (2) 4240 (2) f () = 0
(3.3)
est une fonction entiére d’ordre infini et de plus si o (Ag) < oo alors o9 () < o (Ap).

Z[‘]n} Z[Qn—l] Z[QI]

Corollaire 3.1.1 Soient Py (z),..., P,_1(2) des polynomes et 0 < 1 < gz < ... <
qn- Alors, chaque solution f (2) #Z 0 de l’équation différentielle fractionnaire linéaire

an T(Infl q1

DI f (2) + Py (2) DI f () + ...+ Py (2) —

Z[Qﬂ

DU f (z)

Z[anl]
+ (sinz +sinh z) f (2) =0

est une fonction entiére d’ordre infini avec oo (f) < 1.

Z[Qn}

Théoréme 3.1.2 Soient Ay (2),B(z), Ao (z) # 0 des fonctions entiéres et soient
p>0,0>0,0<a<1 tel que max{o (Ay),0 (B)} < p et Ay (0) = 0. Supposons
qu’il existe un ensemble E C [0,2m) de mesure linéaire nulle telle que pour tout
0 [0,21)\E

| Ay (re”)| > exp {0r*} (3.4)

quand r — +oo. Alors chaque solution f(z) # 0 de ’équation différentielle
e 20D (2) + AL (2) e D (2) + B(2) r*Df (2) + A (2) f (2) = 0 (3.5)
est une fonction entiére d’ordre infini et de plus si o (Ay) < oo alors oy (f) < o (A;) .

Théoréme 3.1.3 Soient Ay (z),B(2),Ao(z) # 0,F (z) des fonctions entiéres et
soient p >0, 6 >0, 0 < a < 1 tel que max {o (Ay),0 (B),0(F)} < petAy(0)=0.
Supposons qu’il existe un ensemble E C [0, 27) de mesure linéaire nulle telle que pour
tout 6 € [0,2m) \E

K (reie)‘ > exp {dr*} (3.6)

quand r — +oo. Alors chaque solution f(z) £ 0 de l’équation différentielle

e 20D2f (2) + Ay (2) e DS (2) + B (2) ;[—Z]Daf (2)
+A0(2) f(2) = F (2)
est une fonction entiére d’ordre infini.

(3.7)
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3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 Soit f une fonction entiére non constante et supposons que D' f (2)|
est non borné sur un rayon argz = 0 € [0,2m). Alors il existe une suite infinie de
points ry, (m > 1), ry, — +o0, tel que |D'f (rpe?)| — 400 et

D> f (rmew) r,ln*a
‘ D (re?) | ST2—a) 0= (38)
f (rme”)
‘W <rm+o(l), (3.9)

quand m — 4.
Preuve : Par définition on a

N rletuS'
D f (re) = 1_&/(r ¢ : (3.10)

0

Puisque |D1 (rme“’) n’est pas borné, on peut construire une suite r,, (m > 1),
Tm — 400, telle que |D* (r,,e™) | — 400 et |D1 (rme’) ‘ = max{|D1 (tew)‘ e [0, )
par (3.10), on a

1 fi e

[} i6 .
’D f(rme )| < i—a) o = 1) dt;
0
et alors
}Dl rme' ‘
|D0‘f rmeé } < / t,
(1—a)
donc on obtient 4
D> f (rmefe) < T}n @
Dlf (rme?) | — T(2—a)
En revanche, nous avons
f(re”) = f(0)+ ew/le (te) dt; (3.11)
0
et alors '
’ Tmeé ‘ < If(0)] + ‘le (rmele)’rm, (3.12)
ce qui implique
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Lemme 3.2.2 Soit f (z) une fonction entiére et supposons que

G (re”) := log" [D'f (re”) (3.13)

rP

est non bornée sur un rayon argz =60 € [0,27); ou o > 0 et p > 0. Alors, il existe
une suite infinie de points v, (m > 1), ry, — 400, tel que G (rye) — 400 et

Daf (rmew) T}n_a
‘levmeff)) STe-a 050l
f (rme“’)
‘W =retet

Preuve: SiG (rew) est non bornée sur un rayon arg z = 6 € [0, 27), alors nous

pouvons voir immédiatement que |D* f (re?) | est non bornée sur le rayon arg z = 6.
Donc, par le lemme 3.2.1, (3.8) et (3.9) sont vraies.

Du [17] et en tenant compte que e "#D" f (z) = 2= f (2), on obtient le lemme
suivant.

Lemme 3.2.3 [35] Soit f une fonction entiére non constante d’ordre fini o (f) =
o < 00o; soit € > 0 une constante donnée. Alors les deuz assertion suivantes sont
vraies.

i) Il existe un ensemble F' C (1,400) de mesure logarithmique finie telle que pour
tout r € (1,400) \F' et pour les entiers k,j (0 <k <j), ona

D'f (2)
DEf (2)
it) 1l existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle telle que pour tout

6 € [0,2m) \E il existe une constante ro = ro (6) > 0 tel que pour tout z satisfaisant
arg (z) € [0,2m) \E et r = |z| > ro linégalité (3.14) est vraie.

pli=h)e=lte) (3.14)

Lemme 3.2.4 [12] Soit f () une fonction entiére, v > 0, 0 < § < 1 et z tel que
|z| = r et que

F () > M(r, f)v(r) i+

ou v (r) est lindice central de f. Alors il existe un ensemble E C (0, +00) de mesure
logarithmique finie, c’est-a-dire f % < 400, tel que
E

DY f (z)

T = ) (o) (3.15)

pour r — +oo et r ¢ E.
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Remarque 3.2.1 Nous signalons ici que la dérivée fractionnaire utilisée dans la
preuve du lemme 3.2.4 est l'opérateur de Riemann-Liouville et pour une fonction

+oo .
entiere f (z) = Y. a;jz’ ona

7=0
“+oo .
fo} I (] + 1) | —a _J1
Dif(z) =) m%“ e, (3.16)
7=0

D’apres (2.8) et (3.16), on déduit immédiatement que la preuve du lemme 3.2.4 est
aussi valable pour l'opérateur de dérivée fractionnaire de Caputo.

Lemme 3.2.5 [7] Soit f (z) une fonction entiére. Alors

1 +
lim s.up—og v (r) =o(f)
r—+00 IOg r
et oot loa™
lim sup—og og v (r) =02 (f);
r——400 IOg r

ou v (r) est lindice central de f.
Lemme 3.2.6 Soient Ay (2), A1 (2), ..., An_1(2) des fonctions entiéres telles que
max{o (4;):7=0,1,...n—1} = p < +o0;

soit 0 < 1 < q@ < ... < qn. Alors, chaque solution f(z) # 0 de l’équation
différentielle fractionnaire linéaire

TQTL r‘]nf 1 rfh

DI f(z) 4+ An_1 (2) DI=1f(z2)+ ...+ A (2)

DUf(z)  (3.17)

z[Qn—l] Z[qﬂ

+zA40(2) f(2) = 0.
< p.

est une fonction entiére satisfaisant oo (f)

Z[qn]

Preuve : Par définition et 'hypothese max{c (4;):j=0,1,....n—1} = p,
pour tout € > 0, donné, il existe rq > 0 tel que pour tout r > ry, on a

|A; ()] <exp{r’*}, j=0,1,..,n—1 (3.18)
De (3.17) on peut écrire

rivDi f ()
f(2)

ran—1 ’anﬂf (Z)
f(z)

< |Ap_q (2)| rlan=lan-1]

+. (3.19)

r DN f(z)
f(z)
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Du Lemme 3.2.4, (3.18) et (3.19), on obtient
(1)) (1 0 (1) < o) (o (1)) exp {7277}
ol ¢ > 0 est une constante ; et puis
(W (r)" " (1+0(1)) < crlinl=lm—lexp {rrte}. (3.20)
Par Lemme 3.2.5 et (3.20) on obtient oy (f) < p.

Lemme 3.2.7 [40] Soit f une fonction entiére d’ordre fini o (f). Supposons qu’il
existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que

log™ |f (reie)’ < Mr*

pour tout 6 € [0,2m)\E ot M est une constante positive dépendant de 0, tandis que
p est une constante positive indépendante de 0. Alors o (f) < p.

Lemme 3.2.8 Soient Ag(z) # 0,41 (2),...,A,_1(2) des fonctions entiéres telles
que Ao (0) = 0; soient 0 < q1 < q2 < ... < @, des constantes réelles. Alors, toutes
les solutions de

an /,1‘17171 rql
DD () Aut (2) T D () Ay () S DR () A () £ (2) = 0
sont des fonctions entiéres.

Preuve : Nous utiliserons la méthode des séries entieres. Posons f(z) =

+o0 .
> a;27. Sans perte de généralité, on peut supposer que k—1 < g, < k; (k=1,2,..,n).
=0

On a

+o0

i TGED
A D - A Ik
e(2) zlax] /() #(2) Zk-1 JX; U'(j—a+ 1>CLJ7” ’
+oo .
I'(j+1) —k
= Ag(z L gk
ISP e
~+00 '
= Ak (Z) Z bk,jajzj_kﬂ;
j=k
ol by, = %;:21) Puisque Ay (0) = 0, on peut écrire Ay (2) = zAg (2) et en

divisant ’équation (3.3) par z on obtient

+oo +oo
- Y
E bnyjajzj " + An—l (Z) E bn_Ljajz] nt + ...
j=n

j=n—1
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+o00 " +oo
+A; (2) Z by ja; 27+ Ag (2) Z a;z = 0.
Jj=1 Jj=0
Ce qui reste de cette méthode est bien connu : comme dans le cas classique des
équations différentielles linéaires, par identification, on peut déterminer a; (j =n,n+1,....)
par les n premiers termes a; (j = 0,1,...n — 1) puis nous concluons que les solutions
globales de (3.3) sont des fonctions entiéres qui contiennent n parametres.

3.3 Preuve du Théoréeme 3.1.1

Premierement, d’aprés Lemme 3.2.8, toutes les solutions de (3.3) sont des fonctions
entieres. Si nous supposons que f(z) # 0 est une solution de (3.3) avec o (f) < p,
alors par les hypotheses du Théoreme 3.1.1 et en tenant compte que o (réD% f) =
o (f) < p, on voit tout de suite que le terme zAy(z)f(z) est le seul terme dominant
dans (3.3) qui conduit & une contradiction. Donc, o(f) > p. Supposons maintenant
que o(f) =0 < oo. D’apres le lemme 3.2.5, pour tout € > 0 donné, il existe ry > 0
tel que pour tout r > rg, on a
v(r) <rots

et du Lemme 3.2.4, pour r ¢ E et argz =, on a

"DV f (2)
f(2)

Posons max {o (4;): 5 =1,...,n — 1} = p;. Pour tout € donné tel que 0 < € < p—py,
on a

< prlote), (3.21)

|Aj (z)| <exp {r”*}, j=1,.,n—1 (3.22)
De (3.3) on a
111 | DanF(2 _ _1 | DIn—1 ¢,
|Ag (2)] < ran [gn]—1 #)() + A,y (2)] rin— [gn-1]—1 Tf()

(3.23)

AL (2)] r ] | PRI

f(z)

En combinant (3.21)-(3.23) avec (3.2), pour r € Ty, \ E et arg z = 6, on obtient
exp {677} < 777t exp {rr1tel (3.24)
Puisque € < p — p1, (3.24) conduit a une contradiction lorsque r — +o00. Donc

o(f) = +oo.
Maintenant, si 0(Ag) < oo alors par les hypotheses on a

max{o(4;):7=0,...,n—1} =0 (Ap)

et du Lemme 3.2.6 on obtient oy (f) < o (Ap).
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3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

Par la méme méthode de la preuve du Lemme 3.2.8, on peut prouver que toutes les
solutions de (3.5) sont des fonctions entieres. Si on suppose que f(z) # 0 est une
solution de (3.5) avec o(f) = o < p, alors par les hypotheses, on voit immédiatement
que le terme A;(2)e*D1(2) est le seul terme dominant dans (3.5) qui conduit & une
contradiction; d’ou, o(f) > p. Supposons maintenant que o(f) < co. A partir de
(3.5) on peut écrire

T e RO B O = PR
Posons max {¢ (Ag),0 (B)} = p;. Pour tout € donné (0 <e <p—p;),ona
max {| Ao ()], |B (2)|} < exp {r"*}. (3.26)

D’apres Lemme 3.2.3, il existe un ensemble £ C [0,27) de mesure linéaire nulle tel
que pour tout 6 € [0,27)\E il existe une constante ro = r¢(f) > 0 telle que pour
tout z satisfaisant arg (z) € [0,27) \E et r = |z] > 7 on a

‘D2f (2)
D'f (2)

Nous allons prouver que |D!f (z)]| est borné dans [0, 27)\ F; pour cela on suppose
au contraire que D' f (2) est non borné sur un rayon argz = 6 € [0,27)\E. Alors,
d’aprés Lemme 3.2.1, il existe une suite infinie de points r,(m > 1),7r, — +oo,
telle que | D' f(r,,e?)] — +o0 et

ro e, (3.27)

D f (rme®) rl-e
DU (1) < T2—a) 0<a<l), (3.28)
f (Tmew)

En utilisant (3.26)-(3.29) et (3.4) dans (3.25), on obtient
exp {0rf,} < er exp {rii e}, (3.30)

ouc >0, d > 0. Puisque ¢ < p — py, (3.30) conduit a une contradiction lorsque
m — +oo. Alors, |¢”D!f (2)| est borné dans [0,27)\E. D’aprés le théoréme de
Phragmen-Lindelof D' f(z) doit étre constant dans tout le plan complexe ce
qui implique que f(z) est un polynome de degré un, mais cela est impossible.
Alors o (f) = +o0o0. Maintenant, si 0(A;) < oo, alors par les hypotheses on a
max {o (Ag),0 (Ay),0(B)} =0 (Ay) et par Lemme 3.2.6 on a 05 (f) < o (4;).
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3.5 Preuve du Théoréeme 3.1.3

Toutes les solutions de (3.7) sont des fonctions entieres. Supposons d’abord que
f (2) # 0 est solution de (3.7) avec o (f) = o < p. A partir de (3.7), on peut écrire

T.Oé

A (2) e D f (2) = F (2) — e ¥D*f (2) — B (2) o

Df(z) — Ao (2) f;  (3.31)
puis par les hypotheses, le coté gauche de (3.31) est d’ordre supérieur ou égal a p
tandis que le coté droit de (3.31) est d’ordre strictement inférieur a p; ce qui est une
contradiction. D’out o(f) > p. Maintenant pour prouver que o(f) = oo on suppose
au contraire que o (f) = o < 00. Soit max {o (Ag),o (B),o (F)} = p1. Pour tout €
donné (0 <e < p—p1),ona

max {| Ao ()], |B ()] [F (2)]} < exp {r" <} (3.32)

log* |D1f (Tew)|
7“/)14’5

alors par Lemme 3.2.2, il existe une suite infinie de points r,,, (m > 1), r,, — 400,

tel que

est non borné sur un rayon arg z = 6 € [0,27) \ F,

sl on suppose que

log* |D1f (Tmei9)|

TTpr%—I—e — +OO7 (333)
Daf (T,meiO) ,rrln_a
DL f (rme®) = re-—a) (3:34)
et ( '9)
f(rme’

D’apres (3.33), pour tout nombre suffisamment grand ¢ > 1 et pour m > mg, on a
D' f (rme)| = exp {criite}. (3.36)
De (3.32) et (3.36), on obtient

F (rmei‘g)

D f (rpet?) <exp{(1=)rm™} =0, m = +oo. (3.37)

De 'équation (3.7), nous pouvons écrire

D*f () reDf (2)
D'f(2) D'f(2)

En utilisant (3.27)-(3.6) dans (3.38), on obtient

f(z)
D'f(z)

+1B ()|

4y ()] ]

el

exp{ort} < c’rfl,; exp {rﬁf”‘s} ,
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oucd >0, d > 0. Comme ¢ < p— py, (3.38) conduit a une contradiction quand
log™ ]le(reie) ]

N
m — 4o00. D’ou, T

est borné dans [0, 27) \ E; et par conséquent
D' f (re®)| < exp {Mrfit}

ou M > 0 est une constante. Par I'inégalité
£ (e <15 )+ [ D (te)] at,
0
on obtient

[/ (re”)| < exp {r7 7}

et du Lemme 3.2.7, on obtient o (f) < p; + 2¢ pour tout € > 0; d’ou o(f) < p; qui
est une contradiction avec o(f) > p > p;. Donc nous concluons que o (f) = +o0.
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Chapitre 4

Croissance des solutions d’une
classe d’équations différentielles
fractionnaires a coefficients
polynomiaux

4.1 Introduction et résultats
Il est bien connu que toute solution f de I’équation différentielle linéaire
fO P ()b A P(2) f HPy(2) f=0 (4.1)

ou Py (z) #0,P;(2),..., Po1 (2) sont des polyndmes, est une fonction entiere d’ordre
rationnel fini o (f) satisfaisant

deng
< .
o(f) = 1+0§r1?23{71n—k;’

voir [32, 34, 41, 39]. Dans [19], Gundersen et al. ont donné toutes les valeurs
possibles de l'ordre de la croissance des solutions de (4.1). Comme cas particuliers,
Belaidi et Hamani ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme 4.1.1 [2] Soient Py (z), Py (%), ..., Pa_1 (2) des polynémes non constants
avec des degrés d, = deg Py (z) (k=0,1,...n—1).

i) Si %0 > % pour tous k = 1,...,n— 1, alors toute solution f % 0 de (4.1) satisfait
o(f)=1+%

i) Si dy < dp—1 — (n—k — 1) pour tous k =0, ...,n — 2, alors toute solution f % 0
de (4.1) satisfait o (f) =1+ dp—1.

Dans ce chapitre, nous étudierons la croissance des solutions de certaines classes
d’équations différentielles fractionnaires linéaires en utilisant I'opérateur de dérivée
fractionnaire de Caputo.
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Théoréme 4.1.2 Soient Py (z) #0, Py (2), ..., P,_1 (2) des polynémes tels que Py (0) =
0; sotent 0 = qo < q1 < @2 < ... < qn. Alors toutes les solutions de [’équation
différentielle fractionnaire linéaire

rdn rdn—1 ra
m D f (2)+ P,y (2) Z[anl]an_lf (2)+...+ P (2) ] DUuf(z)+Py(2)f(2)=0
(4.2)
sont des fonctions entiéres d’ordre de croissance o (f) satisfaisant
< .
o)< g { S (4.3

ot dy, = deg Py (2) et [x] est le plus grand entier inférieur ou égal au nombre réel x.

Corollaire 4.1.1 Soient Py (2) 0, P, (2), ..., P, (2) des polynomes tels que Py (0) =
0 et 0 < a < 1. Alors, chaque solution de [’équation différentielle fractionnaire
linéaire

prta pn—lta rlta

z—ﬂD”“‘f (2) + P, (2) pos DI f (2) + .+ Py (2) .

DIF(z)  (44)

+P (2)r*Df (2) + Py (2) f (2) = 0.

est une fonction entiére d’ordre de croissance o(f) vérifiant

)

n+a’ n n—1 777 2

—1 _ 2
a(f)gmax{d0+n d1+n d2+n Cln 1+ ,dn+1}

Dans le théoreme suivant, on donne la valeur précise de 'ordre de croissance des
solutions de (4.2).

Théoreme 4.1.3 Supposons que nous avons les mémes hypothéses du théoréme
4.1.2.
i) Si
d n d n|
otlm] _ e Bt el — ] (4.5)
qn 0<k<n—1  @n — qk
pour tout k = 1,...,n—1, alors toute solution f # 0 de (4.2) est une fonction entiére
d’ordre de croissance

o dO + [Qn]
o(f)= B
ii) Si
dr — [qr] < dn—1 — [gn—1] (4.6)

pour tous k = 0,1,....n — 2, alors toute solution f # 0 de (4.2) est une fonction
entiere d’ordre de croissance
dnfl + [qn] - [anl]

o(f)= PR (4.7)
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Corollaire 4.1.2 Soit Py(z) Z 0 un polynome de degré dy tel que Py (0) = 0 et
a > 0. Alors chaque solution f % 0 de l’équation différentielle fractionnaire linéaire

Dy (2) + Py (2) f(2) =0

Z[a}
est une fonction entiere d’ordre de croissance

do + [Cl/]

«

o(f)=

Corollaire 4.1.3 Soit 0 < a < ; soient Py (z) # 0 et Py (2) # 0 des polynomes de
degrés dy et dy respectivement tels que Py (0) = 0 et dy < dy — [a]. Alors, chaque
solution f # 0 de l’équation différentielle fractionnaire

[
Z[B]Dﬁf( z)+ P (2) ED f()+P(2)f(z)=0
est une fonction entiere d’ordre de croissance

dy + [B] — [a]
f—a

Exemple 4.1.1 Considérons ’équation différentielle fractionnaire
r*Df (z) +2f (2) =0, (4.8)

ot 0 < a < 1. Du Corollaire 4.1.2, chaque solution f # 0 de (4.8) est une fonction
d0+[a]

o(f)=

entiére d’ordre de croissance o (f) = = é Nous le confirmons en utilisant la

+o0 .
méthode des séries entiére. Soit f (2) = > a;2?. Du (4.8), on a
j=0

] k—a+1)
Hl rk+1)

De la propriété asymptotique de la fonction Gamma au voisinage de l'infini, on a

F(]—a+1)

NEES (140(1)), j— +o0;

donc il existe ¢ > 0, 7o > 0 tel que
laj] = =079 (14 0(1)), j > +oo;

et alors o (f) = <.
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Exemple 4.1.2 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

gpw«a+4ﬂa:o, (4.9)

ou 1 < a < 2. Du Corollaire 4.1.2, chaque solution f £ 0 de (4.9) est une fonction

entiére d’ordre de croissance o (f) = do%m = 2. En effet, les solutions de (4.9) sont

+oo .
sous la forme f(z) = > a;27 tel que
j=0

; '2k—a+1) |
= (1) >
a2 = (1) aoklzll Fekry /70

J

agj+1 = 2k—|—3 y J =

too . too . . ao.:
Soient fi(2) = > 0g2¥, fa(z) = 32 by 2¥t! 0w by = L et byjy = P
j=0 =0
Ainsi { f1, fo} forment ensemble fondamental des solutions de (4.9). Par la méme
méthode de Uexemple 4.1.1, on trouve que o (f1) = o (f2) = 2. Comme fi(2) et
fa(2) sont linéairement indépendants, alors toute solution f # 0 de (4.9) est une
2

fonction entiére d’ordre de croissance o (f) = =.

4.2 Lemmes préliminaires

Pour la démonstration de nos résultat on a besoin des Lemme 3.2.5 et Lemme 3.2.4
du troixieme chapitre et aussi les lemmes suivants.

Lemme 4.2.1 [3}] Soit P (2) = a,2" + ...+ ag un polynome de degré n. Alors, pour
tout € > 0 donné il existe ro > 0 tel que pour tout r = |z| > 19 on a

(1= ) Jau| " < [P(2)] < (1+2) |a| ™.

Lemme 4.2.2 Soient Py (2) 0, P, (2), ..., P,_1 (2) des polynomes tel que Py (0) =
0; soient 0 < 1 < @2 < ... < @, des constantes réelles. Alors, toutes les solutions de
(4.2) sont des fonctions entiéres.

Preuve : Nous allons utiliser la méthode des séries de puissance. Soit f (z) =

+o0 .
> a;z’. Sans perdre de généralité, on peut supposer que k—1 < q; < k; (k=1,2,..,n);
j=0
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alors nous avons

rak rae I L(G+1) : i

q — Ak 5

Pe@) P () = PG g 2 gy e
]:

“+00 .
L(+1) i—k
- p k41
k(z);F(j—Qk+1)a]Z

+o0
_ j—k+1.
= P (Z)E by ja;2’ :
=k

%. Puisque Py (0) = 0, On peut écrire Py (z) = 2Py (z) puis en

divisant I’équation (3.3) par z on obtient

ou bkﬂ‘ =

+oo +o00
j—n j—n—+1
E bn,jajzj + Pn,1 (Z) E bn,ljjajzj + ...
Jj=n

j=n—1
+o00 ‘ " +o0 ‘
+P1 (Z) Z bl,jajz]_l + P() (Z) Z ajz] = O
7j=1 7=0

Ce qu’il reste a cette méthode est bien connu : comme dans le cas classique des
équations différentielles linéaires, par identification, on peut déterminer a; (j =n,n+1,....)
par les premiers n termes a; (j = 0,1,...n — 1) puis nous concluons que les solutions
globales de (4.2) sont des fonctions compleétes qui contiennent n parametres.

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.2

D’apres le lemme 4.2.2; toutes les solutions de (4.2) sont des fonctions entiéres. Pour
montrer I'inégalité 4.3, on suppose au contraire qu’il existe une solution f de (4.2)

d’ordre 4 0] — g
k+ (Gn] — |9k
o(f) > max { — } , (4.10)

et nous prouvons que cela conduit & une contradiction. De (4.2), nous pouvons
écrire

rin D f (z) ran-1DIn-1 f (2)
Tlf () | S | Pt (2)] Tl |t (4.11)
1P G| + R A

Du Lemme 4.2.1, il existe ¢; > 0 et 7, > 0 telle que pour tout » > r, on a

1Py (2)] < ers. (4.12)
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D’apres Lemme 3.2.4, il existe un ensemble F C (0, +00) de mesure logarithmique
finie, telle que pour r — 400 et r ¢ E, on a

%:J;(Z) )" (14 0(1), G =1,..n) (4.13)
En utilisant (4.12)-(4.13) dans (4.11), on obtient
1 qn — d 1 K
g W) (A +oM) < ) ar®opy (v(r)* (L+o(1)). (4.14)

B
Il

0

Du Lemme 3.2.5, pour chaque € > 0 il existe r, > 0 telle que pour tout » > r, on a

v(r) <rote, (4.15)

ou o(f) = o. Par contre pour € > 0, il existe une suite r,, — +00 quand m — 400
telle que
v(rm)>r

Combinant (4.15)-(4.16) avec (4.14), on a

; (4.16)

o—
m )

n—1

%rggw—a) <2} eyl o),
k=0
ce qui implique
n—1
1<4) gprlin-ladman(omeytditan(ote) (4.17)
k=0

Maintenant, nous prouvons que toutes les puissances de r,, dans (4.17) sont négatifs
lorsque m — 400. De (4.10), il existe ¢ > 0 suffisamment petit pour que

o — max {d’“ + loa] = [q’“]} > Be (4.18)

0<k<n—1 G — G

oll B est une constante telle que 8 > max < &t%t Op g
0<k<n—1 dn—qk

di + [qn] — [q1]
dn — 4k

— a) +(gn +qr) €.
(4.19)

[gn) = ak] —qn (0 — &)+ dp+qi (0 + ) = (g0 — ar) (

De (4.18), on a

G — a1) (dk + [4n] — [a]

_U)+(Qn+Qk)‘€<0;
4n — 4k

par conséquent, une contradiction s’ensuit dans (4.17) quand m — +o0.
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4.4 Preuve du Théoréme 4.1.3

i) D’apres le lemme 4.2.2, toutes les solutions de (4.2) sont des fonctions entieres. Du

théoreme 4.1.2 et Phypothese (4.5), on a o (f) < ©t4al ] reste & prouver I'inégalité

an
do+ [Qn}
qn

inverse o (f) > dOZ—[qn]. On suppose au contraire que o (f) < et nous prouvons

que cela conduit a une contradiction. Soit o = o (f) = do:—iq"] —2¢, (¢>0). De

(4.2), nous pouvons écrire

ri D (2)
&} (2)

pin-1Dn-1 f (2)
z[%—ﬂf (z)

z[<11]f(

ra DI f (2)
z

[Po (2)] < + [ Poa (2)] +o A+ [P (2)]

(4.20)

Par Lemme 4.2.1, il existe ¢ > 0 et r, > 0 telle que pour tout » > r, on a
|Py (2)] > er®. (4.21)

En utilisant (4.12), (4.13), (4.15) et (4.21) dans l'inégalité (4.20), pour r assez grand,
on obtient

n—1
crdo < yan(o+e)=lan] + Z Ckrdk+Qk(0'+6)_[Qk];
k=1
ce qui implique
n—1
¢ < pm(ote)lml=do 1 N " o pitar(ote)“lad o (4.22)
k=1

Maintenant, nous allons prouver que toutes les puissances de r dans (4.22) sont

négatifs. Depuis o0 = dOqu—[q”} — 2¢, nous avons d’abord
n

do + [Qn]

%@+@—MF%=%( :

- 5) — [qn] — do = —qne. (4.23)

Deuxiémement, en tenant compte de ’hypothese (4.5), on a

dO + [Qn]

n

Sl g, (B2l gy

et oo+ 2) = ] = do = -+ ~¢) - lal - d

< ‘do ‘iq‘n[Qn] (Qn - Qk) + Qi (do ‘|’n[Qn] - 5) - [Qn] —do < —qxe. <4'24)

Ainsi, une contradiction s’ensuit lorsque r — 400 dans (4.22); et alors la preuve de
i) est terminée.
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ii) De I'hypothese (4.6), on a

dk-+[qn]-—[qk]<< dn—1+ [gn] — [gn-1]
dn — 4k dn — 4n—1

(4.25)

pour chaque £ =0,1,...,n — 2; et d’apres le Théoreme 4.1.2, on obtient

dn_l + [Qn] — [Qn—l]
o(f) < P—

Pour I'inégalité inverse on suppose au contraire que

dnfl + [Qn] - [qnfl]
qn — 4n-1

a(f) <

et nous prouvons que cela conduit a une contradiction. Posons

dnfl + [Qn] - [anl]
qn — dn—1

o=o0(f)= — A, (4.26)

ntqn—1

ou A est une constante quelconque telle que A > Z o ete> 0 assez petit. De

(4.2), nous pouvons écrire

anapqan (Z) rrCIn’Dan (2) TQH72DQn72f (Z)

e I C R A T e N R Ty +<4"27>
TQlD‘]lf(z) '
+ [P (2)] EOIOR + [P (2)]-

En utilisant (4.13), Lemme 3.2.5, Lemme 4.2.1, (4.15) et (4.16) dans (4.27), on
obtient

n—2
cn,lrgf‘ﬁq”‘l(075)7[%‘1] < T%L(U%)f[qn} + Z Ckrgriﬁqk(ﬂ%)*[%];
k=0
ce qui implique
| < L pn(ete)—lanl—dn 1= (=2 lan ] | (4.28)
Cn—1

n—2

Z Ck rartar(ote)—lar]—dn—1—gn-1(0—)+lgn-1]

= 1

Comme ci-dessus, on prouve que toutes les puissances de 7, de (4.28) sont négatifs.
Par (4.26), on a

Gn (0 +¢) = [qn] —dn1 = qu1 (0 —€) + [Gu-1] = (Gu+u1)e+
(Qn - Qn—l) <O - d"_l ;_ [zn]q__l[qn_l]) = _)‘5 (Qn - Qn—l) + (Qn + Qn—l) €

= (@0 + @n-1) = M — gu-1)] e < 0.
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Aussi, a partir de 'hypothese (4.6), on a

< q(o+e)—qn(oc—e)
< (Qk _Qn—1)0+ (qn+qn—1)€
< 0,

dr +qe (0 +¢) = [qr] — dn1 — -1 (0 — €) + [gn—1]

(gn—1—qx)o
qn+qn—1
ce qui acheve la preuve de ii).

pour 0 < e < . Alors, (4.28) conduit & une contradiction lorsque 7, — +00;
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Chapitre 5

Ordres possibles de croissance des
solutions des équations
différentielles fractionnaires a
coefficients polynomiaux

5.1 Introduction et résultats

Dans le chapitre précédent nous avons étudié la croissance des solutions des équations
différentielles fractionnaires linéaires suivantes

DI (2) 4 Py (2) T2 DI f(2) o+ Py (2) 5D £ (2)

z[‘Zn] Z[q”_l] Z[‘Il]

+FPy(2) f(2)=0

(5.1)

ou Py(z) #0,P (2),..., P,_1 (2) des polynomes tels que Py (0) =0et 0 =¢qp < ¢1 <
¢z < ... < @, et nous avons prouvé que toutes les solutions sont des fonctions entieres
d’ordre de croissance o (f) satisfaisant

o (f) < max {d”[q"]_[q’“]}, (5.2)

~ 0<hsn-1 Gn — i

ou dy, = deg Py, (2) et [x] est la partie entiere du nombre réel . Nous avons également
établi dans le méme chapitre les assertions suivantes :
(i) Si
do + [gn] dy, + [gn] — [ax]
= max
In 0<k<n—1  @n — Qi
pour tous k = 1, ...,n— 1, alors toute solution f # 0 de (5.1) est une fonction entiere
d’ordre de croissance

I

dn

o (f)
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(ii) Si
di — [qr] < dn-1 — [@n—1]

pour tous k = 1, ...,n— 2, alors toute solution f # 0 de (5.1) est une fonction entiere

d’ordre de croissance J
o (f) = ot 0] = [ana]
n — 4n—1
La question qui se pose ici : quels sont toutes les valeurs possibles de 1'ordre de la
croissance des solutions de (5.1) 7 On va répondre a cette question dans ce chapitre.
Pour rappel, Dans [19], Gundersen et al. ont donné toutes les valeurs possibles

de l'ordre de la croissance des solutions de I'équation différentielle ordinaire linéaire

FO 4P () f" V4 4P (2)f +P(2) f =0, (5.3)

ou Py(z) #0, Pi(2), ..., P,_1(z) des polynomes.

On va suivre la méme méthode utilisée dans [20] avec les modifications nécessaires.
Posons d; = deg P;. On définit une suite finie strictement décroissante d’entiers non
négatifs

81> 83> ...> 5, >0,

de la maniére suivante; nous choisissons s; ’entier unique satisfaisant

ds n] — |Ys d n
ol —le] o detlal =] (5.4)
dn — QS1 Osksn—1 In = Gk
ds n] — |Ys d nl
L+ lan] = [gs,] > Kt [gn] — 4] pour tout 0 < k < s¢

qn — Qs qn — 4k

Apres la détermination de s;, 7 > 1, nous définissons s;; 'entier unique satisfaisant

dsg‘+1 — dsj + [QSJ - [quﬂ] — max di, — dsj + [qu} _ [Qk] > 0; et (5‘5)
QSj - q5j+1 O<k<s; qu — Ak

ds; — ds; + [qu} — [C]strJ > d —ds; + [QSJ — 4]
QSJ' - q8j+1 qu — qk

Pour un certain p, l'entier s, existera, mais ’entier s,y n’existera pas, et alors la

pour tout 0 < k < sj41.

suite sy, s2, ..., S, se termine par s,. Evidemment, p < n.
De méme, pour j = 1,2, ..., p, on définit les valeurs suivantes

ds, —ds._, + [qs._l] — [qsv]
S i J = 5.6
Oé] QS]'_1 - qu ( )

oll Nous posons
so =netds,, =d,=0.
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Nous mentionnons que nous pouvons définir les nombres entiers sy, Sg, ..., s, dans
(5.4) et (5.5) de la maniere suivante:

qn — 4; 0<k<n-—1 qn — 4k

donné s;, 7 > 1, on a

Sj+1 = min {z : di = ds, + (95,] — ol = max b = dy, + |4 — [ > O}. (5.8)

QSJ‘ —q; 0<k<s; qu — gk

Proposition 5.1.1 Sis; > 1 et p > 2, alors les inégalités suivantes sont vraies

1 1 1
a1 > Qg > .. >, 2 > > —.
q5p71 - QSp ds; — QSp qsy

Preuve : D’abord, nous prouvons a; > ag > ... > . D’apres les définitions
de s; et a; on obtient pour j =1,2,....,p — 1,

55> 8501 et dsj- - de—1 + [QS]'—J - [QSJ S dsj+1 - de_1 + [qu—J — [qu-u} |
QSj—l - QS]' qu—l — QSJ-_H

qui donne

- (de - [qu]) Qsjpr — (de—l - [qu—l}) (qu - q8j+1) >
(d8j+1 - [qulD (qu—l - qu) - (de - [quD Asj (5'9>
Ajouter (dsj — [qu]) qs; aux deux cotés de (5.9) donne
(dsj - dsj,l + [qu,l] - [qu}) (qu - q8j+1) >

(d8j+1 - dsj + [qu‘} B [qu+1}> (C]sj,l - qu)
nous obtenons immédiatement o; > ;4. Cela prouve que
A > Qg > ... > Q.
de la définition de s; on a s; > s;41 et alors ¢s; > ¢s;,, ce qui implique
1 1 1
> -

> >
QSP,1 - qu qs; — qu qs,

et donc pour achever la preuve, il suffit de prouver que

S 1
Ay =~ ————.
b qsp,1 - QSp
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dsp — dsp,l + [QSpr - [qsp}

> 0;
sy — Us,
alors
ds, = ds,  + [95,1] = [45,] 2 1
car
s, — qs, > 0 et dy, —ds,_, + [qs,_,] — [¢s,] € N;
donc
SR P N U I N
sy — Gs, sy — Gs,

Théoréeme 5.1.1 Considérons l’équation (5.1) avec Py (0) = 0. Alors toute solution
transcendante f de (5.1) est d’ordre de croissance p(f) = a; pour certains j, 1 <
J < p; ou oy est défini en (5.6).

Exemple 5.1.1 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

Oé

TP () 4 2] (2) =0, (5.10)
oun—1<a<n (n€N*). Dans ce cas s; = s, = 0, et alors il n’existe que la valeur
o) = %{g}[o] = 2. Alors, d’apres le théoreme 5.1.1 toute solution transcendante

f de (5.10) est une fonctwn entiere d’ordre de croissance o (f) = ay = =. Les deux
casn =1 et n =2 sont confirmés dans [21] par la méthode des séries de puissance.

Exemple 5.1.2 Considérons l’équation différentielle fractionnaire

ifD“”f (z>+22§1>1'8f( )+ 209D f (2) + 2Df (2) = 0. (5.11)

z

Onas =2etsy=1=s, Alorsa; =6 et ay = % = %g. D’aprés Théoréme
5.1.1, toute solution transcendante f de (5.11) est une fonction entiére d’ordre de
croissance o (f) =6 ou o (f) = 13.

Corollaire 5.1.1 Considérons l’équation (5.1) avec Py (0) = 0. Alors toute solution
transcendante f de (5.1) est d’ordre de croissance o(f) satisfaisant

1

o(f) > — " (5.12)

En fait, si s; > 1 alors par Proposition 5.1.1, on a p(f) > qL > qi; et si
s1 n
s1 = 0, alors par Théoreme 5.1.1 il n’existe qu'une seule valeur a; = dOHq" tel que

p(f) = d°+[q”] et depuis Py (0) =0, on a dy > 1 et alors (5.12) est Vraie.
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Remarque 5.1.1 D’apres Corollaire 5.1.1, on déduit qu’il n’y a pas de solution
transcendante de (5.1) d’ordre zéro.

Théoréme 5.1.2 Considérons l’équation (5.1) avec Py (0) = 0. Posons C' = Jnax {d; —

et A={i:d;—[¢] =C}, oud, =qy=0. Alors, on a les résultats suivants :

(i) Si Card(A) =1 alors il n’y a pas de solution polynomiale pour (5.1).

(i1) Si Card(A) > 2 alors Iéquation (5.1) peut admettre une solution polynomiale;
ou Card(A) désigne le nombre d’éléments de ’ensemble A.

Corollaire 5.1.2 Considérons ’équation (5.1) avec Py (0) = 0. Si dy > dj pour
tous k =1,...,n — 1, alors il n’y a pas de solution polynomiale pour (5.1).

Exemple 5.1.3 Considérons ’équation différentielle fractionnaire

5 16 24
D2 5
RAS R R T

11 224
—(Tz —i—Tz —I—T)er()%—FZf—O (5.13)

On a C = max (dj —[gj]) = 4 et A = {0,1,2}, Card(A) = 3. Donc d’apreés

0<k<2
Théoréme 5.1.2, l’équation (5.13) a éventuellement des solutions polynomiales. En
effet, les deux polynomes

filz) =22+ 1et folz) =2 -1
sont des solutions a (5.13).

Exemple 5.1.4 Soit [’équation différentielle fractionnaire

r32 . 8 2 2 e

2 9\ 13p13
IR /) T(LOT(E)
On a C = sup (dj—Ig]) =2 et A ={0,1,2}, Card(A) = 3. Donc d’apres

0<k<2
Théoreme 5.1.2, l’équation a éventuellement des solutions polynomiales. FEn effet,
les deuz polynomes

+( 2f =0. (5.14)

filz) =z et folz) =22 —22+1
sont des solutions a (5.14).

En combinant le Théoreme 5.1.1 et le Théoreme 5.1.2 nous pouvons obtenir le
résultat suivant :
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Corollaire 5.1.3 Considérons l’équation (5.1) avec Py (0) = 0. Si s; = 0 alors
chaque solution f # 0 de (5.1) est une fonction entiére d’ordre de croissance

do + [gn]
o (f) = Dl
dn
En effet, si sy = 0 alors par Théoreme 5.1.1, il n’existe qu’'une seule valeur
o) = doj;—[q"] comme ordre de croissance des solutions transcendantes. Il reste a

prouver qu'’il n’existe pas de solution polynomiale pour (5.1). Par définition, s; = 0
signifie que nous avons

do + [gn] _ di + [gn] — [a1]
dn - n — Gk
pour tout k = 1,...,n — 1; qui donne dy > dj, — [gx] pour tout k =1,...,n— 1 : car si
'on suppose au contraire qu'il existe k € {1,...,n — 1} tel que dy < dj, — [gx]; puis
en combinant cela avec (5.15), on obtient

, (5.15)

1 1
— 2 ;
dn dn — Qg

une contradiction. Maintenant la condition dy > dj — [gx] pour tout k =1,...,n — 1
donne A = {0}, Card(A) = 1; et par Théoreme 5.1.2 il n’y a pas de solution
polynomiale pour (5.1).

Nous signalons ici que le résultat du Corollaire 5.1.3 est prouvé dans [21] par une
autre méthode.

5.2 Lemmes préliminaires

Pour la preuve de nos résultats, nous avons besoin des Lemme 3.2.5 et Lemme 3.2.4
du troixieme chapitre et aussi les lemmes suivants.

Lemme 5.2.1 Pour tout entier j = 0,1, ...,p—1, soit a un nombre réel satisfaisant
a > ajy, et soit k un entier quelconque satisfaisant 0 < k < s;. Alors

G + di, + aqr — (@] < gn + ds, + gy, — [gs;] - (5.16)
Preuve : Puisque
Gn + di, + gy — [qr] = (g + ds; + gs; — [qs]]) +alqr — qs;) +di — ds; — [qi] + [qu}
on a

G+ di + g — (] < (o +ds, + gy, — [45,]) + ga(ar — gs,) + de — ds, — [ai] + [a5,] -
(5.17)
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Maintenant a partir de la définition de a1, on obtient

dp — ds; + [Qsj] - [Qk]) .

1 (qr — as;) +di — ds, — (@] + [45,] = (a6 — ;) (ajJrl —

QS]' - Qk
(5.18)
Depuis 0 < k < s;, il découle de la définition de s;;; I'inégalité suivante
dr —ds; + qs;| — |k
(0 — as;) (Oéj+1 - ¢ [ . Il ]> <0. (5.19)
Sj — Yk

Alors, (5.16) découle de (5.17) - (5.19).

Lemme 5.2.2 Pour tout entier j = 1,2,...,p, soit a un nombre réel quelconque
satisfaisant o < «; et soit k un entier quelconque satisfaisant s; < k < n. Alors

qn + dk + aqy — [Qk] < @n + dsj + CYQSj - I:qu'j| . (52())

Preuve : On considére deux cas distincts.
Cas (i). Supposer que s; < k < s;_1. Comme dans la preuve de
Lemme 5.2.1, Nous avons

Qn +dk’ +aq, — [Qk] < (Qn +d8j +O-/QSJ - [QS]]) +&j(qk - qgj) _I'dk - dsj- + [QSJ-] - [Qk] .
si k =s;_1, alors
Oéj(Qk; - qu) + dy — de + [qu} - [(_Ik:] = 0;

d’ou (5.20).
D’autre part, si s; < k < s;_1, puis de la définition de s; et «; on obtient

a] (qk - qu,1 + qufl - QS]') + dk - de + [quj| - [Qk]

— () (aj et ] [q’“]) <0

QS]'_1 - Qk
Cela prouve le lemme 5.2.2 pour le cas (i).

Cas (ii). Supposer que s;_; < k < n. Puisque s; < s;_1 < ... < 51 < §9g =n et
sj—1 < k < n, il sensuit que j > 2 et il existe un entier m,1 < m < j — 1, tel que
Sj—m < k < Sj_,—1. Aussi, de la proposition 5.1.1, on a

aj < -1 < ..o < Q-
Puisque o < a;, on a o < aj_,; on peut donc appliquer le cas (i) pour obtenir que

Gn + dk + aqg — [qk] < gn+ dsj_m + aqs;_,, — [qu_mi|
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Et a partir d’applications successives de Cas (i), on obtient

dn + d8j71 + Oéqu71 - [qu,J < dn + de + OCQSj - |:qu:| , & < a]
qn + de,Q + aqu,Q - |:qu,2:| < dn + defl + O[qu71 - [qu‘fl] , O < aj—l

Qn + defm + O{qufm - |:q3j7mi| < @n + dsj—m+1 + Oéquf'mn%l - [q5j7m+1i| ; o< Aj_m41
alors on obtient

Gn + di + agr — [q) < g+ ds, + gy, — [a,], a < aj, 5 <k<n

Lemme 5.2.3 Soit a > 0. Alors pour tout entier k satisfaisant 0 < k < s,, on a
Gn + di + aqr — [qr] < gn +ds, + g, — [qsp] (5.21)

Preuve : Puisque s, est le dernier élément de la suite sq, s9, ..., 5, il découle de
la construction de s, que pour tout k < s,, on obtient

d — ds, + [¢s,] — lax] <
qu — gk -

0.

Cela donne dj, — [qx] < ds, — [qsp}. Puisque ¢; < g¢s,, pour tout k < s,, on obtient
(5.21).

Remarque 5.2.1 Pour un polynome non constant P (z) = a,2" + ... + ag de degré

n, c’est facile a obtenir

r“D*P (z)
P(z)

. I'(n+1)
NCETES) (1+0(1)) Quand r — oc.

Lemme 5.2.4 [34] Soit P (z) = a,2" + ...+ ap un polynome de degré n. Alors, pour
tout € > 0 donné il existe ro > 0 telle que pour tout r = |z| > ry on a les inégalités

(1 =e)fan]r" < [P (2)] < (1 + &) fan| ™.
Lemme 5.2.5 [21] Soient Py (z) # 0,P(2),..., Pa_1 (%) des polynomes tels que

Py (0) = 0; soient 0 < 1 < q2 < ... < qp des constantes. Alors, toutes les solutions
de(5.1) sont des fonctions entiéres.
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5.3 Preuve du Théoreme 5.1.1

D’apres Lemme 5.2.5, toutes les solutions de (5.1) sont des fonctions entieres. Soit
f une solution transcendante de (5.1) d’ordre p(f) = . D’apres (5.2) et Remarque
5.1.1,on a 0 < a < o0. D’apres Lemme 5.2.4, comme r — o0 on a

|P; (2)| = bjr% (1+0(1)). (5.22)

soit b; désigne le coefficient dominant du polynome F;. D’apres Lemme 3.2.4, il existe

un ensemble E C (0,+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour r — 400 et

r¢ E ona

T-Qqukf (Z)
f(z)

Comme 0 < a < o0 il est bien connu que

=wr)*1+o0(1), (j=1,...,n). (5.23)

v(r)=(1+o0(1))Cr® (5.24)

quand r — oo, ou v (r) est Iindice central de f et C' est une constante positive;
voir [32]. Posons a; = CY |b;|. Nous divisons maintenant I’équation (5.1) par f puis
substituons (5.22)-(5.24) en (5.1). Cela donne une équation dont le coté droit est
nul et le coté gauche est constitué d’une somme de n + 1 termes dont les valeurs
absolues sont asymptotiques (quand r — oo; r ¢ E) aux n + 1 termes suivants :

anraqn—[Qn}’ %_17,qn+dnf1+aqnfl—[qTH]7'__7 aqun+dk+aqk—[qk]7m’ aqu”’+d0. (5.25)

A partir de(5.2), (5.6) et (5.1.1), Pordre de toute solution de (5.1) est au plus o i.e.
a < ;. Supposons maintenant que a1 < o < o pour certains j = 1,2,...,p — 1.
Alors a partir du Lemme 5.2.1 et du Lemme 5.2.2, on obtient

Gn + di + aqe — [qr] < g +ds; + g, — [qu] pour tout k& # s;;

ce qui implique qu’il existera exactement un terme dominant (quand r — oo; r ¢ F)
dans (5.25) : il existe exactement un terme dans (5.25) d’exposant g, +d,; + g, —
[qu}, oll as; # 0, qui est supérieur a tous les autres exposants des termes. Clest
impossible.

Maintenant, supposons que a < ay,. Alors a partir du Lemme 5.2.2 et du Lemme
5.2.3, on obtient

G + di + aqe — (@) < @n + ds, + g, — [qsp} pour tout k # s,. (5.26)

Encore une fois, il existe exactement un terme dans (5.25) avec I’exposant g, + d, +
aqs, — [qsp], oll ag, # 0, qui est supérieur a tous les autres exposants des termes.
C’est impossible.

Par conséquent, les seules valeurs admissibles pour «, 'ordre de la croissance de
f,sont ay, ag, ..., oy
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5.4 Preuve du Théoréeme 5.1.2

(i) Supposons que f(2) = a,2" + ... + ap (a, # 0) est une solution polynomiale de
(5.1). D’apres Remarque 5.2.1, nous avons

r*Df ()
f(z)
En divisant 1’équation (5.1) par f et en utilisant (5.27), on obtient une équation

dont le coté gauche est une somme de n + 1 termes dont les valeurs absolues sont
asymptotiques (quand 7 — 00) aux n 4 1 termes suivants :

I'(n+1)
=7 ot D) (14+0(1)) quand r — oo. (5.27)

bnr—[qn], bn_lrdnil_[qnil};“w bkrdk_[qk]"”, bo’]"do (528)

ou by, ..., b, sont des constantes positives. Si Card(A) = 1, alors il existe exactement
un terme dominant dans (5.28) (quand 7 — ©0); ce qui est impossible. Donc, si
Card(A) = 1il n’y a pas de solution polynomiale pour (5.1).

(ii) Si Card(A) > 2 il n’existe pas de terme dominant dans (5.28), alors il est possible
qu’il existe une solution polynomiale comme le montre I’Exemple 5.1.3 et ’'Exemple
5.1.4.

48



Chapitre 6

Dérivées fractionnaires conformes
et croissance des solutions des
équations différentielles
fractionnaires

6.1 Introduction et résultats

Définition 6.1.1 [1] (Opérateur différentiel conforme).

On dit qu’un opérateur différentiel D* (o > 0) est conforme si et seulement si D°
est l'opérateur d’identité et D" (n € N) est l'opérateur différentiel classique. C’est-
a-dire, pour une fonction différentiable f = f(t), on a

DPF(t) = J(t) et D'F(H) = (1)

Définition 6.1.2 [1] (Une classe de dérivées conformes). Soient o € [n — 1;n] et
les fonctions continues ko, k1 : [n — 1;n] X R — [0; +o0[ telles que

lim k(o t) =1, lim (o, t) =0, Vt€R

a—(n—1)* a—n~

lim  ko(a,t) =0, lim ko(o,t) =1, VteR

a—(n—1)* a—n~
ki(a,t) 20, a € [n—1,n[, ko(a,t) #0, a € n—1,n], Vt €R.
Alors lopérateur différentiel D défini par

Df(t) = ko, ) f"7D (1) + mo(a, 1) f™) (2)

est conforme.
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Dans ce travail on va utiliser le cas particulier
ri(a,t) =n—a, kKola,t)=a—n+1
c’est-a-dire pour une fonction entiere f(z), on a
Df(2)=(n—a)f" V) +(a-n+1)fY (), n-1<a<n. (6.1)

Nous allons étudier la croissance des solutions des équations différentielles fraction-
naires linéaires suivantes

D f(z) + Au-1(2) D f(2) + - -+ + Ar(2) D™ f(2) + Ao(2) f(2) = 0
ot Ag (2) #0,A:(2),..., An_1 (2) sont des fonctions entieres et j —1 < a; < .

Proposition 6.1.1 Soient 0 < o < 1 et Ay (2) une fonction entiére. Les solutions
exactes de l’équation différentielles

Df(2) + Ao (2) f =0

sont sous la forme

A +1-—
f(z) = cexp (—/ () adz)
«
ou ¢ est une constante compleze.
Preuve : onapour0<a<1

Df(z)=(1—a) f(2)+af (2)

par conséquent

Df(z)+ Ao (2) f = (1 =) f(2) + af (2) + Ao (2) f(2) =0

donc

£(2) = cexp <_/A0(Z);—1—a)

pour une certaine constante complexe c.

Théoréme 6.1.1 Soient Ao, Ay, -+, An_1 des fonctions entieres satisfaisant o (Ag) =
o, i (Ag) =7,0< 0 <400, 0 <7 < +00 tels que 0 (A;) < o, et oy (A;) < T si
o(A;) =0 pour (i =1,---,n—1). Alors, toute solution f # 0 de I’équation

D f(2) + Apr (2) D f(2) + -+ -+ A(2) DM f(2) + Ao(2) f(2) =0 (6.2)
satisfait oo (f) = o(f), ou j —1 < a; <.
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Corollaire 6.1.1 Soient j —1 < «o; < j et A;(z) des fonctions entiéres satisfaisant
o(4;) <o(Ay) =0 <400, (i=1,---,n—1). Alors, toute solution f #Z 0 de (6.2)
satisfait oo (f) = o(f).

Théoréme 6.1.2 Soient j — 1 < a; < j et Ay(2) = hi(2)el"®) (i =0,...,n—1) on
h;(z) sont des fonctions entiéres avec o(h;) < n et Pi(z) = ain2™ +-- -+ a; sont des
polynémes de degré n > 1, a;, sont des nombres complezes tels que ag, = |ag,| e,
Usn = |asn] €%, appas, #0 (0<s<k—1), 6p,0, € [0,27[, Oy # 05, hohs Z 0;
pour i # 0,8, ai, satisfait soit a;, = d;ag, (d; < 1) soit arg(a;,) = ag,. Alors, toute

solution f # 0 de (6.2) satisfait oo (f) = n.

6.2 Lemmes préliminaires
Pour la preuve de nos résultats, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 6.2.1 [17] Soit f(z) une fonction méromorphe et § > 1 une constante
donnée. On a les deuz assertions suivantes :

(i) il existe un ensemble F' C [1,00) de mesure logarithmique finie et une constante
¢ > 0 tels que pour tout z satisfaisant |z| =1 ¢ F, on a

f®(2)
f(2)
(1) il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante ¢ > 0

tels que pour tout 0 € [0,2m)\E il existe une constante Ry = Ry(0) > 1 tel que pour
tout z satisfaisant argz =0 et |z| =r > Ry, on a (6.3).

logT (Br, f)| , (ke€N); (6.3)

< frin

Pour l'opérateur différentiel conforme D défini en (6.1), on a le résultat suivant.

Lemme 6.2.2 Soit f(z) une fonction méromorphe et soit B > 1 une constante
donnée. On a les deux assertions suivantes :

(i) il existe un ensemble F' C [1,00) de mesure logarithmique finie et une constante
¢ > 0 tel que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ F, on a

D f(z)
(2)

(i) il existe un ensemble E C [0,2m) de mesure linéaire nulle et de constante ¢ > 0
qui ne dépend que de o, pour tout 6 € [0,2m)\E il existe une constante
Ry = Ry(0) > 1 tel que pour tout z satisfaisant argz = 6 et |z| = r > Ry, on a

(6.4).

n

B
§c[T(6r,f)MlogT(ﬂr,f) , m—1<a<n, neN) (64)
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Preuve : (i) On a

‘D"‘f(z) (n—a) f"V(2) +(a—n+1) V()
f(z) f(2)
(=) 0D )] [femnt 1) [ ()
N f(2) /()
Commen —1<a<n,alorsona|n—al <1, |a—n+1] <1;dou
D*f(z) 'f(” Ve[
SEak 7
et du Lemme 6.2.1, on obtient
DI oo 2 g o 1]
) (Br, f) ———=1og T (Br, [)| ;

oun—1<a<n, neN\{0}.
La méme chose pour (ii).

Le lemme suivant est une conséquence du Lemme 6.2.2 et qui a une importance
particuliere.

Lemme 6.2.3 Soit f une fonction méromorphe non constante d’ordre fini o (f) =
o < 00; soit € > 0 une constante donnée. On a les deux assertions suivantes :

(i) 1l existe un ensemble ' C (1,400) qui a une mesure logarithmique finie telle que
pour tout r € (1,+00) \F, on a

‘D“f (2)
f(2)
(ii) Il existe un ensemble E C [0,2m) qui a une mesure linéaire nulle telle que

pour tout 0 € [0,2m) \E il existe une constante ro = ro(0) > 0 tel que pour tout z
satisfaisant arg (z) € [0,2m) \E et r = |z| > rg, on a (6.5).

<gprlemte (p —1<a<n, neN\{0}). (6.5)

Preuve : Soit f une fonction méromorphe non constante d’ordre fini o (f) =

o < oo; alors on a
log T'(r, f) |

9

o = limsup
r—oo  logrT

et d’apres la définition de la limite supérieure, pour tout 5~ > 0 ot n € N\ {0}, il
existe ro > 0 tel que pour tout r» > rgy, on ait

log T(r, f) < logrtes

d’ou

T(r, f) < rot e e > g
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Comme T'(r, f) est croissante, alors en posant C' = max(T'(rg, f), 1), on obtient pour
tout r > 0
T(r, f) < Crotam

d’ou pour # > 1, on obtient
T(Br, f) < C(Br)° =, pour tout r > 0 (6.6)
et aussi pour r assez grand, on obtient
CBoF 5 cn log” (r)log T (Br, f) < r3 (6.7)

et du Lemme 6.2.2, il existe un ensemble F' C [1,00) de mesure logarithmique finie
et une constante ¢ > 0 tel que pour tout z satisfaisant |z|] = r ¢ I, on a (6.4). En
utilisant (6.6)-(6.7) dans (6.4), on obtient

‘D“f (2)
f(2)

La méme chose pour (ii).

Lemme 6.2.4 [7] Soient P(z) = (a+15)2"+---, un polynéme de degré n > 1, (a,
sont des nombres réels, |a|+ 5| # 0) et A(z) # 0 une fonction entiére avec o (A) <
n. Posons g(z) = A(2)eP®), z = re?®, §(P,0) = acosnf — Bsinnf. Alors, pour tout
e > 0, il existe un ensemble Hy C [0, 27| de mesure linéaire nulle telle que pour tout
0 € [0,2r[ N\ {H1 U Hy} il existe R > 0 tel que pour |z| =7 > R, on a

(i) si §(P,8) > 0, alors

exp{(l —¢)d(P,0)r"} < ‘g(rew)‘ <exp{(l+¢)d(P,0)r"}
(i1) si 6(P,0) <0, alors

exp{(l+¢)o(P,0)r"} < ‘g(reie)‘ <exp{(l—¢)d(P,0)r"}
ou Hy = {0 € [0,2x[;6(P,0) = 0} est un ensemble fini.

Lemme 6.2.5 [6] Soit f(z) une fonction entiére d’ordre o(f) = o < 400. Alors
pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E C [1,00), qui a une mesure linéaire
finie tel que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ [0,1]UE, on a

exp {—r*"} < [f(2)] < exp {r**°}.

Lemme 6.2.6 [38] Soit f(z) une fonction entiére avec o(f) = o, 7(f) = 7, 0 <
0 <00,0< T <00, alors pour tout f < T donné, il existe un ensemble E C [1,400)
qui a une mesure logarithmique infinie telle que pour tout r € E, on a

log M (r, f) > pr?.
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Lemme 6.2.7 [7] Soit f (z) une fonction entiere. Alors :

1 +
lim sup—og v (r) =o(f)
r—too  lOgT
et oot Toa
lim sup—Og og" v (r) =03 (f)
r—+00 IOg r

ou v (1) est lindice central de f.

Lemme 6.2.8 [39] Soit f (z) une fonction entiére transcendante, n € N, 0 < 0 < ;
et z tel que |z| = r et que

+4

N

[f () >M(r, fv(r)

ou v (1) est l'indice central de f. Alors il existe un ensemble E C (0, +00) de mesure
logarithmique finie, ¢’est-a-dire [ % < 400, tel que

) (v
ol = (M) o (635)

pour r — +oo etr ¢ E.

Le lemme suivant est la version du théoreme de Wiman-Valiron pour la dérivée
conforme.

Lemme 6.2.9 Soit f (z) une fonction entiére transcendante;, 0 < § < 1 et z € C
tel que |z| =r et
1
F &) > M (r v () " (6.9)
ou v (1) est l'indice central de f. Alors il existe un ensemble E C (0, +00) de mesure
logarithmique finie, c’est-a-dire f % < 400, tel que
E

D;(fz()z) = (14+0(1)) [(n — ) (Vir)y_l +(a—n+1) (Vy))n]

oun—1<a<n, neN\{0}, pourr — +oo etr ¢ E

Preuve : D’aprés (6.1), on a

Df(z) _ (n—a) f"V(z) Lla-ntl) ™ (2)
f(2) f(2) f(2) '

En prenant z tel que

1F(2)] > M (r, f)v ()i,
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et du Lemme 6.2.8, il existe un ensemble E; C [1,00) de mesure logarithmique finie
tel que pour r — 400, |z| =7 ¢ Fi, on a

[0 ) @)
O

et il existe un ensemble Ey C [1,00) de mesure logarithmique finie tel que pour
r — 400, |z| =r ¢ Ey, on a

f V) )t
= 1 1));
f(Z) on—1 ( +O( ))7
d’ou il existe un ensemble £ = E; U Ey C [1,00) de mesure logarithmique finie tel
que pour r — +00, |z| =r ¢ FE, on a

(1+0(1))

D~ V)" V(r)\"
f{Z()Z>:(1—|—0(1))(n—Oz) (@) 4+ (1+o0(1)(a—n+1) (@) .
Lemme 6.2.10 Soient Ag, A1, - -+, A,_1 des fonctions entieres tel que

max {o(4;) :i=0,1,....n— 1} < 0 < +00.
Alors, toute solution f # 0 de l’équation
D f(2) + A1 (2) D f(2) + - - -+ A1(2) DM f(2) + Ao(2) f(2) =0 (6.10)
satisfait oo(f) <o, ouj—1<a; <j

Preuve : De la condition maxz{o(4;),i = 0,....,n — 1} < o, pour tout € > 0,

on a
o+e

[Ai(2)] < €

Par la définition (6.1), on a
D) _ (= a) V) (=it 17O ()
f(2) f(z) f(2) '

D’aprés Lemme 6.2.9, il existe un ensemble E C [1,00) de mesure logarithmique
finie tel que pour r — 400, |z| =1 ¢ Ey, on a

D;ié()z) — (14 0(1) (i — ) (VZ(T))H + (14 o(1) (@i—i+1) (Vﬁ”)y

ou z vérifie (6.9). D’on

'D‘”f(Z)
7

, |zl =1 — 0. (6.11)

<CcW@E))<cWE) ', i=0,..,n—1, (6.12)
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ou C' est une constante positive; et pour i = n, on a

Vi(r)

z

‘ D f(z)

- )W3+a+ou»m—@w+n(

(o) (=) vy

z

v (r)>n_1 . (6.13)

z

> ‘(1+0(1)) (an—n+1) (V(”)n

z

(14+0(1))(n—ayp) (

De (6.10), on a

‘Da"f(Z) D1 f(2)
f(z) fz)

En utilisant (6.11)-(6.13) dans (6.14), on obtient

_|_..._|_|A1(Z)|'Da1—f(z)

o | A (614)

< 1A

‘(1 +o(1)) (an —n+1) (V (”)n <nC'e” TV (r)"! (6.15)

z

ou C” est une constante positive. De (6.15), on peut fagillement obtenir

lim sup loglog V' (r)

<o+e. (6.16)
r—+o00 lOg r

Puisque ¢ est arbitraire, alors de (6.16) et du Lemme 6.2.7, on conclut que

oo (f) <o=0c(A).

Lemme 6.2.11 Posons §(Fy,0) = |ao,|cos(8p + nb), 6(Ps,0) = |as,|cos(0s + nb)
0l Gon, Gy SONt des constantes complexes et Oy, 05 € [0, 2w, tel que 6y # 0. Alors,
il existe des constantes ¥1,vs, 1, satisfaisant V1,9 € [0,27[, ¥ < 99, | > 0, tel que
pour tout z satisfaisant argz = 0 € |¥1,93], on a

I(Fo,0) = |agn| cos(fy + nb) > 1, pour § € |9y, 04]

d(Ps,0) = |asy| cos(0s + nh) < 0, pour 6 € J91, Vs

Preuve : Soit z = 7e?. On sait que pour § € }—%,g[ cosf > 0 et pour

0 e }%, 37” [ on a cosf < 0 et comme 0y # 0, alors 6y < 6, ou 0y > 6,. Supposons que

Oy < 0. Le cas 0y > 0, se démontre par la méme méthode. On a pour 0 < € < 0,—6,

T_p
G =2 0T gz TRy,

n n

<— g-&o—s<n0<g—€5+e
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<— g<g+08—00—5<08+n0<g+5

=>E<85+n9<z+6
2 2
parce que 0, — 0y — e > 0. Alors

cos(0s +nbd) < 0, pour 6 € |9, 0]

et
e n
——f0p—ec<nl < ——10,
5 h—e<n 5 +e
<:>g—5<90+n0<g-&s+00+5:g—(95—00)+5<g

:>g—5<00+n9<g
parce que — (65 — 6p) +¢ < 0. Alors
cos(0p + nb) > cos(6y + nvsy) > 0, pour 0 € |01, 9],
car cos ) est décroissante sur ]% — &3 [ Pour k tel que cos(fy +nvs) >k >0, on a
cos(0y +nb) > k, pour tout 0 € |y, 9s].
Ainsi, pour | = |ag,| k, on obtient

0(Fo,0) = |agn| cos(fy + nB) > 1, pour 6 € |9, 04|
d(Ps,0) = |asy| cos(8s + nh) < 0, pour 8 € |9y, 04].

6.3 Preuve du Théoréeme 6.1.1

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (6.2). A partir de (6.2) on a
D f(z) D f(2) D™ f(z)
f(2) f(2) fz) |

D’aprés Lemme 6.2.2, on sait qu'il existe un ensemble F; C [0,00) de mesure loga-
rithmique finie et une constante B > 0 tel que

'D‘“f(Z)
f(z)

pour tout |z| = r ¢ FEj et pour r suffisamment grand. Si o(4;) < o(i # 0), par
Lemme 6.2.5, il existe un ensemble Ey C [1,00) de mesure logarithmique finie tel
que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ E,, on a

[Ai(2)| < e, (i #0)

402 <)

(2]

+--~+|A1(z)|‘

(6.17)

< B[T2r, ) <B[T@2r, /)", (i-1<a; <i,) (6.18)
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ou 0(4;) < ay < o.810(A;) =o0,mm(A;) < 7(i #0), on choisit s, as satisfaisant
max{Ta(A4;),7 # 0} < as < az < 7 tel que pour r assez grand, on a

[Ai(2) < e, (i #0). (6.19)

D’apres Lemme 6.2.6, il existe un ensemble Ey C [1,4+00) de mesure logarithmique
infinie tel que pour tout r € Ey, on a

M(r, Ag) > e (6.20)

Ainsi, pour tout z satisfaisant |Ag(z)| = M (r, Ag) et pour |z| =r € Ep\(E; U Es),
suffisamment grand et en utilisant (6.18)-(6.20) dans (6.17), on obtient

e < M(r, Ag) < nBe™™ [T (2r, /)"

et par conséquent, on obtient oo(f) > 0. D’autre part, du Lemme 6.2.10, on a
o9 (f) < o; ainsi, oy (f) = 0.

6.4 Preuve du Théoréme 6.1.2

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (6.2). De (6.2), on peut écrire

—Ap(2) = i + Ak_l(z)m}—l;;('z) D;1(£§2)'

Nous supposons que @;,n, Gign, - @i (4 € {1,...,5s —1,s +1,...,k — 1}) satisfont
Ui = di a0, (J=1,...,m) et pouri e {1,...,s = 1,5+ 1,....k = 1} \ {i1,...,%m} on
a arga;, = 0. Choisissons une constante ¢ satisfaisant max {d;,,...,d;, . } < ¢ < 1.
Nous divisons la preuve en deux cas : c<0et 0 <c < 1.

cas (a) : ¢<0.
Du Lemme 6.2.11, il existe des constantes 0, ¥s, [ satisfaisant 91,95 € [0,27[, [ > 0,
tel que pour tout z satisfaisant argz = 6 € |1, 15[, on a

D f(2)

bt A(2) (6.21)

I(Fy,0) = |agn| cos(fy +nb) > 1,  6(Ps,0) = |as,| cos(fs +nb) <0

et
5(P,0) <0, (i #0).

Du Lemme 6.2.4, pour toute constante & (0 <eg < %) donnée, il existe un ensemble
H, C [0,27[ de mesure linéaire nulle telle que pour tout 6 € |9, 5[ \ {H; U Hy} il
existe R > 0 tel que pour |z| =r > R, on a

‘Ao(r6i9)| >exp{(l —e1)lr"}, (6.22)

‘Ai(rew)‘ <exp{(l—e1)d(P,0)r"} < M, (6.23)
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ou Hy = {0 €10,2n[;0(P,0) =0} est un ensemble fini. On a Hy = Hy U Hy est
de mesure linéaire nulle. D’aprés Lemme 6.2.2, on sait qu’il existe un ensemble
E; C [0,27) de mesure linéaire nulle et des constantes B > 0, Ry > 1 tel que pour
tout z satisfaisant argz = 0 € (V1,092)\ {E1 U Hs} et |z2| =7 > Ry, on a

'D"”f(Z)
f(z)

ou (i —1<a; <i). En substituant (6.22)—(6.24) dans (6.21), on obtient pour r
suffisamment grand

< BT (ar, f)log T (aur, f))' < B[T (2r, )], (6.24)

exp{(1—e1)lr"} < [Ag(re”)| < kMBI[T (2r, f)]**;

ce qui implique o3 (f) > n. D’autre part, par Lemme 6.2.10, on a o9 (f) < n. Ainsi
on obtient oy (f) = n.

cas (b) : 0<e< 1.

Du Lemme 6.2.11 il existe 9,99, 1, satisfaisant J,,72 € [0,27),19; < 99,1 > 0,
tel que pour tout z satisfaisant argz = 6 € (¥1,9s), on a

d(Fy,0) = |agn| cos(fy + nb) > 1,

d(Ps,0) = |asy| cos(8s + nd) < 0.
Comme Re(z; + z9) = Re(z1) + Re(z2), alors

ol Q(z) = —cag,z". Posons Q1(2) = ag,z". Comme 0 < ¢ < 1 et §(Fy,0) =0(Q1,6),

o 0(Q,0) = —c6(Q1,0) <0,
(5(P() + Q,H) = 5(P0,¢9) — C(S(P(),Q) = (]_ — C)é(Po,e) > (1 — C)l

et
5(P1+Q70) <0, (27&0)7

parce que
max {d;,,....,d;,, } < cet 6(Q,0) <0 pour 6 € (¥y,0,).

D’apres Lemme 6.2.4 et Lemme 6.2.5, pour toute constante €, (O <er < %) donné,
il existe un ensemble H; C [0,27[ de mesure linéaire nulle telle que pour tout
0 € 191,92 N\ {H1 U Hy} il existe R > 0 tel que pour |z| =7 > R, on a

‘Ao(rew)‘ e =" > exp {(1 — 1) (1 —¢) Ir"} (6.25)

[Ai(re®)| < exp{o(L)r"}, (i #0) (6.26)
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ou Hy = {0 €[0,2r];6(P,0) =0} est un ensemble fini. On a Hy = H; U Hy,
est de mesure linéaire nulle. Par Lemme 6.2.2, on sait qu’il existe un ensemble
E; C [0,27) de mesure linéaire nulle et de constantes B > 0, Ry > 1 tel que pour
tout z satisfaisant argz = 0 € (V1,92)\ {E1 U Hs} et |z2| =7 > Ry, on a

'D"”f(Z)
f(z)

ou (i —1<a; <i). En substituant (6.25)—(6.27) dans (6.21), on obtient pour r
suffisamment grand.

< B[T (ar, f)log T (ar, f)]' < BT (2r, f)]**, (6.27)

exp{(1—¢1)(1—=¢)lr"} < ‘Ao(rew)e’mo”zn‘ < ke B [T (2r, f)]Qq’“ :

et par conséquent oz (f) > n. D’autre part, du Lemme 6.2.10, on a o3 (f) < n; d’ou

oo (f) =n.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié la croissance au sens de Nevanlinna des so-
lutions de certains types d’équations différentielles fractionnaires linéaires dont les
coefficients sont des polynomes ou des fonctions entieres transcendantes en utilisant
principalement le théoreme de Wiman-Valiron des fonctions entieres récemment
établi par Chyzhykov et Semochko pour le calcul fractionnaire. Dans les premieres
parties de notre travail nous avons utilisé l'opérateur de dérivée fractionnaire de
Caputo et dans la derniere partie nous avons introduit la notion de la dérivée frac-
tionnaire conforme pour obtenir plus de précision sur I’hyper-ordre. Nous avons
constaté que nous ne pouvons pas obtenir les mémes résultats dans les mémes con-
ditions en remplagant 'opérateur de dérivée fractionnaire de Caputo par celui de
Riemann-Liouville parce que les solutions ne seront pas entieres.

Il y a plusieurs questions qui se posent dans ce contexte :

1) Peut-on obtenir des résultats dans ce sens en utilisant 'opérateur de dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville?

2) Peut-on établir des éstimations sur ‘ DlJ()

f(2)
de dérivées fractionnaires de Caputo ou Riemann-Liouville? Nous signalons ici que

nous avons donné des éstimations pareils dans Lemme 6.2.2 mais seulement pour le
cas particulier (6.1) des dérivées fractionnaires conformes.

3) Peut-on étudier l'oscillation des solutions des équations différentielles frac-
tionnaires?

’ similaires au (6.4) pour les opérateurs
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