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Introduction

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement dans le domaine des
sciences technologiques sous l'effet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigent,
du point de vue qualité et performance. En grande partie, cette these est dit au développement
qu’a connu la recherche fondamentale dans divers domaines tels que ceux de I’analyse numérique
et de la théorie des systemes [20] [60] [63]. La théorie des systémes peut étre résumée comme
un ensemble de méthodes analytiques et mathématiques appliquées a un systeme afin de mieux
comprendre son fonctionnement et sa prise de décision. Tout ceci a permis de mettre en oeuvre
des méthodes et approches tres complexes pour 'identification et le controle des systemes.

Un systeme dynamique est un terme utilisé pour décrire les événements qui se produisent tout
au long du temps quelle que soit sa nature (physique, chimique, électromécanique, biologique,
économique...etc) change au fil du temps.

En effet, la modélisation des systemes dynamiques, laquelle nécessite un ensemble de tech-
niques permettant de disposer d’une représentation mathématique du systeme étudié, peut
étre représentée par un ensemble d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux dérivées
partielles ou encore par des équations différentielles fractionnaires, ainsi, un systeme dynamique

est donc un modele formé par le regroupement de trois objets différents [17]

— Espace d’état : Un ensemble des coordonnées nécessaires a la description complete d’un

systeme.
— Loi d’évolution : Une fonction qui donne 1’état actuel connaissant un état antérieur.

— Temps : Peut prendre des formes différentes. A partir de ce dernier objet lequel est le
temps, on peut distinguer deux classes de systémes dynamiques : a temps continu et/ou
a temps discret [6], [114]

En particulier, les systemes d’ordre fractionnaires sont des systemes dynamiques représentés
par des équations différentielles utilisant des dérivations non entieres. Ces systemes ont recu
une grande attention grace a leur plus large flexibilité par rapport aux systemes entiers pour
modeler plus correctement des systémes de plus en plus complexes [82], [64]. Seulement au
cours des dernieres années qu’on peut trouver un progres significatif de travaux théoriques qui
peuvent servir comme fondation pour un nombre d’applications dans la théorie des systemes
[78], [23], [41], [22], [86].

Plusieurs approches peuvent étre trouvées dans la littérature sur le calcul fractionnaire, dont
celles des dérivations au sens de Riemann Liouville, Caputo, ou encore Grunwald-Letnikov...

[28], [77] , [79], [23]. Durant ces derniéres années une nouvelle dérivée fractionnaire connue sous
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le nom de dérivée d’ordre fractionnaire conforme et qui est inventée par R.Khalil, Abdeljawad
[2], [84]. Cette nouvelle définition est une extension naturelle de la dérivée usuelle, et elle satis-
fait plusieurs propriétés mentionnées ci-dessous.

Notre choix porte sur la dérivée fractionnaire conformable suite aux nombreux avantages tels
que le maintien de la regle du produit, du quotient ainsi que les résultats similaires au théoreme

de Rolle et le théoreme de la valeur moyenne dans le calcul classique.

Au cours des décennies récentes, une attention soutenue a été portée aux systemes bidimen-
sionnels et multidimensionnels, qui diffusent 'information dans plusieurs directions indépendantes.
Ces modeles ont suscité un vif intérét parmi de nombreux chercheurs [28], [44].

Nous mentionnons a titre historique que la classe de systemes 2D a été étudié pour la premiere
fois dans les années 1970, afin de traiter certains problemes importants dans les applica-
tions de filtrage de données (dans les articles fondateurs de Fornasini-Marchisini [28], [44]
), Leur utilité fut rapidement appréciée, en trouvant rapidement des applications dans la
modélisation d’équations différentielles[77] ,[94], [91] comme ’équation de Darboux utilisée
dans la modélisation des gaz, absorption, chauffage par jet d’eau, etc [34], [33]. La littérature
concernant les systemes bidimensionnels 2D et les systemes multidimensionnels en général est
maintenant assez vaste. Cependant, certains types de systemes ont été négligés dans les écrits
en raison de leur complexité inhérente, notamment ceux qui présentent des contraintes sur les
variables, des retards ou des non-linéarités, Dans les trois dernieres décennies, de nombreux
travaux ont été réalisés pour développer des systemes fractionnaires, dans divers domaines de
recherche, ou le calcul fractionnaire est devenu un outil privilégié pour la modélisation des
phénomenes. L’étude de la stabilité des systemes linéaires multidimensionnels est un domaine
de recherche établi depuis plus de deux décennies [121], [21] [64], [77], couvrant divers secteurs
des sciences expérimentales tels que le traitement d’images, la biotechnologie, la géophysique et
I'économie [41], [5], [63], [20], [13], [49], [57], [118], [121]. Ces systemes sont largement utilisés
dans les domaines de la théorie de la commande et de 'automatique. Une théorie classique qui
continue de susciter un vif intérét parmi les chercheurs en sciences fondamentales est le calcul
fractionnaire, impliquant des opérations de dérivation et d’intégration avec des ordres fraction-
naires. Dans cette étude, nous nous bassons sur une nouvelle classe de systemes fractionnaires
multidimensionnels, utilisés notamment dans des domaines tels que 1’électronique, le traitement

d’images et du signal, 'automatique, ainsi que I’économie.

La positivité et la stabilité asymptotique sont des concepts cruciaux en théorie des systemes
et de controle. La question de la positivité et de la stabilité asymptotique d’une catégorie de

systemes fractionnaires multidimensionnels est a la fois importante et complexe. Nous nous

10



TABLE DES MATIERES

s'intéressons sur cette catégorie de systemes fractionnaires et nous cherchons a améliorer les
conditions de stabilité asymptotique de ces modeles en utilisant des approches basées sur les
LMIs [70], [89], [22], [4], [120], [49]

Afin de mieux comprendre I'enchainement des concepts fondamentaux de notre recherche,
le premier chapitre est consacré aux définitions et notions générales dont on aura besoin le long
de ce travail. Nous rappelons, dans un premier temps, les notions de la théorie des matrices tel
que : les matrices positives, matrices de Metzler, le produit de Kronecker et ses propriétés, les
inégalités matricielle linéaires et les différentes dérivées fractionnaires existantes a partir des
références suivantes [, [28], [82], [66], [77], [81], [22], [4], [53], [36], en passant par la suite a la
transformée de Laplace et la transformée en Z avec toutes ses propriétés tout en se basant sur
les références [37], [I113], [80].

Dans le second chapitre, nous examinons une vue d’ensemble des divers types de systemes dy-
namiques, comprenant a la fois les systemes dynamiques continus et discrets. Nous présentons
quelques notions et définitions fondamentales des systémes dynamiques fractionnaires, ainsi que
leurs applications dans divers domaines. De plus, nous discutons des concepts de positivité et
de stabilité de ces systemes.

Dans le troisieme chapitre, nous abordons une nouvelle dérivée dite la dérivée d’ordre fraction-
naire conforme avec toutes ses propriétés et applications. En passant par la suite a la citation
de la solutions des systemes unidimensionnels a dérivée d’ordre fractionnaire conforme a temps
continu. Ensuite nous étudions en deuxieme section, le probleme de solvabilité des systemes
tridimensionnels a temps continu de type Fornasini-Marchesini en utilisant la transformée de
Laplace en trois dimensions tout en se basant sur les références [39], [99], [2], [28], [82]. En der-
nier nous présenterons quelques notions et définitions essentielles pour établir des conditions
sur la positivité de ces systemes.

Le quatrieme chapitre, sera donc consacré a I’étude d'une nouvelle classe de systemes de Roesser
fractionnaires multidimensionnels dD ou d > 2 a temps discret, nous développons des condi-
tions nécessaires et suffisantes de stabilité et la stabilisation pour cette classe de systemes par
I’approche basée sur 'inégalité matricielle linéaire. Le critere de stabilisation par la matrice de

gain a été établit.
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Chapitre

Notions fondamentales

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les concepts fondamentaux de la théorie générale
des matrices non négatives et des matrices de Metzler. Nous nous basons pour cela sur les
références suivantes [10], [14], [15], [56], [85], [83], [22]. Dans la seconde partie, nous exposerons
des concepts et des notions générales du calcul fractionnaire, Des définitions et 'utilisation
de ce dernier [28], [2], [94], [31], [84]. En dernier, nous présenterons également les définitions

principales et quelques propriétés de la transformée de Laplace et de la transformée en Z.

1 Notions sur la théorie des matrices

Définition 1.1. [{]] On dit que A est une matrice positive si A est non- négative et t Ik = 1,n,
il = 1,m :ay > 0, i.e.. toutes ses entrées sont non-négative avec au moins une entrée

strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0.

Définition 1.2. [J] On dit que A est une matrice non-négative si Vi = 1,n ¥j = 1,m :a;; > 0,

autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives i.e., A € R™

Définition 1.3. [/§] On dit que A est une matrice strictement positive si¥Vi = 1,n,Vj = 1,m :
a;; > 0, i.e., toutes ses entrées sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice
A>>0.

Définition 1.4. [66]/ Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n,
A est une matrice monomiale ou matrice de permutation généralisée si les entrées de A sont

toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est strictement positive.

Définition 1.5. [/§] Une matrice A de Metzler est une matrice dans laquelle toutes les com-
posantes hors diagonale sont positives. Autrement dit : a;; > 0 pour i # j, 1,5 = 1,--- ,n.

L’ensemble des matrices de Metzler de dimension n X n est noté M,,.

12
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\

Proposition 1.1. [/§] A est une matrice de Metzler si et seulement sit > 0 : et € RT™ ou

et étant lexponentiel de la matrice At.

Exemple 1.1. Dans ce qui suit nous présentons quelques types de matrices particulieres

1. La matrice N sutvante est une matrice monomiale

(1.1)

_ o O O

010
0 01
100
000

2. La matrice K suivante est une matrice de Metzler

. (1.2)

)

-3
S O ot ot

2 Apercu sur la théorie du calcul fractionnaire

Dans le domaine des équations différentielles, on attribue souvent le nom de la dérivation
fractionnaire a la généralisation de la dérivation a un ordre quelconque, entier ou non entier, réel
ou complexe. Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux
noms de Riemann et de Liouville, alors que I'intégration sur la généralisation de la notion de
dérivée a des ordres fractionnaires est plus ancienne. En effet, 'histoire du calcul fractionnaire
commenca par une question clé de Liebnitz, a qui on doit I'idée de la dérivation fractionnaire.
Voir [27]

Le calcul fractionnaire est devenu un outil d’actualité vu son application dans plusieurs
domaines de la physique et de la chimie et méme en finance et en probabilité et statistiques,
essentiellement congu pour modéliser et bien interpréter les problemes.

Dans cette partie, nous présentons les concepts fondamentaux du calcul fractionnaire, en nous

référant aux travaux de [104] et [83].
Définition 2.1. [104] La fonction Gamma d’Euler est définie par l’équation suivante
I(z) = / e Ndt, 2 € C,Re(2) > 0. (1.3)
0

13



2. APERCU SUR LA THEORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

~

Gamma (x)
T S T N O R R

FIGURE 1.1 — Tracé de la fonction Gamma d’Eluer [104]

Proposition 2.1. [10]] Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de

récurrence suivante

1.

['(z4+1)=2I'(z), VzeCy

I'(a+1)=al, VaeN*

Définition 2.2. [10J] La fonction Béta définie par

1
B(p,q) =/ 21— @)" d,
0
oup>0etqg>0.

Définition 2.3. [80] La fonction de la variable complexe z définie par

;Fak—l—

est appelée la fonction de Mittag-Leffler a un parametre.
Remarque 2.1. Pour o = 1, nous obtenons la fonction exponentielle classique décrite par
= —_— = _— = ez.
)3 2%
—~T(k+1) k!
Définition 2.4. [80] La fonction de la variable complexe z définie par

Zfak—l—ﬁ

k=0

est appelée la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres.

14



CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Il découle de la définition

1. Pour
B=1,a>0,E,i(z Zfak—i—l = E,(z)
k=0
2. Pour
f=a=1E >:ZF(I<:+ )ZZEZQ
k=0 k=0
3. Pour
> > 2k 1 o= zhtl e —1
=2,a=1F = -
f=2a=1E §Fk+2 ;(kﬂ)! zz::(kﬂ) P
4. pour
e > P 1 o= Ft2 e —z—1
;Fk%—i& kzz()(k+2)! 22;:()(k+2)! 22
Ey(x)
4y Ey(x)
|
3 3(-’()
E\x) 2 E,(x)
'/"(‘7/19:(*)
50 -40 ~20 -10 7 0"
=1
-2

0(x)

FIGURE 1.2 — Tracé de la fonction Mittag-Leffler [80]

Définition 2.5. [{] Soit f € Cla,b] et a € Ry, alors l'intégrale 1* f(x) définie par :

@) = e | @0 o

est appelée intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o.

Cette section expose la définition de divers types de dérivées d’ordre fractionnaire ainsi
que les relations qui les lient. Nous rappellerons également certaines propriétés des opérateurs

d’ordre fractionnaire.

Définition 2.6. [87] La dérivée fractionnaire au sens de Riemann Liouwville d’ordre o avec

15



2. APERCU SUR LA THEORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

n—1<a<mn, oun & N*, dela fonction continue x est donnée par

D%, z(t) = ﬁg/{) (t — 1) a(r)dr. (1.4)

Définition 2.7. [87], [103] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre c, avec o > 0

etn—1<a<n oun € N* dela fonction x est donnée par

R R
DA (t) = F(n—a)/o T (15)

Remarque 2.2. De la définition il s’ensuit que la dérivée au sens de Caputo d’une

constante est égal a zéro ce qui coincide avec la dérivée classique.

Remarque 2.3. L’avantage principal de la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto par rapport a celle de Riemann Liouville est celle au sens de Caputo permet de considérer
des conditions initiales conventionnelles faciles a utiliser dans la résolution des équations
différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. De plus que, la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann Liouwville d’une constante n’est pas bornée en t = 0.

Définition 2.8. [37] Si f(t) est une fonction causale, alors elle prend la valeur zéro pour tout
t<0.

Définition 2.9. |37/ Une fonction f est d’ordre exponentiel a s’il existe une constante M > 0,

telle que

|f(t)] < Me™, Wt >T.
Définition 2.10. [37] La transformée de Laplace d’une fonction f d’une variable réelle t > 0,
est la fonction F' de la variable compleze s (Re(s) > 0) telle que,
+oo

F(s) = LIf(1)](s) = ft)edt, (1.6)

0
Proposition 2.2. [T76]

1. Linéarité : Soient f et g deuz fonctions dans C([0, oo]) et soient v, B € R. Alors,
Llaf@)+Bgt)](s) = al[f(t)] (s) + BL[g(t)] (s).

La linéarité de la transformation de Laplace découle des propriétés de ['intégrale.

2. Dérivation : Pour toute fonction f € C"([0, oo[). Nous avons,

[y

L] () =s"F(s) = y_s" 7 f0@)|

t=0
0

3

b
Il
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o, F(s) = L[f(t)](s) est la transformée de Laplace de f(t) et f®)(t) représente la
t=0
dérivée d’ordre k de la fonction f(t) au pointt = 0.

3. Produit de convolution : Pour toutes fonctions f et g dans C([0,+o00|), la transfor-

mation de Laplace du produit de convolution entre f et g

(%) ( /ft—T

est donnée par
ot

Dans cette partie, nous exposons certains résultats relatifs a la transformation de Laplace

fractionnaire. Ces résultats seront utilisés dans les sections ultérieures.

Définition 2.11. [80] La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

de la fonction f(t) € C™ est donnée par

3
,_.

LDf()](s) = s"F(s) — sk A () : (1.7)

=0
0

e
Il

otin—1<a<n avecn € N*, F(s) représente la transformée de Laplace de f(t) et f*) ()
t=0
est la dérivée d’ordre k de la fonction f(t) au point t = 0.

2.1 Quelques propriétés de la transformée de Laplace fractionnaire

[24]
Soient t € Ry, a € RY et n —1 < a <n avec n € N* et soit u : [0, +00[— C une fonction
continue d’ordre exponentiel tel que Vk € N, u® (1) = 0. Alors, nous avons les propriétés
t=0
suivantes :

tCL
L [F(a T 1)} (s) = s~ ou T représente la fonction Gamma.

o L [D%u(t)] (s) = sU(s), ou U(s) représente la transformée de Laplace de u(t).

e L[D%(t)] (s) = s%, ou §(t) représente I'impulsion de Dirac.
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2. APERCU SUR LA THEORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Théoreme 1. [80] La transformée de Laplace de l'intégrale d’ordre o fractionnaire a la forme

£(s)

L f(t)] = (1.8)

Proposition 2.3. [80/ La transformée de Laplace inverse de l’expression s*F(s) pour o > 0

est définie par,

tk—oz

L7 [s"F(s)] = Df(t) + Th—atl)

FARIC (1.9)

B
Il

0
La transformée en Z est 'outil privilégié pour analyser les systemes discrets. Elle occupe une
fonction analogue a celle de la transformée de Laplace pour les systemes en temps continu. Cette
application convertit une suite (définie sur les entiers positifs) en une fonction de la variable

complexe.

Définition 2.12. [105] La transformée en Z unilatérale d’une fonction temporelle discréte x(n)

est définie par la formule suivante

“+oo

X(z) =Za(n) =Y x(n)z" (1.10)

n=0

tel que x(n) = 0 pour n < 0.

Remarque 2.4. [37] Toute transformée en Z doit étre associée a sa région de convergence.
Pour déterminer cette région, on utilise le critére de convergence de Cauchy sur la série sui-

vante :

+oo
ZUNZUQ—FUl—}-Ug—i—"', (111)

n=0

qui converge st

: 1
nh_>n010|un]n < 1. (1.12)

Proposition 2.4. [37],[115]

1. Linéarité : Soient (Up)nen €t (Sn)nen deux suites admettant les transformées en z , et

soient a,, € R. Alors,

Z [aU, + BS,] (2) = aZ [U,] (2) + BZ[Sh] (2).

2. Dérivation : Nous avons
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et
dX(Z) = —n—1
o= n_z_oo(—n)x(n)z :
alors

dX(2) —n
R = Z nx(n)z".

n=—oo

3. St y(n) est obtenue par convolution de x(n) et g(n) , on a seulement

+oo
y(n) =Y a(m)g(n —m),
Y(z) = Y ym)zm= > > a(mgn—m):,
+00 +o00
= [Z x(m)zm] [Z gln —m)z"(=m |
= X(2)G(z)

3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques concepts de base de la théorie des matrices
ainsi que quelques notions et définitions fondamentales des fonctions spéciales. Les différentes
définitions de la dérivée fractionnaire avec leurs propriétés sont présentées. Ensuite, nous avons
introduit quelques définitions et théoremes fondamentaux sur la transformée de Laplace, ainsi
que la transformée de Laplace fractionnaire et ses propriétés. Nous avons discuté également de
la transformée en Z, nécessaire pour calculer la fonction de transfert d’une certaine classe de

systemes bidimensionnels et multidimensionnels a temps discret.
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Chapitre

Solvabilité et analyse des systemes

unidimensionnels

Ce chapitre présente une généralité sur les différents types de systemes dynamiques, com-
prenant les systemes dynamiques continus et discrets. Nous abordons quelques définitions et
théoremes concernant la positivité et la stabilité. Enfin, nous examinons la solvabilité des
systemes dynamiques linéaires fractionnaires a temps continu, en traitant a la fois les cas

standards et singuliers.

1 Généralités sur les systemes dynamiques

Définition 1.1. [9]] Un systéeme dynamique a temps discret est un systéme dynamique ot la
loi appliquée est a temps discret, 1. e. ; les variables du systéme ne peuvent avoir qu’un nombre

fini de valeurs, autrement dit, l’ensemble de définition est dénombrable.

Définition 1.2. Un systeme dynamique linéaire standard a temps discret est décrit par I’équation

sutvante
Tiy1 = A.I’l + Bui, 1€ Z+ (21)
ou x; € R" u; € R™ sont des vecteurs d’états et d’entrées du systéme et A € R™*" B € R™*™,

Définition 1.3. [80] Le systeme a temps dz’scret est dit positif si v; € R, i € Z, pour

toutes les conditions initiales x(0) = xy € R} et toutes les entrées u; € R, i € Z,.
Théoréme 2. [80] Le systéme a temps discret[2.1] est dit positif si seulement si :
AeRY"  BeRY™ (2.2)
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Définition 1.4. [80] Le systéme a temps déscret est dit asymptotiquement stable si : pour
ufi - 0, /l € Z+,

lim z; =0, pour tout =zy € R} (2.3)

71— 00
Définition 1.5. [9] Les systéemes dynamiques a temps continu représentent la limite des systémes
discrets ou [’évolution se fait a des intervalles de temps de plus en plus brefs. Dans ce cas, la
loi devient une équation différentielle.
Exemple 1.1. [9] L’équation

dp
or 2.4

peut étre vue comme une limite continue de 'équation (4.23)). Pour ¢ > 0, elle décrit aussi un
modele simple de croissance d’une population. Quand la population est petite la solution est

bien connue

p(t) = poe.

Définition 1.6. [77] Un systéme dynamique linéaire standard a temps continu est décrit par

les €quations suivantes

z(t) = Az(t)+ Bu(t), (2.5)

ou x(t) € RY est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € RP est le vecteur

de sortie. A € R4, B € R™*™ (' € RP*Y et D € RP*™,
La condition initiale associée au systeme (2.5)) est
z(0) = xo.

Définition 1.7. [77] Le systéme a temps continu est dit positif si x(t) € R, t > 0 pour

toutes les conditions initiales x(0) = xoy € R} et toutes les entrées u(t) € R, t > 0.
Théoreme 3. [77] Le systéeme a temps continu est dit positif si seulement si :
AeM,, BeRP™ (2.6)

Définition 1.8. [77] Le systeme a temps contz’nu est dit asymptotiquement stable si : pour
u(t)=0,t>0

lim z(t) =0, pour tout z,€ R’ (2.7)

t—o00
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2. LA SOLVABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES FRACTIONNAIRES CAS
STANDARDS ET CAS SINGULIERS

Théoreme 4. [77] Le systéme positif décrit par ’équation est asymptotiquement stable si
et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice de Metzler A ont des parties réelles

négatives.

2 La solvabilité des systemes linéaires fractionnaires cas

standards et cas singuliers

L’objectif de cette partie est d’exposer la solvabilité des systemes linéaires dynamiques frac-
tionnaires, qu’ils soient standards ou singuliers, a travers I'application de la transformation de
Laplace [71].

1. Considérons le systeme dynamique linéaire standard d’ordre fractionnaire a temps continu
D%z(t) = Az(t) + Bu(t), (2.8)
y(t) = Cuz(t) + Du(t), (2.9)

Ou D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction z(¢) avec n—1 < a <n
oun € N*, z(t) € RY, u(t) € R™ et y(t) € RP sont, respectivement, les vecteurs d’état,
d’entrée et de sortie et A, B, C' et D sont des matrices de dimensions appropriées.

La condition initiale associée au systéme (12.8)) est
x(0) = xo.

Théoréme 5. [2]] Le systéme dynamique linéaire fractionnaire standard (2.8) admet

comme solution

o) i t oo n—1 ioa+k

t
— t — )i+ De d —(k) 21
=3 e [ S S o, e

ou I' représente fonction Gamma.

Pour oo = 1, le méme résultat présenté dans [24] est obtenu.

Proposition 2.1. Pour a = 1, le systéme dynamique linéaire standard (2.8)) admet

comme trajectoire

i

i - it
ZF'H—l / )“(T)d7+;AF(z+1)$°’

ou I' représente la fonction Gamma.
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Exemple 2.1. Considérons le systéme (2.8]) avec

01 0
A= , B= et O0<a<l
00 1

La condition initiale associée au systéeme ([2.8)) est

De plus, la commande u(t) est donnée par la fonction de Heaviside H (t)

H(t):{1 si 120

0 sinon

Comme det(s*I—A) = s** £ 0 pour un certain s € C, alors, en utilisant la transformation

de Laplace, la trajectoire est donnée par

2c «
B T [ e —
I'(2 1 r 1
o(t) = | T(2a+ )ta (a+1)
— 41
F(oz—i—l)+

2. Considérons le systeme dynamique linéaire d’ordre fractionnaire singulier a temps continu

ED%x(t) = Axz(t)+ Bu(t), (2.11)
y(t) = Cuz(t) + Du(t), (2.12)
ou D? est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction z(t) avec n—1 < a <n
oun € N*, z(t) € RY, u(t) € R™ et y(t) € RP représentent les vecteurs d’état, d’entrée et
de sortie respectivement. A, B, C, D et E sont des matrices de dimensions appropriées
avec det £/ = 0.
La condition initiale associée au systeme est

z(0) = .
Proposition 2.2. [48] Soit A, E € R?? quec det E = 0. Alors, pour tout s € C et

n—1<a<n avecn €N*, la série de Laurent au voisinage de oo est donnée par

(s"E— Ayt = g5 00, (2.13)
i=—p

ou pu est appelé indice de nilpotence, il est décrit par
p=rgE —deg(det(s*E — A)) + 1,
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STANDARDS ET CAS SINGULIERS

et ¢; est appelée la matrice de transition de (2.11)), elle satisfait
1. ¢, =0, pour i< —pu.
2. ¢; = (PoA)" ¢9, pour i > 0.

Théoréme 6. [2]] Le systéme dynamique linéaire fractionnaire singulier (2.11)) admet

comme solution

Z@ ( (i + 1)a) / (t =) u(r )dT+EZ Zati;-f- 1) (k)m))
- XM: b (BD@—l)au(t) +E ni: D k=15 ()2 ®) (0)> :

B (2.14)

ou ', et ¢ représentent la fonction Gamma, ["indice de nilpotence et les matrices fon-

damentales respectivement.

Pour o = 1, on trouve un résultat identique a celui présenter dans [24].

Proposition 2.3. Pour a = 1, le systeme dynamique linéaire singulier (2.11)) admet

comme trajectoire

> B
a:t):Z(bi(F i+1)

+ ng) (BulD(t) + E5"V ()z(0))

t i 4i
(t —7)'u(r)dr + EF(@' n 1)517(0))

(2.15)

ouI', pu et ¢ représentent la fonction Gamma, l'indice de nilpotence et les matrices fon-

damentales respectivement.

Exemple 2.2. Soit le systéme (2.11)) avec 0 < o <1 et

) () <)

La condition initiale du systéme (2.11)) est

On apour 0 < a <1
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Comme det(s“E — A) = 2(s* + 1) # 0 pour certain s € C, alors, le systéme (2.11)) est

régulier. De plus,

1
0

(“E—A)yt= |+ ],
0 —
2

o1 encore,

g« + 87204573(1 R
(s"E — A7 =

| = O

L indice de nilpotence est

p = rgE —deg(det(s*E — A)) +1
=1

Y

et les matrices fondamentales sont

00 (=1)" 0 .
¢—1=<0 %>7 ¢z’=< 0 O), Vi € N.

En utilisant la transformée de Laplace , on trouve

t _ T)(z—i—l)a—l

( ) gb 1BU —|— Z Cbz / WU(T)CZT + ¢_1EDa_15(t)ZL‘(k)(O)

+Z¢Z za—l—l) =(0)

D’ot : la solution xz(t) est donnée par

00 . t (t _ T)(iJrl)afl . fia
(t) = 2.1 /0 Tl + Do) T+ (CD a7

i u(t)

3 Exemples d’applications

Exemple 3.1. La figure[2.1] montre un circuit électrique fractionnaire a deuz mailles, ot
Ry et Ry sont les résistances données, Ly et Ly représentent les inductances, u(t) est la

source de voltages. On note par xq et xy les intensités du courant dans les deux mailles.
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3. EXEMPLES D’APPLICATIONS

FIGURE 2.1 — circuit RL [75]

En appliquant la lot de kirchhoff, nous obtenons [’équation
ED“x(t) = Ax(t)+ Bu(t), (2.16)

avec 0 < a <1 et

Notons
To1
o =
Zo,2
la condition initiale associée au systéme (12.16|).

Pour un certain s € C, nous avons

af Ry, —s%L, — R
saE—A:<S 11+ 1 S i 2>’

et

det(saE — A) = 8a<L1 -+ Lg) -+ Rl -+ R2 7é O,

alors, le couple (E, A) associé au systéme (2.16)) est régulier et

1 SaLQ + R2
o -1 SO‘<L1 + Lg) + R1 + R2 SO‘(Ll + LQ) + R1 + RQ
(S b - A) o —1 SaLl + Rl

Sa<L1 —|—L2) +R1 +R2 8a<L1 +L2) +R1 +R2

26



CHAPITRE 2. SOLVABILITE ET ANALYSE DES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS

L indice de nilpotence est

p = rglk —deg(det(s“E — A))+ 1,
= 1.

et les matrices fondamentales sont obtenues en utilisant la division Euclidienne comme

suit
o L2
¢—1 = Ll[—iLz 5
0
Li+ Ly
etVie N
(—1)' (R1 + Ry)' (- >¢R2(Rl + Ry)’ (—1)i*! (R1 + Ry)™!
¢' _ (Ll + L2)z’+l' (Ll + L2)i+1‘ 2 (Ll + L2)21+2
' (—1)i*! (Ri+ Ry)' (_1>¢Rl(31 + Ry)’ (—1)*1L (B1 + Ro)™!
(Ll + L2)i+l (Ll + L2)i+1 (Ll + LQ)H-Q

Par utilisation de la transformée de Laplace formule (2.14), nous obtenons

_OO , B ! EENCIE N R OO , te
"0 =3 i ) / (0=l 4 D B

+ QﬁflEDail(S(t)Q?o + (b,lBu(t)

En dernire, la solution du systeme est donnée par le vecteur

avec

;Ro(Ry + Ry)'

B e 1 (R1+R2)i+1
) =2 5 1w [(‘ YA

222-152257;5} jgta:—-T)@+4>a—1u(T)dT

0o ‘ (Rl + R2>i ‘ (Rl + R2>i T Lo
E (1) Ly —1)"*L . t
* , {( Sl (Ly + Lo)itt zo1+(~1) ? (L1 + Ly)i*t o2 I(ic+1) i Ly + LQu( )

(_1)i+1L2

ad 1 Ri(Ry + Ry)’ i1, (BRi+ Ryt 1 it1)a—1
) =3 i |V T D | [ nee

0
< (Ri+ Ry  (Ri+ Ry L
—1)*L <1— —1)'Ly———— .
_I_ Z |:( ) 1 (Ll + L2)Z+1 xOJ + ( ) 2(L1 + LQ)Z+1 xO,Q + Ll + LQU(t)
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4. CONCLUSION

4 Conclusion

Le présent chapitre se concentre sur ’étude de la solvabilité des systemes dynamiques
linéaires fractionnaires a temps continu a l'aide de la transformée de Laplace. Nous avons
commencé par une introduction générale sur les systemes dynamiques, suivie d'un rappel des
définitions et théoremes fondamentaux relatifs a la positivité et a la stabilité. Dans la derniere
partie de ce chapitre, nous avons présenté des exemples a la fois académiques et réelles et cela

pour les deux cas a savoir des systemes dynamiques fractionnaires standards et singuliers.
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Chapitre

Analyse des modeles fractionnaires conformables

uni et tridimensionnels

Dans ce chapitre, notre intérét porte sur la classe des systemes tridimensionnels fraction-
naires conformables, pour établir la solution du cette classe de systemes en développant la
transformée de Laplace conforme en 3D tout en se basant sur les propriétés présentées dans ce
chapitre. Dans ce cadre, nous envisageons l’extension de ’approche au cas des modeles frac-
tionnaires a dérivées conformables unidimensionnels pour ensuite traiter le cas des modeles
tridimensionnels.

Ainsi qu'une analyse sur la positivité des systemes présentées. Des conditions nécessaires et

suffisantes seront établies pour que de tels systemes soient positifs.

1 Rappel sur la dérivée conformable

Le formalisme de la dérivation non entiere consiste a généraliser la notion de la dérivée a des
ordres non entiers de dérivation (réels ou complexes). Différentes définitions de la dérivation
non entiere ont été établies, ces dernieres ne menent pas toujours a des résultats identiques
mais sont équivalentes pour plusieurs fonctions, parmi les différentes définitions de la dérivée
fractionnaires, la dérivée conforme proposée par khalil [84], cette définition satisfaite la plupart
des propriétés de la dérivée intégrale classique, telles que la linéarité, la regle du produit, la
regle du quotient et plus. En revanche la dérivée conforme nous permet de modéliser plus fa-
cilement les problemes physiques, car les équations différentielles sont plus faciles a résoudre
analytiquement et numériquement par rapport au cas de la dérivée non entiere associée par
exemple aux dérivées de Riemann-Liouville ou Caputo.

Dans cette contribution nous devons introduire brievement quelques définitions et caractérisations

de la dérivée et de I'intégrale conformable.
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1. RAPPEL SUR LA DERIVEE CONFORMABLE

Définition 1.1. [84] Soit y une fonction y : [ty, +00|— R. La dérivée conforme de la fonction

y d’ordre a oun —1 < a <n est définie par :

y(t+elt —t)"") —y(t)

TYy(t) = lim vt > 0. (3.1)
e—0 £
Remarque 1.1. 1. Sitqg =0, alors
t t") — y(t
Toy(t) = lim LD =00y (3.2)
e—0 £
2. Sitg=0,n=1, donc 0 < a <1 alors
t+et'™) —y(t
Ty(t) = lim ylt+e - )=y o (3.3)
e—

3. Si (3.1)) existe, alors la fonction y est a-différentiable.
Théoreme 7. [8]] Soit a € (0,1] , y1,y2 : Ry — R sont des fonctions a-différentiables, alors
vVt >0

— T%ay; (t) + byo(t)] = aTy1(t) + bTys(t), Va,b € R.

— T*(\) = 0, pour toute fonction constante y;(t) = A

— Tt = qt7*, VqeR.

— Ty (O)y2(t)] =y () Tya(t) + y2(t) T (2).
e [yl(o] — T (B)]y2() =T [y (O)]y (1)
t

y2(t) [y2(8)]? ’

— Si yyest différentiable, alors T(y,)(t) = tl_o‘%.

Définition 1.2. [90] L’intégrale fractionnaire conformable (a gauche) de la fonction f €
L'a,b] d’ordre 0 < a < 1 est définie par,

t2a(t) - | " fu)deu = / “(u— @) f(u)du (3.4)

et lintégrale fractionnaire conformable ( a droite) de la fonction f € L'(a,b) d’ordre 0 < a < 1

est définie par,
b b
() = [ flundtu= [ 0= w ) (3.5)
Théoreme 8. [2] Soient f, g : [a,b] — R deuz fonctions telles que fg est différentiable. Alors,
T b
/ fa)Tglg(o)dgz = [f(2)g(x)]s —/ 9(@)T3[f (x)ldga (3.6)
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et

/ s (2) Ty g(@)]pd*x = [f(2)g(2)]; - / 9(@) Ty [f (z)]pd"x (3.7)

Définition 1.3. [2] Soit f : [0,00) — R une fonction réelle, 0 < a < 1, alors la transformée

de Laplace conformable de f est donnée par

Lalf(D)(s) = Fals),

@

= /0 T e fae,

Théoréeme 9. [2] Soit f :[0,00) — R une fonction causale, 0 < o < 1, alors la transformée

de Laplace fractionnaire conformable de la dérivée conforme de f est donnée par
LT f(t)](s) = sF,(s) — f(0),s > 0. (3.8)

Dans le théoreme suivant, on donne la relation entre la transformée de Laplace conformable

et la transformée de Laplace.
Théoreme 10. [1] Soit f : [0,00) — R une fonction causale, 0 < a < 1, ainsi
Fu(s) = £ [f(at)é] (s). (3.9)
Le théoreme suivant décrit la transformée de Laplace de certaines fonctions usuelles.

Théoreme 11. [1] Considérons a,p,q € R et pour tout 0 < a < 1. Alors

1
a
Lola)(s) = P 0, (3.10)
2.
(144
Laft)(s) = at L an), s> 0, (3.11)
S o
3.
Lol ](s) = ——, s> p (3.12)
S _p7 9

Définition 1.4. [17]

La dérivée fractionnaire conformable d’ordre (o, B) de la fonction x(t1,ts) est donnée par
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2. LA SOLVABILITE DES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS LINEAIRES A DERIVEE
CONFORMABLE

Lalt et Nt ety ") —a(h,t
TP 2(ty, ty) = lim li (b +ety "t + ety 7) —w(ta, t)
bat2 ’ e1—0e2—0 €1€9

(3.13)

Définition 1.5. [12/ La double transformée conformable de Laplace g(ti,ts) notée Lf‘l’i est
définie par,
8

N +oo  pFo0 3 ﬁ,si
Lt{ig(thb) :/ / e P T E gty ty)dt dt. (3.14)
0 0

Théoreme 12. [100] La transformée de Laplace conformable de la fonction ﬂ?iix(il,b) est

définie par, ,

Ly, | The(t, )| = psX(p,s) = pX(p,0) = sX(0,5) + 2(0,0), (3.15)

respectivement, celle de fonction (El) (%) est

o™ (8 " nlm!
a,f 1 2 o
Ltl,tz [(E) (E) ] — pn+15m+1' (316)

Nous introduisons dans ce cadre les définitions de la dérivée et de l'intégrale conformable
d’une fonction continue a trois dimensions x (1, ta, t3) et a trois variables indépendantes t1, to, t3 >
0.

Les auteurs de [100] et [12] ont étendu certains résultats concernant le calcul fractionnaire

conformable dans le cas bidimensionnels.

2 La solvabilité des systemes unidimensionnels linéaires

a dérivée conformable

Cette section a pour but de présenter la solvabilité des systemes linéaires dynamiques frac-
tionnaires conformables standards en utilisant la transformation de Laplace conforme. Les prin-

cipaux résultats obtenus concernant la positivité de ces systemes.
Définition 2.1 (Systéme dynamique linéaire a dérivée conforme standard).
TYx(t) = Ax(t)+ Bu(t), (3.17)
y(t) = Cux(t) + Du(t), (3.18)

ou T est la dérivée fractionnaire conforme de la fonction x(t) avec 0 < a <1 ou , x(t) € RY

est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € RP est le vecteur de sortie.
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AeR™ B eR™ (' eRP et D e RP¥™,

Définition 2.2 (Systeme dynamique linéaire fractionnaire standard régulier). [24] Le systéme
(3.17) est dit régulier si et seulement si

det(s*I — A) # 0, (3.19)

pour un certain s € C.

Théoréme 13. Le systeme dynamique linéaire fractionnaire standard (3.17) admet comme

solution

t—tg)® t t—tg)Y—(1—tg)™
2(t) = A o (t) + / AT BU () (= 1) LT (3.20)

to

Démonstration. Par application de la transformation de Laplace conforme a 1’équation (3.17)),

nous trouvons
T2(t) = Ax(t) + Bu(t) = L [T2(t)] (s) = ALY [z(t)] (s) + BLY [u(t)] (s).

En utilisant la formule (3.8)) et sachant que X(s) et U(s) sont les transformées de Laplace

conforme de z(t) et u(t) respectivement, nous obtenons
sX(s) — xo(ty) = AX(s) + BU(s)
laquelle peut aussi s’écrire sous la forme
(sI — A)X(s) = zo(ty) + BU(s) (3.21)
Comme le faisceau du couple (I, A) est régulier. Alors, I’équation devient
X (s) = (s — A)"H[BU(s) + o(to)] (3.22)

Sachant que,

(sI — A)~ ZAZ —l (3.23)

Donc,

ZAz —-1- zBU +ZAZ —11
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CONFORMABLE

En utilisant la transformée de Laplace conforme inverse, il en découle que

LX) = £

+00 +oo
= Z AL s wolto) + Z AL [T BU(s)]
i=0 i=0

+o0 +oo
Z AlsT'7 I BU(s) + Z Als™ g (o)
i=0 i=0

pour le premier terme de cette somme on a,

d’ou
+o0

=0

Maintenant, nous calculons

Lfl [871711 — (W>i

“ 7!

roo (=t
DAL [T wolte) = ZAiuxo(to)

+oo
> AL [sTBU(s)]
=0

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

On rappelons que le produit de convolution pour la transformée de Laplace conforme de f, g

pour ¢ € [tg, 0o est définit par,

Le(fg)

_ /t:f(t“ ~ s )g(s)des

_ / F(t° — s7)g(s)(s — to)*ds
F(s)G(s)
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donc,
S AL [sTBU(s)] = Y AL [s7' ] % L [BU(s)]
i=0 i=0
+00 ;
. t_t (10%
= Y A <—< ~to) *BU(S))
: ot
=0
+0o t o i o io
— ZA"/ = 10" = (7= 10" iy oy
P to vl
Al (t — i _ i
— Z/ (t to)‘ .(T fo) BU(T)(1 — to)'~*dr
—~ Ji ilat
t
_ / AUt =) I B (1) (7 — ty) s
to
d’ou le résultat. 0

Proposition 2.1. Pour a = 1, le systéeme dynamique linéaire standard (3.17) admet comme

trajectoure

t
(t) = e z(ty) + / Nt~ (=) BU (1) dr.

to

3 Apercu sur les systemes positifs

Durant ces dernieres années, il a eu un intéret croissant pour les systemes multidimensionnels
fractionnaires qui sont sujets a des contraintes de positivité de leurs variables dynamiques. Ces
systemes positifs doivent avoir pour des conditions initiales non-négatives, des variables d’état
non-négatives. Ces systemes ont été étudiés par plusieurs auteurs dans [83], [62]. Comme dans
la réalité beaucoup d’exemples d’applications sont cités dans la littérature comme par exemple,
les systemes de diffusion, circuit RLC, aéronautique, le controle automatique et les systemes
d’énergie minimale etc... Quelques applications des systemes fractionnaires positifs ont été pro-
posées dans [83] ou un apercu de I'état de l'art sur la théorie des systeémes linéaires positifs
fractionnaires a été énoncé. Le probleme de la positivité des systemes linéaires fractionnaires
bidimensionnels a été envisagé par Kaczorek [83], et la notion de contraintes bidimensionnelles

positives en temps continu et discret a été introduite dans [65].

Pour ces raisons, nous allons présenter quelques notions et certains définitions pour étudier
la positivité du systeme dynamique linéaire fractionnaire continu traité dans ce chapitre suivie

par quelques résultats essentiels pour déterminer les conditions de la positivité de notre systeme.
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4. SOLUTION DU PROBLEME

Lemme 3.1. [22] A € R™" est une matrice de Metzler si et seulement si e € RT*", Vit > 0.

Définition 3.1. [82] Le systeme a temps continu est dit positif si et seulement si x(t) €
R, t > 0, pour toutes les conditions initiales x(0) = o € R et toutes les entrées u(t) € R,
t>0,y(t) € RL

Théoréme 14. [82] Le systéme a temps continu est dit positif si seulement si :

A€M, BeR>™ (3.30)

3.1 Résolution de la Premiere Forme du Modele de Fornasini-Marchesini
par I’Application de la Double Transformée de Laplace Confor-

mable

Counsidérons le modele continu de Fornasini-Marchesini fractionnaire a dérivées conformables

d’ordre (a , ) décrit par I’équation suivante

Tt1 t2 (tl, tg) Aoﬂf(tl, tg) -+ A1 (Zfl, t2> + AQTtQLU(tl, t2>

(3.31)
-+ Bu(tl, tQ),

ou x(ty,ty) € R™ est le vecteur d’état, u(ty,t2) € R™ est le controle du systéeme et A; € R™",

i=0,1,2, B € R"™™, les conditions initiales (0, t3) et z(t1,0) sont données.

Théoréme 15. [12] La solution de l’équation d’état en tenant compte des conditions

limites est donnée par

i 0 J
x(ty, ta) = ff ( ) <Fl> ¢i52(0,0) + i1, 1BJt1t2 Ulty,t2)

=0 7=0

J )
—,> (15 — Pi1,542] T (ty, 0) + %) (61 — bij-1A1]) I (0, 1)

(3.32)

+&

® |w“m

+

.

4 Solution du probleme

Dans cette partie, pour résoudre les systemes linéaires a temps continu fractionnaire a
dérivée conforme en trois dimensions (3D) de type Fornasini-Marchesini vu les propriétés

intéressantes qu’elle possede, nous présentons quelques définitions.
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Définition 4.1. Pour i,j,1 > 0 des nombres naturels, nous énoncons la triple intégrale frac-

tionnaire conformable de la fonction x(t1,tq,13) par,

ty—7¢ ¢ <t§—7‘éa

J £ l
. oo (55E) (557) (%57)
Jth’é’g;l’(tl,t%ti%) :/ / / Z"j‘l' l’(tl,tg,tg)datldﬁtgdvtg (333)
0 0 0 . U

Définition 4.2. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre o par rapport a la va-

riable t1 de la fonction x(t1,ts,t3) est définie par

t = 4o t3) — x(ty, tg, t
T a(ty, ta, ta) = lim TS Dt te) Z 2ty fay o) (3.34)

e1—0 51

Définition 4.3. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre  par rapport a la va-

riable ty de la fonction x(t1,ts,13) est définie par

tr, bo + ooty 7, ts) — (ty, by, ¢
T, x(t1, ta, t3) = lim 2(tyts + eaty 7, t3) — x(ty, ta, 1)

eo—0 82

(3.35)

Définition 4.4. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre 5 par rapport a la va-

riable t3 de la fonction x(t1,ts,13) est définie par

ty, to,t ty ) — a(ty, to, t
T x(t1,ts,t3) = lim w(ty, t, ts +esty ') — x(ty, b, ts)
ts ’ ’ Eg—)O 53

(3.36)

Définition 4.5. La dérivée conformable d’ordre (o, B,7) de la fonction x(t1,ts,13) est définie

par

(3.37)

_ 1— 1-
TS0 (ot t) = Tim lim i “U S0+ 2ol Pt +esty ) —a(ty, ta 1)
t,ta,ts VL ©20 13 £1—0 e9—0 £3—0 €1E2E3

5 Solvabilité du modele 3D fractionnaire de Fornasini-

Marchesini

Cette section comporte la solvabilité de systeme linéaire dynamique fractionnaire continu
par l'utilisation de la transformation de Laplace conforme en trois dimensions (3D).
Considérons le modele continu de Fornasini-Marchesini fractionnaire a dérivées conformables

d’ordre («, 3,7) décrit par ’équation suivante

ng’g’fmx(th tg, t3) :Aol'(tl, tQ, tg) -+ AlT?ll’(tl, tQ, tg) + AQTgZL’(tl, tg, t3)

(3.38)
+ AgT;ySJI(tl, to, tg) + BU(tl, to, tg),

ou z(ty,t2,t3) € R™ est le vecteur d’état, u(tq,ts,t3) € R™ est le controle du systéme et A; €
Rn*n,

37
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i = 0,1,2,3, B € R™" les conditions initiales z(0,ts,t3) et x(t1,0,t3) et x(t1,t2,0) sont

données.

Définition 5.1. La triple transformée conformable de Laplace g(ty,ts,t3) notée Ltl tots €S

définie par

tW

oo ptoo 400 3 i—sl—
'Ctl to, t3 tl, tg, tg / / / P k g(tl, tz, t3>dat1d6t2d7t3. (339)

qui peut étre simplifice comme suit,
By 400 p4oo  pH4oo e tg kﬂ 51 .
L0 g(ty, ta, ts) = / / / e Pa T B TN gty to, ta)t YTy 1) dtdtadts.  (3.40)

Remarque 5.1. La triple transformation conformable de Laplace existe si et seulement si

Re(p) > 0, Re(s) > 0, Re(k) > 0, avec la fonction g(tq,ts,t3) qui doit étre continue

Théoreme 16. La triple transformation conformable de Laplace de la fonction T]‘f‘l’ﬁgt?)x(tl, to, t3)

est donnée par

ng;@ Tz’i;tg (tbtz,tg)] = pskX(p, s, k) — psX(p,s,0) — pkX(p,0,k) + pX(p,0,0) (3.41)
—skX(0,s, k) +sX(0,s,0) + kX(0,0,k) — 2(0,0,0).

a\" /.B\N™ 7/ 4\ !
Lemme 5.1. La triple transformation conformable de Laplace de la fonction (%) (t—2> <t—3>

est
e\ (" 7! nlmll!
a,f, 1 2 3 _
Ltl tz’yts [(E) (E) (;)] _pn+1sm+1kl+1 (3'42)

Démonstration. Nous utilisons la définition de la transformée de Laplace conforme en se basant

sur [2]
o | [t n!
Ltl |:< Qa ) :| - pn+1 )
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a\ " m !
Laﬁ’Y t_l £ g =
t1,t2,t3 o ﬁ v o
+00 +o00 o0 a g T a\ " B\ ™ 7
/ / / s <t_1> b (t ) d*tyd’tod 't
0 0 0 « B v
+o0 +o0 +o0 o B £ to n t’B m t’Y
/ / / B s (_1) L2 ( ) YT it dtydt
ol g gl
¢ too f tﬁ " . too oy SEI\T
:/ e—P* (_1) tO‘ 1dt1/ e 562 2 tg 1dt2/ (& k” (_3) tg 1dti’)
0 (07 0 5 0 g

n!ml!l!
- prHlgmA1 I

[0

]

Théoréme 17. (Théoréme de convolution pour la triple transformation de Laplace confor-

mable)

Si F(p, s, k) = L3 Ly L] [f (i, ta, t3)] et H(p, s,k) = L& L) L7 [h(ty, Lo, t3)]
existent pour s >0 et p >0, k > 0, alors

’C’?l’ctﬁg’c;fé [f(tlat27t3) * h(tlatQat3>] = F<p’ S, k)H(p7 S, k)?

tel que f(t1,ta,t3) * h(t1,t2,t3) désigne la convolution des fonctions f(t,ts,t3) et
h(tla t27 t3)

Démonstration. Soit LtangLZS [f * h] (t1, t2, t3) la convolution des fonctions f(ty, ta, t3) et h(tq, t2, t3),

qui est alors définie comme sui,

LELE LY [f# B (ty, b, ts) = L8 L2 LT [f = B] ((ytg)%(%)%(atl)é)

+o0 +o0o +o0o
— / / / e—stl—ptz—ktg (f % h)

( ’}/tg)%(ﬁtg) 5 (atl) ) dtldtzdtg,

A A I |

h(( 6)7, (Bu)?, (a )é) dndydf ]dtldtzdtg,,

Q=

7 ((ts = 0)7, (Blt2 — ) (alts — )
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En faisant les changements de variables suivants ¢ = t3 — 0,2 = to — u, m = t; — 7, nous

obtenons le résultat suivant

+00 +00 400 +o00 o0 o0
_ / / / o s(mtn) —p(e-+) (g +6) { / / /

F (07, (82)%, (am)¥ ) h ((46)7, ()% (am)* ) dndpudt | dmd=dg

/+oo /+oo /+°° —sm—pz—ka ¢ ((oﬂn)i (B2)

= F(p,s, k)H(p,s, k).

|

, (v )%> dmdzdq

4\*—‘
E\»—t
Q=

(am) >dndgd0

En s’inspirant des résultats établis dans [2, 84] et [I00], le produit de convolution de f et h

est donnée par la formule

t1 to t3
fltntata)shttntaty = [ [0 77 (6= m - o = ) bl )i (303
0 0 0

Nous proposons également les résultats suivants :

St [Tt to,t)] = L2, (4T (01, o, 13)]
- Lflts DX (D, 2 t3) — X(0, 1y, 3)]
= L4, [pPX(p, s,t3) — X(0,s, k)]
= pX(p, s, k) — X(0,s,k)

(3.44)

L T@x(tl,tg,tg)] =L, [LiTix(tl,tz,tg)]
= L7, [sX (t1,5,t3) — X (t1,0,13)]
= L], [sX(t1,s,k) — X(t1,0, k)]
=sX(p,s, k) — X(p,0,k)

(3.45)
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Lo0 Tty torts)] = £82, [£1T0 2ty b, t5)]
= £70, [kX (t1, ta, k) — X (t1,1,0)]
= L2 [kX(t1,s,k) — X (t1,5,0)]
= kX (p, s, k) — X(p,s,0)

(3.46)

En appliquant la transformée de Laplace 3D a I’équation d’espace d’états (3.38)) et prenant en

compte les équations (2.1)), (4.23)), , (3.46)) on déduit I'expression suivante,
pSkX(pa S, k) - pSX(pa S, O) - pSX(pa 07 k) +pX(p7 07 O) - SkX(07 S, k) + SX(
kX(Ov 0, k) - IL'(O, 0, 0) = AOX(]?’ S, k) + BU<p7 S, k) + A4 [pX(p> S, k) - X(
+42 [sX(p, s, k) — X(p,0,k)] + A3 [k X (p, s, k) — X(p, s,

=
\-CD

=
_I_

X(pa 0, k) - L?thS [x(tl’ 0, t?’)]
X(0,8,k) = L3, [£(0, t2, t5)]

X(p,s,0) = L7, [x(t1,,0)]
Si on multiplie les deux membres de I’égalité (3.47) par p~'s~'k~! nous obtenous alors

X(p,s, k) = p sk A X (p,s, k) +p tsT kT BU(p, s, k)

p s R AL [pX (p, s, k) — X (0,5, k)]

p s kT Ay [s X (p, s, k) — X (p, 0, k)]

p s T Ag [RX (p, s, k) — X (p, 5,0)]

k' X (p,s,0) + k7' X(p,,0,k) —s 'k~ X (p,0,0)
ptX(0,,8k) —p tkT1X(0,5,0) +ptsTX(0,0, K)
p s 'k12(0,0,0)

+ o+ + o+ o+ 4

Par conséquent

[In —p s T Ay — s A — p T A, — p_ls_lAg] X(p, s, k)=
p sk 'BU(p,s, k) — p~tsT kT 2(0,0,0) 4+ [pt (I, — sk AL ] X(0, 8, k)
+ [kfl (In —p’ls’lAQ)] X(p,0,k) + [kfl (In —p’lsflAg)] X(p,s,0)

— 5 'k X (p,0,0) — p kTt X(0,5,0) — ptsTrX(0,0, k).

(3.48)
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Nous posons
G(p,s, k) = [In —p s T Ay — sk A — p A, — p_ls_lAg} (3.49)

L’inverse de la fonction G(p, s, k) est donnée par

+00 +00 400
“p, s, k) = ZZZ@J;}? s (3.50)
=0 j=0 =0
Il est bien connu que
De ([3.49)),(3.50)), il en découle,
+o0o0 +00 400
Z Z Z [Piji — Aodi-1,j-10-1 — A1@ij—11-1 — Asi1ji-1 — Asdi—1,j-1,]
=0 j=0 1=0 (3.52)
pisIE =1,

Par identification et en comparant les coefficients de la méme puissance de p , s et k, nous
obtenons

(

I, sii=0,j=0,1=0,

Aobiij—11-1 + Ai1dij—1-1

Gijt =
’ +Ashi 1 i1+ Aspiijoy sii+j+H1>0,4,5,l€ 2y,

(3.53)

0 sii <0et/ouj < 0et/oul <O.

\
pour plus de propriétés de G(p, s, k) et ¢;j;;, En se référant a [28] et [83]. Par utilisation des
équations (3.48)), (3.49)),(3.50)), nous aurons,

X(p,s, k) = G Yp,s,k)p sk 'BU(p,s, k) +G (p,s,k)pts 'k x(0,0,0)
+ G'(p, s, k) [pM (I, — sT'R T AY)] X(0, 5, k)
+ G (p,s, k) [k;_l(fn —p_ S 1A2)} X(p,0,k)
+ G (p,s, k) [k:_l(]n — 1A3)} X(p,s,0)
— G_l(p,s,k:)p_lk_lX(O,s,O) “p,s,k)s kT X (p,0,0)
— G p,s,k)pts1X(0,0,k)
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Avant d’appliquer (Lto‘l’gjm) , nous développons,

G (p, s, k) [p_l(_fn — s_lk_lAl)} X(0,s,k)

400 +o00 +0o
= ¢i, : p*iS*]’k*l pfl([n o 871]{]7114 ) X(()?S,]i')
;;o; " | V) (3.54)
oo 400 400 +00 +00 +00
ZZZ¢ZJZP sk lXOSk ZZZ¢1JZP I 1AX(OSk)
0 j=0 =0 i=0 j=0 1=0

-1
Si nous appliquons (Lf‘l’ﬁgtg) au premier terme de 1’équation (|3.54]), on obtient ce pendant,

_q [0 + 400 ‘ ‘
(Ltal[z;ts) (Z Z Z Gip s TRTIX(0, s, k:))

i=0 j=0 [=0 (3 55)

+o00 400 400

. -1 .

=0 j=0 [=0

.

tenant compte du fait que dans [3] nous avons,

)

1!

?

a\—1 —i-1
(£8) () =
-1 )
Avant de calculer (ijts) s7k='X(0, s, k), on propose le lemme suivant.
Lemme 5.2. La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire J{ffg$(0,t2,t3) est de la
forme suivante,

X(0,s,k)

B Bl _
Lt;i/fg [Jigt; (07t27t3):| - Sj+1kl+1

Démonstration. Sion utilise la définition de la transformée de Laplace pour la fonction J if ;f; x(0,t9,t3),
le théoreme de convolution (17| et 1’équation (3.43]), on obtient

N
T3>
Ltﬁ;jtg <Jigﬁtl3’,y (0 t?atS Lti’?f?) / / ‘l' ’ l‘(o,tQ,tg)dﬁdthtg
J I
1 8 t
-t () (8) | et o s 550
1 Jill
WWXWNS)
X(O,t2,t3)

s+ (1+1)
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Ceci implique que,
-1 )
(£00) [0 kDX, 10, 15)] = T (0, 13, 15)

En utilisant le lemme précédent on trouve,

+00 400 400
(L?llfz’yt?)) <ZZZ¢’L]Ip Sjle(0757k)>

1=0 j=0 [=0

+00 400 400 (ﬁ)l
o !
= i [Jifg (O,tz,tg)]
i=0 j=0 1=0
Par suite, nous avons
400 400 +0o0o
L?l/i;t% (ZZZ@”})_’{J et A X (0, s k))
i=0 j=0 1=0
400 400 +o0o
L?l/i;t% ( Z Z Gij10-1p s kT ALX(0, s, k))
i=0 j=0 (=0

nous déduisons de notre analyse que,

(ﬂi‘ﬁ;g)_l (G (p,s, k) [p' (L — 57K AY)] X(0, 5, %))

+00 +00 +

8
8
8

(%)
f (@i g1 — Pij—1,— 1A1]Jt2t3 x(0, 2, 13)

s
Il
o
.
Il
=)
—
I
S

De la méme maniere, on en déduit que,

1.
—1
(inztg,) 1( S k) [k_l(]n - p_ls_lAQH X(p7 07 k)
+o0o +00 400 g) '
= S [biga — Gi1 i1 Ao Tz (1,0, )
i=0 j=0 =0
2.

-1
<L?15tzt3) Gil(pa S, k) [kil(ln - pilsilAg)] X(p, S, O)
+

G140 — Gim1,j-1,A3] TP w(t1, £, 0)
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3.
—1
(L?fzz%) G_1<p787k) [p_lS_lk_ll’(O,O, 0>j|
+o0 +0o0 +oo ﬁ)l <§>ﬂ <§>l
o B Y
= - - qﬁijll’(o,o,(])
! | ] Ve
=0 j=0 1=0 " J: !
4.
(L?‘ﬁ;g) (G (p, s, k)p~ sk~ BU(p, s,k)]
+o0o 400 400 o
= Z Z ¢i-1,j_1,z_1BJ§?§2€?U(t1, to, t3)
i=0 j=0 1=0
5.
-1
(£2) " (6 sy K X(0,5,0
+oo 400 400 (i)z <§>l
- il ! ¢i7jyl']g2/8x(07 lo, O)
i=0 j=0 (=0 :
6.
-1
(e2i,) (67 s B)s™ kX (p,0,0)]
+o00 +00 +00 (ﬁ)] (g)l
B v 1
= I Gijadix(t1,0,0)
i=0 j=0 (=0 7’ :
7.

oo +0o +oo <ﬁ>l (ﬁ)]
a B

!
i=0 j=0 (=0 ’ J:

S i 30 2(0,0, t3)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

En se basant sur les recherches de [12] ainsi que sur les équations (3.60)), (3.61]), (3.62)), (3.63)),

(3.64)), (3.65)), (3.66)), (3.67)), le résultat suivant est déduit,

Théoréme 18. La solution de I’équation d’état (3.38)) avec les conditions aux limites est donnée

par

45



6. ANALYSE DE LA POSITIVITE DU MODELE 3D FRACTIONNAIRE DE
FORNASINI-MARCHESINI

+
8
J’_
8
+
8

(5 (5) ()

$(t1,t2,t3) = - . j' Z' ¢’L]lx<0?070>

s
Il
<)
.
Il
=)
o~
Il
)

g)’
i v i
+ ¢i—1,j—1,l—1BJt1tth?U(tla to, t3) + T (i1 — Piz1,j-1143] Jtltjfl"(tl, t2,0)

B\ J
(%) » (369
o i~ G Al Tt (t, 0, t3)

(bi’j’l.]{fl‘(o, tQ, 0)

i o\ /ol
Ol (£) ()
+ = [biga = G Al I (0, ta, ts) — il 7

tots l'
J a l
A/ v

7! [!

1o’ a F
(bi,j,l']tl x<t17 0, 0) T QZ%JJJQSC(O, 0, t3>i|

T

6 Analyse de la positivité du modele 3D fractionnaire

de Fornasini-Marchesini

Dans cette partie, nous étudions les principaux résultats obtenus concernant la positivité

de notre systeme, pour cela nous nous sommes basés sur [82],[83].

Définition 6.1. Le systeme fractionnaire 3D est dit internement positif si et seulement si
x(ty,ta,t3) € R, (t1, ta, t3 > 0) pour toutes les conditions aux limites non négatives x(ty,0,0) €

R et (0,12,0) € R et x(0,0,t3) € R} et toutes les entrées non négatives u(ty,ts,t3) € R}

Théoreme 19. Le systéme est internement positif avec 0 < a <1,0< [ <1,0<y <1

st et seulement si

Ag € R Ay, Ay, A3 €M, B € RT™ (3.69)
Démonstration. Considérons le systeme 3D d’ordre fractionnaire (3.38)) avec un vecteur d’entrée
nul, u(ty,ts,t3) = 0 pour ty,ta,t3 > 0, avec les conditions x(0,ts,t3) = 0 et x(t1,0,t3) = 0
pour ty,ts,t3 > 0. En supposant que x(t1,t2,0) est non négatif et non nul pour ¢;,ts > 0.
D’apres la solution de systeme nous obtenons

(£)

il

+
.f(tl, t27 t3) —

i

+oo +

3
3
3

{(éijl — (bi—l,j—l,lAZ&] Ji?tjfx(tl; tg, 0) (370)

I
)
T
=)
-

Il
<)
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De ([3.53)) et pour une petite valeur de t1,%s > 0, nous obtenons

x(tl,tz,tg):; S (A) w(t, 1, 0) (3.71)

Y

= €A37333(t1, tQ, O)

+

A.53 . . . .
¥ est positive si et seulement si la matrice Az est

D’apres [82] et [83], la fonction exponentielle e
la matrice de Metzler, c’est-a-dire A3 € M,,. De la méme maniére, en supposant z(¢y,0,t3) # 0
pour t1,t3 > 0, et on prouve que la matrice Ay € M,,. Pour les mémes raisons, (0, ta,t3) # 0
pour to,t3 > 0, on peut montrer que A; doit étre la matrice de Metzler.

Considérons maintenant la solution du systeme 3D d’ordre fractionnaire avec les condi-
tions aux limites égale zéro x(0,tq,t3) = 0, pour ta,t3 > 0, x(t1,0,t3) = 0, t1,t3 > 0
2ty t9,0) = 0, t1,ts > 0, 2(t,,0,0) = 0, t, > 0, 2(0,5,0), t5 > 0, 2(0,0,t3) , t3 > 0 et

entrées non nulles U (t1,to,t3) > 0, t1,t,t3 > 0. Alors nous avons,

400 +o0 +o0
z(t1, ta, t3) = Z Z Z Gi1j10 1 BISIE U (t, o, ) (3.72)
i=0 j=0 1=0

Pour une tres petite valeur des variables t;, t5 et t3 on obtient,
.T(tl,tg,tg) = BJ;?gfti’yU(tl,tQ,tg) (373)

Du fait que l'intégrale d’ordre fractionnaire des entrées non négatives U (ty, to, t3) est toujours
non négatif pour ¢;,fy, %3 > 0 suit la nécessité de non négativité de la matrice B, i.e. B € R}T™.
Maintenant, nous considérerons la solution du systeme 3D d’ordre fractionnaire (3.38)) avec des

conditions aux limites non nulles pour ¢;,ts,t3 > 0 et des entrées nulles U (¢, t,t3) = 0, pour
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t1,19,t3 > 0. Nous obtenons

o i e J +Y l
sayaes [_6) () ()
J?(tl,tz,tg) = ZZ — j l‘ gbijlx(O, 0,0)

T
i=0 j=0 1=0
(5)
v
+ Il [Giji — Dic1j-1443] T} t1t2 x(ty,t2,0)
(4)
B
+ ! [Pi 1 — ¢z‘—1,j,l—1A2] t1t2 x(t1,0,13)
()
+ j [¢i,j,l_¢i,j—1,l—1A1]Jt£g (0,2, t3)

¢z,j,ngf$(07 t2,0)

() ()
[

(3) (5 (%) <§>
— A G a(0,0,0) — A5

J! il Gijidn (Ovouti’))] (3.74)

En remplacant (3.53|) dans la relation (3.74]) nous aurons

x(ty, ta, t3) = x(t1,t2,0) + x(t1,0,t3) + (0, ta, t3)

N
+0o0 +0o0 +00 (%)
T Z Z Z T [Aopi1 101+ Ardij11-1+ Asdi1 1] Jt1t2 x(tq,t2,0)

=0 j=0 1=0,, ;1720

tﬂ J
+oo 400 +oo (_2

+ Z Z Z = [Ao@i-1j-10-1 + A1¢ij-10-1 + Azdi-1,j-1.] Jt1t2 (11,0, 13)

—— [AoPi—1,j-11-1 + Aspi1ji—1 + Aspi1 1] J{fQ:c(O, to,t3)

o\ ¢ j l a\ & l
+oo0 400 +oo t_l ‘ é ! ﬁ +oo 400 400 t_l ’ ﬁ
o B v - v
Al

— . . I $ij12(0,0,0)

Q

Cbi,j,ngfx(O; t2,0)

- | qb’bletlx tlao 0 Z sz?J?lJt:ix(O O tg)

i=0 j=0 1=0 J: i=0 j=0 1=0
(3.75)
D’apres (3.71]), et pour Ay, Ay, A3 € M,,, on obtient alors A, € R}*™. H
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7 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons quelques simulations numériques qui illustrent les résultats

théoriques dérivés de la section précédente.

Exemple 7.1. Considérons le systéeme linéaire 3D fractionnaire (3.38) avec « = 0.7, = 0.7
et vy=1,

0.1 0 —0.01 0. —0.05 0
Ay = . A= . Ay = (3.76)
0.1 0.05 0.1 —0.05 0.1 —0.01
—0.01 0 0.1
Ay = B = . (3.77)
0.1 —0.01 0.1

Notez que dans cet exemple nous fizons t3 = 1.

En appliquant le théoreme nous concluons que le systéme 3D considéré est positif. Les

variables d’état sont représentées par les graphiques suivants.

XXX
a2t ele s eSe i eteneient
OSSR RSE XS XK

SSIISIIKIBKEXEN

S RSK IS IS

SISO,
SIS

SIS XIS

SISO
SOSSSISIN
ST,
SR

SIS

XN S

OSSOSO TSSO,
SRS
ESEESEBIIIIIS

FIGURE 3.1 — La variable d’état x(¢1,t2,1)
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oS
S SSRIISEISEKEIN
S S
OSSO SSSISITENIR

SIS

S
o6

FIGURE 3.2 — La variable d’état xo(t1,%2,1)

Exemple 7.2. Considérons le systeme linéaire 3D fractionnaire (3.38)) avec o = 0.7, 5 = 0.7

ety=1,
0.01 0.08 —0.01 -0.19 —0.05 0
Ay = ., A= ., Ay = (3.78)
0.05 0.03 —0.18 —-0.05 —0.11 -0.01
—0.01 -0.12 0.1
Az = , B = (3.79)
—0.02 —-0.03 0.1

Dans ce cas les matrices Ay, As et Az ne sont pas positives. Notez que dans cet ezemple, nous

fixons t3 = 1.

En appliquant le théoreme on trouve que le systéme 3D considéré n’est pas positif et le

tracé des variables d’état est comme suit,
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Xyt 1,,1)

N
A
SN
NN

t1 0 t2

FIGURE 3.3 — La variable d’état x(t1, %2, 1)

Remarque 7.1. Dans cette section, nous avons erxaminé la positivité d’un systeme linéaire
en temps continu tridimensionnel fractionnaire conformable. Nous présentons des conditions
nécessaires et suffisantes illustrés par deux exemples numériques, démontrant ainsi l’applicabi-

lité des résultats obtenus.

8 Conclusion

Ce chapitre a été dédié a I'étude de la solvabilité de systemes dynamiques linéaires frac-
tionnaires conformables uni et tridimensionnels a temps continu par la transformée de Laplace
conforme.

Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques définitions et théoremes fondamentaux
sur la dérivée fractionnaire conformable. Ensuite nous avons présenté une étude détaillée sur
les différents types de systemes fractionnaires a deux dimensions, suivi par la présentation des
principaux notions et résultats sur la positivité de notre systeme. En dernier, quelques exemples

numeériques sont fournis pour montrer 'applicabilité et la précision de la méthode proposée
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Chapitre

Conditions de Stabilisation des Modeles d’état

Multidimensionnels par La Matrice de Gain

Dans cette partie du chapitre nous présenterons un sujet qui a connu un grand développement
lequel est la solvabilité d'un systeme dynamique fractionnaire multidimensionnel a temps discret
de type Roesser. Pour commencer nous citons des définitions de base qui concerne la différence
fractionnaire d’une fonction uni et multidimensionnelle. Par la suite nous nous basons sur la
résolution de ce type de probleme par 'utilisation de la transformée de Z en multidimensionnel
afin de passer a établir les conditions nécessaires et suffisantes de la positivité, puis il est a
noter que la stabilisation est traité via une matrice de gain. Elle sera donc développée dans la
section suivante. Enfin, tous les résultats obtenus seront simulés et illustrés numériquement a

I’aide d’exemples académiques.

1 Quelques types de dérivées fractionnaires pour des

fonctions discretes

Cette section est dédiée a quelques définitions sur les dérivées fractionnaires pour des fonc-

tions discretes uni et bidimensionnels.

1.1 Différence fractionnaire d’une fonction d’une seule variable

Définition 1.1. [76] La fonction discréte unidimensionnelle est définie par

i+1
(6%
Az =) (~1)* (k ) Tit1—k, (4.1)

k=0
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est appelée la différence fractionnaire discréte d’ordre 0 < o < 1, de la fonction unidimension-

nelle x; pour i € N telle que

Q )1 pour k =0, (4.2)
Lk oz(oc—l)--];ga—k—i—l) pour I — 1’ 2’ . . .

1.2 Différence fractionnaire d’ordre a d’une fonction bidimension-
nelle

Définition 1.2. [73] La fonction discréte bidimensionnelle horizontal ZEZ d’ordre a, est définie

par

%

AZ%‘;‘ = Z Ca(k?)%‘—k,ja (4.3)

k=0

telle que i,j € Z,, a e RneN" n—1<a<net

1 pour k =0,
co(k) = . 4.4
(k) { (—1)’“—‘1(0‘_1);?&_’““) pour k > 0, (4.4)

Définition 1.3. [7]|] La fonction discréete bidimensionnelle vertical x; d’ordre 8, définie par

J
Ay =3 s (4.5)
=0

telle quei,jeZ,, PERNMEN  n—-1< < n et

1 pour [ = 0,
cs(l) = { (_1>15(671)..l-!(671+1) pour [ >0, (4.6)

Les définitions [I.2] et [I.3] sont des généralisations pour les fonctions de différences partielles

fractionnaires discretes 2D présentées dans [101] et [74].

Lemme 1.1. [7]] Sin—1<a<n,n—1<p<n,néeN* alors

D calk)=0 et > cal) =0. (4.7)

Définition 1.4. [68] La fonction discréte bidimensionnelle définie par

i J—ki1

Aa$ij = Z Z Ca(kl, kQ)xi—kl,j—kgv O<ax<l (48)
k1=0 k2=0

est appelée la différence fractionnaire discrete d’ordre o de la fonction bidimensionnelle x; ;
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pour t,7 € N telle que Vky, ks € N

1 ki =0,ky=0
Ca<k17k2> = { POt ’ . (4-9)

(—1)fkeeletisehihot) - pour fy +ky > 0,

2  Analyse des systemes fractionnaires multidimension-

nels a temps discret de type de Roesser

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et théoremes de base nécessaires
a la formulation de systemes multidimensionnels fractionnaires a temps discret.
Nous proposons dans ce qui suit une nouvelle définition de la différence d’ordre fractionnaire
d’une fonction discrete multidimensionnel. Nous appuyons ici sur les idées de base car elles

seront utiles par la suite.

Définition 2.1. La différence fractionnaire d’ordre o; de la fonction multidimensionnel discrete

Liy g igs 11,02, 7+ g € Z4, est définie par

Ah le Ji2,- - Z CaJ le i2,- ,k],,--- id j = m (410)

oﬂajER,nEN*,n—1<ozj§n,j:m et

1 pour k; = 0,
Co,(k;) = PN . 111
ot
oy () = (=) 7 (1.12)
kj

Q; 1 pour k; =0,
k;] T ) eslagD)(ay—kit) . (4.13)

J k! pour ]{]] > 07

En s’inspirant des résultats établis dans [96, 98] 095 [112], nous pouvons généraliser les

différences fractionnaires en utilisant une sommation jusqu’a oo.

Définition 2.2. La différence fractionnaire d’ordre o; de la fonction multidimensionnel discréte

Tiy g igs 11,02, ,1q € Zy, est définie par
Ahi I Ty i, i = g Cay (Kj)Tiy i, dgonyeiiny J = LM (4.14)
ki;=0
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Le lemme suivant est proposé pour démontrer la positivité du systeme fractionnaire .
Lemme 2.1. Si0 < a; <1, j =1,d alors

Ca;(k;) <0 pour k;j=1,2,--- (4.15)

Qui est équivalente a,

(—1)kitt (Z] ) >0 pour kj=1,2--- (4.16)

J

Démonstration. Pour vérifier I'égalité (4.15)), nous utiliserons une démonstration par récurrence.

En effet, la relation (4.15)) satisfaite pour k; = 1, car, de (4.13)) et de (4.16]), nous obtenons

(—1)? (O” > —a >0 (4.17)

Supposons que I'hypothese (4.15]) est vraie jusqu’a l'ordre k; > 1, et démontrons qu’elle reste
vraie pour 'ordre k; + 1. De (4.13)) et (4.16]), il découle,

(—1)kt? ( & ) aj(a; —1)---(a; = kj + 1)(a; — kj)
k)j +1 kj(]{ij =+ 1)
(4.18)

donc

(—1)kitL (aj ) >0 (4.19)

et

a;j — ki ki —aq
(-1)-2—2L=-"2"—"2>0 pourk; > a; (4.20)
ki+1 ki+1 T

Remarque 2.1. De meéme, on peut montrer pour 1 < a; < 2

(—1)kitL (Z” ) >0 (4.21)

J

Dans ce qui suit, nous introduisons une formulation générale de systéme multidimensionnel

a temps discret fractionnaire décrit, par le modele de Roesser.
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TEMPS DISCRET DE TYPE DE ROESSER

ARt ,..1 _
Acn xi1+1,i2r" Jid A A A
Ahe 2 11 Az 1d
as iy iz, i A A A
. 21 22 2d
Adl Ad? Add
Ahdgjd . . -
L™ Qg™ 11,22, 50q 41
- -
11,82, ,id
2
11,82, ,id
Yix io,ig, iq — C; Oy Cd]
d
L4182, g
tel que
A Ar Ag
A21 A22 A2d
Ay =
Agp Ap Aga

11,82, 50

m
Wiy g ig,ig € R

L. . P
Yiusinyiz,-ia € R

1

11,82,

2

11,02,

i17i27...

Jid

+ Dy iy ig, iy

By
By

+ | Wiy yig ig, g
[ Ba

inis- - ia €2,

€ R™" est la matrice dynamique,

., € R™ 7 =1,d sont les vecteurs d’états,

sont les vecteurs d’entrées ,

sont les vecteurs de sorties,

B; € R (C; € R j=1,det D € RP™

selon la définition , le systéme (4.22)) peut étre rééerit comme suit,

1

1141522, 52d
2 .
21,2241, 52d

d
L1522, ,2d+1

1
21,22,
2 .
21,22,
ZEd ;
L7 21,22, 2%

26

B,
By

B,

Uiy iaiz, g

(4.22)
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-i1+1
§ 1
Cal (kl)xi17k1+17127... k¥
k1=2
io+1
E 2
Ca2 (kz)mil,i27k2+l,--- k¥
ig+1
Car,(Ka)2?
ag\vd 01,02, ig—kqg+1
tel que
All A12 Ald
- A21 A22 AQd
Ay = '
An A Ada

ol Ajj = Ajj + ajlnj j = m

Démonstration. Nous commencons notre preuve en présentant la premiere équation du systeme

(.22) qui est

h1,.1 _ 1 2 d
Aa1xi1+17i27“‘7id - Allxil,iz“wid + Alzxihiz“wid +o Tt Aldmihiz'“,id + Bluil»i%i&”'id (4'24)
D’apres la définition [2.1], on obtient 1’équation suivante
i1+1
hi 1 _ Z 1
Aal‘ri1+1,i2,--- 2d Cal (k1>xi17k1+1,i2,--- g
k1=0
i1+1
_ 1 1 1
= Co (O>xi1+1,i2;'wid + Cal(l)xil,i%"wid + z : Cay (kl)xil_kl‘f'lai%”':id
k1=2
d’autre part
i1+1
hi 1 1 1 1
A i1 i = Tin i g — %0y iy T E : Can (K1) T4, _py 41,00 g (4.25)
k=2
Une substitution de (4.25)) en (4.24) donne
i1+1
1 1 1 o 1 2
T4 1ig, sig — Q1o ig T Z Can (K1) T3,y 1 iy = ANTG gy ATy,
k=2 (4.26)
d
+ o Avay g, Bitti i
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ol
T = (An +agly,); + Appz? e Aggrd + Bu;,
i1+, ig 11 1in1 )iy 0o ig 12441 i g 1dYiy yig--- ig 11,2,
i1+1
1

- E COé1(kl)xil—kl—f—l,ig;--,id
k1=2

_ 1 1 2 d

- Allwil,i?.. Jid + A12$i17i2m g + -+ Aldmihiz--- g + Bluil,i%...id
i1+1
§ 1

- Cal (k1>$i1—k:1+l,i2,m,’id
k1=2

pour la derniere équation du systeme (4.22)), nous présentons la preuve comme suit

hy - d _ 1 2 d
Aadxil,i2,~“7id+1 = Adlxil,izm,id + Ad2xi17i2...7id +---+ Addxil,igm,id + Bduihiw&...id
et en utilisant la définition [2.1, on obtient alors
ig+1
hg ,.d _ d
Aadxihizr",idﬂ - 2 : cad(kd)xihim",id7k1+1’
kg=0
ig+1

- Cad (O)I’Lc'll,iz,--- ,iq+1 + Cad (l)x;il,iz,--- d + Z Cad(kd)xgl,’ig,--- Jda—k1+1

kg=2
sachant que
ig+1
hg .d __d d d
AGETE iy g1l = Ty g gl — QdTg iy oy T E : Cag(Ka)T5, g, =t 1
kg=2

Une substitution de (4.28]) en (4.27)), nous obtenons

tg+1
d d d o 1 2
T gy ig bl — QdTqy gy gy T E : Cag(Kd) TS, iy iyt i1 = AdTi gy iy T Ad2T5 e
kg=2
d
+ o Ada®f e iyt Bittiyig i

28

g

(4.27)

(4.28)
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En dernier, on en déduit

d

1
Liyjig,ee ig+1 i

= Adlx
ig+1

11,827 ,id

+ Ad2x2

11,82 iq

d
Z1712.“ K

+---+ (Add + Oédlnd).T iq + Bduihi%...id

- Z Cad (kd)xldl,’ig,~~~,id—k1+1

kg=2

11,82 i

ig+1

+ Adgl‘z

11,82 i

++Addzd

1,82,

iq + Bduilai%“'id

d
- ZCad(kd)xil,ig,m,id—kl-l—l

kg=2

Les mémes résultats sont trouver pour toutj tel que j = 1, d.
De |D il s’ensuit que les coefficients c,,(k;), j = 1,d dans la définition diminuent

fortement avec I’augmentation de k;, j = 1,d. En pratique, on suppose généralement que

1,19, ig sont délimités par des nombres naturels Li, Lo, -+ ,Ly. Dans ce cas le systeme

(4.23) prend la forme

1 . .
1141522, 52d
2

21,2241, ,%d

d

L™721,22, 0 ,0d+1

Il
2

_Ll—‘rl

k1=2
Lo+1

ko=2

Ld+1

| ka=2

Z Cay (kl)xill—kl-&-l,iz,"' Jid

D car(ka)f iy iy

Z Cad (kd)xi ,i2,--- ,id*kd‘Fl

1
Liy izyree sia By
2
Liy igyeee sia By
+ : Wiy ig iz, +iq
d
LY 01,02, ig -Bd .

(4.29)

3 Solvabilité d’un systéeme fractionnaire multidimension-

nel a temps discret

La résolution d’un systeme fractionnaire multidimensionnel discret par la transformation en

7 est traitée dans cette section.

29



3. SOLVABILITE D’UN SYSTEME FRACTIONNAIRE MULTIDIMENSIONNEL A
TEMPS DISCRET

Définition 3.1. La transformée en Z d’une séquence dD x(iy,ia, - - i,) pour tout iy, ig, - i, ¢

Z" est donnée par

X (21,22, Z Z iy, da, - in)zy Fag Pz, (4.30)

i1=—00 in=—00

ou X (.) représente la représentation dans le domaine de z du signal x(.).

3.1 Extension du théoreme de Cayley-Hamilton pour les systemes
dD

Le théoreme de Cayley-Hamilton est un résultat fondamental de I’algebre linéaire qui stipule
que chaque matrice carrée satisfait sa propre équation caractéristique.
Dans cette partie, nous visons a présenter une extension du théoreme de Cayley-Hamilton dans
le cas d'un systeme multidimensionnel. En utilisant la définition [3.1] nous obtenons les résultats

suivants.

Selon de la définition de transformée en Z , pour le systéme nD (4.29) nous avons

Hi —ZflAm e —ZflAld
-1 u -1
_ —29 Ao Hao 2 Agq
H(Zl7227”' 7Zd> -
i _Zd_lAdl : : Hyg |
L1
Hip = lg — ZflAn + Z Cal(/ﬁ)sz|d1,
k=2 (4.31)
Lo
Hoo = lg, — 25 ' Aoy + Z Cay (K2)23 ' ay.
ko=2
Lg
Hoo = Idd — Z;lAdd + Z Cad(kd)zqud.
ky=2

Le polynome caractéristique du systeme multidimensionnel de Roesser est défini par ’équation

i=d N;

det H (21, 29, , 2 HZ@NI e NypaZi (4.32)

=1 p;=
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CHAPITRE 4. CONDITIONS DE STABILISATION DES MODELES D’ETAT
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ott N; € Z, sont déterminés par les nombres L; dans ([#.29) Vi = 1,d .

Selon le théoreme de Cayley-Hamilton, chaque matrice carrée possede sa propre équation
caractéristique. Ainsi, dans notre modele multidimensionnel fractionnaire nous avons obtenu

un résultat significatif

i=d N;

H Z Ay g2 =0 (4.33)

i=1 p;=0

En s’inspirant des résultats établi dans [83] [74], le résultat suivant est déduit.

Théoreme 20. La solution de systéeme multidimensionnel fractionnaire est donnée par
la formule suivante

Tiyjin, - ia 0
Liy yig, ig i ij iq 0
— . .. - . o J
— E E E Tis—pvijvia—pa | oy 05, pa (4.34)
p1=0 p;=0 pa=0 :
| Liyig, e ig L 0 J

i1 L id

Y S S Tttt B O un, )

p1=0 p;=0 pa=0

o

0

Les matrices de transition T, p, po ... p, € R™™ sont déterminées par

In Siplzoa"'apd:o7
Tphpz,ps,“wpd = Tpl,pz,ps,"wpd s1 P1+p2+p3+ -+ pa> 0 s P1,P2,P3; "+ ,Pd € Z+7 :
0 sipy <Oet/ou------ et/oupg < 0.

(4.35)
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4. POSITIVITE D’UN SYSTEME MULTIDIMENSIONNEL FRACTIONNAIRE DISCRET

avec
Cal(kd)lnl
P 0 0O --- 0
Tormes s = 11,0004 Tp1~1.p2 pa — Z : - : T —k1,pay pa
k1:2 . . . .
0 0 - 0
0 0 0
2 10 cap(ko)lyy, -+ 0
+ TO,L---,OdTpl,pzfl---,pd - Z . . . Tpl,prkz,---,pd (4'36)
ko=2
0 0 0
Pd o0 --- 0
""""" TO,O,W,1dTp1,p2~~~,pd—1 - Z S . Tp1,pz,~~~,pd—kd
ko2 |10 :
0 0 Cay(ka)ln,
ot
A Ap Ag 0 0 0
0 o --- 0 Ay Ay oo Ay
Toeoa=1| . . . o Toreea = . . (4.37)
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0O --- 0
TO,O,"',].d — . . i 3 (4-38)
Aa Aa - Add_

4 Positivité d’un systeme multidimensionnel fraction-

naire discret

Dans cette section, les conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité du systeme

linéaire fractionnaire a temps discret seront établies.

Définition 4.1. Le systeme multidimensionnel fractionnaire décrit par la formule est

L. ., . -1 ni 2 ng d ng
dit internement positif si et seulement si T ., € R, Ti ., € RY?,. .- T, € Ri%et
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Yirsiniis, iy € RY 01,09, -+ - 1g € Z4 pour toutes les conditions auz limites

1 ni;
$i1,07"' 707 E R+ Zl 6 Z+
2 no .
.1'07,L'2707... 70 E R+ 22 E Z+

(4.39)

d ng -
0, 04, € R 10 € 2y

et toutes les séquences d’entrées u;, i, is,..i, € R 11,12, iqg € Z4

Théoreme 21. Le systeme multidimensionnel fractionnaire pour a; € R,0 < a5 <

letj=1,d est positive si et seulement si

A A o A By
A'21 A‘22 to A'zd c R?rxn’ ?2 c Rixm)
(A Awz -+ /Idd_ | Ba |
(€0 ¢y - G| eRM DR (4.40)
Démonstration. — Condition nécessaire : Supposons que le systeme (|4.23)) soit positif et

Wiy ig iz, iq = 0, for iy, 49,43, -iq € Z4,

1

. d k \ k
ho-0=0,01€Zyet xg, .. = el ot e

T ni? ni

est la k-ieme colonne de I,,,.

nous obtenons

d _ A .d _ a(k) n1
Li1,..1 = Allxo,l,---,l = Ay €RY,

ou flﬁ) désigne la k-eme colonne de la matrice flﬁ). Pour k£ =1,2 ... n4cela signifie flﬁ) €
R}

Pour la méme raison, en supposant

1 . L. . d k
33072'2707...70 = 07 1 € Z+et Uiy in iz, -ig — 07 pour 21, 122,13, "4 € Z+7x1,07...71 - 7(12)

ou 67(12)( est la k-ieme colonne de I,,,). Nous obtenons z¢, .. ; = Ajp2d, | = A§2) e R ™2,
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4. POSITIVITE D’UN SYSTEME MULTIDIMENSIONNEL FRACTIONNAIRE DISCRET

Supposons maintenant que les conditions aux limites soient nulles
1 . 2 . d .
.’17“707,,.707 6 Rilzl 6 Z+7$07i2’.“707 6 R:L}ZQ 6 Z+7 A 1'0707“.7” E Rilzd 6 Z+
et
up 11,1 =™ (™ is the k-th column of € 1,,,).

donc, nous avons

k
I%,l,-u,l = Blu(),l,l,,..l = B§ ) & Ril,tel que

(B%k)est la k-éme colonne de la matrice By).

cela indique que B; € R*™.

Par conséquent, on peut montrer que By € R}?*™, ... By € R}*™,
Cy e RE™ ... Cy € RE™ and D € REX™.

— Conditions suffisantes : du lemme [2.1], on obtient
Ca;(kj) <0 if 0 < a; < 1pour j =1,d andk; = 1,2, ,d. (4.41)

o . 7 s\, : : nxn
lorsque les conditions du théoreme 21| sont satisfaites, alors T, py s py, € R pour

P1,DP2,P3," " ,Pd € Z+.
En tenant compte de

1 ny 2 ng - d ng
Ty o0, ERY €2y 20,0, €ERPVip €20 -y L, € R g€ 2y
et

Wiy igsis,ig € R, POUT 11, 12,13, *iq € Zy,

De (4.34) nous avons

1 ni 2 ng d ng . . .
Ty iy E R TG 4y, EREE ey € RYY pour iy, dg, e ig € 2y
D’apres (4.22)) nous avons
p . . .
Yiysio iy € RL,pOUT 1,19, ,iqg € Z4,
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vu que
1 ni 2 no d ng . . .
xi17i27-~~77;d € R+ 7x1;17i27...7id € R+ st 7(137;177;27‘..7” S R+ pour 21,2, - ,1q € Z+,
m . . . pXT’Lj . P a—— pXm
Uiy in,ig,mig € RO, POUT 41,109, ,ig € Ziet C5 € Ry, j=1,det D € R,

5 Tests de stabilisation

La stabilité et la stabilisation sont des aspects essentiels des systemes dynamiques. La ques-
tion de la stabilité des systemes fractionnaires a été beaucoup étudiée dans différents travaux
[73], [74]. En ingénierie et en contrdle, comprendre comment stabiliser ces systémes est crucial
pour concevoir des régulateurs et garantir de bonnes performances.

Dans cette étude, notre contribution principale consiste a définir les conditions nécessaires
pour assurer la stabilité des systemes fractionnaires multidimensionnels, en particulier ceux
décrits par le modele de Roesser en temps discret. De plus, nous proposons une nouvelle méthode
pour calculer la matrice de gain nécessaire pour stabiliser efficacement ces modeles. Cette
approche offre une solution plus robuste et mieux adaptée a la stabilisation de ces types de

systemes.

Nous avons axé notre étude sur la stabilité et la stabilisation des systemes fractionnaires

multidimensionnels de type Roesser en temps discret, en raison de leur importance.

Définition 5.1. [/1] Le modéle dD discret fractionnaire est asymptotiquement stable si

la réponse d’entrée initiale est nulle (i.e.)
u(il’i27...’id):0 pour ZlZdGZ+

avec toutes les conditions aux limites satisfaisant

sup H x(iluoa' o 70) ”< o0
11€Z4
sup H $(Oai27' o 70) H< o0
i€l
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5. TESTS DE STABILISATION

sup H $(0707 to 77;d) H< o0
g€l
converge vers zéro,i.e.
lim | (i, i sig) =0 (4.42)

11,82, ,ig—>00
Dans cette section, la stabilisation des systemes a temps discret d-D décrits par les modeles

de Roesser est étudiée a l'aide de la matrice de gain.

D’apres [63] et [74] et [25], nous étendons certains résultats au modele multidimensionnel
considéré (4.23)).

Théoreme 22. Le modele de Roesser multidimensional positif

_ - - -
Ly 41,02, ig wilﬂ’%"nid
2
Liying1, ig Liy igyeee sia
= Ad
d
| Liyio, e iayr L Vi ig, e yig

est asymptotiquement stable si et seulement si ['une des conditions correspondantes énumeérées
ci-dessous est remplie

1. Le systéeme 1D positif

All A12 Ald

Ay Ay Agqg
Tit1 = . . . Y

_Ad1 A Add_

est asymptotiquement stable.

2. 1l existe un vecteur qui n’est positif qu’au sens le plus strict, ¥ € R} (n =ni+ng+- - ng)

tel que
A =y, Ap e Ata
S I
i An Ag o Aga — Ind_ 0

Nous introduisons tout d’abord ce lemme, ainsi que sa preuve, qui nous seront utiles dans

notre étude.
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Lemme 5.1. Pourn € N* et sin—1 < a; <mn, alors

> o, (kj) =0, j=1,d. (4.43)
kj=0

Démonstration. Pour prouver que le développement en série de Taylor de la fonction (1 — z)®

(1—2)% =) (~1)k (:ﬂ ) Hij=1,d (4.44)

kj=0 j

en remplacant z = 1 dans (4.44)

Y (-1 (Zﬂ ) =) ca, (k) =0. (4.45)

Cette partie consiste a concevoir un retour d’état pour stabiliser le systéme et obtenir la

région matricielle de gain stable. Considérons le systeme (4.23)) avec le retour d’état suivant

N
21,12, ,%d
2

Ly iz, ia

Uirininia = |[K1 Ko - K | (4.46)

d

L Liyig, o yig

ou K =|K;, Ky --- Kd] € R K; € R™W j = 1,d est la matrice de gain.

Une matrice de gain K doit étre résolue pour garantir que le systeme en boucle fermée est
stabilisable via le retour d’information de l’état. Plus précisément, il faut trouver K pour

s’assurer que le systeme suivant

Liy 4100, ig [ - 1 | Firsia, ia
. ' An+ B Ky A+ B Ky - A+ BiKy 2
I Agr + BoKy  Agy + BoKy -+ Agg+ Bolsy| |
Ag + BaKy Agp+ BaKy -+ Agg+ BaKy 4
| Litioy yigayr - I TR P
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5. TESTS DE STABILISATION

-i1+1

Z Cay (kl)xz'll—k1+1,i2,--- d

k1=2
io+1

Z Cas (k2)$121,i2*k2+17"' yid

ko=2

ig+1

Z Cad(kd)xgl,iz,m da—kg+1

| ka=2

est positive et asymptotiquement stable.

(4.47)

Théoreme 23. Le systeme fractionnaire positif en boucle fermée est positif et asymp-

totiquement stable si et seulement s’il existe une matrice diagonale blocs

U = blockdiag[Vy, Vg, -+, Wy,
\I]j = diag[‘lfﬂ, \I]j27 T 7\I]jnj]7

\I;j3>o,j:m’3:17...nj

et la matrice

satisfaisant les conditions

AnV, + BiDy AWy + BiDy -+ A1y + B Dy
A WUy + BoDy ApWy+ BoDy -+ AggWy+ BoDy
ApV, + ByDy ApWVse+ ByDy -+ AggV4+ ByDg
et
ApVy + B1Dy ApVy+ BiDy -+ A1gVa+ BiDg| |1,
AnV + BoDy ApVo+ BoDy --- AygVUy+ BoDyg| |1,
AnV1+ ByDy ApVo+ BaDy - AgaVa+ BaDa| |1n,
tel que 1,, =[1------ " eRY, j=1,d.
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La matrice de gain est donnée par

K=K K - K|=[Dw' Dyt - Dywy (4.52)

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons montrer que le systéeme en boucle fermée

est positif si et seulement si la condition (4.50)) est satisfaite. Nous obtenons les résultats suivants

en utilisant (4.52)) et (4.47)).

Ap+ BiDyUt A+ BDyUSt o A+ BiDgV !
A21 + BQDl\ijl AQQ —|— BQDQ\j[Igl e A2d + BQDd‘Pgl
Ag + BaDy VT Agp + BaDoWyt o+ Agg+ BaDgV !
ApV, + B1Dy ApVy+ BiDy oo AW+ BiDy \1’1_1 0 .- 0
. AQl\Ijl + B2D1 12122\:[]2 + B2D2 AR AQd\IId ‘I— BQDd 0 \112_1 A O (4 53)
ApV, + ByD; ApVUs+ ByDy -+ AV, + ByDy 0 0 - 0t

De (4.53)) et (4.40)), il s’ensuit que le systeme en boucle fermée ([4.47)) est positif si et seulement
si la condition (4.50) est satisfaite. En tenant compte du fait que c,;(0) =1, co,(1) = —a;,j =

1,d, de on’a

o0

D o lky) =a;— 1,5 =

k=2

1,d. (4.54)

Par conséquent, le systeme positif en boucle fermée (4.47) est asymptotiquement stable si et

seulement si le systeme 1D positif avec la matrice

A+ BiKy, Ap+BKy -+ A+ BiKy I, Cay (K1) 0
Aoy + BoKy Agy + BoKy -+ Agg + BoKy _i 0 Iy Cay (K2)
: : - : P : : . :
Ap + BaKy Ap+ ByKy -+ Agg+ BiKy 0 0 oo nyCay(ka)
i i ) (4.55)

est asymptotiquement stable.
de Dutilisation de (4.54) avec A;; = Aj; + a;l,, j = 1,d, on peut écrire la matrice (4.55) sous

la forme
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Ao + Bo K Agy + |y, + Bo Ky -+ Agqg + Bo Ky
. . . . (4.56)
Adl + BdKl Adg + BdKQ <o Add + |nd + Bde
D’apres le théoreme le systéme positif en boucle fermée (4.47)) est asymptotiquement stable
si et seulement s’il existe un vecteur strictement positif ¥ = [T ...... Ul] € R tel que
An+BiKy Ap+BKy -+ A+ BiKq| |Yy
Aoy + BoKy Agy + BoKy -+ Agg+ BaKy| | Vo 0
. . . . <. (4.57)
Ag + BaKy Agp+ BgKy -+ Aga+ BaKg| | Yy 0

Par considération que ¥; = ¥;1;, j = 1,d et en utilisant 1) et 1) alors on obtient

An+BiKy Ap+DBiKy -+ Aug+BiKg| |
Ay +'B2K1 Aso +‘B2K2 s Agg +‘B2Kd ‘1{2 _ (4.58)
An + BiKy Agp+ ByKy -+ Aga+ BaKg| | Yy
Ap + BiDyUTt A+ BiDoWyt oo Ay + BiDgV gt v;t0o -0 L,
Agy + BoDy Ut Agg + BoDoWyt o Agy + ByDgVy! 0 vy! -.. 0 L,
X
Ag + BaD1 9Tt Agg + BaDoWyt oo Agg + BaDg¥ )t 0 0 - UM |1,
i T © (459
AUy +B1Dy ApVs+BiDy -+ AV + BiDy 1, 0
AUy + BoDy AWy + BoDy -+ AggWy+ BoDy 1, 0
= . . . . x| <. (4.60)
AnV1+ BaD1 ApVse+ BgDy -+ AgaVa+ BaDy 1, 0

Basé sur LMI(@.60), le systeme positif en boucle fermée est asymptotiquement stable si et
seulement si la condition (4.51]) est satisfaite. O

Pour obtenir la matrice de gain stable d’un systeme fractionnaire dD en boucle fermée, nous

exposons la procédure suivante.
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6 Procédure

— Etape 1 : Choisissez une matrice diagonale de bloc 1’ et une matrice réelle |D qui

satisfait les conditions (4.50)) et (4.51]).
— Etape 2:A partir de la condition 1) calculez la matrice de gain K.

L’organigramme proposé de notre approche est

Le modéle de Roesser

\/
Calculer les matrices définies par les équations (42) et (43) qui satisfont a la condition (46)

\/
Calculer la matrice de gain K en utilisant I'équation (46)

\
Nous calculons le polyndome caractéristique de la boucle fermée

!

Le systéme fermé est asymptotiquement stable puisque tous les coefficients du polyndme caractéristique sont positif:

Théoreme 24. Le modéle de Roesser fractionnaire positif est instable si au moins une

entrée diagonale de la matrice

All A12 Ald
A21 A22 A2d (4 61)
_Adl Ad2 Add_

est positif

Démonstration. De (4.56) et pour K3 = 0et Ky =0,---,K; =0, le modele de Roesser

fractionnaire positif, nous avons,

A+ 1y, Aig e Avg

Ay Ay + 1, -+ Asg (4.62)

An Ao oo Aga + Ind_
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]

Si au moins une entrée diagonale de la matrice (4.61]) est positive, alors au moins une entrée
diagonale de la matrice (4.62)) est supérieure a 1 et cela implique que le modele de Roesser

fractionnaire positif est instable.

7 Exemples

Dans cette section, nous présentons quelques simulations numériques qui illustrent les résultats

théoriques dérivés de la section précédente.

Exemple 7.1. Considérons le systéme fractionnaire multidimensionnel pour d = 2,

ap = 0.6, as = 0.7 avec les matrices

A, A —0.0055 | 0.0010
_ i A | ‘ (4.63)
Ay Ay 0.1490 \—0.084
~0.001
B —
—0.1

Trouver une matrice de gain K = [Kl KQ} tel que le systeme en boucle fermée soit positif et
asymptotiquement stable.

Le systeme fractionnaire dD avec la matrice n’est pas positif car les matrices

A Ap
Ay Ay

[ 05945 | —0.0840
0.1490 | 0.6160

et By, By ont des entrées négatives, et elle est instable puisque la matrice

All A12

(4.64)
A21 A22

[ —0.0055 | 0.0010
0.1490 | —0.084

possede des entrées diagonales négatives.

En utilisant notre procédure, nous obtenons ce qui suit.

— E'tape 1 : Nous choisissons
\Ill = 094 y \1’2 - 077
et
Dy =031 , Dy=0.55
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et on vérifie les conditions (4.50) et (4.51))

/_111\1]1 + BlDl - 05942
AWy + B1Dy = 2.8571 x 107°
AQl\Ijl + BQDl - 01160

AQQ\DQ + BQDQ - 05446

1,, —0.0053
X = .
1, —0.0106

E’tape 2 : En utilisant la formule . La matrice de gain est donnée par,

ot

AnV, + BiD; A1V, + B D,
AUy + BoDy AgWy + By Dy

K= [Kl Kg} - [Dl\lfl‘l D2\112‘1] - [ 0.3298 0.7143 }
o

K, — [Dlllfl‘l] — 0.3298

K> = | D7 | = 0.7143
D’apreés les matrices obtenues, le systeme en boucle fermée est positif.

Ay + B1K; = 0.5941702
Aia + B1 Ky = 0.0002857
A9y + By K7 = 0.11602

Ago + Bo Ky = 0.54457
Dans ce cas, le polynome caractéristique s’écrit sous la forme suivante

1z — (A + Bi1K;) —(A12 + B1 K»)
—(A21 + BQK1> |n2Z - (AQQ + BQKQ)

det =22 4+0.16132 4+ 8.7297 x 107

et comme tous ses coefficients sont positifs. Le systeme en boucle fermée est donc asymptoti-
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quement stable.

Exemple 7.2. Nous considérons d’abord le systeme multidimensionnel a temps discret

pour le cas d = 2, ay = 0.6, ag = 0.9 avec les matrices suivantes.

—0.4000 0.2000 | —1.0100 —0.2000
0.2000  0.0400 | 0.3900  0.1000

—0.0100 —0.1000 | —1.0100 —0.2000
0.3000  0.5000 | 0.3900  0.1000

All A12
A21 A22

(4.65)

—0.001
0.16
—0.24
0.299

L utilisation des mémes étapes de calcul, permet de trouver une matrice de gain K = [Kl KQ} , K1, Ky €

RY*2 tel que le systéme en boucle fermée soit positif et asymptotiquement stable.

Le systeme fractionnaire avec n’est pas positif puisque la matrice

0.2000  0.2000 | —1.0100 —0.2000
A A 0.2000  0.6400 | 0.3900  0.1000 (4.66)
Ay Ag —0.0100 —0.1000 | —0.1100 —0.2000 .
0.3000  0.5000 | 0.3900  1.0000
et les matrices By, By ont des entrées négatives, et c’est instable puisque la matrice
—0.4000 0.2000 | —1.0100 —0.2000
An A | 0.2000  0.0400 | 0.3900  0.1000 (4.67)
Ay Ago —0.0100 —0.1000 | —1.0100 —0.2000 .
0.3000  0.5000 | 0.3900  0.1000

posséde deux entrées diagonales positives.

Nous suivons donc la procédure ci-dessus

— E‘tape 1 : Nous choisissons

v, =

05 0
) \1[2 =
0 0.28

0.383 0
0 05

|
1

74



CHAPITRE 4. CONDITIONS DE STABILISATION DES MODELES D’ETAT
MULTIDIMENSIONNELS PAR LA MATRICE DE GAIN

et

Dy = [—0.41 —0.6] , Dy= [—0.45 —0.6]

et nous vérifions les conditions (4.50) et (4.51)) car

[ 0.2008 0.2012 |
| 0.0688 0.4480 |

AH\IH + B1D1 -

[ 0.0002 0.0001 |
| 0.0120 0.1071 |

ApVy + B1 Dy =

[ 0.1868 0.1880 |
| 0.0548 0.1412 |

AnVy + By Dy =

[ 0.1720 0.3143 |
| 0.0387 0.3593 |

AyWy + ByDy =

o
—0.0989
AV, 4+ B1D; AUy + ByDs 1o, —0.0070
_ X =
AoV, + BoDy AgpVs + By Dy 1n, —0.0034
—0.0386

E’tape 2 : En utilisant la formule . La matrice de gain s’écrit sous la forme suivante

K = [Kl KQ] = [quf;l qufﬂ = [ —0.8200 —1.2000 —1.1749 —2.1429
Ki = D] = | ~08200 —1.2000 |

Ko = | D] = | 11749 21429 |
D’apreés les matrices obtenues, le systeme en boucle fermée est positif.

_ 0.2082 0.2012
An + B1Ky = [ ]

0.0688 0.4480
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0.0002 0.0001
A+ B Ky =

0.0120 0.1071

0.1868  0.188
AQl + BgKl — [ ]

0.05482 0.1412

_ 0.171976  0.314296

Agg + Bo Ky =
0.0387049 0.3592729

Soit alors,

Le polynome caractéristique associé a l’exemple est donné par

1z — (A + Bi1K;) — (A2 + B1K))
—(Ag1 + B2 K,) lhoz — (Ag2 + B2 K))

det =24 +1.8223+1.1122+0.24 % z + 0.01

il est clair que tous ses coefficients sont positifs, alors le systéme en boucle fermée est asymp-

totiquement stable.

Exemple 7.3. En comparant notre approche et en se basant sur les articles [117] et [7]|], nous

adaptons les mémes simulations et résultats.

Tout d’abord pour l'exemple de [T]], le modéle fractionnaire de Roesser avec o = 0.4, f = 0.5

et les matrices

05 —0.1 —0.1 —0.1 —0.2
01 001 02 0.1 0.1

A= B= (4.68)
03 —-01 -1 -0.1 —0.3
02 01 04 0.1 0.2

est instable car A et B ont des coefficients négatifs.

Nous utilisons [’approche proposée pour confirmer nos résultats, nous obtenons alors

K:[—l 0,5 -2 —0,67

Le systéeme en boucle fermée est asymptotiquement stable puisque tous les coefficients de son

polynome caractéristique sont positifs

P(z) = 2" +0.7732° + 0.1732* + 0.01z + 0.0002

D’autre part, pour l'exemple de [117], le modéle fractionnaire de Roesser avec a = 0.4, = 0.5
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et les matrices

~1.1225 0.8 ~19
A= B= (4.69)
0.149 0.24 ~10

est instable puisque A et B ont des coefficients négatifs.

Nous utilisons ’approche proposée pour confirmer nos résultats, nous obtenons alors

K =002 0,07 |

Le systeme en boucle fermée est asymptotiquement stable puisque tous les coefficients de son

polynome caractéristique sont positifs

781 2061
P(z) =2+ —z+ =
(2) ="+ 100 * 3125

Pour une autre matrice de gain K = [ 0.01 0.08 ] Le systeme en boucle fermée est asympto-

tiguement stable car tous les coefficients de son polynome caractéristique sont positifs.

149 19117

307" 25000
Les figures illustrent respectivement le comportement des variables d’état x"(i,j) et
z¥(i, 7).

P(z) =22+

x10°
14
~— 05
_
E
9 i
0.5 |||_IJ-'=I' I“”‘-Il,l‘!._
N e <
30~ D 30
. 0 T - 4 .
2 50 50 J

FIGURE 4.1 — La représentation graphique de 2" (4, j)
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x10°
1.5"
14
=
c':« 05-
o
S ]
o
SRR 1]
R 0
i w0 5
50 50 J

FIGURE 4.2 — La représentation graphique de z"(3, j)

Dans le cadre de ce chapitre, notre analyse a porté sur la résolution d'un systeme frac-
tionnaire multidimensionnel a temps discret, décrit par le modele de Roesser et manipulé a
I’aide de la transformée de Z. Nous nous sommes particulierement intéressés a la positivité de
cette catégorie de systemes. Plus spécifiquement, notre attention s’est focalisée sur ’étude de
la stabilité et de la stabilisation de ces systemes, en employant une nouvelle approche basée sur
une matrice de gain.

Les résultats obtenus ont été validés au moyen de quelques exemples numériques, démontrant

ainsi la précision et 'efficacité de 'approche que nous avons proposée.
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Conclusion générale

L’objectif principal de ce travail est d’explorer les systemes dynamiques linéaires fraction-
naires, a la fois unidimensionnels et multidimensionnels, en raison de leur émergence croissante
dans divers domaines ces dernieres années.

Notre étude, organisée en deux grandes parties, commence par présenter les bases de la
théorie des matrices et de la dérivation d’ordre fractionnaire. Toutefois, une attention par-
ticuliere est également portée a une nouvelle dérivée appelée dérivée conforme, mettant en
évidence ses particularités lors de comparaisons avec d’autres dérivées d’ordre fractionnaire.
Cette analyse commence par 1’étude de la solvabilité des systemes fractionnaires unidimension-
nels en utilisant cette dérivée conforme. Par la suite, différentes classes de systemes fraction-
naires, a la fois unidimensionnels et bidimensionnels, sont classifiées pour définir les criteres de
positivité et de stabilité. Au cours de cette phase, un probleme d’intérét est abordé : la solvabi-
lité du modele de Fornasini-Marchesini fractionnaire en trois dimensions, décrit par la dérivée
conforme. Une nouvelle méthode basée sur la transformée triple de Laplace est développée pour
résoudre ce probleme, menant a 1’établissement des conditions nécessaires et suffisantes pour
garantir la positivité des systemes. Ces résultats représentent une extension significative des
travaux antérieurs cités dans [70], [65], et [82].

Dans la seconde partie de notre étude, nous avons abordé le probleme de la solvabilité pour
une classe de modeles multidimensionnels (dD) de Roesser a temps discret. Apres avoir évalué
les conditions nécessaires et suffisantes de positivité, I’attention s’est portée sur la stabilité et
la stabilisation a 1’aide d’une matrice de gain par retour d’état, tout en approfondissant les
résultats des travaux existants sur ce type de systemes. Malgré ces avancées, certains aspects
méritent une réflexion plus approfondie, et de nombreuses perspectives restent ouvertes pour

de futures recherches.
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Analyse et synthese sur le probleme de la stabilisation des modeles

multidimenssionnels fractionnaires

Résumé :  Ce travail porte essentiellement sur la classe des systemes conformables fraction-
naires multidimensionnels vu leur importante utilisation dans de nombreux domaines.

Nous avons tout d’abord étudié la résolution des systemes conformables fractionnaires tri-
dimensionnels par la transformée de Laplace. Des conditions nécessaires et suffisantes pour la
positivité de cette classe de systemes ont été établies. Nous avons également étudier la classe
des modeles multidimensionnels de Roesser fractionnaires a temps discret. Nous avons fait une
analyse sur la stabilité de cette classe de modeles en utilisant une nouvelle approche basée sur

la matrice de gain.

Mots-Clés. Modeles fractionnaires conformables, Systemes tridimensionnels, Systemes mul-

tidimensionnels, Positivité, Stabilité et stabilisation, Matrice de gain.

Analysis and synthesis on the problem of stabilization of fractional

multidimensional models

Abstract : This work primarily focuses on the class of multidimensional conformable frac-
tional systems due to their significant application in various fields.

First, we studied the resolution of three-dimensional conformable fractional systems using
the Laplace transform. Necessary and sufficient conditions for the positivity of this class of
systems have been established. We also examined the class of multidimensional discrete-time
fractional Roesser models. An analysis of the stability of this class of models was conducted

using a new approach based on the gain matrix.

Key Words. Conformable fractional models, Three-dimensional systems, Multidimensional

systems, Positivity, Stability and stabilization, The gain matrix.
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