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Abstract

Composite materials have become essential in several engineering fields due to their excellent
mechanical properties, which can be adjusted according to needs. This study analyzes the effect
of porosity on the stability and dynamic response of cross-ply laminated plates.

An analytical approach based on higher-order shear deformation theory (HSDT) was employed
to develop mathematical models describing the dynamic behavior and stability of composite
plates with different levels of porosity. The governing equations were obtained using
Hamilton's principle, and solutions were found by applying the Navier procedure. The software
MAPLE 12 was used to obtain the results, and the eigenvalue procedure was used to solve the
vibration equations.

A series of parametric studies was conducted to examine the impact of various factors, such as
the porosity coefficient, plate geometry, and the orthotropy, on natural frequencies and buckling
resistance of composite plates. The software ORIGIN 2024 was used to trace the graphs
showing the results.

It was observed that increasing porosity reduces the natural frequencies of composite plates,
indicating a decrease in the overall stiffness of the material. The results also show that the
presence of porosity decreases the critical buckling load of composite plates, compromising
their stability under compressive loads.

Keywords:
Porosity, Laminated Composite Plates, Dynamic Response, Stability, Buckling, Analytical
approach.



Résumeé

Les matériaux composites sont devenus essentiels dans les industries modernes gréace a leurs
excellentes propriétés mécaniques, qui peuvent étre ajustées selon les besoins. Cette étude
analyse l'effet de la porosité sur la stabilité et la réponse dynamique des plaques stratifiées a
couches croisees.

Une approche analytique basée sur la théorie de la déformation par cisaillement de haut ordre
(HSDT) a été employee pour développer des modeles mathématiques décrivant le
comportement dynamique et la stabilité des plaques composites avec differents niveaux de
porosité. Les équations gouvernantes ont été obtenues en utilisant le principe de Hamilton, et
les solutions trouvées en appliquant la procédure de Navier. Le logiciel MAPLE 12 a été utilisé
pour obtenir les résultats, et la procédure "Eigen-Value" a permis de résoudre les équations de
vibration.

Une série d'études paramétriques a été conduite pour examiner lI'impact de divers facteurs, tels
que le coefficient de porosité, la geométrie de la plaque et I'orthotropie, sur les fréquences
fondamentales et la résistance au flambement des plaques composites stratifiées. Le logiciel
ORIGIN 2024 a permis de tracer les graphes démontrant les résultats.

Il a été observé que lI'augmentation de la porosité réduit les fréquences naturelles des plaques
composites, indiquant une diminution de la rigidité globale du matériau. Les résultats montrent
aussi que la présence de porosité diminue la charge critique de flambement des plaques
composites, compromettant leur stabilité sous des charges compressives.

Mots-clés
Porosité, Plaques Composites Stratifiées, Réponse Dynamique, Stabilité, Flambement,
Approche analytique.
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INTRODUCTION GENERALE

L'utilisation de matériaux primitifs dans divers domaines industriels et de construction n'a pas
suivi I'évolution technologique et ses besoins, incitant ainsi les concepteurs a rechercher de
nouveaux matériaux dotés de caractéristiques techniques capables de résoudre les problemes
dans des situations statiques et dynamiques. C'est ainsi qu'ont été développés les matériaux
composites, avec des propriétés renforcées et une hétérogénéite particuliere, qui ont acquis une
large place dans des domaines industriels tels que le maritime, I'aéronautique. Leur utilisation
s'étend également au domaine de la construction.

Dans la conception des structures, la réponse ou le comportement dynamique et la stabilité de
ces matériaux revét une importance primordiale. Il est crucial de connaitre les parametres liés
aux vibrations et aux différents types de chargement dynamique pour assurer la fiabilité et la
sécurité des structures construites avec ces matériaux.

Cependant, ces matériaux sont souvent affectés par des imperfections internes telles que la
porosité, résultant de divers défauts de fabrication tels que l'insuffisance de compaction, les
défauts de mouillage des fibres ou I'évaporation de solvants volatils.

La présence de porosité dans les composites stratifiés peut avoir un impact significatif sur leurs
propriétés mécaniques et dynamiques. En fonction de la taille, de la distribution et du volume
des pores, la porosité peut altérer larigidité, la résistance a la fatigue et compromettre la stabilité
globale de la structure.

Ainsi, I'étude de I'influence de la porosité sur la réponse dynamique et la stabilité des plaques
composites stratifiées revét une importance capitale pour garantir la performance et la sécurité
des structures construites avec ces matériaux.

PROBLEMATIQUE

L'objectif de cette étude est d'identifier les caractéristiques dynamiques et de stabilité, telles que
les fréquences naturelles et les charges critiques de flambement d'une plaque stratifiée
simplement appuyée.

De plus, notre étude vise a explorer I'influence de la porosité sur la réponse dynamique et la
stabilité des plaques composites stratifiées. En comprenant comment la porosité influe sur la
réponse dynamique et la stabilité, nous pourrons optimiser la conception des plaques
composites pour garantir des performances optimales dans diverses applications.

En résumé, cette étude cherche a fournir des informations précieuses sur les caractéristiques
dynamiques et la stabilité des plaques stratifiées, en utilisant une approche théorique avancee
et en explorant I'impact de la porosité sur leur comportement. Ces résultats pourraient avoir des
implications importantes pour la conception et I'optimisation des structures, contribuant ainsi a
I'avancement de l'ingénierie des matériaux composites.
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CHAPITRE 1 : GENERALITES SUR LES MATERIAUX
COMPOSITES

1.1. Introduction

Les matériaux composites, considérés comme modernes, suscitent un intérét croissant dans de
nombreux secteurs industriels, et leur utilisation est de plus en plus répandue. Un matériau
composite est constitué¢ d'au moins deux composants non miscibles de structures différentes,
dont les propriétés individuelles se combinent et se complétent pour offrir des performances
globales améliorées. L'un de leurs principaux avantages réside dans la possibilité d'ajuster leurs
propriétés en fonction de parameétres de conception tels que la nature des fibres, la disposition
des couches, le type de matrice, ainsi que l'orientation et 'architecture des fibres.

Les matériaux composites peuvent adopter des formes complexes et des dimensions variées,
s'adaptant ainsi aux besoins de conception des modeles technologiques. Ils peuvent remplir
divers roles, agissant comme €éléments principaux de résistance aux chocs et aux vibrations, ou
en tant qu'éléments secondaires agissant comme isolants acoustiques ou conducteurs
thermiques et ¢électriques. Leur polyvalence se manifeste a travers leurs nombreuses propriétés
physiques distinctes.

'a’/«‘.T Q'C{;.Q QLNFO?-S

Figure 1 : Constituants de matériaux composites.
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1.2. Classification des composites

Les matériaux composites sont généralement divisés en deux catégories distinctes :

e Les composites a Grande Diffusion (GD) combinent des codts relativement bas avec
des caractéristiques moyennes, et sont principalement destinés a des applications de
grande série. Leurs propriétés mecaniques sont souvent moins élevées que celles des
matériaux de référence tels que I'acier. lls sont principalement constitués de fibres de
verre et sont utilisés dans des applications non sollicitantes, notamment dans I'industrie
des transports et les biens d’équipement (Berbain F el, 1997) et

e Lescomposites & Hautes Performances (HP) offrent des propriétés structurelles qui leur
permettent d'étre utilisés dans des structures soumises a des contraintes. Ils se
distinguent par des caractéristiques mécaniques supérieures a celles des composites GD,
mais leur colt global est plus élevé en raison du prix des matériaux utilisés et des
méthodes de fabrication associées (autoclave, RTM). Ces matériaux sont employés dans
des applications de pointe telles que le secteur de I’aéronautique (Berbain F el, 1997).

1.3. Constituants de matériaux composites

Le matériau composite est essentiellement composé d'un renfort, qui améliore les propriétes
mécaniques de la piéce, et d'une matrice, qui agit comme un liant. Outre ces deux constituants
de base, on trouve également I’interface, des charges et des additifs (KallelKamoun, 1999).

La matrice assure la cohésion entre les éléments du renfort, facilite le transfert des contraintes
entre les plis, et offre une protection contre les agressions environnementales telles que la
corrosion et le vieillissement dii a ['humidité et aux variations de température. Ainsi, le taux de
renfort dans la matrice ainsi que la qualité de l'interface entre le renfort et la matrice sont des
facteurs déterminants pour les propriétés mécaniques du matériau composite.

L'interface joue un ro6le crucial en assurant la compatibilité entre le renfort et la matrice, en
facilitant le transfert des contraintes de la matrice au renfort, et en étant ajustée pour répondre
aux propriétés désirées grace a un traitement de surface.

Les "charges", qui sont des ajouts appropriés, sont utilisées pour réduire les colits et conférer
aux matériaux des propriétés spécifiques ou complémentaires. Ces additifs peuvent étre des
catalyseurs, des accélérateurs de polymérisation, des colorants ou encore des agents de
démoulage.

La figure ci-dessous présente quelques-uns des différents types de constituants de base des
matériaux composites.
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- Aramide
-Verre E, R...
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Figure 2 : Les différents types des constituants de base des matériaux composites (Draiche,
2014).

1.3.1. La matrice

Le réle principal de la matrice dans un matériau composite est de servir d'enrobage tout en
assurant l'adhésion entre les fibres, ce qui permet d'optimiser le transfert des contraintes
mécaniques appliquées. En outre, la matrice confere la forme requise aux matériaux et offre des
avantages en termes de résistance chimique de la structure. Le choix des matrices varie selon
le domaine d'application des composites. On distingue plusieurs types de matrices, notamment
les polymeres (résines), parmi lesquels figurent les polyesters, les vinylesters et les époxydes.
La composition chimique et les propriétés physiques de la résine ont un impact sur la fabrication
et les propriétés finales des matériaux composites. Ainsi, les variations dans la composition,
I'état physique ou la morphologie d'une résine, ainsi que la présence d'impuretés, peuvent
affecter les performances du matériau composite et sa durabilité a long terme.

Types de matrices :
- Matrices organiques et
- Matrices minérales.
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Figure 3 : Classification schématique des principaux matériaux de matrice (Dris, 2007).

a.  Les matrices organiques

Le terme "composite a matrice organique™ est généralement utilisé pour englober deux classes
de composites : les composites a matrice polymérique et les composites a matrice de carbone.
Les avantages potentiels offerts par ces matériaux sont bien connus et diversifiés : réduction de
la masse, intégration de fonctionnalités, diminution des co(lts, et bien d'autres. Cependant, ils
doivent également répondre a des criteres de durabilité a long terme et étre utilises de maniere
optimale, méme dans des conditions environnementales extrémes telles que des variations de
température, d'humidité, ou des niveaux de pollution élevés, ainsi que dans des situations de
sollicitations intenses, qu'elles soient statiques ou dynamique

La fabrication des composites a matrice organique emploie deux types de matrices :

- les résines thermodurcissables qui représentent 3/4 des composites a matrice organique
actuels (époxyde, polyester, vinylester, etc.) ;

- les résines thermoplastiques (polypropylene, polyamide, etc.) qui sont moins utilisées,
mais en pleine progression du fait notamment d’une plus grande recyclabilité
(réutilisation apres broyage) et

- les élastomeéres.

i.  Matrices thermodurcissables

Les matrices thermodurcissables sont parmi les polymeéres les plus couramment utilisés comme
matrices dans les matériaux composites "structuraux™. Sous forme liquide a I'état initial, ces
résines subissent une transformation irréversible lors de la polymérisation, passant ainsi a I'état
solide (ce processus permet une seule mise en forme). Leurs caractéristiques thermomécaniques
élevées en font les plus utilisées a ce jour. Trois familles principales de résines
thermodurcissables sont généralement distinguées (Berthelot, 1992).
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> Résines époxyde

Les résines époxydes sont définies par leur composition a base de polymeres contenant des
groupes époxyde. Un groupe époxyde est une structure moléculaire composée d'un atome
d'oxygeéne et de deux atomes de carbone. Les époxydes sont des résines thermodurcissables
polymérisables comportant un ou plusieurs groupes époxydes susceptibles de durcir. Elles sont
largement utilisées dans les pré-imprégnes et les adhésifs structuraux.

Les avantages des époxydes résident dans leur grande résistance, leur module élevé, leur
excellente adhérence, leur faible rétraction, leur bonne résistance chimique et leur facilité de
traitement. Cependant, ils présentent également des inconvénients tels que leur fragilité et la
réduction de leurs propriétés en présence d’humidité. De plus, le colt de ces résines est
géneralement plus élevé que celui des polyesters.

Figure 4 : Résines époxyde.

> Les résines polyimides

Les résines polyimides offrent d'excellentes propriétés mécaniques, surtout a des températures
élevées, mais elles sont trés sensibles aux chocs. Pour pallier cette faiblesse, il est possible
d'améliorer leur résistance en les mélangeant avec des résines thermoplastiques avant leur
polymeérisation.

> Résines polyester

Le terme "résine de polyester thermodurcissable™ désigne généralement la résine de polyester
ortho-phtalique ou iso-phtalique. Ces résines sont relativement peu colteuses et sont utilisées
dans des applications nécessitant un traitement rapide et économique. L'incorporation de
charges spécifiques dans les polyesters peut accroitre leur résistance a la rupture due a l'arc
électrique. Les résines de polyester iso-phtalique offrent une stabilité thermique et
dimensionnelle ainsi qu'une résistance au fluage supérieure.
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En général, les principaux avantages des structures composites a matrice de résine polyester
renforcées par des fibres résident dans leur faible codt et leur capacité a étre traitées rapidement.
Les composites fibres/polyesters peuvent étre fabriqués selon diverses méthodes, notamment
I'empilement humide, le moulage sous presse (sous vide), le moulage par injection,
I'enroulement filamentaire, la pultrusion et l'autoclave.

\Polyester Resin

Figure 5 : Résines polyester.

» Matrices en résine des phénoliques

Les résines phénoliques durcissent généralement par voie de condensation avec libération d'eau.
La matrice résultante se distingue par sa résistance chimique et thermique, ainsi que par sa
dureté. De plus, elle produit peu de fumée et de substances toxiques.

Du fait de leurs viscosités et poids moléculaires plus élevés, ces résines sont particulierement
adaptées a la fabrication de structures composites présentant des formes exceptionnelles et des
courbures complexes.

ii.  Matrices thermoplastiques

Les matrices thermoplastiques sont composées de polymeres a chaine linéaire ou ramifiée, ce
qui signifie gu'elles peuvent étre monodirectionnelles ou bidirectionnelles. Elles sont
généralement fusibles et solubles. Contrairement aux matrices thermodurcissables, dans le cas
des thermoplastiques, c'est la matiere premiére déja polymérisee qui est chauffée, tandis que la
piéce conserve sa forme aprés refroidissement. Ce processus est réversible. Les
thermoplastiques sont utilisés lorsque la température se situe prés de leur température de
transition vitreuse pour les thermoplastiques amorphes, et jusqu'a leur température de fusion
pour les thermoplastiques semi-cristallins.

Les principales résines thermoplastiques incluent le polyamide, le polyéthyléne, le
polycarbonate et le polychlorure de vinyle (PVC).
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iii. Les élastomeéres

Les élastomeres, communément appelés "caoutchoucs”, font partie de la vaste famille des
polymeres. Ils peuvent étre d'origine naturelle ou synthétique et se distinguent par leur structure
unique qui leur confere une grande élasticité, pouvant atteindre jusqu'a 500% d'allongement par
rapport a leur taille initiale. Ces matériaux sont largement utilisés comme solutions
antivibratoires dans divers domaines tels que I'automobile, I'aéronautique et I'industrie. Parmi
les élastomeres les plus courants, on trouve les silicones, les polyuréthanes, le néoprene, le
latex, etc.

b. Matrices minérales

> Les composites & matrices céramiques

Lorsque les températures d'utilisation dépassent 1000°C, les composites a matrice céramique
sont souvent utilisés. Dans ce type de composite, le renfort est généralement composé de fibres
longues en carbone, en silice ou en carbure de silicium, assemblées par un tissage
multidimensionnel. Ces matériaux sont principalement développés dans le domaine aérospatial
pour servir de structures thermiques en raison de leur haute résistance thermomécanique
spécifique.

» Les composites a matrice métallique

L'utilisation de matériaux composites a des températures supérieures a 300 °C rend
pratiquement impossible l'utilisation de matrices organiques, nécessitant ainsi I'immersion de
I'élément de renforcement dans une matrice métallique. Les principaux matériaux de matrice
métallique comprennent les alliages d'aluminium, les alliages de titane ainsi que les alliages de
fer. D'autres métaux sont également utilisés comme matériaux de matrice, notamment le cuivre,
le plomb, le magnésium, le cobalt, I'argent et les superalliages.

1.3.2. Les renforts

Les matériaux composites tirent la majeure partie de leurs caractéristiques mécaniques des
matériaux de renfort, telles que la rigidité, la résistance a la rupture, la dureté, etc. Le choix
approprié du renfort peut également améliorer certaines propriétés physiques du composite,
telles que le comportement thermique, la résistance a la température, la résistance au feu, la
résistance a l'abrasion, les propriétés électriques, etc. Pour développer des composites
performants, les renforts recherchés doivent avoir des caractéristiques mecaniques élevées, une
faible masse volumique, une bonne compatibilité avec les résines, une facilité de mise en ceuvre,
un faible codt, etc. La nature des renforts (organique, minérale, synthétique, etc.) et leurs formes
dépendent de I'application. Cependant, les renforts les plus couramment utilises se présentent
sous forme de fibres et sont disponibles dans différentes formes commerciales.
Ils sont caractérisés par :

« la nature de la fibre : organiques, inorganique et

* la forme de renforcement.
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Figure 6 : : Classification schématique des principaux matériaux des renforts.

a.  Les types de renforts

Les fibres de renfort les plus répandues comprennent :
- Fibres de verre ;
- Fibres de carbone ;
- Fibres d'aramide, connues sous le nom de "Kevlar" ;
- Fibres de bore ;
- Fibres métalliques (d’acier, de cuivre, d’aluminium) ;
- Fibres de silice (ou de quartz) ;
- Fibres de polyéthyléne a haut module et
- Les fibres naturelles/végétales.

i. Les fibres de verre

Les avantages des fibres de verre sont notables : leur colt réduit en fait une option attrayante,
elles sont utiles dans certaines applications militaires, résistent a la corrosion chimique ou
galvanique, possédent des proprietés électriques intéressantes, et sont disponibles dans une
variété de produits. Cependant, leur coefficient de dilatation thermique et leurs proprietés
mécaniques par rapport aux composites renforcés de fibres de carbone peuvent étre considéres
comme des inconvénients distincts (Prombut, 2007).

10
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Figure 7 : Les fibres de verre.

Les composites en fibre de verre présentent un inconvénient en ce qui concerne leurs propriétés
en traction par rapport aux composites renforces de fibres d'aramide. Cependant, les avantages
des composites renforcés de fibres de verre résident dans leur bonne tenue au cisaillement et a
la compression, ainsi que dans leurs capacités d'absorption de I'humidité.

Les applications des produits en composite en fibre de verre sont nombreuses, notamment dans
les dispositifs de filtration, I'isolation thermique et électrique, les réservoirs de pression, les
produits structuraux pour les véhicules automobiles, ainsi que dans de nombreux usages
militaires et aérospatiaux.

ii. Les fibres de bore

La fibre de bore élémentaire est produite par une réaction sur un fil de tungstene chauffé qui est
étiré en continu a travers un réacteur contenant BCI3 et H3. Le substrat du fil de tungsténe réagit
pour former du borure de tungsténe dans le noyau. La structure cristalline du bore déposé est
considérée comme amorphe en raison de sa petite taille. Le bore est disponible sous forme de
fibres cylindriques dans deux diamétres nominaux, de 0,10 et 0,16 mm, avec des densités
respectives de 2,57 et 2,49 g/cm3. Le module de traction et la résistance de la fibre de bore
varient entre 40 GPa et 3600 MPa. Sa conductivité thermique et sa dilatation thermique sont
faibles. Les fibres de bore sont plus codteuses que les fibres de carbone.

Ces fibres de bore sont géneralement trouvees sous forme de pré-imprégnés en filament dans
la matrice époxyde, et sont utilisées dans des applications aérospatiales exigeant une haute
résistance et/ou rigidité, ainsi que pour le renforcement sélectif dans les articles de sport.
L'utilisation la plus remarquable de cette fibre est dans les sections stabilisatrices des avions
militaires.

11
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iii.  Fibre de silice (ou de quartz)

Les fibres de silice sont fabriquées de maniére similaire au verre, par fusion, et sont
principalement utilisées en raison de leur excellente résistance chimique et thermique,
notamment dans les tuyéres des moteurs de fusée.

iv.  Fibres de polyéthyléne de haut module

Les fibres de polyéthyléne a haut module offrent une résistance a la traction exceptionnelle mais
ont une mauvaise capacité a étre mouillées. Pour des structures peu sollicitées, il est encore
possible d'utiliser des fibres synthétiques courantes en polyamide ou en polyester.

v.  Lesfibres végétales ou naturelles

Les fibres naturelles peuvent étre obtenues a partir de matériaux fibreux d'origine animale ou
végétale, parmi lesquels les plus couramment utilisées sont le coton, le lin, le sisal, le cactus
etc. Les fibres naturelles ont des propriétés de type isotrope transverse et peuvent atteindre des
niveaux de performance similaires a ceux des fibres de verre. Cependant, ces fibres présentent
une compatibilité médiocre avec la matrice (Balay et al, 2004), (Billoét, 1993).

Figure 8 : Fibre naturelle de Cactus

b. Forme de renforcement

Les composites peuvent étre classés en fonction des formes des renforts en quatre catégories
distinctes (Reinhart et Clements, 1993 ; Gurdal et al., 1999) :
i.  Composites a renforts de particules ;
ii.  Composites a renforts de fibres ;
iii.  Composites stratifiés et
iv.  Composites a renforts de paillettes.
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Composite Composite Composite Composite
a particules a fibres stratifié a paillettes

Figure 9 : Classification selon la forme de renforcement (Boufaida, 2015).
i.  Composites a renforts de particules

Les composites a renforts de particules sont des matériaux dans lesquels des particules d’un ou
plusieurs matériaux sont dispersées dans une matrice. Le béton, un exemple classique, illustre
ce concept : il est constitué de particules de sable et de gravier qui sont liées ensemble par la
réaction chimique entre le ciment et I'eau, formant ainsi la matrice. Le béton, en tant que
composite de particules, présente une complexité considérable, avec de nombreux parametres
influencant ses propriétés(Beeby, 1979), (Powers et Brownyard, 1948).

ii.  Composites a renforts de fibres

Le rdle des fibres dans la structure est similaire a celui des armatures, a savoir reprendre les
efforts de traction. Les composites a renforts de fibres jouent un réle crucial en restreignant la
formation, la propagation et la fusion des microfissures au sein de la matrice. Les fibres agissent
en renforcant la matrice d'acier en cousant a la fois les fissures existantes pour empécher leur
expansion et en limitant la formation de nouvelles fissures(Pierre, 1998), (Chan, 1997),
(Beaudoin, 1990), (Naaman, 1989).

iii.  Composite stratifié

Ces composites sont formés par superposition de couches de matériaux différents. Les stratifiés
peuvent offrir une combinaison unique de propriétés, telles qu'une haute résistance mécanique
et une légéreté, en fonction des matériaux utilisés et de I'orientation des couches.

iv.  Composites a renforts de paillettes

Les paillettes sont caractérisées par leur petite taille par rapport aux autres dimensions. Leur
dispersion, en tant que "particules minces”, est genéralement aléatoire. Cependant, il est
possible d'aligner les paillettes de maniére paralléle les unes aux autres pour obtenir des
propriétés plus uniformes dans le plan.
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1.3.3. Lescharges et les additifs

Les charges sont des particules solides dispersées dans la matrice, pouvant étre minérales,
organiques ou métalliques. Elles sont utilisées de maniere similaire a celles des plastiques
traditionnels.

Par exemple, on peut rencontrer des micro-billes de verre creuses, du noir de carbone, des
particules de silice, des poudres métalliques ou des billes thermoplastiques ajoutées aux
matrices thermodurcissables.

Figure 11 : Micro-billes de verre creuses. Figure 10 : Noir de carbone.

Les additifs sont encore plus variés. Une classe d'additifs couramment utilisée est celle des
agents d'interface, qui favorisent I'adhésion des fibres a la matrice.

On trouve également des stabilisants pour retarder la dégradation due a I'oxygene, aux UV ou
a l'ozone, des ignifugeants pour prévenir l'inflammation, des agents de démoulage, des
colorants, etc.

Figure 12 : Colorants.
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Cette diversité d'additifs permet de conférer de nombreuses fonctions techniques au composite
et d'adapter ses propriétés aux besoins du concepteur. Les quantités de produits ajoutés peuvent
varier, allant de quelques dizaines de pour cent pour les charges a quelques pour cent pour les
additifs.

1.3.4. L’interface fibre-matrice

Les composites, en tant que matériaux hétérogénes, presentent des interfaces, c'est-a-dire des
surfaces de contact entre la matrice et le renfort. Tant que le composite reste intact, les deux
composants adhérent parfaitement I'un a l'autre, et l'interface ne joue alors aucun réle
particulier. Cependant, lorsque le composite subit des dégradations mécaniques et commence a
se fissurer en raison d'une surcharge ou de la fatigue, I'interface devient cruciale.

En effet, les interfaces ont la capacité de dévier les fissures : lorsqu'une fissure se propage dans
la matrice et atteint l'interface, elle a tendance a ne pas la traverser, préservant ainsi les renforts
de tout dommage. Au lieu de cela, la fissure change de direction et suit l'interface. Ce
phénomeéne, connu sous le nom de décohésion, se traduit par un décollement progressif entre
les renforts et la matrice. Ainsi, au lieu d'une rupture brutale, on observe une décohésion
progressive des constituants (Draiche, 2014).

«+— 1 Fissure
'—r:l"' Interface | + | — Décohésion
T ——— T ——

(a) (b)

Figure 13 : Le rdle de l'interface sur la ténacité des composites : lorsqu 'une fissure atteinte

I'interface (a), elle est déviée (b).

Ce mécanisme de décohésion, associé au faible taux de défauts, explique un paradoxe : les
composites a base de fibres de verre longues, par exemple, sont beaucoup plus résistants que le
verre massif, bien que leurs propriétés mécaniques proviennent principalement des fibres de
verre. Ceci met en lumiére un aspect fondamental des composites : grace a leur structure et leur
géomeétrie, ils présentent des propriétés distinctes de celles de leurs constituants individuels.

Par exemple, certains composites a fibres et a matrices céramiques peuvent avoir un
comportement ductile, méme si les céramiques sont généralement considérées comme fragiles.
Cette capacité des composites a modifier leur comportement mécanique en fonction de leur
structure est essentielle pour leur utilisation dans une gamme diversifiée d'applications.
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1.4. Lastructure (architecture) de composites

La rigidité d'un composite est influencée par plusieurs facteurs, notamment le nombre de
couches, leur arrangement, leur nature, leur orientation et leur séquence d'empilement. Les
matériaux composites structuraux sont géneralement classés en trois catégories principales.

1.4.1. Les monocouches

Ces composites consistent en une seule couche de matériau renforcé. Ils sont souvent utilisés
dans des applications nécessitant une rigidité specifique dans une direction donnée.

3(ouz)

Fibre
> 2
y (Sens travers)
/
/
Matrice
(Sens long)

1

Figure 14 : Le monocouche

1.4.2. Les stratifiés

Ces composites sont constitués de plusieurs couches de matériaux, généralement disposées de
maniere alternée pour améliorer la résistance et la rigidité dans différentes directions. Cette
configuration permet de répondre a des exigences mécaniques plus complexes.
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Fibres

Orientation
Référentiel des fibres

Matrice

Couche
(Pli individuel)

Straufi¢

Figure 15 : La composition de stratifié

Chaque couche dans un stratifié composite est définie par son orientation, ce qui correspond a
I'angle que font les fibres par rapport & une direction de référence. Habituellement, cette
direction de référence est celle des fibres unidirectionnelles orientées a 0°.

La séquence d'empilement du stratifié décrit le nombre et I'orientation des couches successives
en parcourant le stratifié d'une face a l'autre. Par conséquent, un stratifié est considéré comme
unidirectionnel si toutes les couches ont le méme angle, c'est-a-dire si toutes les fibres sont
alignées dans une seule direction.

Layer# Material#

1

Theta >

Figure 16 : Stratifié unidirectionnel

A T'inverse, un stratifié est dit multidirectionnel lorsque les couches successives sont orientées
a des angles différents, comme dans le cas d'un stratifié multidirectionnel, par exemple [0/ +45/
-45/ 90/ 90/ +45/ -45/ 0].
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Le choix de la séquence d'empilement, en particulier des orientations, permet de conférer des
propriétés mécaniques spécifiques au stratifié. VVoici quelques types courants de stratifiés :

a. Equilibré:

Un stratifié¢ qui a autant de couches orientées dans le sens +0 que de couches orientées dans le
sens -0.

b.  Symétrique :

un stratifié dans lequel les couches sont disposées de maniére symétrique par rapport a un plan
médian.

c.  Antisymétrique :

Un stratifié dans lequel les couches sont disposées de maniére antisymétrique par rapport a un
plan médian

d. Orthogonal :

Un stratifié qui contient autant de couches orientées a 0° que de couches orientées a 90°.

Theta §\\ \\ 1 Theta %//// 1

N
45 §\ i 45 é/§§/ g

-45 . \\ // 1 -45 ) ) ¢\\\ i

Figure 17 : Stratifiée symétrique Figure 18 : Stratifiée antisymétrique

%

\

y////// 1 Theta ] .
: /f\\\\ L
30 \ l . 4

" N \ 1 90
30 0

Figure 19 : Stratifie antisymétrique équilibré Figure 20 : Stratifie orthogonal

&\\
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1.4.3. Les sandwichs

Ces composites sont constitués de deux couches externes, appelées peaux, qui sont séparées par
un noyau léger et résistant appelé I'ame, qui peut étre en mousse, en bois ou en nid d'abeille.
Cette structure offre une combinaison unique de rigidité et de Iégereté, les rendant idéaux pour
de nombreuses applications, notamment dans I'industrie aérospatiale et automobile. Les peaux
et I'ame sont assemblées par collage a l'aide d'adhésifs, souvent des résines telles que les
polyesters ou les époxydes. Ces adhésifs jouent un role essentiel dans le transfert des contraintes
mécaniques entre les peaux et I'ame, tout en offrant une protection aux fibres contre les
agressions extérieures de I'environnement.

= w
Ameen ~ “ { J |
mousse ’ : :

Ame ondulée

Figure 21 : la composition de sandwich (Berthelot,2013)

1.5. Domaines d’application des composites

Les matériaux composites remplacent de plus en plus les métaux traditionnels dans un large
éventail d'applications industrielles. Leur utilisation s'étend a de nombreux domaines et devient
omniprésente dans notre vie quotidienne. En plus de leur utilisation dans I'aéronautique et
I'aérospatiale, ils sont également présents dans des secteurs tels que le génie civil, I'automobile,
la construction navale, I'énergie éolienne, le domaine sportif, et bien d'autres encore.

1.5.1. Produits aéronautiques

Les matériaux composites gagnent en popularité dans le secteur de l'aviation. Dans
I'aéronautique, deux types de composites sont couramment utilisés : les composites céramiques
dans les moteurs, et les composites a base de carbone principalement dans la structure de
I'avion, incluant les ailes, le fuselage, les freins, etc.

L'adoption de matériaux composites améliore la qualité des matériaux dans ce domaine. En
raison de la complexité structurelle des avions, il est possible de combiner différents types de
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composites pour obtenir les caractéristiques souhaitées. Cette capacité a assembler plusieurs
matériaux permet de créer une gamme variée de matériaux adaptés a différentes applications.

Other

B Carbon laminate Steel 9,

[B Carbon sandwich 10%
[l Fiberglass Titanium

i 15% Composites
B Aluminum o
[] Aluminunvsteel/titanium pylons Aluminum

20%

Figure 22 : Utilisation des matériaux composites dans le domaine d’aéronautique

1.5.2. Agriculture

Robuste et résistant aux conditions extérieures, le composite est largement utilisé dans la
fabrication du matériel agricole, que ce soit pour les équipements mobiles tels que les tracteurs,
les machines a balles rondes et les semoirs, ou pour les installations fixes comme les robots de
traite, les cuves et les abreuvoirs. Sa capacité a étre réparé en fait un atout majeur dans ce secteur
d'activité.

1.5.3. Transport/ Véhicules spéciaux

Le transport collectif, en tant qu'alternative viable a la voiture individuelle, connait un essor
remarquable. Les bus, les tramways, les trolleybus et méme les camions de pompiers, les
véhicules d'intervention ou les ambulances intégrent largement des matériaux composites a la
fois pour leur aménagement intérieur et leur carrosserie. Cette tendance démontre I'adoption
géneralisée des composites dans divers secteurs du transport pour leurs avantages en termes de
légereté, de résistance et de flexibilité de conception.
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Figure 23 :: utilisation des matériaux composites dans le domaine de transport
1.5.4. Nautisme

Résistant aux effets cumulés du temps et des conditions météorologiques, le composite est un
matériau incontournable dans le domaine du nautisme. Utilisé pour les coques et les ponts des
bateaux, il est omniprésent aussi bien dans la navigation de loisir, comme les péniches fluviales
et les bateaux destinés aux loisirs, que dans la plaisance avec les voiliers et les yachts, ou encore
dans la péche avec les barques et les bateaux gonflables a fond rigide.

Figure 24 : Fabrication de coque de bateau a l’aide des matériaux composite
1.5.5. Energies renouvelables

Les matériaux composites sont de plus en plus utilisés dans le domaine des énergies
renouvelables en raison de leurs propriétés uniques et de leurs nombreux avantages. Voici
quelques applications spécifiques dans ce domaine :
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a. Eoliennes:

Les pales des éoliennes sont souvent fabriquées a partir de matériaux composites,
principalement des fibres de verre ou de carbone renforcées de résine époxy. Ces matériaux
offrent un excellent rapport résistance/poids, ce qui permet de produire des pales plus Iégeres
et plus résistantes, augmentant ainsi I'efficacité et la durabilité des éoliennes.

Figure 25 : Exemple de configuration structurelle d 'une pale éolienne moderne
( Grunewald, 2017)

b.  Energie solaire :

Les panneaux solaires utilisent des matériaux composites pour les structures de support et les
encadrements. Ces matériaux sont résistants a la corrosion, Iégers et durables, ce qui les rend
idéaux pour les installations solaires exposées aux intempeéries.

1.5.6. Génie civil et la construction

Les matériaux composites sont largement utilisés dans le domaine du génie civil et de la
construction en raison de leurs propriétés exceptionnelles, telles que leur haute résistance, leur
Iégéreté et leur durabilité. VVoici quelques applications courantes :

a. Renforcement des structures existantes :

I.  Renforcement des ponts et des viaducs

Les composites renforces de fibres (FRP) sont utilisés pour renforcer et réparer les ponts,
augmentant leur capacité de charge et leur durée de vie sans ajouter un poids significatif.

e Poutres en composite : Utilisation de poutres en fibres de carbone ou de verre pour
remplacer les poutres en acier ou en béton. Exemple : Le pont de la riviére Halgurd en
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Irak utilise des poutres en composite de fibres de verre pour réduire le poids et augmenter
la durabilité.

Tabliers de ponts : Construction de tabliers en matériaux composites pour améliorer la
résistance et la durabilité. Exemple : Le pont de Bond Street a Hamilton, au Canada, utilise
un tablier en fibres de verre et de résine.

Réhabilitation des batiments : Les matériaux composites sont utilisés pour renforcer les
éléments structurels des batiments existants, comme les colonnes, les poutres et les murs,
afin d'améliorer leur résistance sismique et leur durabilité.

R
§ '3; _‘?.
49‘ ot

Figure 26 : Renforcement du ['intersection poteau poutre avec les fibres de carbone

Infrastructure de Transport

« Rails de chemin de fer : Utilisation de traverses en composite pour les rails, offrant une
durabilité et une résistance accrues. Exemple : Le projet de chemin de fer a grande
vitesse de la Californie utilise des traverses en composite de fibres de verre.

o Pistes d'atterrissage et routes : Renforcement des pistes d'atterrissage et des routes
avec des géo composites pour améliorer la résistance et réduire I'entretien. Exemple :
L'aéroport de Schiphol aux Pays-Bas utilise des géo composites pour renforcer les
pistes.
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Figure 27 : Traverses en composite de fibre de verre de chemin de fer

Construction marine et cotiere :

Structures offshores : Les composites sont utilisés dans la construction de structures
offshore, comme les plateformes pétroliéres en raison de leur résistance a la corrosion et a
I'eau salée.

Jetées et quais : Les matériaux composites sont utilisés pour construire des jetées et des
quais, offrant une durabilité et une résistance a la dégradation par I'eau et les intempéries.

Eléments architecturaux :

o Facades de batiments : Les panneaux composites sont utilisés pour les facades de
batiments, offrant des options esthétiques variées et une résistance accrue aux
intempéries.
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Cadre bois Complexe isolant

périphérique

Parement intérieur
en aluminium
ou en acier

Figure 28 : Les panneaux composites pour les facades de batiments

o Toitures et démes : Les composites peuvent étre utilisés pour construire des toitures
légeres et des domes architecturaux, offrant des possibilités de conception innovantes.

1.6. Avantages et inconvénients des matériaux composites

Les composites présentent de nombreux avantages grace a leurs excellentes caractéristiques
spécifiques :

- La capacité a dimensionner les structures de formes complexes selon les besoins
spécifiques, offrant ainsi des propriétés élevées uniquement dans les axes de chargement
et réduisant les colts d'assemblage ;

- La possibilité de fabriquer des matériaux avec des propriétés particuliéres telles qu'un
coefficient de Poisson négatif ou une dilatation quasi-nulle ;
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- Des rigidités et des resistances spécifiques importantes permettant la conception de
structures haute performance tout en réalisant des gains de masse par rapport aux
solutions métalliques précédentes ;

- Une légereté accrue ;

- Une insensibilité aux produits chimiques tels que les huiles et les liquides hydrauliques.

- Une bonne conductivité thermique et électrique ;

- Une tenue mécanique particuliére, incluant la résistance a la fatigue et aux contraintes.

- Une rigidité adaptable selon le type de renfort ;

- Une bonne résistance a I'humidité et a la corrosion et

- Une bonne tenue au feu.

Cependant, plusieurs inconvénients sont associés aux matériaux composites :

- Des colts de fabrication supérieurs a ceux des matériaux traditionnels, incluant le temps,
les études et la mise en ceuvre, ainsi qu'une sensibilité accrue aux singularités
géomeétriques telles que les trous ou les entailles, qui peuvent constituer des points
faibles au sein de la structure.

- Une sensibilité accrue aux impacts.

- Une complexité accrue dans la mise en ceuvre des réparations.

- Une difficulté de détection des problémes, nécessitant une rigueur extréme dans leur
fabrication et leur assemblage.

1.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous plongeons dans l'univers des matériaux composites, scrutant les
caractéristiques des renforts, les éléments constitutifs des matrices, ainsi que les multiples types
de composites et leurs applications répandues. Nous constatons que ces matériaux sont devenus
incontournables, utilisés non seulement dans le domaine de I'aérospatiale, mais également dans
de nombreux secteurs commerciaux en ingénierie mécanique, tels que la fabrication de moteurs,
de machines, la gestion thermique, l'industrie automobile et le génie civil.

L'avenir des composites repose sur des processus de conception intégrés, prenant en
considération des parametres variés tels que la forme, la masse, la résistance, la rigidité, la
durabilité et les codts. Les outils de conception devront permettre aux clients de visualiser
I'impact de différentes conceptions sur ces parametres.
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CHAPITRE 2 : THEORIES DES PLAQUES

2.1. Introduction

Les structures composites multicouches sont des assemblages composés de couches homogenes et
anisotropes reliées entre elles. Ces structures présentent généralement une épaisseur relativement
faible par rapport a leurs autres dimensions, ce qui en fait des choix populaires dans de nombreuses
applications industrielles et d'ingénierie.

2.2. Les Différents Modéles des structures composites dans I’élasticité bidimensionnelles

(Modeéles de structures multicouches)

Durant ces dernieres années, plusieurs modeles bidimensionnels ont été développés pour la
modeélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses ou des
endommagements. Ils peuvent étre distingués en fonction du type d’approche adopté :

- Approche monocouche équivalente ESLM (Equivalent Single Layer models) ;

- Approche par couche LW (Layer-wise) et

- Approche développement asymptotique.

2.2.1.  Approche monocouche équivalente

Parmi les différentes classes de théories, ’approche de monocouche équivalente est la plus
fréquemment utilisée. Celle-ci se base sur I’idée de représenter un stratifi¢ hétérogéne complexe
par un seul lamina statiquement équivalent (homogénéisation), ce qui permet de réduire le
probléme d’élasticité 3D complexe a un probléme 2D bien plus simple. Cette approche pose donc
I’hypothése que le champ de déplacement dans 1’épaisseur peut étre considéré comme continu a
travers 1’épaisseur de la structure multicouche.

Dans I’analyse des plaques en flexion, on peut utiliser trois théories fondamentales :

e Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT) ;
e Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et

e Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT).

a. Lathéorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)

On parle de "plaque mince" lorsque la déformation due au cisaillement est négligeable par rapport
a la déformation due a la courbure de la plaque. Dans le cas d'une plague homogéne isotrope,
I'impact du cisaillement sur la déformation est directement lié au rapport d'élancement I/h.

La theorie classique des plagues minces (CPT) repose sur les hypotheses de Love-
Kirchhoff(Kirchhoff, 1850), (Love, 1934) qui stipulent qu'une droite normale au plan moyen de la
plaque reste perpendiculaire aprés déformation. Cela signifie que les effets du cisaillement
transverse sont négligés. Le champ de déplacement associé a cette théorie est décrit par I'équation
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(2.61). La cinématique illustrée par la figure 31 montre I'état déformé d'une structure monocouche
selon le modeéle de Love-Kirchhoff : la section de la plaque déformée reste orthogonale a la surface
neutre, ce qui implique que les contraintes et déformations dues au cisaillement transverse sont
nulles.

Cependant, cette approche tend a sous-estimer les deformations et a surestimer les charges critiques
de flambement ainsi que les fréquences propres des structures modélisées. Ces erreurs sont
particulierement prononcées pour les stratifiés fortement anisotropes. Néanmoins, ce modele est
bien adapté pour décrire le comportement des plaques a haut élancement ou a faible épaisseur par
rapport & la longueur d'onde de flexion, ce qui justifie son nom de "modele des plaques minces".
Ce modele de plaques peut étre référence dans les travaux de Timoshenko et Woinowsky-Krieger
(1959), ainsi que de Reddy (2003).

Le champ de déplacement approché utilisé dans cette formulation est de la forme :

y(xy) (2.1)

Ou (u, v, w) représente le vecteur des déplacements, d’un point matériel de coordonnées nominales
(X, Y, z), de méme (ug, vy, wy) ce sont les déplacements du feuillet moyen. Le planprincipal de la
plaque est le plan x-y et 1’épaisseur h de cette derniére est orientée selon 1’axe z (avec z € [-h/2,
h/2]).

Figure 29 : Cinematique de la plaque de Love Kirchhoff (Reddy, 1997) - CPT.
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b.  Lathéorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

Afin de dépasser les limitations de la CPT, les théories du premier ordre ont été proposées. Ces
théories sont I’extension des théories conventionnelles développées par Reissner (1945) et Mindlin
(1951). L’hypothese principale de la FSDT est qu’une ligne droite et perpendiculaire au plan
moyen d’une couche quelconque reste droite mais pas nécessairement normale a ce plan de
réference apres la déeformation de la structure (Figure.32).

La FSDT est basée sur le champ de déplacement suivant :

u(x y,z)=uy(X,¥)+2z4,(xy)
V(X y,2) =V, (X, y)+24, (X, ) (2.2)
W(X,Y,2)=W,(X,Y)

Avec : @,,0,représentent les angles de rotation totale de la normale au plan moyen autour
des axes x et y, respectivement (figure 32), de tel sorte que :

¢x = yxz _WO,X Et ¢y = 7yz _Wovy (23)

Ou y,, et y,,, sont les déformations de cisaillement transverse mesurées sur le plan moyen.

Figure 30 : Cinematique de Reissner-Mindlin.
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Dans cette théorie, les contraintes de cisaillement transversales sont supposées constantes a travers
I’épaisseur; elle a donc besoin d’un coefficient de correction de cisaillement pour satisfaire la
condition de contraintes nulles sur les surfaces inférieure et supérieure de la plaque.

c. Lathéorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

A la différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la distribution
linéaire du déplacement par I'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution non
linéaire des champs de déplacements dans 1’épaisseur (voir Figure 33). Par conséquent, on tient
compte des effets de la déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation
normale transversale. Ces modéles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de
tels modeles peuvent étre trouvées dans plusieurs références scientifiques (Nelson et Lorch,
1974),(Krishna et Vellaichamy, 1987). (Christensen et Wu E, 1977).

Le champ de déplacement est généralement comme suit :

u(xy,2)=u(x, y)—2w+ f(z)6,(xy)

V(X,y,Z):VO(X,y)_ZM+f(z)gy(xly) (2.4)
w(x,Y,2) = (%,y)

Ou u,vetw représentent les déplacements dans les directions (x,y,z).Les composantes de
déplacementsu,, vy, w,y sont ceux d’un point du plan moyen (x,y,z = 0). ¢, et ¢, sont les rotations

dues au cisaillement autour de I’axe x et y.

[§Y]

P
L

Figure 31 : Cinématique de la théorie d’ordre élevé.

f (z) Est une fonction de cisaillement transverse qui caractérise 1’effet de gauchissement a travers
I’épaisseur de la plaque stratifiée, Il faut également noter que I’expression de cette fonction est
variable selon les différentes théories existantes dans la littérature. A savoir que f(z) = 0 pour le
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cas de la théorie classique des plaques stratifiées, par contre f(z) = z au titre de la théorie du premier
ordre en cisaillement transverse.

Cependant, plusieurs fonctions de cisaillement ont été utilisees dans les modéles d'ordre

supérieur :
e L’approche d’ Ambartsumyan (Ambartsumyan, 1969) donnee sous forme :

z(h?* 22
f(2) _5[7—3—] 2.5)

e L’approche de Reissner (Reissner, 1945)exprimeée par :

f(z):%z[l—%j (2.6)

e Selon I’approche de Reddy (Reddy, 1984), La fonction de cisaillement transverse est de la
forme suivante :

47°
f(z)=2|1-— 2.7
(2) ( 3th 2.7)
L’approche de Touratier (Touratier,1991) avec :
f(2) :ﬁsin(ij (2.8)
V4 h

2.2.2.  Approche par couche

Les approches par couche sont des méthodes qui tiennent compte des différences entre les
différentes couches d'un matériau stratifié, contrairement aux théories qui traitent le matériau
comme une couche unique homogénéisee. Les deux approches principales dans ce domaine sont
I'approche en zigzag et I'approche des couches discretes.

a. Les modeles zig-zag

Cette méthode est congue pour modéliser les déformations des plaques stratifiées en tenant compte
des discontinuités de cisaillement entre les différentes couches. Elle s'appelle "zigzag" car elle
permet des discontinuités dans les gradients de déplacement, ce qui crée un effet de zigzag entre
les couches. Cela la rend particuliérement utile pour les matériaux composites stratifiés ou les
propriétés mécaniques different considérablement entre les couches. Elle offre une précision
supérieure par rapport aux approches qui supposent des déformations continues, car elle prend en
compte les discontinuités internes du matériau.
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Linéaire Zipg-Zag Linéaire + Zig-Zag
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Figure 33 : Champ de déplacements des modeles zig-zag d'ordre supérieur. (Nguyen, 2004)

b. Les modeéles en couches discrétes

Cette approche considére chaque couche comme une entité distincte avec ses propres propriétés
mécaniques. Contrairement a l'approche en zigzag, qui permet des changements de pente a
I'intérieur de la plaque, I'approche des couches discrétes traite chaque couche séparément, souvent
en utilisant des éléments finis pour simuler leur comportement. Cela permet de modéliser de
maniere précise les interactions entre les différentes couches et de mieux comprendre le
comportement global du matériau stratifié. Elle est particulierement utile pour des analyses de
structures composites complexes, comme les panneaux sandwich ou les plaques multicouches avec
des propriétés anisotropes.

Ces deux approches offrent une précision accrue pour les simulations des matériaux composites
stratifiés, en comparaison avec les théories simplifiées qui homogénéisent le matériau. Elles sont
particulierement utiles pour des applications ou la compréhension détaillée des interactions entre
les différentes couches est cruciale.

2.2.3. Approche de développement asymptotique

L'approche de développement asymptotique est utilisée pour des structures ou le rapport entre
I'épaisseur et la plus grande dimension est relativement faible, ce qui suggere une faible épaisseur
par rapport a I'échelle globale. L'idée est de développer des solutions asymptotiques basées sur ce
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rapport. Cette approche intervient lors de I'intégration des équations d'élasticité, y compris les
équations constitutives et les équations du mouvement.

La structure des déformations est considérée comme composée de deux parties : une partie
intérieure ou les variations sont faibles et une partie aux frontiéres ou les variations peuvent étre
significatives. Pour résoudre ce type de probleme, il est courant de construire deux types
d'intégrales : les intégrales intérieures, qui correspondent a des solutions avec de faibles variations
au sein du domaine, et les intégrales aux bords, qui traitent des variations plus importantes pres
des frontieres (souvent appelées couches limites). Ces intégrales aux bords fournissent des
solutions pour les zones ou le comportement de la structure change de maniére significative
(Fredrichs 1961, Johnson 1971, Allix 1989, Lecuyer 1991) . Des travaux comme ceux de
(Ladeveze 1988, Allix 1989) ont exploré cette approche en détail.

Dans ces travaux, la méthode commence par utiliser les résultats de la théorie classique des
plaques. Puis, a proximité des bords, des problemes tridimensionnels sont posés pour déterminer
les champs correcteurs (contraintes et déplacements). Ces problemes tridimensionnels sont ensuite
décomposés en problemes bidimensionnels correspondant aux couches limites perpendiculaires au
bord. Une approche mixte, combinant contraintes et déplacements, est résolue par des séries de
Fourier. L'endommagement dans les couches et aux interfaces est également pris en compte.

2.3. Comportement élastique d’un pli orthotrope

2.3.1. Loide comportement (loi de Hooke généralisé)

Lorsque I'on traite des contraintes, des déformations et des coefficients de rigidité dans le cadre de
la loi de Hooke, une notation indicielle peut étre utilisee pour simplifier les équations et les rendre
plus compréhensibles. Dans le cas des matériaux élastiques anisotropes, comme les composites, la
loi de Hooke relie les contraintes (o;;)et les déformations (g;;) par le biais d'un tenseur de rigidité
(Cij)- Cette relation est generalement écrite sous forme d'une équation tensorielle, mais peut étre
simplifiée a l'aide d'une notation matricielle.

En raison de la symétrie du tenseur de contraintes (o7/) et du tenseur de déformations (;;), le
nombre de composantes indépendantes peut étre réduit a six. Cette réduction permet de représenter
le tenseur de rigidité a l'aide d'une notation compacte.

Dans le tenseur des contraintes, les composantes symétriques sont :

011 012 013
] (2.9)

(aij)=[021 022 023
031 032 033

e Les contraintes normales : 611, 022, 633.
o Les contraintes de cisaillement : g12=021, 613=031, 623=032.

Dans le tenseur des déformations, les composantes symétriques sont :
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€11 €12 €&13
(€ij)=|€21 €22 €23 (2.10)
€31 €32 €&33

o Les déformations normales : &;4, &5, &33.
o Les déformations de cisaillement : ,,=¢,,, £,3=€31, £23=&35.

Cette symétrie permet de reformuler le tenseur d'élasticité (C;;) en utilisant une notation matricielle
ou chaque indice correspond & une combinaison unique de composantes.

La loi de Hooke est réécrite en notation vectorielle en utilisant les formes contractées des
tenseurs de contraintes et de déformations selon 1’équation :

{c }=[cl{e} (2.11)
Oou
G : tenseur de contrainte ;
C : tenseur d’élasticité et

€ : tenseur de déformation.

2.3.2. Différents Types des matériaux

Dans cette section, nous allons présenter les différents types des matériaux concernant leurs
comportements méecaniques.

a. Matériaux anisotropes

Les matériaux anisotropes sont des matériaux dont les propriétés mécaniques (comme le module
d'élasticité, le module de cisaillement, le coefficient de Poisson, etc.) varient selon la direction dans
laquelle on les mesure mais ils ne présentent pas de plans de symétrie (Nye, J.F, 1985).

La loi de Hooke se résume a I'expression suivante :

o| [Ch C, Cy C, Cs Cylla
0, Cpn Cu Cu Cy Cxlle
G| _ Cii Gy Gy Cyffss (2.12)
O, Cu Cus Culle
Os sym Css Co ||
Os) L Cos | &

b.  Matériaux monocliniques

Les matériaux monocliniques constituent une classe de matériaux anisotropes. Ils ont des
propriétés mécaniques qui différent en fonction de la direction dans laquelle elles sont mesurées.
Ils possédent un seul plan de symétrie, ce qui signifie que leurs propriétés sont symetriques par
rapport a un certain plan, mais pas dans les autres directions.
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La loi de Hooke se résume a I'expression suivante :

_Cll C12 C13 0 0 C16 1
C12 C:22 C23 O O C26
[C] — C13 C32 C33 O 0 C36 (213)
o 0 0 C, C, O
0 0 0 C, C, O
_C16 C26 C36 0 O CBG

c.  Matériaux orthotropes

Les matériaux orthotropes sont des matériaux dont les propriétés mécaniques varient selon trois
directions orthogonales. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisieme plan orthogonal
est automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour les
composites unidirectionelles (Kollar et Springer, 2003).

-
]

K\i

Figure 34 : Représentation schématique d 'un matériau orthotrope

avec trois plans de symétrie (Kollar et Springer, 2003).

La loi de Hooke se résume a I'expression suivante :

C, C, Co O 0 0]
C, C, C, 0 0 0
q.|Cs e Ce 000
€= o o C. 0 O (2.14)
0 0 0 0 C, 0
(0 0 0 0 0 Cy
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d. Matériaux isotropes

L'hypothese d’isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repere choisi pour
I'exprimer. Il n’existe alors pas de direction privilégiée. En d’autres termes, le tenseur de raideur
doit étre invariant pour tout changement de base.

Donc, les propriétés mécaniques sont identiques dans toutes les directions :
E]_:Ez :Eg;vz =V = Uz, Gl = GZ = Gg

La matrice de rigidité d’un tel matériau est donnée par :

C, C, Cg 0 0 0
C12 C22 C23 O O
C, C, C, 0 0 0
C11_C12
[c]=] 0 O 0 =5 0 0 (2.15)
0 0 0 0 Cu =Co 0
2
0 0 0 0 0 Cﬂ;Cﬂ

C11 = sz , C12 = C23

2.3.3.  Comportement d’un pli dans les axes du matériau

Le comportement élastique d'un matériau orthotrope, rapporté a ses axes principaux peut étre décrit
soit par sa matrice de rigidité C :

o] [C, C, C, 0O 0 01]fe

! Cp, Cp, C 0 0 0]lg

O _ Co Cu Cy 0 0 0 |f& (2.16)
o, 0 0 0 C, 0 0 ||y

o, 0 0 0 0 Cy O ||y,

o) L0 0 0 0 0 Cgllwm

Soit par la matrice de souplesse est definie par :

& 'Sy S, S, 0 0 0]fa

& S Sp S 00 0 o

& | _ S; S, Si3 0 0 0 ||o (2.47)
Vs 0 0 0 S, 0 0 ||ry

713 0 0 0 0 S5 0|z,

7o) L0 0 0 0 0S¢z,
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Un état de contraintes planes (a deux dimensions) est caractérisé par un tenseur des contraintes de
la forme :

o, o, 0

XX Xy
ocM)=|o,, o, O (2.18)
0 0 O

Pour un état de contraintes planes :0;=t,,, = 7, =0

La déformation normale «&,» peut étre exprime en fonction des composantesdes contraintes planes
en utilisant la faite que o, =0

& §130_x + 5_230'y + 8_36T><Y (2.19)

7 =
Dans le plan matériel principal, les termes des coefficients de rigidité C;s(i # 6)sont nuls, par

consequent :Q¢ = Q46 =0. Ainsi, dans le plan principal d’un matériau orthotrope, les équations
constitutives en contraintes planes auront la forme simplifiée :

O, Q. Q, 0 ||
0 0=|1Qe Qu 0 |§& (2.20)
T 0 0 Q] 72

En inversant cette derniére équation, nous aurons :

& (=|Sp Sp 0 |yo, (2.21)

S S
Ou S;; = Qi et Q=25 Q,=—L —
K Y " S11822 - 8122 S11822 - S122
(2.22)
=S 1
Q — 12 Q -
. S11822 o S122 * See
Les éléments de cette matrice en contrainte plane sont :
1 1%
S11 = El S12 = _E_211
(2.23)
S21 2_& Szz zi Ses Zi
El E2 GlZ
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Etant donné que la matrice de souplesse est symétrique :S;, = S,; donc nous
aurons :

Vip _ Vo

E (2.24)

Les constantes qui peuvent étre mesurées dans le laboratoire d’une fagon exacte sontE;, E,, v;, et
G,,. Une mesure exacte du coefficient de poisson v;, est souvent trésdifficile car, il est tres petit
pour plusieurs matériaux composites.

Les expressions explicites des termes Q;;en fonction des constantes de I’ingénieur :

_ E, _ E,
= 1-vpvy Qe = 1-v,vy
(2.25)
v.,E v..E
Q12 =122 = A Qee = Glz

1-vpvy  1-vpvy

2.3.4. Constantes de rigidités réduites d’un pli en dehors de ses axes principaux

L’équation constitutive de contrainte plane dans un repére arbitraire x — Yy est alors écrite comme
suit :

{o} =[Q]{e}, (2.26)

Ou sous forme matricielle :

X Qll QlZ QlG gX

Oy r= @2 922 Qus &y (2.27)

T Q16 Q26 Qee Yy

Xy

Soit
(o}, =[Q] (¢, (2.28)

Ou [@]k matrice de rigidité réduite transformée du k correspondant a la cote z.

Ou les termes Q;;sont définis comme suit :

Q, =Q,m*+2(Q, +2Q,,)m’n* +Q,,n"

Qi = (Q +Qy, —4Q)M™N* +Q,(n* +m’)

Q,, =Qun* +2(Q, +2Q,)m*n? +Q,,m’

Qi =(Q; —Q, —2Q;)M’n+(Q, —Q,, +2Q,)n°m
Qs = (Qy —Q, —2Qs)Mn’° +(Q, —Q,, +2Qg )nm’
Qss = (Qu + Qs —2Q,, — 2Qg )N + Qg (n* +m’)
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Q. =Q,m*+2(Q, +2Q,,)m’n* +Q,,n*

Qu = (Qu +Q,, —4Qe)M™* +Q, (n* +m’)

Q,, =Q,n* +2(Q,, +2Q,,)m?n? +Q,,m’

Qs = (Q; —Q, —2Q:)M’n+(Q, —Q,, +2Q;,)n’m
Qs = (Qy —Q, —2Qi)MN’ +(Q,, —Q,, +2Qg)nm’

Qae =(Qu+Q, —2Q, - 2Q66)m2n2 + Qg (n* + m4) (2.29)
AVec :
< m:cos@
< n:sin@

Figure 35 : Stratifié hors axes.

2.3.5. Comportement des composites stratifiés

L'analyse du comportement mécanique élastiqgue d'une structure composée de matériaux
composites s'effectue généralement en utilisant la théorie des plaques stratifiées. Cette approche

repose sur I'évaluation des champs de déplacements et des champs de déformations en tout point
de la structure.

a. Champ des déplacements

Le champ de déplacement se réfere a la distribution des déplacements a travers une structure, ce
qui est essentiel pour comprendre son comportement sous différentes conditions de charge et pour
analyser comment les structures se déforment sous I'effet des charges et des contraintes. Dans ces
modeéles, les déplacements u, v, et w en un point donné de la plaque, avec des coordonnées X, Y, z
réferencées au plan moyen de la plaque, sont exprimés de la maniere suivante pour la théorie de
déformation en cisaillement de premiére ordre :
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u(x,y,z) =y (X y)+ze, (X y)
V(X ¥.2) =V (X, ¥)+ 20, (X.Y) (2.30)
W(X,Y,2)=W, (X Y)

Sachant que ug, v, et wysont les déplacements d’un point x, y, z = 0 du plan moyen

Uy (X, Y)=Uy (X, y,0)
Vo (X, ¥) =V (.Y, 0) (2.31)
W, (X, Y) =W, (X, y,0)

b.  Champ des déformations

A partir du champ de déplacements, on peut dériver le champ de déformations, qui peut étre
formulé en coordonnées cartésiennes selon les relations suivantes, issues de la théorie de I'élasticité
linéaire :

g =M WMo 00 (2.32)
ox ox 0,
L NV _v Op (2.33)
Yooy oy 9,
g =W _ Mo _ g (2.34)
0z 0z
Wy 2.35)
o, (xy)=——"2 @
Y( ) ay
yxyzggxyzﬁ_ N _ [5“0 Ny [ j (2.36)
oy ox \ oy
=2 _ow 8_u_6w0
Y = o V5 T ox 2 (2.37)
Yy =26y, _ @=%+¢y (2.38)
oy oz oy
Dans ce schéma, les déformations en cisaillement transverse sont nulles, soit :
Ve =0
2.39
7, =0 (2.39)
Cette hypothése implique :
o, (% y) =2 (2.40)
aX
oW,
(py(x, y):__o (2.41)
ay
Le champ de déformation s'écrit alors :
2
gW:@:%_Za"‘z’o (2.42)
oy oy oy
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_ou_du, o*w,

En = AL 2
OX  OX OX

Yoo o, M) 5, O
Y Loy ox OXOY

La matrice des déformations se réduit a trois composantes non nulles :

&

XX

eM)=|¢,
7/xy

Le champ des deformations est la superposition :
-des deformations en membrane :

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

oy
&, g‘vx
e, (M) = g;’y = .
Va »
Y ou, oV,
—_— + —_—
Loy ox |
S'exprimant exclusivement en fonction des déplacements (u,, v,)dans le plan (O, X, y) des points
de ce plan ;
-des déformations en flexion et torsion :
_o'w,
f 5X2
gX)( 62W
eM)=|¢&! |=| -z=—=
f i oy’
Xy 2
oy o°W,
OXoy |

S'exprimant en fonction des angles de rotation de la déformée du plan moyen et de la cote z du
point M. Généralement, les deformations en flexion et torsion s'expriment suivant la relation :

&1 (M) =2k(x,y)

En posant :

kX
g, (M)=| k, |=| 25
K,

(2.48)

(2.49)
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la matrice k (X, y) est appelée matrice des courbures de la plaque sollicitée en flexion.

Ou plus simplement :

(e}, ={e"} +2{K}, (2.50)
C'est I'équation fondamentale de la théorie des stratifiés.
c.  Expression des résultantes et moments

i. Résultantes en membrane

Les forces par unité de Iongueur{Nx, Ny, ny}sont définies comme suit :

N, 7
/ .
/ »
Nx‘% /
s
/
= ;
XZL.N’EK
v, [/

¥

L
=

Figure 36 : Forces par unités de longueur.

+H
N, = I o,dz
“H
+H
N, = ,[ o,dz (2.51)
“H
+H
N,, = I o,,dz
“H

Les trois équations peuvent étre écrites sous la forme condensée :

+H

{N}= [ {o,}dz (2.52)

-H
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Nous aurons :
+H

(= [[a] {SO}dzﬁj: Q] K] 2 259

-H

Ou bien sous une autre forme :

{N}=2

n
k=1

[jl[@]dz}{gohg(jlmr zdz]m -

Cette derniére équation peut étre écrite sous la forme suivante :

{N}=[A]{e’} +[B]{K} (2.55)

o)
[A]= kil[(j] (Z.-2.4) (2.56)
8]-231e] (-2 257

La matrice Q¥est constante a travers chaque couche mais peut étre différente d’une
couche a une autre.

L’équation {N}=[A]{g°}+[B]{K} relie les forces de membrane par unité de longueur aux

déformations du plan médium{s°}, et les courbures du stratifié {K} par les matrices [A] et [B]. La
matrice [A] représente « la matrice de membrane » et la matrice [B] représente « la matrice de
couplage membrane - flexion ».

ii.  Moments par unité de longueur

On définit les moments par unité de longueur {M,, M,, M, Jcommel’intégrale des forces «o; zd,»,
ainsi :

M, J?j{w M,{y(, 'l"-) s . x
x /; .

7

]

zZ

Figure 37 : Moments par unités de longueur.
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Mx : moment fléchissant d'axe X, di aux contraintes ox par unité de largeur suivant la direction y.

+H
M, = J' o, 2dz (2.58)
-H
My : moment fléchissant d'axe y, di aux contraintes oy par unité de largeur suivant la direction x.
+H
M, = J. o,2dz (2.59)
—H

Mxy : moment de torsion d'axe X, di aux contraintest,,

+H
M, = Jl;rxyzdz (2.60)

Ou bien sous une forme condensée :

M= | (o) 2dz (2.61)

Substituant 1’équation (2.20) dans 1’équation (2.53), nous aurons 1’expression des moments par
unité de longueur :

{M}=[B]{s°} +[D]{K} (2.62)

Ou la matrice de flexion est définie comme suit :

[D] Zég[ﬁ]k (z2-2,) (2.63)

iii.  Equation constitutive d'un stratifié

L'équation constitutive d'une plaque stratifiée exprime les résultantes et moments en fonction des
déformations en membrane et des courbures. Elle s'obtient en regroupant les expressions des
résultantes et moments suivant une seule écriture matricielle sous la forme :

N, I A A, As By By, By gzx
N y A, A, As By By By || fw
N o As As As Bs By Bglly )?y (2.64)
M, By B, Bg D, D, D x
M y B, B, By D, D, Dy y
i M w | L BlG Bze Bee DlG Dze Des | kXy
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{m{g EH(;} (2.65)

Les termes de la matrice introduite sont donnés par les expressions suivantes :

Ou sous forme contractée :

[A]Zi_[ﬁ] (Z — 2s) (2.66)

[B]=%an[(5] (z-7)) (2.67)
LEraT (e e

[D]=§§[Q] (z-2),) (2.68)

La matrice A est la matrice de rigidité en membrane, D est la matrice de rigidité en flexion et B la
matrice de couplage membrane —flexion —torsion. Ce couplage existe méme si les matériaux des
couches sont isotropes. Il résulte de la structure en couches de matériaux de caractéristiques
mécaniques différentes. Le couplage est nul (B=0), seulement dans le cas ou le stratifié est
symétrique. La symétrie implique une symétrie des propriétés des couches, de leurs cotes et de
leurs orientations.

numero de
la couche . \ 1
5 \
Y
lr::
Surface 'f_ 4
moyenne &
| W
] A

Figure 38 : Elément d’un stratifié [Loli 2000].
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2.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes théories des plaques, a savoir l'approche
monocouche équivalente, I'approche par couche, et I'approche de développement asymptotique.
Nous avons également conclu que I'approche monocouche équivalente convient mieux aux
matériaux composites lorsque les propriétés mécaniques ne subissent pas de changements
brusques.

Par conséquent, nous avons adopté le modele monocouche équivalente pour analyser des plaques
épaisses, en particulier dans le contexte de théories d'ordre supeérieur ou il est crucial de tenir
compte du cisaillement transversal pour obtenir des résultats plus précis. Ces théories permettent
une meilleure compréhension des comportements structuraux, en particulier dans le cas des

composites, et fournissent des outils efficaces pour des études approfondies.
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CHAPITRE 3 : FORMULATION MATHEMATIQUE

3.1. Introduction

Les plaques rectangulaires représentent des éléments structurels fondamentaux largement utilisés
dans une multitude d'applications industrielles et architecturales. Leur utilisation croissante met en
évidence l'impératif d'étudier leur comportement vibratoire et leur stabilité, une démarche
essentielle pour concevoir des structures plus performantes et résilientes.

L'objectif de ce chapitre est d'identifier les caractéristiques dynamiques et de stabilité, telles que
les fréquences naturelles et les charges critiques de flambement d'une plaque stratifiée simplement
appuyée en tenant compte de la présence des porosites.

3.2. Configuration géométrique

Considérons une plaque rectangulaire en matériau composite stratifié, prenant en compte la
présence de la porosité. Cette plaque a des dimensions de longueur, largeur et épaisseur égales a a,
b, et h respectivement. Le systeme de coordonnées cartésiennes global est choisi de telle sorte que
I'origine se trouve dans le coin et sur le plan médian de la plaque z =0. Par conséquent, le domaine
de la plaque est défini comme suit :

t 3.1)

Dans cette configuration :

e X ety définissent les dimensions de la plague dans le plan horizontal.
o 7 définit I'épaisseur de la plaque, avec l'origine située sur son plan médian. Les valeurs de

. -h .h _<h , e, v
z varient de? a -, ou - represente la moitié de I'épaisseur totale de la plaque.

Cette configuration permet de modéliser efficacement la géométrie d'une plaque rectangulaire
stratifiée, en prenant en compte ses dimensions et sa structure en trois dimensions. La prise en
compte de la porosité dans la plaque est egalement cruciale pour une analyse précise de son
comportement.
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/ > b
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Figure 39 : Plaque composite stratifié Figure 40: Modeéle de distribution de la
porosité

hi : I’épaisseur d’une seule couche et
h : I’épaisseur de la plaque

3.3. Plaque composite avec porosité

La présence de la porosité dans une plaque composite stratifiée peut avoir un impact significatif
sur ses propriétés mécaniques et son comportement global. La porosité se réfere aux espaces vides
ou aux pores présents dans le matériau composite, ce qui peut entrainer une réduction de la densité
apparente et une diminution des propriétés mécaniques telles que la résistance et la rigidité.

Lorsque nous considérons une plaque composite avec porosité, il est important de prendre en
compte plusieurs aspects :

Distribution de la porosité : La porosité peut étre distribuée de maniére homogéene ou non
dans la plaque. La distribution inhomogéne peut résulter en des variations locales de
propriétés mécaniques et peut influencer la réponse dynamique de la structure.

Effets sur les propriétés mécaniques : La présence de porosité réduit généralement la
résistance et la rigidité du matériau composite. Cela peut entrainer une diminution de la
capacité de charge et une augmentation de la sensibilité aux dommages tels que la
fissuration et le délaminage.

Effets sur la réponse dynamique : La porosité peut également affecter la réponse
dynamique de la plague composite. Elle peut introduire des modes de vibration
supplémentaires, modifier les fréquences naturelles et influencer la distribution des
déformations dans la structure.
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¢ Influence sur la stabilité : La présence de porosité peut également avoir des implications
sur la stabilité de la plague composite, notamment en ce qui concerne sa capacité a résister
a des charges dynamiques ou a des conditions environnementales séveres.

L'analyse de l'influence de la porosité sur la réponse dynamique et la stabilité des plaques
composites stratifiées est essentielle pour comprendre pleinement le comportement de la structure
dans des conditions réelles. Donc il est nécessaire de développer des modélisations analytiques,
numériques ou effectuer des expériences pour évaluer les effets spécifiques de la porosité et pour
développer des stratégies d'optimisation visant a minimiser ses effets négatifs sur les performances
de la plaque composite.

3.3.1. Distribution de la porosité(formule)

Un modeéle de distribution uniforme de la porosité dans une plaque composite a été adopté dans ce
travail (Figure 37).

La propriété effective du matériau D, c'est-a-dire (module de Young E, coefficient de Poisson v,
module de cisaillement etc. dépendent de la porosité (p) comme suit :

D(p)=D(1-p) 3.2)
Ou p (p<<1) représente la fraction volumique de la porosité. Quand p=0 le matériau devient parfait.

Les propriétés matérielles de la plaque stratifiée orthotrope en fonction de la porosité (p) comme
suit :
E,(p) =Ey;(-p)
E,(p)=E,(1-p)
G12(p) :G13( p):sz(l_ p) (3-3)
Gza( p) = G023 (1_ p)
V1, (P) = vy, (1- P)

3.4. Théorie de déformation de cisaillement :

3.4.1. Champ de déplacement

En se basant sur la théorie des plaques épaisses, le champ de déplacement proposé dans cette étude
contient cing variables et il est définit comme suit :

W, (X, y)+

&+ f(2)a.(xy)

u(x,y,z)=u,(xy)-z
v(x,y,z):vo(x,y)—zWJrf(z)ey(x,y) (3.4)
W(X,Y,2)=W, (X Y)
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Ou la fonction de cisaillement est une fonction polynomiale exprimée par :
foo z*(l—@]*zz +(§]*z4j (Daikh et Zenkour, 2020) (3.5)

3.4.2. Equations constitutives

a. Champs des déformations

s) (2] (k] [« ,

g b=1e brzlk, b+ F(2) K ,{“}:g(z){ } (3.6)
0 4 }/yz Hy

yxy 7/xy kxy kxy

Ou les termes qui groupent le champ de déformation ont pour expressions :

% _82W0 6(9)(
2
ef OX K, 62x kxg OX
ol _ vV, ) ow, o _ 90, (3.7)
&y (= ~ K=y k= Ay
70 [ v [ oy
e o | B e g g,
oy OXx oxoy oy OX
Et
df (z) (3.8)
Z)=
g() dz

b.  Champs des contraintes

L'état de contrainte est donné par la Loi de Hooke comme suit :

z-yz} N |:Q44(p) O :|{7/yz} (3 9)
sz 0 Q55 (p) Y X
OU : (04,05, Tuy, Tyz Tz, ) €t (Ex. €y Exy Yy 2 Vxz) SONt leS cOMposantes des contraintes et des déformations,

respectivement. Les coefficients de rigiditésQ;; peuvent étre exprimés en fonction des constantes
d’ingénieur comme :

o, r=|Qu@) Qum 0 |{&

Oy Qll( p) le (p) 0 &y
t {
Ty 0 0 Qss () Vxy
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E,(p) E,
(== Qu(p) = ——
% 1-v,, (P (p) L v (pva(p)
Qu(p) = Vi (PDE,(p) vy (p)Ei(p) (3.10)

1_V12 ( p)Vzl( p) - 1- V12 ( p)VZl( p)

Qee(p):Gm(p) ;Q44(p) :st(p) ;Q55(p) :(313(p)

Etant donné que le matériau stratifié se compose de plusieurs couches orthotropes dont les axes
sont orientés de maniere arbitraire par rapport aux coordonnées du stratifie, les équations
constitutives de chaque couche doivent étre transformées du repére local au repere global du
stratifié (x, y, z). Dans ce repére global, les relations constitutives pour n'importe quelle couche k
d'un matériau stratifié dans le systéme de coordonnées (X, y) correspondent a un état de contraintes
planes. Elles peuvent étre exprimées a l'aide des coefficients de rigidité réduite Q;; de la maniere
suivante :

o, Qup) Qu(p O £,
o, =| Q@) Qu(p) 0 g (3.11.3)

y y

T 0 0 Qee(p) K 4

X )k X )k

De méme, les contraintes de cisaillement transverse s’écrivent dans la couche k par :

{Tyz} {@AP) 0 }{%} (3.11.b)
sz Kk O QSS(p) k 7zx K

Ou Qij(p) est les propriétés du matériau réduit transformé qui dépendent de la porosité (p) sont
données comme suit :

Qui(p) = Qu;(p) c0s* B+ 2(Qy, (p) + 2Qqs (p)) SiN® G cos? 8 +Q,, (p)sin‘ &

Q1. (p) = (Quu () + Qyy (p) — 4Q (P) sin? B c0s? 0+ Q,, (p)(sin* O +cos 6)

Qu(p) = Q(p)Sin® @+ 2(Q,, (p) +2Qyq () Sin? A cos? @ +Q,, (p)cos 6

Qs (P) = (Qu1(P) — Qu(p) — 2Qgs () COS OSIN® O+ (Q, (p) = Q. (p) + 2Qge (p))Sin Icos’ 0 (3.12)
Qa6 (P) = (Qu (P) + Qyy (p) — 2Q1, () — 2Qgq (P)) SN B2 €OS? O+ Qg (p)(sin* @+ cOs 0)

Qus(P) = Q,,(p) €OS” 6+ Qg (p)Sin® 6

Qus(P) = (Qss(p) — Q4 (p)) COS FSIN G

Qs5(P) = Qg5 (p)C0OS> 8 —Q,, (p)sin’ @

ou 6 est I’angle d’orientation de la fibre.
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3.4.2. Equations gouvernantes

Utilisant le principe d'énergie d’Hamilton qui dérive I'équation du mouvement de la plaque
composite stratifiee:

5T(u —K-W)dt=0 (3.13)

4

Ou U est I'énergie de déformation et K est I'énergie cinétique de la plaque composite et West le
travail des forces externes. En utilisant le principe d'énergie totale minimale nous aurons une
équation générale du mouvement et des conditions aux limites.

La variation de I’énergie de déformation SU est exprimée par :
%
U= A f/ (0,02, + 0,08, + 7,07, +7,,07,, + 7,57, JdAdzZ (3.14)

La variation de I’énergie cinétique 6K est donnée par :

%
5K = [ [ (U6 +v6v+wow)dAdz (3.15)
A%

~'

La variation du travail des forces externes oW est donnée par :

2 2

&N:j(NXaVZ°+Ny6VZ°j5WdA (3.16)
A OX oy

Ou N, et N_y sont les charges de compression dans le plan sur les cotés de la plaque.

En tenant compte des variations des équations précédentes et en intégrant par partie :

t 2 2
[| [[0:08,+ 0,8, + 7,07, +7,,57,, + 7,0 — p (S +VSV +WiSW) dv |- [ { N, ZT"Z"&m N, Zy—vzvéw]dAWdt =0
4LV A

(3.17)
En utilisant des variations des équations précédentes cette équation prendre la forme suivante :
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—X 5V, —L — U, —L — SV, —2L —SW, — W, ——~ —26W,
X ° oy ° oy * ¢ ox? ¢ oy ° oxoy

% oN oN oN oN *M '™ O’M,,
I J. —0U, .
t, LA

oP oP, oP, ’

oP _ _
50, 72— 50, =2~ 50,2~ 50, + 50,Rx+ 560,Ry - dA~ | N, 2% sw, + N, 2% s, |da
ox oy oy OX . 0 oy

—I{&uo[—ll[jo + |2%— |4éxj+5vo(—|lvo + |2%— |4éyj+5wo [—llwo - |2%+ ), %y b

A Ox?
oV, 0°W,

06 i , i )
1,204, 20 2N +59X(—|4u0+|5%—|69x]+59y(—|4v0+|5%—|69y]dA }dt }:o
oy oy oy X oy

(3.18)

Les résultantes des contraintes par unité de longueur N, M, P et R des couches totales de la
Plaque sont définies par :

NX NY ny h/2 1
M, M, M t=[(0,0,7,){ 7z tdz
-h/2
P P, P, f(2)

(3.19)

h/2

RoR) = [ 9(2)(,, . 7,,)dz

-h/2

En utilisant I'équation (3.11) dans I'équation (3.19), la résultante des contraintes d’une plaque
laminée peut étre liée au nombre total des couches par :

N A By Clfe
Mi=|B; Dy E;|ik{(i=126), {R}=[F]{6} (ij=45) (3.20)
P Cij ij ij kB
D’ou
N={N, N, N M={mM, M, M} P={R B P} R={R R}
(3.21)
e={e) & yol.k={k Kk kgb.k={kl Kk kil.0={6, 6,
All A12 A16 Bll BlZ BlG Cll ClZ ClG Dll D12 D16
Aj = A12 Azz Aze ,B” = BlZ Bzz Bze ,C” C12 sz Czs ’Dij = D12 Dzz Dzs
A16 A26 ABG Blﬁ BZG BGB C16 26 CGG D16 D26 D66
Ell E12 E16 Gll GlZ GlG
Eij = ElZ Ezz Eze ’Gij GlZ Gzz Gze ’Fij :{F44 I:55} (3'22)
ElG E26 E66 GlG GZG GGB
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Ou (Aj,Bij,Cij,Dij,Eij,Gij) représentent les coefficients de rigidite de la plaque, sont définis
comme

(Ai Bi C; D, E Gij):kznl“hj.2 6ii (1 z f(z) 22 #(2) [f(z)]z)dz,i,j:l,Z,G
o2 (3.23.3)
(F)=3 | [00)] Qtz ii=45 (3.23.)
'1"2"3"4"5"622 | p(l,z,zz,f(Z),Zf(Z)[f(Z)]Z)dZ (3.23.0)

En rassemblant les coefficients des Su,dv, 0w, 56, eto6d, dans I'équation (3.18), les équations du
mouvement résultant sont :

oN N ..
%+ ay*y =|1u0—|2%+|4ex
X X
ON,, ON . oW ..
a_xy-i-Ey:IlVO_IZEO_FI‘lgy
aZM aM _ 2 _ 2 . . 2. 2. A 89
8M2X+2 2+ 2y+NXaV\2lO+N 5"‘2’0=|le+|2 %+% —1 _8V\210+6V\2/0 +1g anJr—y
OX oxoy oy oX Yoy oX oy oX oy oX oy
oP W ..
?+—W—Rx=|4uo—|5%+l69x
X X
oP, OP i ..
6—”WLEY—Fey=|4\'/O—|5%+|649y (3.24)
X

3.4.3.Solution Navier et probleme de valeur propre pour une plaque simplement supportée

Les conditions aux limites le long des bords de la plaque simplement supportée peuvent étre
obtenues comme suit :

N,=v=w=M, =P, =6, =0ax=0,a
N,=u=w=M =R =6 =0ay=0,b

(3.25)

Pour la solution analytique des équations (3.24), la méthode Navier est utilisée dans les conditions
aux limites spécifiées. Les fonctions de déplacement qui satisfont aux équations des conditions aux
limites (3.25) sont sélectionnées comme la série de Fourier suivante :
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H iwt
U, cosasin ffe
m

iwt

M: 21

uo(x,y)=2=1
Vo (X,¥) =2

Vo, Sinacos fe

[aN
I
[aN

m n

0

WO(X’y):;n
2

0
0
m=;

iwt (3.26)

s

w, sinasin ge

Il
N

9 iwt

X

0, Cosasin fe

iwt

M: Z[Ms

‘9y=z

6,, sinacos fe
1 n=1
Avec:
mzX
o =—-
a
B= nry
b

m et n représente les nombres des modes (Eigen modes)
Ou u, ,V, W, ,6, et g, sontdes paramétres arbitraires a déterminer, w est la fréquence

propre associé au (m, n) ™ mode propre.
Supposons que la plague est soumise a un chargement de compression dans le plan sous la forme

N, ==N; » N, ==rNg (3.27)
» est le paramétre non dimensionnel de chargement (7 =0 dans le cas d’un chargement uni-axial
et y =1 dans le cas d’un chargement bi-axial)

Certains composants de rigidité des plaques sont :

A&.ﬁ = A26 = l:45 = O| D16 = D26 = O, E16 = E26 = 0 (3.28)

Pour les plaques composites a plis croisés laminées symétriquement, et :

A16 = Aze = F45 =0, D16 = Dze :0’E16 = Eze =0
B, =B =By =Bg =0,C, =Cs =C,s =C¢, =0 (3.29)
A11 = Azz’ Bn = _BZZ’Cll = _sz

Pour plagques composites stratifiées antisymétriques a plis croises.

En remplagant les équations (3.23) et (3.26) — (3.29) dans les équations de mouvement (3.24), nous
obtenons les équations aux valeurs propres ci-dessous pour toute valeur fixe de m et n, pour le
probleme de vibration libre :

([K]-e*[M]){a}={0} (3.30)
et pour probléme de flambement :
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([K]-[N]){a}={0} (3.31)

Ou;
[K] est la matrice de rigidité :

i kll k12 kl3 kl4 le |
k12 k22 k23 k24 k25
[K]: Kis Kig Koy Ky Kyg |, (3.32)
k23 k24 k34 k44 k45
_le kzs kss k45 k55_
[M] est la matrice d’inertie :
I, 0 —al, l, 0
0 I, -pl, 0 l, (3.33)
[M]=|-al, -Bl, L@ +p°) -al; -pl;
l, 0 —-al, s 0
0 l, ~BI, 0 ls |
[N] est la matrice de flambement :
0 0 0 0 0]
00 0 00
[N]=[0 0 Ny(a®+p%) 0 Ofet (3:34)
00 0 00
00 0 0 0]
{A} est le vecteur de déformation :
uO
V0
3.35
0)(
ey

Avec :
k,=Aa"+ AL
ki, = aﬂ(AJ.Z + Ase)
k,, =-B,a’

k, =C,a’+Cyp°
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k21 = k12
Ky, = A%az + Azzﬂz
k23 = _Bzzﬂ3

k,, = D,a’ +D,,B* +2D,a’f* + 4Dya’ B
3= _Ena3 - 2E66aﬁ2 - Elzaﬁz
Kas = (_Elz _ZEss)azﬂ_ E22ﬂ3

=~

k41 = k14
k42 = k24
k43 = k34

Ksy = Kis
Ksp = Kys
Ksg =Ky
k54 = k45
Kss =Gt +G,, " +F,, (3.36)

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation du modeéle analytique des plaques composites
stratifiées en tenant compte de la présence des porosités pour étudier le comportement dynamique
et la stabilité des plaques composites stratifiées simplement appuyées. Le champ de déplacement
contient cing variables, et la fonction de gauchissement proposée est une fonction polynomiale. En
utilisant le principe de Hamilton, nous avons dérive les équations du mouvement pour la plaque
rectangulaire en matériaux composites stratifiés. Les solutions ont été obtenues en appliquant la
solution de Navier, permettant ainsi de déterminer les fréquences fondamentales et les charges
critiques de flambement en résolvant le probleme en valeurs propres.

L'analyse comparative des résultats obtenus avec la théorie proposée par rapport aux solutions
existantes dans la littérature ainsi qu’une étude paramétrique est présentée dans le chapitre suivant,
offrant ainsi une perspective critique sur l'efficacité et la précision de notre approche dans la
modélisation du comportement des plaques composites stratifiees.
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CHAPITRE 4 : RESULTATS ET CONCLUSION

4.1. Introduction

Ce chapitre est consacré a l'analyse des vibrations libres et du flambement d'une plaque
composée de matériaux composites stratifiés, en intégrant les effets de la porosité. Un modéle
de porosité uniforme est utilisé dans les composites stratifiés, avec des propriétés matérielles
orthotropes. Les équations gouvernantes ont été obtenues en utilisant le principe de Hamilton,
et les solutions trouvees en appliquant la procédure de Navier. Le logiciel MAPLE 12 a été
utilisé pour obtenir les résultats, et la procédure «valeur propre» a permis de résoudre les
équations de vibration.

Les résultats numeériques sont présentés et les effets des coefficients de porosité, des angles
d'orientation des fibres et de la séquence des laminas sur les fréquences de vibration et les
charges critiques du flambement des plaques carrées simplement appuyées sont discutés. Ce
chapitre comprend également une comparaison des résultats obtenus avec cette nouvelle théorie
par rapport aux solutions existantes dans la littérature.

» Caractéristiques des matériaux utilisée

On suppose que 1’épaisseur et les propriétés matérielles de toutes les couches sont les mémes.
Dans I’analyse, les propriétés élastiques des laminas sont supposées étre :

E représente le module de Young et G le module de cisaillement.

AVec :
? = 40
2
G G G E
ELZZ = EL: =0.6 EL: =05 Uqp= 0.25 Up1=Vq2 E_i (41)

Cette plaque a des dimensions de
e Longueur«a»;
e Largeur «b» et
e Epaisseur « h ».
b=a, qui implique une plaque carrée.
m et n représente les nombres des modes (Eigen modes)

> Les formules adimensionnelles

Les relations suivantes sont utilisées pour la présentation de la frequence fondamentale
adimensionnelle et de la charge de flambement adimensionnelle.

_ _
=w" £ ; A 0 3
h \E, E,h

b® (4.2)
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4.2. Analyse de flambement

Les facteurs de charge de flambement sont calculés a I'aide de I'équation de stabilité (3.30) en
tant que probleme de valeurs propres. Les facteurs de charge de flambement de différentes
plaques stratifiées avec des plis croisés symétriques et antisymétriques sont présentés ici pour
évaluer la précision de la théorie présente. L'objectif est de vérifier I'exactitude et la
convergence du travail présent grace aux résultats numériques obtenus. Ces résultats sont
ensuite comparés a ceux obtenus par d'autres chercheurs. On constate que les résultats des
différentes théories sont presque identiques et montrent une excellente concordance avec la
théorie actuelle.

Table 1 : Comparaison des résultats de flambement a 4 couches (0°/90°/90°/0°) avec les
recherches précédentes.

Flambement a/h=10
E1/E2 CPT HSDT 3D Akavci Théorie Présente
(Phan et (Phan et Elasticité (2007)
Reddy, 1985) | Reddy, 1985) | (Noor, 1975)
3 5.7538 5.1143 5.2944 5.393277 5.39324
10 11.492 9.774 9.7621 9.941176 9.94085
20 19.712 15.298 15.0191 15.30154 15.30036
30 27.936 19.957 19.304 19.68068 19.67847
40 36.16 23.34 22.8807 23.34956 23.34633

Table 2 :Comparaison des résultats de flambement a 2 couches (0°/90°) avec les recherches

précédentes.
Flambement a/h=10
E1/E | Noor HSDT FSDT Setoodeh Akavci | Théorie
2 (1975) (Reddy et (Reddy et (Satoodeh et (2007) | Présente
Khdeir, 1989) | Khdeir, 1989) | Karami, 2004 )
20 | 7.8196 8.1151 8.0423 8.0455 8.12231 | 8.12063
7
30 | 9.3746 9.8695 9.7347 9.6995 9.88260 | 9.87957
6
40 10.817 11.563 11.353 11.2382 11.5828 | 11.57815
2

4.2.1. Influence du rapport géométrique a/h

Afin de mieux comprendre l'influence des parametres de géométrie de la plaque composite
stratifiée considérées sur leur stabilité, on a représenté sur les graphes (les Figures 38 et 39)
I'évolution de la valeur critique de flambement en fonction du rapport longueur/épaisseur (a /h),
du stratifié croisé symétrique(0°/90°/90°/0°) ; et antisymétrique (0°/90°/0°/90°).
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Figure 41 :Variation de la charge de flambement en fonction du rapport a/h pour des plaques
symétriques a 4 couches (0°/90°/90°/0°) avec et sans porosité.
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Figure 42 : Variation de la charge de flambement en fonction du rapport a/h pour des
plagues antisymétriquesa4 couches (0°/90°/0°/90% avec et sans porosité.
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On observe une augmentation de la valeur de la charge critique de flambement adimensionnelle
avec l'accroissement du rapport longueur sur épaisseur (a/h) pour la plaque symétrique (Figure
38) ainsi que pour la plaque antisymétrique (Figure 39). 1l est aussi observé que les valeurs de
la charge critique de flambement de la plaque sans porosité dépassent celles de la plaque qui
contient de porosité que ce soit pour les plaques a couches symétriques ou antisymétriques.
Cependant, dés que ce rapport atteint a/h = 50, la charge critique de flambement demeure
presque constante pour la courbe (p=0) et pour la courbe (p=0.3). On peut alors conclure que la
plague mince est plus résistante au flambement dans les deux cas.

4.2.2. Influence de I’orthotropieE1/E:

Pour mieux comprendre l'influence du degré de l'orthotropie sur la charge critique de
flambement de la plaque composite stratifiée. Ce dernier est consideré variable en fonction du
rapport des modules d"Young suivant les deux directions différentes du matériau E1/E>. On a
représenté sur les graphes (les figures 40 et 41) I'évolution de la valeur critique de flambement
en fonction du rapport E1/E> des stratifiés croises symeétriques (0°/90°/90°/0°) sans porosité
(p=0) et avec de porosite (p=0,3) (Figure 40) et plaques stratifiés antisymétriques
(0°/90°/0°/90°) sans porosité et de porosité (Figure 41).

25 +
| |
///
/
20 +
/
°
15 +
l<
10 p:O
) —e p=0.3
5 -
T T T T T T T T
0 10 20 30 40

E,/E,

Figure 43 : Variation de la charge de flambement en fonction du rapport d’orthotropie
E1/E2 pour des plaques symétriques a 4 couches (0°/90°/90°/0°) avec et sans porosité.
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Figure 44 : Variation de la charge de flambement en fonction du rapport d’orthotropie
E1/E> pour des plaques antisymétriques a 4 couches (0°/90°/0°/90°) avec et sans
porosité.

On observe une augmentation de la valeur de la charge critique de flambement adimensionnelle
avec l'accroissement du rapport d’orthotropie E1/E2 pour la plaque symétrique ainsi que pour la
plaque antisymétrique. 1l est aussi observé que la stabilité de la plaque sans porosité est
supérieure a celle de la plaque qui contient de porosité que ce soit pour les plaques a couches
symétriques ou antisymétriques. On peut alors conclure qu’avec l'augmentation du rapport
d’orthotropie de chaque pli, la rigidité de la plaque est augmentée et par conséquent augmentent
la valeur de la charge critique de flambement.

4.2.3. Influence de la porosité

Pour montrer I’influence de la porosité sur la charge critique de flambement, on a représenté
sur les graphes (les Figures 42 et 43) I'évolution de la valeur critique de flambement en fonction
de la porosité des stratifiés croisés symétriques a 3 couches (0°/90°/0°) et 4 couches
(0°/90°/90°/0 °) (Figure 42) et plaques stratifiés antisymétriques a 2 couches (0°/90°) et 4
couches(0°/90°/0°/90°)(Figure 43).
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Figure 45 : Variation de la charge de flambement en fonction du la pourcentage de la porosité
pour des plaques symétriques a 3 couches (0°/90°/0°) et 4 couches (0°/90°/90°/0 °)
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Figure 46 : Variation de la charge de flambement en fonction du la pourcentage de la
porosité pour des plaques antisymétriques a 2 couches (0°/90°) et 4 couches (0°/90°/0°/90°)

On observe une diminution de la valeur critique de flambement adimensionnelle avec
I’accroissement de la porosité pour les deux cas de plaques symétriques et antisymétriques. Il
est aussi observé que la stabilité de la plaque a 4 couches dépasse celle de la plague a3couches
et a2 couches pour les plaques symétriques et les plaques antisymétriques, respectivement. On
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peut alors conclure qu’avec l'augmentation de la porosité, la rigidité de la plaque antisymétrique
est diminuée et par conséquent nous avons une diminution de la valeur de la charge critique de
flambement.

4.3. Analyse de la vibration libre

Les frequences fondamentales des systemes sont calculées par I'équation de vibration libre
(3.29) comme probleme aux valeurs propres. Les fréequences fondamentales non
dimensionnelles des plaques stratifiées a plis croisés symétriques et antisymétriques sont
présentées ici pour estimer l'exactitude de la théorie de déformation par cisaillement d’ordre
élevée. Il est observé, aprés comparaison avec les résultats obtenus par diverses théories, qu’ils
sont presque identiques, démontrant une excellente cohérence avec la théorie actuelle.

Table 3 : Comparaison des résultats des fréquences naturelles d’'une plaque a 4
couches(0°/90°/90°/0°) avec les recherches précédentes.

E1/E2=40
a/h Kant Matsunaga HSDT Akavci | Théorie Présente
(Kant et (Matsunaga, 2000) (Reddy, (2007)
Swaminathan 1984)
, 2001)
2 5.4033 5.3211 5.5065 5.6709 5.51691
20 17.647 17.6369 17.6457 17.6480 17.64756
6
50 18.672 18.6702 18.6718 18.6721 18.67199
10 18.8357 18.8352 18.8356 18.8356 18.83566
0 9

Table 4 : Comparaison des résultats des fréquences naturelles d'une plaque a 4 couches
(0°/90°/0°/90°) avec les recherches précédentes.

a/h=5
E1/E2 3D Kant HSDT | Akavci(2007) | Théorie Présente
Elasticité (Kant et (Reddy,
(Noor, | Swaminathan, | 1984)
1973) 2001)
3 6.5455 6.4319 6.5008 6.5009 6.5008
10 8.1445 8.101 8.1954 8.1932 8.1936
20 9.4055 9.4338 9.6265 9.6209 9.6225
30 10.165 10.246 10.534 10.526 10.5295
40 10.679 10.799 11.171 11.161 11.1657
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Table 5 :Comparaison des résultats de fréquences naturelles a 2 couches (0°/90°) avec les

recherches précédentes.

a/h=5
E1/E2 3D Kant HSDT | Akavci(2007) | Théorie Présent
Elasticité (Kant et (Reddy,
(Noor, | Swaminathan, | 1984)
1973) 2001
3 6.2578 6.1566 6.2169 6.2181 6.21778276
10 6.9845 6.9363 6.9887 6.9939 6.992694458
20 7.6745 7.6883 7.821 7.8324 7.830002646
30 8.1763 8.257 8.505 8.5228 8.519225348
40 8.5625 8.7097 9.0871 9.1114 9.106656382

4.3.1.

Influence du rapport géométrique a/h

Pour montrer l'influence des parametres de la géométrie d’une plagque composite stratifiée sur
leur fréquences naturelles en prenant en compte de la porosité, on a représenté sur les graphes
(les Figures 44 et 45) I'évolution de la valeur de la fréquence naturelle en fonction du rapport
longueur/épaisseur (a /h) d’un stratifié¢ crois¢ symétrique(0°/90°/90°/0°) sans porosité (p=0) et
avec porosité (p=0,3) (Figure 44) et plague stratifié antisymétrique(0°/90°/0°/90°)sans porosité
(p=0) et avec porosité (p=0,3) (Figure 45).
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Figure 47 :Variation des fréquences naturelles en fonction du rapport a/h pour des plaques
symétriques a 4 couches (0°/90°/90°/0°) avec et sans porosité.
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Figure 48 : Variation de la fréquence naturelle en fonction du rapport a/h pour des plaques
antisémitiques a 4 couches (0°/90°/0°/90°) avec et sans porosité.

On observe une augmentation de la valeur de la fréquence propre avec l'accroissement du
rapport longueur sur épaisseur (a/h) pour la plaque symétrique ainsi que pour la plaque
antisymetrique. 1l est aussi observé que les valeurs des fréquences naturelles de la plaque sans
porosité sont plus élevées par rapport a celles de la plaque avec porosité que ce soit pour les
plaques a couches symétriques ou antisymétriques. Cependant, dés que ce rapport atteint a/h =
50 pour les deux cas, les valeurs des fréquences fondamentales demeurent presque constantes,
indépendamment du rapport (a/h). On peut alors conclure que la plaque mince a des fréquences
naturelles plus élevées qu’une plaque épaisse dans les deux types de plaques.

4.3.2. Influence de la d’orthotropie E1/E2

Pour mieux comprendre I'influence du degré de I'orthotropie sur les fréquences naturelles des
plaques composites stratifiées, ce dernier est considéré variable en fonction du rapport des
modules d"Young suivant les deux directions différentes du matériau E1/E>. On a représenté sur
les graphes (les Figures 46 et 47) I'évolution des fréquences fondamentales en fonction du
rapport Ei/E», des stratifiés croisés symétriques (0°/90°/90°0°)sans porosité et avec un
coefficient0.3 de porosité(Figure 46)et plaques stratifiés antisymétriques(0°/90°/0°/90°)sans
porosité et avec un coefficient 0.3de porosité (Figure 47).
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Figure 49 : Variation de la charge de la fréquence naturelle en fonction du rapport d’orthotropie
E1/E> pour des plaques symétriques a 4 couches (0°/90°/90°/0°) avec et sans porosité.
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Figure 50 : Variation de la charge de la fréquence naturelle en fonction du rapport d orthotropie
E1/E2 pour des plaques antisymétriques a 4 couches (0°/90°/0°/90°) avec et sans porosité.
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On observe une augmentation des valeurs de la fréquence naturelle avec I'accroissement du
rapport d’orthotropie E1/E> pour la plaque symétrique ainsi que pour la plaque antisymétrique.
Il est aussi observe que les fréquences naturelles de la plaque sans porosité sont supérieures a
celles de la plaque avec porosité que ce soit pour les plaques a couches symétriques ou
antisymetriques. On peut alors conclure qu’avec l'augmentation du rapport d’orthotropie de
chaque pli, la rigidité de la plague est augmentée et par conséquent la fréquence propre accroit.

4.3.3. Influence de la porosité

Pour montrer I’influence de la porosité sur les fréquences naturelles des plaque stratifiées, on a
représenté sur les graphes (les Figures 48 et 49) I'évolution de la valeur critique de flambement
en fonction de pourcentage de la porosité des stratifiés croisés symétriques a 3 couches
(0°/90°/0°) et 4 couches (0°/90°/90°/0°) (Figure 48) et plaques stratifiées antisymétriques a 2
couches (0°/90°) et 4 couches (0°/90°/0°/90°) (Figure 49).
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Figure 51 : Variation de la fréguence naturelle en fonction du pourcentage de la porosité
pour des plaques symétriques a 3 couches (0°/90°/0°) et 4 couches (0°/90°/90°/0 °)
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Figure 52 : Variation de de la fréquence naturelle en fonction du la pourcentage de la
porosité pour des plaques antisymétriques a 2 couches (0°/90°) et 4 couches (0°/90°/0°/90°)

On constate que la fréquence propre diminue avec l'augmentation du coefficient de porosité,
tant pour les plagues symétriques ainsi que pour les plaques antisymétriques. De plus, les
valeurs de la fréquence fondamentale pour une plague a 4 couches sont plus élevées que celles
des plaques a 3 couches et a 2 couches, que ce soit pour les plaques a couches symétriques ou
antisymétriques . En conclusion, l'augmentation de la porosité réduit la rigidité des plaques, ce
qui entraine une diminution des valeurs de la fréquence propre.

4.4. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats obtenus a I'aide du calcul analytique basé
sur la théorie des plaques a ordres élevés (HSDT) pour analyser la stabilité et la réponse en
vibration libre des plaques stratifiées carrées simplement appuyées. Nous avons réalisé
plusieurs applications numériques afin de prédire les différents paramétres influencant le
flambement critique et la fréquence fondamentale adimensionnelle des plaques carrées en
matériaux composites stratifiés a plis croisés.

La comparaison avec les résultats analytiques disponibles dans la littérature montre que la
formulation présentée est en bon accord avec ces derniers. La précision et I'efficacité de la
théorie actuelle nous permettent d'analyser I'influence de la porosité dans les plaques stratifiées,
démontrant que cette porosité a un impact negatif sur la stabilité et la réponse dynamique. Par
consequent, il est essentiel de minimiser la porosité autant que possible.

66



CONCLUSION GENERALE

L'utilisation des plaques stratifiées dans les domaines de l'ingénierie structurelle est d'une
importance capitale, étant donné leur capacité a résister aux chocs et aux vibrations. Que ce soit
dans les secteurs mécanique, aéronautique, aérospatial, civil, naval, sportif ou militaire, ces
matériaux offrent des solutions avancées pour des applications variées et exigeantes. L'analyse
de la stabilité et du comportement vibratoire des plaques stratifiées constitue donc un domaine
de recherche essentiel pour améliorer les performances structurelles et la fiabilité des matériaux
composites.

Dans le cadre de notre travail, nous avons employé une nouvelle fonction de cisaillement
transverse, spécialement développée pour caractériser l'effet de gauchissement a travers
I'épaisseur des plaques stratifiées. Cette fonction s'inscrit dans le cadre de la théorie des plaques
a ordres élevés (HSDT - High-Order Shear Deformation Theory), qui s'avere bien adaptée a la
modeélisation des structures composites stratifiées sans nécessiter I'utilisation de facteurs de
correction de cisaillement.

La théorie des plaques a ordres éleves permet de mieux capturer les effets complexes de
déformation et de contrainte dans les matériaux composites, offrant ainsi une précision accrue
dans les prévisions de comportement dynamique. En particulier, cette approche permet de
modéliser de maniére plus réaliste I'effet de gauchissement, qui est crucial pour une analyse
détaillée des réponses vibratoires et de stabilité.

Un aspect critique abordé dans cette étude est I'influence de la porosité sur les performances
des plaques composites stratifiées. La porosité, qui peut survenir en raison de défauts de
fabrication ou de l'utilisation de techniques de production inadéquates, a un impact négatif
significatif sur les propriétés mécaniques des matériaux composites. Les résultats montrent que
la présence de porosité réduit la stabilité structurelle et altere le comportement dynamique,
diminuant ainsi la durabilité et la fiabilité des structures composites.

Pour pallier ces problémes, il est impératif de mettre en ceuvre des techniques de fabrication
avancées visant a minimiser la porosité. Des méthodes telles que le contréle rigoureux des
conditions de fabrication, I'utilisation de matériaux de haute qualité et I'adoption de procédés
innovants peuvent contribuer a réduire les défauts et a améliorer les propriétés finales des
plagues composites.

En conclusion, cette étude met en lumiere I'importance de la modélisation précise et de la
fabrication de haute qualité dans I'optimisation des performances des plaques stratifiées. La
prise en compte de la porosité et l'utilisation de théories avancées comme la HSDT sont
essentielles pour le développement de structures composites durables et fiables, capables de
répondre aux exigences croissantes des applications industrielles modernes.
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