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Résumeé

Résumé

La plateforme de Stewart est 1’une des robots paralléles les plus anciens et les plus populaires. Cela
est di a ses multiples applications, telles que les simulateurs de vols, les machines-outils et les
machines de mesure de coordonnées.

Contrairement aux robots sériels, le modéle géométrique direct (MGD) de la plateforme de Stewart
pose un probléme a affronter, en particulier dans le contexte de nouvelles exigences telles que le
contréle en temps réel et en ligne. Il existe, généralement, deux méthodes pour résoudre le modele
géométrique direct de la plateforme Stewart : la méthode analytique et la méthode numérique. La
différence fondamentale entre ces deux méthodes réside dans le nombre de solutions trouvées. En
effet, la premiére cherche a trouver le plus grand nombre de solutions alors que la deuxiéme donne
une seule solution.

Ce travail s'inscrit dans ce cadre, et vise & mettre en évidence la différence entre les deux méthodes
précitées, pour trouver le MGD d’une plateforme Stewart du type 6-6P. La résolution numeérique, dans
ce travail, est basée sur la transformation du probléme a un programme non linéaire avec contraintes.
Puis a utiliser la programmation séquentielle quadratique comme algorithme de résolution.

Mots-clés : plateforme de Stewart, modele géométrique direct, solution analytique, solution
numeérique.

Abstract

The Stewart platform is one of the oldest and most popular parallel robots. This is due to its many
applications, such as flight simulators, machine tools and coordinate measuring devices.

Unlike serial robots, the forward kinematics of Stewart's platform poses a problem to be tackled,
especially in the context of new requirements such as real-time and on-line control. Generally, there
are two methods for solving the forward kinematics model of the Stewart platform: the analytical
method and numerical method. The fundamental difference between these two methods lies in the
number of solutions found. The first seeks to find as many solutions as possible, while the second
gives a single solution.

The aim of this work is to highlight the difference between the two methods for finding the forward
kinematics of a 6-6° Stewart platform. The numerical solution, in this work, is based on transforming
the problem into a constrained non-linear program. Quadratic sequential programming is then used
as the solution algorithm.

Keywords: Stewart platform, forward kinematics, analytical solution, numerical solution.
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Introduction générale

Les chercheurs et scientifiques ont toujours cherché des moyens d'améliorer la vie quotidienne des
étres humains, et I'une des solutions les plus répandues est la robotique. Elle représente une
technologie moderne extrémement avancée et largement utilisée pour faciliter la vie de I'humanite.
En effet, I'intégration de robots dans l'industrie a permis de décharger les travailleurs de taches
répétitives et difficiles, telles que le déplacement d'objets lourds, les opérations d'assemblage, les
microsoudures, etc. Cela a entrainé une amelioration significative de I'efficacité et, surtout, de la
précision. Parmi les robots les plus renommes dédiés a ces taches, on trouve notamment les robots

paralleles. [1]

Les robots paralléles sont une catégorie de robots présentant des chaines cinématiques fermées. Le
champ des architectures cinématiques possibles est tres vaste, ainsi que le nombre de domaines
d’applications qui s’étendent de la micromanipulation a la manipulation de charges ¢levées, en
passant par des applications industrielles plus classiques telles que le « Pick-and-place » a haute
cadence (jusqu’a 3 ou 4 produits déplacés par seconde). Les performances des robots parall¢les sont
complémentaires et généralement a I’opposé de celles des robots série. Ils ouvrent donc de nouvelles
pistes pour la robotisation de certaines taches. Ils représentent aujourd’hui une faible part de marché
pour les robots industriels commercialisés, mais ils s’imposent naturellement pour certaines
applications. Pour d’autres, ils sont en concurrence avec leurs homologues serie. Une fois leur
architecture cinématique choisie, leur étude demande de la méthodologie et une modélisation fine
afin d’évaluer leurs performances. Cet aspect ne doit pas €tre négligé car les performances sont
extrémement sensibles a leur géométrie, en particulier a cause de la présence de nouveaux types de
singularités par rapport aux robots série [2]. Les robots paralléles les plus répondus sont, sans doute,

la plateforme de Stewart et le robot Delta. Ces deux robots trouvent plusieurs applications.

L’objectif de ce travail est d’étudier la modélisation géométrique d’une plateforme de Stewart du type
6-6P. Cette plateforme se caractérise, des autres plateformes, par une base fixe plane et I’hexagone
formé par les six sommets de la plateforme mobile et similaire a celui formé par les sommets de la

base.

Ce manuscrit est structure en trois chapitres de la maniére suivante :
e La premiére donne un apercu général sur les robots paralleles.

e Le deuxiéme est consacré a donner un apercu général sur la plateforme de Stewart.
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e Le troisieme chapitre présente les résultats obtenus pour le modéle géométrique inverse et
direct.

e Enfin, une conclusion pour discuter les résultats obtenus.
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Chapitre | : Généralités sur les robots paralleles

1.1 Introduction

Un robot parallele se définit classiquement par une plate-forme mobile, portant 1I’organe terminal (ou
effecteur), reliée a une base fixe (chassis) par au moins deux jambes composées d’articulations
actionnées et d’articulations passives (figure 1.1) [3] .Cette architecture lui offre une meilleure rigidité
et une plus grande précision pour certaines applications, en revanche, elle peut étre plus complexe a

concevoir et a controler [3].

Figure I. 1: Robots paralléle série 6 axes.

En 1941, Williard L.V. Pollard concoit, ce qui est consideré comme, le premier robot parallele
industriel pour les opérations de peinture par pulvérisation. La conception consiste en un systeme a

cing degrés de liberté, composé de trois chaines cinématiques indépendantes [4].

Figure I. 2: Mécanisme paralléle de Williard L.V. Pollard [4].

Eric Gough a concu, en 1947, la premiére plateforme octaédrique de type hexapode avec des cotes
de longueur variable [4]. Gough I'a appelée machine d'essai universelle [4] ou plate-forme universelle.

Cette plateforme a été inventé dans 1’objectif de simuler le processus d'atterrissage d'un avion. La
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compagnie Dunlop a adopté, aussi, ce mécanisme machine pour tester les pneus qu’elle fabrique [4].
En 1965, Stewart a proposé une plateforme 6-DOF destinée a étre utilisée comme simulateur de vol.
Sa conception était différente de celle proposée par Gough. Ironiquement, la plateforme de Gough
est souvent appelée plate-forme de Stewart [3]. A la fin des années soixante, 1’américain Klaus Cappel
a pu fabriqué le premier simulateur de vol fonctionnel. Sa conception était basée sur un hexapode

octaédrique présentant la méme architecture cinématique que celle proposée par Gough[3].

Figure 1.3: La plateforme de Gough-Stewart pour le test de pneumatiques [5].

Durant vingtaine d'années suivante la conception des robots paralléles n’a pas connue des progres
significatifs jusqu'a ce que, au milieu des années quatre-vingts, Reymond Clavel, professeur a I'Ecole
polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL), présente son fameux robot Delta [3]. Ce robot, qui est
a ce jour le robot paralléle le plus vendu dans le monde, marque I’arrivée des robots paralléeles rapides
destinés, entre autres, a des taches industrielles de type « Pick-and-Place » afin de remplacer les
robots de type SCARA. La figure 1.6 illustre un modéle commercialisé par la société ABB. [6]
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Au cours des trois dernieres décennies, une multitude d'architectures de robots paralléles ont été

développées, offrant un large éventail d'applications potentielles [6], telles que :

>
>

>
>

Plateformes de mouvement pour simulateurs.

Robots manipulateurs pour des processus industriels, notamment pour la prise et le dépot
d'objets.

Machines-outils.

Robots médicaux, notamment des manipulateurs utilisés en microchirurgie.

Positionneurs de haute précision, entre autres.

1.2. Les principales propriétés d’un robots paralléles

L architecture des robots paralléles a les rendus comme un choix incontournable pour de nombreuses

applications. En effet, elle leurs offre les principaux avantages suivants :

v

Architecture a chaines cinématiques indépendantes : 1’architecture paralléle assure un contréle
plus précis, une meilleure répartition des charges une haute précision et une grande rigidité.
Positionnement des actionneurs : souvent, pour ces robots, les actionneurs sont fixés sur la
base, ou tres proche de cette derniere ce qui offre plusieurs une plus grande variété de choix
pour les moteurs et les réducteurs, ainsi qu’une simplification des problemes de liaison et de
cablage.

Faible masse mobile et capacité de charge élevée : Malgré une masse mobile réduite, les
robots paralleles peuvent supporter des charges trés lourdes, ce qui les rend adaptés a des
applications telles que les simulateurs de vol.

Haute dynamique et accélérations élevées.

Facilité d'intégration de capteurs : Les capteurs peuvent étre intégrés facilement dans la
structure du robot parallele, ce qui améliore sa capacité a percevoir et a réagir a son
environnement.

Polyvalence des échelles de taille : Les robots paralléles peuvent étre utilisés a des échelles
allant du trés grand (comme les simulateurs de vol) au trés petit (comme les micro-robots

utilisés en microchirurgie).

Cependant, malgré leurs nombreux avantages, les robots paralléles présentent également quelques

inconvénients, notamment un espace de travail relativement restreint et une complexité de commande

accrue en raison de leur comportement non linéaire. Ces aspects doivent étre pris en compte lors de

la conception et de l'utilisation de ces systemes [6].
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1.3. Architecture des robots paralléles
1.3.1 Les robots paralléles planaires

Les robots paralleles planaires sont des systéemes dans lesquels la plate-forme mobile du robot se
déplace dans un plan, offrant généralement trois degrés de liberté : deux translations et une rotation
autour de la normale au plan de la plate-forme. Pour concevoir un robot paralléle pleinement parallele,

il est nécessaire d'avoir trois chaines cinématiques indépendantes, chacune étant motorisée par un

actionneur.
S
»
4‘ 3 . ',l‘ [
e v v A
4 ke \ As 4 e X
@ N, . 4 B A 4 W
& e M, ' B,
® ® o | A
'3 @ . = 4 y N M, < a8, B._ c--;.‘; t
® M B, as L : B m s
L . yy Az oy Y
y Ly " Az
£ 4
N 4 4;. e A O

Figure I. 5: Exemples d’architectures des robots planaires.

1.3.2. Les robots paralleles spatiaux

Dans les robots paralleles spatiaux, la liaison entre la plate-forme mobile et la base fixe est assurée
par des chaines cinématiques qui permettent a la plate-forme de bénéficier de trois a six degrés de
liberté. Cette architecture leurs offrent une grande flexibilité de mouvement leurs permettant, ainsi,
d’étre utilisés dans diverses applications industrielles et robotiques avancées.

Les robots paralléles a trois degrés de liberté en translation sont souvent représentés par des
configurations comme le Delta, tandis que ceux a six degrés de liberté sont souvent associés a des
structures telles que la plate-forme de Gough-Stewart, largement, connue sous le nom de plate-forme
de Stewart [8].

La plate-forme de Gough-Stewart est I'un des exemples les plus célébres de robot paralléle a six
degrés de liberté. Elle se compose d'une base fixe et d'une plate-forme mobile, reliées entre elles par
six actionneurs linéaires, chacun permettant un mouvement le long d'un axe spécifique. Cette
configuration offre une grande flexibilit¢ de mouvement a la plate-forme, lui permettant de se

déplacer dans I'espace selon six degrés de liberté : trois de translation et trois de rotation.
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Figure 1. 6: Exemples d’architectures des robots spatiaux.

1.4. Principales applications des robots paralléle

Les robots paralléles, sont utilisés dans une variété de domaines d'application, surtout dans des
domaines nécessitant une précision et une flexibilité élevées. Les principales applications, de cette
famille de robots, sont les suivantes :

e Les applications du type «Pick and place » : les taches du type «chargement et
déchargement » (largement connue sous 1’appellation anglo-saxon «pick and place »)
consiste, essentiellement, a prendre un objet d'une position initiale et a le placer dans une autre
position [4]. Cette action est tres courante dans les chaines d'assemblage ou d'emballage
industrielle. Le robot Delta est, sans doute, le meilleur candidat pour ce type d’application,

surtout dans les industries agroalimentaires [4].

Figure 1. 7: Opération de « pick and place » avec robots Delta de Fanuc [9].
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e Opérations d'usinage : L'usinage est le terme général utilisé pour décrire I'enlévement de
matiere d'une piece [4]. La quasi-totalité des opérations d’usinage exigent une grande
précision dans le positionnement de l'outil ainsi qu’une exactitude dans le suivi des
trajectoires. Les machines-outils doivent, donc, répondre a ces exigences sévéres. La
morphologie des robots paralleles, destinés a I’usinage, offre un meilleur soutien a la broche
de coupe en raison de I'existence d'un plus grand nombre de points d'appui, ce qui rend, de
plus, le robot moins sensible aux erreurs produites par les forces de contact [10]. Cependant,
les principaux inconvénients, de ces robots, qui peuvent restreinte leur utilisation, pour ces

applications sont leur espace de travail reduit et leurs configurations singuliéres étendues [3].

Figure 1. 8: Robot paralléle orthoglide [11].

e Machine de mesure tridimensionnelle : ’architecture paralléle garantit une précision
accrue, ce qui a poussé a utiliser les robots paralleles comme des machines de mesure
tridimensionnels [3, 4].

e Simulateurs de mouvements : Les simulateurs de mouvements sont les applications les plus
fameuses des robots paralléles. En effet, en plus d'étre utilisés comme simulateurs de vol, les
simulateurs de mouvement ont également été utilisés comme simulateurs de voiture, de navire

et d'espace [3, 4].A cette fin, les appareils doivent avoir des mouvements & 6 degrés de liberté,
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une capacité suffisante pour supporter de lourdes charges, des mouvements rapides et preécis,

et une grande rigidité [3, 4].

Figure 1. 9: simulateur de conduite de Renault [12].

e Imprimantes 3D : Le robot Delta a actionneurs linéaires est largement utilisé pour
I'impression 3D en raison des barres de parallélogramme qui maintiennent la nacelle
parfaitement horizontale [3].

e Applications médicales : Grace a leur architecture en boucle fermée, certains robots
paralleles, comme la plate-forme de Gough-Stewart ou le robot delta, ont été intégrés avec

succes dans ce domaine [3].
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Chapitre Il : Plateforme de Stewart

II.1. Introduction

La plateforme de Gough-Stewart est un exemple emblématique de manipulateur paralléle, caractérisé
par la connexion de son effecteur a la base via plusieurs branches. Cette structure permet d'obtenir
une grande rigidité et précision, tout en permettant une distribution équilibrée des charges. La figure
II.1 montre une modélisation geométrique de cette plate-forme, ou la base fixe et la plate-forme
mobile sont interconnectées par six actionneurs prismatiques, dont les longueurs varient pour définir

la position de la plate-forme mobile [13].

TN
v

J =

u

Figure I1. 1: Modélisation géométrique de la plate-forme de Gough-Stewart [14].

La plate-forme de Gough-Stewart est un mécanisme sophistiqué et polyvalent, utilisant des vérins
prismatiques et des articulations complexes pour obtenir un contrdle précis sur la position et

I'orientation de son effecteur mobile [13].

I1.2. Création et développement

Dans les années 1800, Augustin Louis Cauchy, pionnier dans 1’analyse mathématique, a étudié la

raideur d’un « octaédre articulé » qui est I’ancétre de 1’hexapode [15].
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Figure I1. 2: Augustin Louis Cauchy [15]

En 1949, V. Eric Gough, ingénieur chez Dunlop en Angleterre, avance dans les recherches et construit
un mecanisme parallele pour tester des pneus sous différentes charges. Quelques années plus tard, en

1965, D. Stewart commence a utiliser une variante de 1’hexapode pour des simulateurs de vol [15].

Le robot qu’il a construit sera renommeé en son nom la « plateforme de Stewart », que 1’on retrouve
aussi parfois sous 1’appellation plus juste de « plateforme de Gough-Stewart ». Au fur et a mesure
des années, I’hexapode a été mis a jour par plusieurs ingénieurs (Klaus Cappel, H. McCallion, etc...)

[15].
11.3. Description générale de la plateforme de Stewart

La plateforme Stewart-Gough comporte six membres identiques relient la plateforme mobile a la base

fixe par des articulations sphériques aux points Bi et Ai, i = 1, 2,..., 6 respectivement [16].

By By
W Moving platform
5 2 II P b\ /6 B, Spherical joint
4 (¢
(K v
O\ ¢
Bs\, Bs| . \d
p p \\ Prismatic joint
/ \
&) A2 ©
4 As a; @
A ==y A; Spherical joint
X
% @ Fixed base
Aq Aﬁ

Figure I1. 3: Plateforme de Stewart 6SPS a six degrés de liberté [16].
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Chague membre est constitué d'un membre supérieur et d'un membre inférieur reliés par une
articulation prismatique. Des vérins hydrauliques peuvent étre utilisés pour faire varier les longueurs
des articulations prismatiques et donc controler I'emplacement de la plateforme mobile [16]. Ainsi,

le robot parallele est un Robot 6SPS.

Dans la figure 11.3, les points d'attache A; appartient a un plan sur la base fixe. Alors que, les Bi pour
appartient a un plan sur la plateforme mobile. Cependant, pour une plateforme Stewart générale, ces
points d'attache ne se trouvent pas nécessairement sur un seul plan. Il y a 14 corps reliés par 6
articulations prismatiques et 12 articulations sphériques. Le nombre de degrés de liberté (NDL) du

mécanisme est donc [16]:
NDL=An—j—-1)+Y;, fi=6(14—-18—-1)+(6+3x12) =12  (Il.1)
Ou:
e A :degrés de liberté de I'espace dans lequel un mécanisme est destiné a fonctionner,
e n:nombre de du corps de mécanisme, y compris le corps fixe.

e j:nombre d'articulations dans un mécanisme, en supposant que toutes les articulations sont

binaire.

e f;:degrés de mouvement relatif autorisés par I'articulation i.

Cependant, il existe 6 degrés de liberté passifs associés aux six membres du SPS. La plateforme
mobile posséde donc 6 degrés de liberté. A noter qu'une branche SPS peut étre remplacée par une

branche SPU sans compromettre les degrés de liberté globaux du mécanisme [16].

Puisque les membres sont reliés a la plateforme mobile et a la base fixe par des articulations
sphériques, aucun moment de flexion ou couple de torsion ne sera transmis aux membres. La force
agissant sur chaque membre est dirigée le long de I’axe longitudinal du membre. Par conséquent, ces
membres peuvent étre constitués de tiges cylindriques creuses pour produire un manipulateur Iéger,

tres rigide et & grande vitesse [16].
I1.4. Configurations

La plateforme de Stewart ou plateforme/positionneur hexapode est un type de robot parallele.
Cependant, plusieurs architectures se sont développées au fil du temps pour diverses applications.
[13]
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I1.4.1. Base plane

Comme son nom l'indique, cette configuration impose que tous les points d'attache de la base du
manipulateur soient situés dans un méme plan. Cette disposition est trés répandue, puisqu'elle conduit

a une construction plus simple et intuitive [13].

I1.4.2. SSM

SSM est l'acronyme de "Simplified Symmetric Manipulator”, qui se traduit par "manipulateur
symétrique simplifié". Cette configuration, illustrée a la figure 11.4, exige que la base et la plateforme

soient planes et possedent toutes deux une forme symétrique par rapport a un axe. [13]

Figure I1. 4:Modélisation SSM (vue du dessus) [14].

I1.4.3. TSSM

Le TSSM (Triangular Simplified Symmetric Manipulator) est une variante du SSM qui impose que
la plate-forme soit triangulaire et symétrique. Pour répondre a cette exigence, la plate-forme doit étre
un triangle isocéle ou équilatéral. A la figure 11.5, qui illustre une configuration TSSM, on observe
qu'il n'y a que trois points d'attache pour les actionneurs sur la plate-forme, ce qui les oblige a se

regrouper par paires. [13]
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Figure I1. 5: Modélisation TSSM (vue du dessus) [14].
I1.4.4. MSSM

L’architecture du MSSM (Minimal Simplified Symmetric Manipulator) représente une évolution
logique des configurations SSM et TSSM. Dans cette architecture, la base doit également avoir la
forme d’un triangle isocéle ou équilatéral. Par conséquent, les actionneurs doivent étre groupés par
paires sur la base, comme illustré a la figure I11.6. Pour éviter que des pattes ne se superposent, deux
actionneurs partageant un point d’attache commun sur la base doivent étre fixés a des points distincts

sur la plate-forme.

Cette architecture ne présente pas seulement un grand intérét pratique (car de nombreuses plates-
formes de Gough-Stewart existantes ont une géométrie similaire a celle du MSSM) mais, également,

elle facilite, fortement, I’analyse des lieux de singularité [13].

e
.

Figure 1. 6:Modélisation MSSM (vue du dessus) [14].

I1.5. Avantages du Mécanisme
L’architecture de la plateforme de Stewart, offre les avantages suivants :

> Précision et Rigidité : La structure paralléle permet une distribution équilibrée des

charges et une grande rigidité, ce qui améliore la précision des mouvements [3].
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> Flexibilité : La possibilité de disposer les points d’attache de maniére quelconque offre

une grande flexibilité dans la conception et 1’adaptation a différentes applications [3].
> Redondance et Sécurité: L’indépendance des vérins permet une redondance
fonctionnelle. Si un vérin tombe en panne, les autres peuvent compenser partiellement la

perte de fonctionnalité, augmentant ainsi la sécurité du systeme. [3]

I1.6. Principales applications de la plateforme de Stewart

Ce type de robot parallele est couramment utilisé dans des domaines nécessitant une précision et une

flexibilité élevées, tels que :

» Simulateurs de Vol : La plate-forme peut reproduire les mouvements d'un avion, permettant

une simulation réaliste des conditions de vol.

Figure I1. 7:Simulateur de vol (CAE Electronique) [17].

> Plateformes de Stabilisation : Utilisées pour stabiliser des équipements sensibles, comme
des caméras ou des instruments de mesure, contre les vibrations ou les mouvements

indésirables.
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VAL

Figure I1. 8:Systeme de positionnement 6 axes Stewart Platform (ACROME) [18].

» Machines-outils de Haute Précision : Utilisées dans l'industrie manufacturiere pour des
opeérations nécessitant une grande précision, comme l'usinage complexe ou la fabrication de

composants électroniques.

Figure I1. 9: Bras manipulateur fixé sur la plateforme mobile pour
assurer la soudure des pipelines [19].

> Dispositifs de Réalité Virtuelle et Augmentée : Offrant une immersion compléte en

reproduisant des mouvements réalistes en réponse aux actions de I'utilisateur.
I1.7. Conclusion

La plate-forme de Gough-Stewart est un mécanisme de manipulation sophistiqué et versatile, adapté
a de nombreuses applications nécessitant un contrdle précis et une grande adaptabilité. Sa structure

basée sur deux plateformes et six vérins indépendants permet de positionner et d'orienter la plateforme
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supérieure avec une grande précision, faisant de ce mécanisme un choix privilégié dans de nombreux

secteurs technologiques avancés.
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Chapitre 111 : Modélisation Géometrigue

I11.1. Introduction

La plateforme de Stewart, est un systéme mécaniques robotises qui utilise plusieurs actionneurs
linéaires paralléles pour contrbler précisement le mouvement d'une plateforme mobile par rapport a
une base fixe. La modélisation géométrique directe consiste a déterminer la position et I'orientation
de la plateforme mobile en fonction des longueurs des actionneurs, tandis que la modélisation
géométrique inverse vise a calculer les longueurs nécessaires des actionneurs pour atteindre une
position et une orientation désirées de la plateforme. [13]

Pour résoudre le systeme de maniere efficace, nous nous appuyons sur des équations non linéaires,
car les relations entre les longueurs des actionneurs et les coordonnées spatiales de la plateforme ne
sont pas linéaires. Cela nécessite l'utilisation de méthodes numériques avancées telles que les
méthodes d'itération (comme la méthode de Newton-Raphson) ou d'autres techniques d'optimisation

pour converger vers une solution précise et stable.
111.2. Modéle géométrique inverse (MGI)

Un des principaux problemes dans I'étude du mouvement des manipulateurs est le probléme
géométrique inverse. Celui-ci consiste a exprimer les variables articulaires en termes de variables
cartésiennes du robot. Dans le cas de la plateforme de Gough-Stewart, il s'agit de déterminer les
longueurs des actionneurs prismatiques [13] [20] [21].

Figure 111. 1 : Plateforme de Gough-Stewart convention vectorielle.

18



Chapitre 111 Modélisation Géométrique
Comme illustré dans la figure I1l.1, les deux systemes de coordonnées (0,X,Y,Z) et
(0, X',Y',Z") sont fixes a la plateforme de base et a la plateforme mobile, respectivement. Les
actionneurs, sont designées par les vecteurs L; , relient la plateforme mobile a la base fixe a par des
articulations sphériques aux points A4; et B;, avec i = 1, ...,6 . Dans cette plateforme Stewart 6 — 67,

comme les deux hexagones sont similaires, on peut écrire que [21] :

Aij=uxB;avec i=1,..,6 . 1
avec:
B; = By, xx+ By, xy +B, xz avec i=1,..,6
Et x=[1 0 0",y=[0 1 o]",z=[0 o 1]"

Dans la plateforme Stewart 6 — 67, B, = 0, donc :
B; = By, xx+ By, xy 1. 2

Pour une position P et une orientation R données de la plateforme mobile dans le repére de la base,

le vecteur L; de I’articulation i s’exprime sous la somme vectorielle suivante :

En injectant la relation (I11. 1) dans la relation (I11. 3), cette derniere devient :

Li=(u+*R—E)*B;+P . 4

Ainsi, la longueur de chaque articulation peut étre obtenue par la relation suivante:

L>=[(u*R—E)B; +P]"[(u*R—E)B; + P] 1.5

D’ou:
L; = +{[(uR — E)B; + P]"[(uR — E)B; + P ]}/? 1.6
Ici, le résultat négatif est sans signification, donc il peut étre omis. A partir de (111.6), on peut
remarquer que cette plate-forme Stewart peut avoir une propriété de symétrie dans sa cinématique.

Cette propriété de symétrie peut étre utilisée pour obtenir des solutions analytiques des cinématiques

directes de sorte que certaines racines inutiles puissent étre omises.

19



Chapitre 111 Modélisation Géométrique
Dans le cadre de ce travail, on a établi un script sous I’environnement Matlab qui permet de trouver
la géométrie inverse de la plateforme de Stewart. Pour tester ce programme, on a pris les données

géométriques de Ping et al. [21].

Tableau I11. 1:Parametres géométriques d'une plateforme de type Stewart-Gough [21].

DESCRIPTION QUANTITE UNITE

B, [0.8387,0.5446,0]" m
B, [0.4495,1.1126,0]" m
B; [-0.0349 ,0.9994 ,0] ¢ m
B, [-1.1883 ,- 0:1678 ,0]" m
Bs [-0.9135 ,0.4067,0] m
Bs [0.3708 ,-1.1413 ,0]t m

u 0.618 -

Pour la position P=[0,0,2]" et une orientation donnée par la matrice suivante:

0.6751 0.6589 —-0.3317
R=1-0.5030 0.7401 0.4464
0.5397 -0.1345 0.8311

Le modéle géométrique inverse a donné les résultats suivants :

L, = 2.3180
L, = 2.1959
Ly = 2.0236
Ly = 1.7939
Ls = 1.8033
Ly = 2.3748

Ces resultats sont identiques a ceux donnes par Ping et al. [21] pour la méme configuration de la

plateforme de Stewart.

I111.3. Modéle géométrique directe (MGD) par la méthode analytique

Dans la modélisation géométrique directe de la plateforme Stewart, les six longueurs L; (i = 1, ...,6)
dans (111.6) sont données, tandis que R et P sont inconnues. En développant (I11. 5), les équations

quadratiques suivantes peuvent étre obtenues :

L = P"P + BT[(uR" — E)(uR — E)]B; + 2BT (uRT — E)P 1. 7
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En substituant (I11.2) dans (111. 7), cela donne :

L*=PTP + 2B, [X"(uR"P — P)] + 2 B, [Y"(uR"P — P)] — 2u{B, *(X"RX) +

i

B,,B,,(X"RY + Y'RX) + B, *(YTRV)} + (u* + 1)(B,,* + B,,%) 1.8

En définissant W = [W,, W,, W3, W, Ws, W, ]Tavec :

W, =PTP
W, = XT(uR"P — P) 1.9
W3 = YT'(uRTP — P)
Et
W, = XTRX
Ws = XTRY + YTRX 1. 10
W¢ = YTRY

L'équation (I11. 8) devient un ensemble d'équations algébriques linéaires :

QW =d 1. 11
D’ou la matrice Q = [Q4, @5, @3, Q4, Qs, Q¢]Tavec
Q:=[12B,,2B,,-2pB% ,—2uB, B,,—2uB?, | 1. 12
Etd = [dy,d,, ds3,dg4, ds,dg]Tavec
d;=L"— (u*+1)(B,” +B,%) 1. 13

Si la matrice Q n'est pas singuliére, c'est-a-dire si les six sommets d'une plateforme (soit la base, soit
la mobile) ne se trouvent pas sur une courbe quadratique, W peut étre obtenu comme :
w=0Qd .14

Maintenant que W est connu, les équations (111.9) et (111.10) peut étre utilisé pour analyser la pose (a
la fois l'orientation et la position) de la plateforme mobile.

Représentons l'orientation de la plateforme mobile par un axe dirigé par un vecteur unitaire S =
T T , . . A
[sx s, s,] etdunangle 6: {s =[sx sy 5] ,9} . Par conséquent, la matrice de rotation peut &tre

écrite comme suit :
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Sx’v0 +cO 5,5, — 5,50 5,5,00 + 5,50
R =|sys,v0 + 5,50  s5,*v0+cH  s,5,v0 — 5,50 .15
SxS,v0 — 5,50 s,5,00 + 5,50  s5,°v0 + O

sO =sinB, cO = cos 0, and vb = 1 — cos 6 sont utilisés comme des notations abrégées.

Il convient de signaler, que :

W,= X"RX =1y
Ws= XTRY + YTRX =145 + 79 .16
W¢ = YTRY =1y,

Dans lequel r;; désigne les composantes de la matrice de rotation R.

Des équations (I11. 15) et (I111.16) conduit aux trois relations non linéaires suivantes :

W, = s2v0 +cO 1. 17
Ws = 2s, s, v0 .18
We = s;vO + c6 1. 19
Comme § est un vecteur unitaire, alors :
sy’ +st+st=1 1. 20

A partir des équations (111.17) et (111. 19) , s, 2et s,? peuvent étre déterminés comme suit :

Sz _ W4,—L‘0 2 _ W6—c0
T owe 'Y we

1. 21

En substituant I'équation (I1l. 18) dans I'équation (I11.21), et avec quelques manipulations, une

équation quadratique en cos 6 est obtenue,

cos0?> —BcosO+C=0 1. 22

Dans laquelle :
B=W,+Wy;, C=WW,—-W2%/4 1. 23
Ainsi, les paramétres qui décrivent 1’orientation peuvent &tre obtenus comme suit :

cos 8 = (B — VBZ —4C) 1. 24

_ W4—c0 _ W5 _ 2 2
Sx= [T SJ’_stvo'SZ_ /1—sx—sy 1. 25

Etsi W, # c6, alors
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Sinon , si W #+ c6, alors

_ ’Wﬁ—ce _ Ws _ , 2 2
Sy— T , Sx—m,sz— 1—Sx—Sy 111. 26

etdanslecasou W, = W, = c@, then alors
sx=8y=0,s,=1 . 27
Ici, la racine positive deB? — 4C est omise, de sorte que les racines complexes inutiles de 6 sont

évitées. En outre, les racines négatives de s, s, fournissent quatre représentations différentes pour

I’orientation de la plateforme mobile. Ces quatre rotations sont :

s= [sx sy sz]T,s= [sx sy — SZ]T,SZ [-sx —sy SZ]T,Sz [-sx —sy —SZ]T

Par la substitution de ces paramétres dans I'équation (I11.15), quatre matrices de rotation de

R;, (i = 1,2, 3,4) différentes peuvent étre obtenues.

Maintenant que l'orientation de la plateforme mobile est déterminée, la position du son centre est

trouvée en utilisant Wy, W,, etWs.
Si on pose que ;

UT = X"(uR" - E)
VI =YT(uR" — E)

On obtient pour chaque matrice R; (i = 1,2,3,4) les relations suivantes :

PTP=w, 1. 28
u'ep=w, 1. 29
VP =W, 1. 30

Evidemment, (111.29) et (111.30) représentent deux plans et leur intersection est une ligne, donnée par
la relation suivante :

P=ry+tr 1. 31
Ou
t est le paramétre de la ligne,

1, est une ligne dans le plan engendré par les vecteurs U et V

_ (V'mw,-U'Mw; UMw,-U'nws;

"o = wroy vy —wvy? OTHVTV)—UTV) .32

Et r, est un vecteur unitaire, perpendiculaire a la fois aux vecteurs U et V :
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Uxv
1= 1. 33
Ici "x" est le produit vectoriel.
1 et r; sont reliés par :
’ri=rlro=0 1. 34

La ligne (111.32) coupe la sphére (111.29) en deux points P1 et P2, qui sont les solutions de (111. 28-
111.30).

P1:r0+tr1 111. 35
P2=T0—tr1 111. 36

Et
t= Wl—rgro 1. 37

Pour une position articulaire donnée ; le modéle géométrique direct de la plateforme Stewart 6 — 67

par la méthode analytique donne huit solutions si elle n'est pas dégénérée.

Afin de tester cette méthode, on a implanté cette méthode sous 1’environnement Matlab. Comme
Input de ce programme on a introduit données géométriques données par du tableau I11.1 et les
variables articulaires obtenus lors de la section précédente Ainsi, on a obtenu les huit solutions

données par le tableau I11.2

Tableau I11. 2: Huit solutions trouvées pour le cas étudié.

. - - —
Matrice R {S= [s. sy s, ’9} Position
[ 0.6751 —0.5030 0.5397 | [0.9009,0.1612,0.2418,0.3224] [-0.6612 ,1.3540 ,1.3151]
0.6589 0.7401 —0.1345

—-0.3317 0.4464 0.8311 [-0.6691 ,-0.2594 -1.8668]

0.6751 0.6589 —0.3317|| [0.9009,0.1612,0.2418,—0.3224] | [-1.4862 -0.6278,1.1819]
—0.5030 0.7401 —0.4464

—0.5397 0.1345 0.8311 | [0.0,-2]

[0.6751 —0.5030 —0.5397] | [0.9009,—-0.1612,—0.2418,0.3224] | [-0.6691 ,-0.2594 ,-1.8668]
0.6589 0.7401  0.1345

0.3317 —0.4464 0.8311 | [-0.6612,1.3540 ,-1.3151]

0.6751 0.6589 —0.3317] [0.9009,-0.1612,—0.2418,—0.3224] [0,0,2]
—~0.5030 0.7401  0.4464

| 0.5397 —0.1345 0.8311 [-1.4862,-0.6278 , -1.1819]
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I114. Modele géometrique directe (MGD) par les méthodes numériques
111.4.1. La programmation quadratique séquentielle (SQP)

La programmation quadratique séquentielle, ou SQP d’aprés I’abréviation anglaise (Sucessive
Quadratic programming), est utilisée pour la résolution des problémes généraux d’optimisation non

linéaire avec contraintes. Les problemes a résoudre avec cette méthode sont de la forme :
Min f(x) x€R"
hKX)z() jsz“,p
Soumise a p+l=m 111.38
gix)<0 i=1,.,1

Ou toutes les fonctions du probléme sont continues différentiables.

La programmation quadratique séquentielle basée sur la formulation itérative et la solution de sous
probléme de la programmation quadratique, on obtient le sous probléme en utilisant une

approximation quadratique de Lagrangien et par linéarisation des contraintes.

Alors on peut écrire le sous probleme sous la forme :

(Min 2 d"B®d + V;(x®)T d deR"
sous :
Vi, (2T d + by (x®) = 0 i=1,..,p 11139
|
ngi(x("))T d+g;(x®)<o0 i=1,..k
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Ou B est une approximation du hessien du Lagangien. B peut étre obtenue par une approximation
du type quasi-Newton de cette matrice hessienne, en particulier d’aprés la méthode de BFGS.

L’algorithme général de SQP peut étre décrit comme suit :

L’algorithme général de SQP

1. Soit k=0. Initialiser x®, A®et u® nitialiser la matrice hessienne H du lagrangien.
2. Calculer f(x®), v, (x®) | g;(x®), v, (x®), h;(x®), v, (x®)
3. Vérifier les conditions de Kuhn-Tucker:
Ve () < €
avec u=>0
Si cette condition est satisfaite, arrét. Sinon, continuation a I'étape 4.
4. Résoudre le sous-probléme QP correspondant afin d'obtenir une direction de recherche d :

1

Min > dTB®d + v (x")T d d e R"
sous :

Y Vi, 2T d + hy(x®) = 0 i=1,..,p

\V,,x)T d + g;(x®) <0 i=1,.k

5. Effectuer une recherche dans la direction d par une méthode donnée afin d'obtenir

l'intensité de déplacement a®.

Poser xk+D=x0+ g g et k = k + 1.

7. Si la tolérance par rapport a la stationnarité de la solution est remplie, arrét. Sinon, retour
a I'étape 2.

o

De nombreuses variantes de la Programmation Quadratique Successive (SQP) existent. Lorsque le
nombre d'équations est important et que le nombre de degrés de liberté est faible, les méthodes de
SQP basées sur un hessien réduit sont performantes. Toutefois, le nombre de contraintes d'inégalité
peut rester important et la solution du probléme QP est primordiale pour I'amélioration de ces

méthodes.
111.4.2. Solution numérique

Pour générer une solution numérique au probléme cinématique direct, supposons que les longueurs

des membres L = [ly,1,, 15,14, Is, ls]"sont données et que le probléme consiste a obtenir la position
P4 = [Px, Py,PZ]Tet I'orientation de la plateforme mobile représentée par les paramétres de
vis{é = [sx Sy sZ]T ,9}. Par conséquent, sept variables inconnues peuvent étre encapsulées par le

vecteur x comme [20]

T
X = [Px,Py,PZ,,sx ,Sy + 5z, 0] = [xy, %2, %3, X4 X5, Xg, X7]7 1. 40

Le vecteur de position inconnue P et la matrice d'orientation R(x) peuvent étre déterminés en

fonction de x par les équations suivantes [20] :
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P(x) = [xq1, x5, x3]7 1. 41
x42vx; + cx; X5Xa VX7 — X6SX7  XgXaVXy + X585X7

R(X) = |xsx,vx; + xc8x; xX5*vx; + cx; X5XgVX7 — X48X7 111.42
XeX4UX7 — XsSX7 XsXgVX7 + X48X7  Xg VX7 + CXg

La solution numérique consiste a trouver le vecteur x qui minimise le programme non linéaire suivant
[20] [22] :

6
Min %Z(—L% + [R(X)B; + P(x) — A;]T[R(X)B; + P(x) — A; ])?

=1

Soumise a

—1?2 + [R(X)B; + P(x) — A;]T[RX)B; + P(x) — 4;] =0 j=1,..,6
111.43
x;+x2+x2—-1=0

Pour résoudre ce probleme non linéaire avec contraintes, la fonction du Matlab fmincon est utilisée.

L’algorithme de SQP est choisi comme algorithme de résolution et on a pris une précision de 107,

Afin de vérifier le préprogramme élaboré, au cours de ce travail, pour la résolution numérique du
MGD de la plateforme de Stewart, on a pris les mémes données que celles de la section précédente.
Comme vecteur initiale, on a pris x0=[3;1;1;-0.2;-0.6;0;01]".

Le programme a donné la solution suivante :

—0.6613 0.6752 —0.5029 0.5396
P=|1.3539 etR=| 0.6588 0.7402 —-0.1345
1.3152 —0.3317 0.4463 0.8311

Cette solution est trés proche de la premiére solution trouvée par la méthode analytique.
111.5. Conclusion

En résumé, les calculs de geométrie dans les plateformes Stewart sont fondamentaux pour controler
efficacement le mouvement et la position d'objets dans des environnements robotiques varies. La
résolution de ces systemes par des équations non linéaires représente une approche mathématique
avancée nécessaire a la mise en ceuvre et a I'optimisation de telles plateformes dans des applications

réelles, allant de la simulation virtuelle a la robotique industrielle avancée.
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Conclusion générale

Ce travail met en évidence I'importance des robots paralleles, et en particulier de la plateforme de
Stewart, dans diverses applications industrielles et technologiques. La plateforme de Stewart se
distingue par sa capacité a offrir une grande précision et adaptabilité, ce qui la rend indispensable
dans des domaines nécessitant un contrble de mouvement sophistiqué. La modélisation
géomeétrique, tant directe qu'inverse, est cruciale pour exploiter pleinement les capacités de cette

plateforme.

Cependant, la modélisation geométrique directe de la plateforme de Stewart suscite, encore, des
discussions et des débats. En effet, la complexité mathématique de cette modélisation est devenue
une lacune sérieuse qui empéche I’utilisation de cette plateforme dans de nombreuses
implémentations a grande vitesse, en temps réel et en ligne [20].

Dans ce travail, deux méthodes de résolution du modele géométrique direct d’une plateforme
Stewart du type 6-6P sont présentées. Sur la lumiére des résultats trouvés, les constations suivantes

peuvent étre dégagées :

e La méthode analytique donne huit solutions du MGD. En revanche, cette méthode exige

que la matrice Q ne soit pas singuliére.

e Laméthode numérique, basée sur la programmation non linéaire, donne une seule solution
et cette solution est un optimum local. Ainsi, la solution trouvée dépend du choix du vecteur
initial. Il convient de signaler, qu’un mauvais choix de ce vecteur peut conduire a la

convergence de ’algorithme de résolution.
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