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TABLE DES MATIERES

Lobservabilité idéale pour une classe de systemes linéaires

Résumé: ['étude du probléme de I'observabilité est une notion importante pour I’ana-
lyse des systemes. Nous considérons dans ce contexte la classe de systemes singuliers ou
non pour dériver des conditions et des tests d’observabilité.

D’autre part, il est bien connu qu'un systeme est idéalement observable si connaissant
le controle et les mesures du systeme, les matrices d’évolution et d’observation, la déter-
mination de I'état du systéme est donc possible. Dans ce cas, nous cherchons a établir
des tests pour 'observabilité idéale pour la classe considérée. Des algorithmes de calcul
et des exemples réels seront cependant introduits.

The ideal observability for a class of linear systems

Abstract: The study of the problem of observability is an important notion for systems
analysis. We consider in this context the class of singular systems or not to derive condi-
tions and tests of observability.

On the other hand, it is well known that a system is ideally observable if knowing the
control and the measurements of the system, the matrices of evolution and observation,
the determination of the state of the system is possible. In this case, we seek to establish
tests for the ideal observability for the considered class. Calculation algorithms and real
examples will however be introduced.



Introduction

La représentation d’état des systemes est un outil puisant permettant de modéliser
le fonctionnement de systémes linéaires ou non, en temps discret ou continu et qui pos-
sede en outre, 'avantage de conserver la représentation temporelle des phénomenes [21].

On s’intéresse dans ce mémoire a I’étude de I'observabilité idéale pour une classe de
systemes linéaires. Ce probléme est fortement lié a différentes notions de 1'observabilité.
Cette derniére est une notion fondamentale et importante dans I'analyse et le controle
des systemes. Elle est introduite par Kalman dans les années 60 [16].

Lobservabilité est une caractéristique structurelle complémentaire d'une représenta-
tion d’état ’ systeme a déterminer I'historique d'un état a partir de la seule connaissance
des variables de sortie mesurée.

Lobservabilité qui nous intéresse est I'étude des systemes dynamiques sur lesquels
on agit al’aide d'un controle.

Ce mémoire est rédigé comme suit :

Dans le premier chapitre, Nous présentons un rappel sur des notions de bases dont
nous aurons besoin dans notre travail. Nous étudierons la classe de systémes linéaires a
temps invariants dans les deux cas : continu et discret.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudierons 1’observabilité o1 de nouvelles conditions
nécessaires et suffisantes seront dérivées. Lobservabilité idéale de ces systemes fait éga-
lement objet de tests et caractérisations.

Une nouvelle classe de systémes linéaires singuliers discret-discret a deux dimensions
est introduite par Fornasini and Marchesini [5], J.Kurek [12], , J.Klamka [13], T.Kaczorek
[20], ainsi que d’autres scientifiques. Dans les systémes a deux dimensions discret-discret,
I'une des variables indépendante est discrete, la seconde I’est aussi. Ces systemes trouvent
leurs applications en biomathématiques, en économie et en électronique. Il s’agit de la
propagation de I'information dans deux directions différentes.

Le troisieme chapitre traitera donc I'observabilité et I'observabilité idéale pour le cas
bidimensionnel 2D. Nous insistons sur le fait que tres peut de travaux traitent le probleme
d’analyse d’observabilité idéale des systémes singuliers bidimensionnels.

Les méthodes les plus populaires de systémes 2D bidimensionnels sont les modeéles
étudiés dans [8] et introduit par Roesser, Attasi et Fornasini-Marchesini [18] [19]. Dans ce
mémoire, nous considérons le modele discret 2D de Fornasini-Marchesini. Dans ce cha-



Introduction

pitre nous adapterons les tests et les algorithmes par les invariants.

Nous terminerons par le chapitre quatre qui consiste a étudier I'observabilité dans
I'espace de dimension infinie avec des opérateurs bornés et ou I'opérateur d’évolution
est générateur infinitésimal d'un Cy semi groupe.

Ce chapitre donne les définitions et les caractérisations des deux concepts, controla-
bilité et observabilité qui sont duaux entre eux.



Notations

0()
Rn
RI’LX n

RmXI’l

Matrice identité de dimension n.

Transposé de A.

Opérateur adjoint de A.

Orthogonale de A.

Matrice exponentielle de A.

Domaine de A.

Déterminant de A.

Rang de A.

Noyau de A.

Image de A.

Le polyndéme caractéristique de A.

Le produit scalaire.

La norme euclidienne.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des entiers naturels positifs.
Ensemble des entiers relatifs positifs.
Ensemble des nombres complexes.
Ensemble des opérateurs linéaires et continus.
Espace des valeurs a n entiers réelles.

Espace des matrices carrées de dimension .
Espace des matrices carrées de dimension m x n.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous proposons quelques notions préliminaires et les notions de
bases qui représentent des outils d’algebre linéaire qui sont trés utiles dans notre travail.
Nous présentons aussi la notion de description de systémes qui est basé sur un systeme
d’ équations différentielles linéaires du premier ordre.

Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [3] [4] [6] [15] [18]
[21]

1 Notions de bases

1.1 Outils d’algebre linéaire

Théoréme 1.1 (Cayley-Hamilton) Toute matrice non constante A satisfait son équation ca-
ractéristique
paN) =det(Al,, —A) = A" + o, A" L+ L+ g A + .

et
pa(A) =A" + o, A" 4 L+ oA+ gl =0.

ot : e K(R ouC).

Exemple 1.1 Soit

A=l3 4

1 2]
Le polynome caractéristique de la matrice A est

A-1 =2

paN =det\,-A) = |" °

]:)\2—5)\—2

et donc, il est facile de vérifier que

2
a2 ea o 127 1 2] 1 2] [0 0O
pw=A-sa-2m= |y 4| -s|y 3l-z2[y 3 =[5 o]

Définition 1.1 Le déterminant d’'une matrice carrée A = (a;j)1<i,j<n dordre n est alors le
nombre

n . .
detA=|Al=) (-1 a;j|A;jl
i1

8



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

pour j fixé, ou
n . .
detA=|Al=) (-1)'"7a;jlIA;jl
j=1
pour i fixé.

Théoreme 1.2 Le rang d'une matrice A est le nombre maximal de vecteurs lignes (ou co-
lonnes) linéairement indépendants.

Définition 1.2 Le produit scalaire sur E est une application noté <.,.), défini de E xE a
valeurs dans R qui vérifie :

1. {x,y)=(y, x) (commutative).
2. {ax+Py, z2y=a(x, z) +P(y, z) (linéarité).
3. (x,x) >0 six#0 (positivité).

pou toutx,y,z€ Eeta,peR

Proposition 1.1 La norme d’'un vecteur x est définie par,
(x,x) = | xI|”
Proposition 1.2 On dit que des vecteurs x et y sont orthogonaux si
(x,y)=0
Proposition 1.3 La matrice A est symétrique semi définie positive si et seulement si
AT=A

<Ax,x>=0

respectivement.

Définition 1.3 Soit A une matrice de dimension m x n. Son noyau et son image sont les
sous espaces définis respectivement par,

IMA={Y=1.Ym) €K™ 3X = (x1....x) T € K : Y= AX }

Définition 1.4 SoitH un espace de Hilbert, {.,.)i son produit scalaire et |.||y la norme cor-
respondante.

On note par1, (0, T],H) l'espace de Hilbert muni du produit scalaire(., .)1,o,1,1) défini
par:

T
(fr&r2q0m11) :‘[0 (f(0),g())ndt

Théoreme 1.3 Soient X,Y deux espaces de Hilbert et P : X — Y une application linéaire
et bornée. P est surjective si et seulement si :

8>0tqg: IPy* lly=8ly*Il,Vy* e X
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Définition 1.5 On appelle Cy semi-groupe d’opérateurs linéaires et continu une famille
{S(0)} =0 i et seulement siS(t) € £(X) , t =0 vérifiant les propriétés suivantes :

1. S(0) =1
2. S(t+2)=S(1).S(2).

3. limS({)x=x.
=0

Définition 1.6 On appelle générateur A: D(A) c X — X infinitésimal d'un Cy semi-groupe
{S(0)} =0 lopérateur,

S(H)x—
Ax=lim 22X =X
t—0 t
défini pour tout x dans son domaine :
S(Hx—x

D(A) ={xe X/ ltir% — existe}

Remarque 1.1 [l est clair que le générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe est un opé-
rateur linéaire.

Définition 1.7 Soit X un espace de Banach.

On dit qu'un opérateur N, défini de X dans X est :
1. défini positif s'il existex > 0 tel que :
(Ny,y) zallyll?, VyeX
2. N est dit positif si :

(Ny, )20, VyeXet(Ny,y)20=>y=0

1.2 Rappels sur les exponentielles de matrices :

Définition 1.8 SoitM une matrice carrée de dimensions n. Lexponentielle de la matrice M
se défini par son développement en série entiére :

M o1 i 1 2 1 3
expM)=e'=) —M =Lt M+ M7 M (1.1)
l'=0 l- . .

Définition 1.9 Soit A #0 une matrice carrée de dimension n. A est dite nilpotente s'il existe
m e N* Uordre de nilpotence de A tel que A™ =0, alors A* = 0 pour tout k = m.

Exemple 1.2 Soit

0 2
*lo o
Ona:
00
2
A= 0 0]
Par conséquent :
A" = 00 =0, Ym=2
10 o] 7 -
Onadonc
P 1 1 10 0 2 1 2
A_N Lai_ 2 A2, 1 a3 _ _
e _;)i!A Lt At AT A [0 1]+[0 0] [0 1]

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Sionrevient alaformule (1.1), on s’apercoit alors que cette derniere ne contient qu'un
nombre fini de termes, et on a donc

n—-1 1

eh=y :

: 1 1 1
Al=T,+A+ EAZ A3+ +—AL
i:0 ll .

3! (n—-1)!
Par I'utilisation du théoréme (1.1), On peut réecrire e par :

e =gl + a1 A+ 0A? + oy, AL

O : (a;)g<i<n—1 sont des scalaires.

2 Notion de systemes

Définition 1.10 Un systeme est un ensemble de pieces ou objets qui réalise une opération
spécifique, il y a donc une notion d’action sur l'environnement en fonction d’excitation ex-
térieure.

U (t) : Y (t)
—.I Systeme I—»

Un systeme est ainsi défini par ses entrées et ses sorties qui le relient a l'environnement
extérieur.

Remarque 1.2 Un systeme mono-variable SISO ( Single Input-Single Output ) est un sys-
teme a une seule entrée et une seule sortie.

2.1 Systemes et représentations d’état :

Tout systeme dynamique peut étre représenté par ses équations d’état définies comme
un ensemble d’équations différentielles du premier ordre appelées équations dynamique
et un ensemble d’équations algébriques appelées équations de sorties ou de mesures.

X(t) = f(x(1),u(t),t) équation dynamique
y(t) = h(x(t),u(t),t) équation de mesures

Remarque 1.3 fet h sont susceptible de prendre n'importe quelle forme.

Dans notre cas, on intéresse au cas de systemes qui peut étre d’écrit par une équation
linéaire a coefficient constant qui veut dire des systemes L.T.I (linéaire a temps invariant).

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

2.2 Description d’'un systéme L.T.I a temps continu :

Définition 1.11 La représentation d’état d’'un systeme L. T.1 a temps continu est représentée
par,

x(t) = Ax(t)+Bu(r)
y() = Cx(t)+Du(r) (1.2)
x(0) = Xxp
ol :

x(t) eR"” : levecteur d'état.

y() e R™ :levecteur de sortie.

u(t) eR™: : levecteur de commande.

AeR™" . la matrice d’état.

B e R™*M : la matrice d’entrée.

C e RP*" : la matrice de sortie.

DeRP*™  : la matrice de transmission et t désigne le temps.

L'état du systeme est :

t
x(t):eAfx(0)+f A" UBy(t)dT + Du(d)
0

La sortie, sera donc:

t
y(t) = Ce M x(0) +cf A UBy(t)dT + Du(d) (1.3)
0

2.3 Description d’'un systéme L.T.I a temps discret :

Définition 1.12 La représentation d'état d’'un systeme L.T.I a temps discret est représentée
par,

Xe+1(8) = Axp(t) + Bug (1)
Vi) = Cxp(f) + Dug(t) (1.4)
x0) = xp YkER', k=0
ol :
xp(HeR™ :  levecteur détat.
yie(t) eR™  :  levecteur de sortie.
up(t) eR™ : levecteur de commande.
AeRM? . la matrice d’état.
B e R™™M : la matrice d’entrée.
CeRP*" . la matrice de sortie.
DeRP*™  : la matrice de transmission et t désigne le temps.

L'état du systeme est :

k-1 '
xp (1) =A*x(0) + Y AF¥ DBy, + Duy, k>0
i=0

La sortie, sera donc :

k-1 ,
ye() =CAFx(0)+C Y AF DBy, + Dy, k>0 (1.5)
i=0

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 1.4 [l est rare que la sortie du systeme soit directement reliée a son entrée. On a
donc tres souvent la matrice D qui est nulle.

Exemple 1.3 Soit le pendule donné par la figure ci-dessous.

Lapplication de la relation fondamentale de la dynamique est représentée par l'équa-
tion linéaire suivante :
mPP + ky' + mgsinu=0 (1.6)

ou : g est la constante gravitionnelle, | est la longueur du pendule, m sa masse et k sa
constante de raideur.

Si on suppose que : sin | = |. I'équation (1.6) devient une équation linéaire qui peut
étre d’écrit par,
mPp" +kp' +mgu=0 (1.7)

On déduire l'équation (1.7) sous un systeme différentiel d’ordre 1 de type

X'=AX+B
Soit
X1 =M
et
X2 = p.,
alors
X’l = pl :XZ (18)
et 2
I ¢ 8
XZ_H ——WXZ—YXI (19)

Les équations (1.8) et (1.9) donnent le systeme suivant :

[X’l [0 1 X, +[O]
tels que :
0 1 0
SERAES:
T T mP 0
et

13



Chapitre 2

Observabilité et Lobservabilité idéale

Dans ce chapitre, Nous commencerons notre étude par rappeler puis établir les tests,
ceci apres avoir définir la notion d’observabilité et d’observabilité idéale, I’objectif est de
déterminer xy de maniere unique a partir de la connaissance de u,A et C. Une détermi-
nation de x(#) avec controle inconnue définil’observabilité idéale, et a part on détermine
le lien entre la notion de controlabilité et d’observabilité.

1 Observabilité

Remarque 2.1

1. Dans la suite, on peut parler de la paire (C,A) au lieu du systeme (1.3) (1.5).

2. Si toutes les variables d’état sont observables, alors le systeme est dit completement
observable.

Nous proposons dans ce chapitre des testes pour I'observabilité tout en s’apuit sur les
références suivante [4] [7] [11] [16] [21] .

Dans toute la suite, on étudier I'observabilité dans deux cas, le cas discret puis le cas
continu.

Le concept d’observabilité a été introduit par I'ingénieur Hongro-Américain Rudolf
E.Kalman en 1960 [16].

1.1 Casdiscret:

Le critere de Kalman existe seulement pour la notion d’observabilité et fait intervenir
La matrice dynamique A et la matrice de sortie C. Il est formulé par la matrice d’observa-

14



CHAPITRE 2. OBSERVABILITE ET ’OBSERVABILITE IDEALE

bilité ci-dessous

CA
CA?
CA3

CA.n—l

Remarque 2.2 Si on note par:
Vi =CAFxq 2.1)

L'équation de sortie (1.5) devient :
(k= yi — (X4 cAFU+DBy; + Duy)) (2.2)

La détermination de xy vient a partir de (2.1) pour k=0,1,...,n—1 qui s'écrit par :

Vi =0xp
avec .

C _
CA Yo
CA2 n
CA? y2

O = y ﬁ: '
CA.n_l Yn-1

Par construction, cette derniere équation posséde toujours une solution x, et donc l'équa-
tion (2.2) posséde une solution si la condition de Kalman est vérifiée soit du le théoreme
suivant.

Théoreme 2.1 Le systeme (1.4) est observable si et seulement si les vecteurs colonnes
cha'ch..,ahmtct
sont linéairement indépendants.
Autrement dit il est est observable si et seulement si
rg(O)=n
Exemple 2.1 Soit le systéeme suivant :

{Xk+1 = AXj

Yk = CXk
avec:
01
A:[1 1],c:[o 1]

15



CHAPITRE 2. OBSERVABILITE ET ’OBSERVABILITE IDEALE

La matrice d'observabilité est :
C 0 1
o=|cal=[1 1]

Comme
det(0)=-1+#0

et lerang de O égale a 2, donc le systeme est donc observable.

Exemple 2.2 Soit le systéeme suivant :

Xer1 = AXg
Yk = CXk
tel que:
10
A:[l 1],(::[1 0]

La matrice d'observabilité est :
C 1 0
0= [CA] B [1 O]

det(0)=0

Comme

et le rang de O n'est pas plein, donc le systeme est non observable.

Exemple 2.3 Soit le systeme suivant :

xi1(k+1) = x2(k)

Xo(k+1) = x3(k)+ u(k)

x3(k+1) = axi(k)+2x(k)+ u(k)
y(k) = x2(k) + x3(k)

Lécriture matricielle de ce systeme est :

{X(k+1) = AX(k)+BU (k)

yk = CX(k)
tels que :
x1(k+1) x1(k)
X(k+1)= | x2(k+1)|,X(k) = | x2(k)
x3(k+1) x2(k)
et
010 0
A=|0 0 1|,B=(1],C=[0 1 1]
a 2 0 1

16



CHAPITRE 2. OBSERVABILITE ET ’OBSERVABILITE IDEALE

La matrice d'observabilité est :

C 0 1 1
O=|CA|=|a 2 1
CA2 a 2+a 2
Ona:
det(O)=a’*—a=ala-1)=0
alors :

a=0oua=1

Donc le systeme est observable sia#0 et a# 1.

Pour cette classe de systeme, on propose d’autres tests tout en se basant sur [4] [7] [11]
[21]

Proposition 2.1 La paire (C,A) est observable si et seulement si

n-1 .
() kerCA' = {0}
i=0
Proposition 2.2 La paire (C,A) est observable si et seulement si

(M kerCA' = {0}

i=0
Théoreme 2.2 La paire (C,A) est observable si et seulement si
kerO = {0}
Preuve. On démontre ce résultat par 'absurde.

Supposons que la paire (C, A) est observable, selon la proposition (2.2) ona:

n—1 .
() kerCA' = {0}
i=0
Supposons aussi que
ker(O) # {0}

ie
dx#0telque Ox=0
implique que :
C
CA
CA?
CA3

CA.n—l

17



CHAPITRE 2. OBSERVABILITE ET ’OBSERVABILITE IDEALE

donc
Cx =0
CAx =0
{
CA™lx = 0
alors

n-1 .
XE€ kerCA'=0=x=0
i=0

C’est une contradiction.

Inversement, supposons que

ker(0) = {0}
implique
C
CA
CA?
CA3
ker . =0
CA'n—l
alors
n-1 .
(] kerCA" = {0}

i=0
et donc la paire (C,A) est observable, d’ou le résultat. m
Proposition 2.3 la paire (C,A) est observable si et seulement si W est inversible.
ot : Wq est défini par la proposition suivante :

Proposition 2.4 Le Gramien d’observabilité d’'un systéme (1.4) est la matrice symétrique
semi définie positive noté Wq € R"*" et définie par :

n—-1 . T
Wo=Y CA'A" C.
i=0

18



CHAPITRE 2. OBSERVABILITE ET ’OBSERVABILITE IDEALE

Preuve. On montre d’abord que W est symétrique.

T n-1 R T
wo=(Y ca'A’ ch)
i=0
n-1

Y (cAia”'cT)T

o

S ~
p—

(AiTCT)T(CAi)T

=0
_ n_l(CT)T(AiT)TAiTCT
i=0
n-1
=Y calAl' CT
i=0
On en déduit que
W4 =Wo
et donc Wg est symétrique.
En suite, pour x #0
n-1

<Wox,x>=< ) CAiAiTCTx, x>
i=0
n-1 R
=) <CA'A" C'x,x>
=0

= <CA'x,CA'x >
i=0
n-1 .

=Y ICA'x|?>=0.

i=0

donc Wg est semi définie positive.
||

Définition 2.1 Le systeme est observable si et seulement si

zI-A

C =n,VzeC

rg

ol : z est la valeur propre de A.

Remarque 2.3 Cette définition existe pour les deux cas : discret et continu.

1.2 Cas continu:

Les résultats de la section précédente s’adapte bien pour le cas discret.
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La matrice d’observabilité est définie par la matrice formée de n valeurs lignes C, ..., C(A)" !
ci-dessous,

C
CA

O=

)|
Remarque 2.4 Si on note par, L
y(1) = Cel xg (2.3)
Léquation d’état (1.3) devient :
(y(0 =y - (fy Cer=YBu(t)dT + Du(t))) (2.4)

La détermination de xy vient a partir de (2.3).

pour t =0, l'équation (2.3) devient :
Cxp=0
On dérive l'équation (2.3), on trouve :
CAeMxy=0 (2.5)
Pour t =0, l'équation (2.5) devient :
CAxp=0

et ainsi de suite jusqu'a n-1. On obtient alors la nouvelle équation qui s'écrit par,

y(1) = 0xq
avec .

C _

CA Jo

CA2 n

CAS )2

o= . |,yo=| -
CA.n—l yn—l

Par construction, cette derniere équation posséde toujours une solution xy, soit l'équa-
tion (2.4) posséde une solution si la condition de Kalman est vérifiée. Nous caractérisons
ceci par les résultats suivants,

Théoreme 2.3 Le systéme (1.2) est observable si et seulement si les vecteurs lignes
C,CA,CA?,...,CA™!

de O sont linéairement indépendants.

Autrement dit il est observable si et seulement si

rang(O)=n
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Exemple 2.4 Soit le systeme d’écrit par,

x(t) = Ax(t)+Bu(r)
y() = Cx(t)+Dul(r)
avec:
A=) e|im=|3]ic=1 o

etnégalea?.

La matrice d'observabilité est :
C 1 0
0= [CA] B [0 1]

det(0)=1#0

Comme

alors,
rg0)=2

qui égale a n, donc le systeme est observable.
Exemple 2.5 Soit le systeme :

Ax(t) +Bu(r)
Cx (%) + Dul(1)

{ x(1)
y(1)

tel que:
A=

2 Y-t o

La matrice d’observabilité est :

C 1 )
O:[CA]: ad—1 8]
d’oli
B 1 8| 5
det(O)_‘ aS-1 5 ‘_28—0(6

donc le systeme est observable si det(O) #0 i.e si 0 #0 ou ad #2.

Pour cette classe de systemes, on propose d’autres tests :

Proposition 2.5 La paire (C,A) est observable si et seulement si

) KerCe™ ={0}
t€(0,T]

Proposition 2.6 La paire (C,A) est observable si et seulement si

() kerCe' = {0}

t=0
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Théoreme 2.4 La paire (C,A) est observable si et seulement si
kerO = {0}.
Preuve. On démontre ce résultat par 'absurde.

Supposons que (C, A) est observable, selon la proposition (2.6) on a:

N kerCe™ = {0}

=0
Supposons aussi que
ker(O)#0
ie
dx#0/0x=0 (2.6)
On sait que
n-1 r
CeM=)Y CA'—
i=0 i!

Soit x € M kerCe?!
=0
alors ,
1t
XE€E kerCA’F =0,Vt=0,Vi=0,..,n-1
D’apres la proposition (2.1) on a:
n-1 .
(] kerCA" = {0}
i=0

Soit x € N, kerCA’, alors x =0, et donc

x € [kerCe = {0}
120

implique x =0, soit donc la contradiction avec I’équation (2.6).

Inversement, supposons que
KerO = {0}

d’ott

n-1 .
() kerCA" = {0}
i=0

alors :

(M kerCe = {0}
120

donc la paire (C,A) est observable. m

Proposition 2.7 la paire (C,A) est observable si et seulement si
! T
Wo = f Cere? TCldr
0

est inversible.
Ot : Wo est le Gramien d’observabilité symétrique semi définie positive.
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Preuve. Supposons que le systeme est observable, d’apres la proposition (2.5), ona:

N KerCe ={0}
te[0,7]

Supposons aussi que Wg n’est pas inversible, i.e :
dx #0 tel que Wpx =0
Soit x € kerWp, cela veut dire que :

Wox = xTWox
=(Wox, x)

t
:f (CeATeATTCTx,x)dT
0
t
:f (CeMx, Ce x)dT
0

t
:f ICe x)*dt
0
qui est égale a 0, implique que :
ICe*xll =0

la fonction CeATx est continue, donc
CeMx=0 presque partout £ € [0, T]

alors,

xe ) KerCe = x=0
tel0,T]

on a une contradiction.
Inversement, supposons que Wg est inversible, i.e :
Vx, Wox=0x=0
et supposons aussi que le systéme n’est pas observable, selon la proposition (2.5), on a

[ KerCe* #{0}

t€(0,T]

i.e
Jx #0 tel que x € kerCe™T, textVt € [0, 1]

contradiction. m

les propriétés de controlabilité et d’observabilité sont tres étroitement liées par une
forme particuliére de dualité.
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2 Lien entre I'observabilité et la controlabilité

On considere deux systémes au cas continu (S) et (S*) et qui sont donnés par :

N
4 3

Ax(t) +Bu(t)
Cx(1)

et
. () = ATx*(0)+CTu* (1)
(S ): * _ T .*
yr@ = B x"(1)
tel que: () est appelé le systeme dual ou I’adjoint du systeme (S).
Proposition 2.8 Le systeme (S) est contrélable si et seulement si
[B,AB,A’B, ....,A" 'B]"

est de rang plein.

La relation entre les propriétés de controlabilité et d’observabilité est donnée par le
théoréme suivant,

Théoreme 2.5 Le systeme (S*) est observable si et seulement si la paire Le systeme (S) est
controlable.

Preuve. En effet,le systéme (S*) est observable, selon la proposition (2.4)
B, BTAT, BT (AT, ....,B @AD" 1T

est de rang plein. alors
[B,AB,A?B, ..., A" 'B]"

est de rang n. D’ot le systéme (S) est controlable.
Inversement, soit le systeme (S) est contrdlable, selon la proposition (2.4)
1g [B,AB,A%B, ..., A" 'B|T = n

implique que :
rg [BY,BTAT, BT (AT)?,....,.BT(Ah)" 1T =p

d’ou le systéme (S*) est observable.
]

3 Observabilité idéale

On considere le systeme au cas suivant :

x(t) = Ax(t)+Bu(p)
y@) = Cx(1)
x(0) = Xxg

avec: xeR", yeR” , ueR" et AcR™"  BeR"™™ CeRP*",DeRP™,
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Définition 2.2 Le systeme est dit idéalement observable s’il n'existe pas
(x0, u(.)) #0 tel que y(t, xo, u(.)) =0
i.e, si le systeme est dit idéalement observable et si
y(t, x0,u()) =0

alors
x(t, xo,u(.)) =0

Les définitions suivantes fournirent les caractérisations fondamentales des sous es-
paces A, (A, B) et (A, C) invariants.

Définition 2.3 Le sous espaceV est dit A-invariant si
AV)cV
ie
VxeV=AxeV

Exemple 2.6 kerO est un sous espace vectoriel A-invariant, car :
Soit x € kerO alors,

Ox=0 (2.7)
Léquation (2.7) implique que :
C 0
CA 0
CA? 0
X =
CA™ ! 0
alors,
Cx 0
CAX 0
cA%x 0
CA™ 1x 0
donc:
Cx=CAx=CA?x=.=.=.=CA" 'x=0 (2.8)

Pour vérifiée que Ax € kerO, il reste a montrer que CA" x =0, et en vertu du théoréme de
Cayley Hamilton on aura :

pA)=0
ie

o+ @A+ @A’ + .+ . +.+a, 1 A"+ A =0
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on trouve alors que :
CA"x=agCx+ a;CAx + apCA’x + .+ . +.+ a,_1CA" 1x=0
d’out le résultat.
Définition 2.4 Le sous espace v est dit (A, B)-invariant si
A(v) c (v+1ImB)
Définition 2.5 Le sous espace w est dit (C,A) -invariant si
A(wnkerC)cw

Définition 2.6 Si v est (A,B)-invariant alors, il existe F : X — v tel que : v est (A + BF)-
invariant.

Proposition 2.9 Si v un A-invariant alors il est (A, B) -invariant. VB
Preuve. Soit v est A-invariant, d’aprés la définition (2.4) on a
A(v)cv

or
vcv+ImB

par suite,
A(v)cv+ImB

donc v est (A, B)-invariant. m

Proposition 2.10 Si v, et v» sont (A, B)-invariants alors, (v, + v2) lest aussi.

Preuve. Soit v; et v5 sont (A, B)-invariants, selon la définition (2.5) on a
A(ry)cvy +ImB

A(vp) cvy+1ImB

D’apreés les deux dernieres équations, on trouve,
A(v1+ ) c (v +v2)+1ImB
d’otli le résultat. m
Proposition 2.11 Si w; et w, sont (C,A)-invariants alors wy N wo l'est aussi.

Preuve. Supposons que w; et w; sont (C,A) invariant, d’apres la définition (2.6), on a:
A(wi;nkerC) cu;

et
A(w,NkerC) c w,

On sait que :
(w1 NnwsenkerC)c(wlnkerC)
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et
(wiNnwynkerC)c (wynkerC)
alors
A(wrnuwynkerC) c(wlnkerC)c uwy
De méme :
A(winuwynkerC) c(w,nkerC) c wy
donc:

A(wiNnwynkerC) c (wy Nws).

d’oule résultat. m

Théoréme 2.6 w est (C,A)-invariant si et seulement si w est (A*,C*)-invariant.

J_:

Preuve. On note w V.

Soit w est (C,A)-invariant, selon la définition (2.6) on a
A(wnkerC)cw

Ceci est équivalent a
wh < (Awn IcerC))l

donc .
veA* v+ (kerC)h)

alors
A*(v) c (v+1ImC*)

d’ou le résultat. m

On considére le probleme de controlabilité et puis le probleme d’observabilité par
dualité. C’est la dualité controlabilité/observabilité. Ce fait, tres important, permet de

transférer aux systémes observés tous les résultats établis sur les systemes controlés.

Définition 2.7 Le sous espace contrélable Ly tel que

t
Ly =<A/p>= {x:x:f A UBy(T)dT}
0

vérifie les trois propriétés suivantes :
1. Ly est A-invariant.
2. PcLr=<A/p>.
3. Lt est minimali.esi:
— A est A-invariant.
— pc A
alorsLt c A.
ol :B=ImBer<A/Pp>=p+Ap+A*B+...+ A" Ip.
Définition 2.8 Le sous espace non observableN tel que

. n_l .
N=()kerCA'=[) kerCA'
i20 =0

vérifie les trois propriétés suivante :
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1. N est A* -invariant.
2. Nc kerC.
3. N est maximali.esi:
— A est A*-invariant.
— AckerC.
alors A c N.

Remarque 2.5 Le systeme est observable si N = {0}.

Dans cette section, nous donnerons des algorithmes pour chercher les sous espaces
V. et W, et donner le test pour vérifier si le systeme est idéalement observable.

le sous espace de observabilité (contrélabilité) idéale est décrit comme 'interaction

d’une collection spéciale des sous espaces observables (controlable) respectivement.

Théoreme 2.7 Il existe un sous espace (A, B) -invariant maximal contenu dans K notéV, et
qu’'on obtient par l'algorithme suivant :

Vo = K
Vi = KnA ' (Vi_;+ImB), VkeN

Ot :K=KerC.
Quand : Vi =Vi_1=V,.

Preuve.

1. M est clair que Vi c kerC car:
Vi=KnA™'(Vi_; +ImB)
qui est inclus dans K.
2. V. est (A,B)-invariant car:
Vi =Vis1 =KNA™ (Vi +ImB)
qui est contenu dans A~1(V; +ImB), donc
A(Vi) € Vi +P.

3. Vi est maximal car on trouve que A c Vi d’apres ce qui suit.

Supposons que
A c Vk—l

implique que:
A+f)CV]C_1 +1ImB

alors
AN c A+ImBcVi_; +ImB

donc
Ac A~ (V;_; +1ImB).

cela implique que
Ac Vk
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Par dualité et changement de variable, on obtient :

Théoreme 2.8 [l existe un sous espace (A*,C*)-invariant maximal contenu dansK noté V.,
et qu'obtient par l'algorithme suivant :

{VO - K
Vi = KnA* (Vi_y+ImC")

Oir:K=N+
Quand :V, =V =Vi_4

Théoreme 2.9 Le sous espaceV . est déterminé par l'expression :

V, = (] kerCA’ = (L(C*) +... + LA*'C*)* = (L(C*,..,A*' C*)*
ieN

Ou L(.) représentera l'enveloppe linéaire de (.).

Preuve. On veut chercher V., d’apres I'exemple suivant :

Soient
X=R"U=R,Y=R,A,B,C.
Ou:
(4]
Cx=<C", x> avecC" =] . (2.9)
Cn
Soit Vo =K

Vo=k=1{x/ <C* x>=0} = (L(C")"

Pour avoir V; :
Vi=KnA (Vi +B)=KnA L (K+P)
Ou
B=L(B)={Bu/uecRk}
On sais que :
K si CB=0
K+f"{x si CB#0

Cela implique que :

~ A_l(K) Si CB:O
1 -
A (K"‘ﬁ)—{x sinon CB#0
alors 1
) KnA™'(K) si  CB=0
—_— 1 =
Vi=KnA (K+ﬁ)—{K sinon CB#0
etona

Cx=<C* x>
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alors
CAx=<C",Ax>=<A*C*, x>
ie
A" (KerC)=A"'(K) = (L(A*C*))" = kerCA
et donc

Vi - KerCnkerCA si CB=0
17] KerC si CB#0

| ) n(Latc)t si cB=0
] (L)t si CB#0

| (LeH+Larc)t si cB=0
] (LeH)t si. CB#0

Pour la méme pratique, on calcule Vy.

Vo = KerCnKerCAnKerCA%2 si CAB=0
27 ] KerCnKerCA si CAB#0

| (LeH +Larch +L@AacH))t si CAB=0
| (LeH+LatcH)t si CAB#0

et ainsi de suite, on note cependant

Ve=Vo=Vy=...

En résumé : soit i I’entier minimal tel que : CA’B #0 alors

V, = (L(C*,..,A*' C*)*

Théoreme 2.10 Le systeme est dit idéalement observable si et seulement si
V., ={0}.

Théoreme 2.11 Soit N un sous espace de X. Il existe un sous espace (C,A) invariant mini-
mal contenant le sous espace N et qu'on obtient par l'algorithme suivant :

W, = N
W; N+AW;_1n kerC)

Quand Wi =Wj1 =W,
Preuve. Soit V, le sous espace (A*,C*)-invariant, selon le théoreme (2.8), on a
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1. V. cK.

2. V, est (A*,C*)-invariant.
3. V, est maximal.

Onnote W, =V} et K=N=.

On applique 'orthogonale et le dual sur les trois hypotheses 1,2 et 3, on trouve :
1. NcW..
2. W, est (C,A)-invariant.

3. W, est minimal, car:

SionaV, esttel que
IVcK/VcV,

et on a alors,
ANcW/W,cW

Par dualité, on a:

Théoreme 2.12 ][] existe un sous espace (B*,A*)-invariant minimal contenant le sous es-
pacelmC* et qu'on obtient par l'algorithme suivant :

VVO = ImC*
W; Wy +A*(W;_1 nkerB*), pour tout k € N

Quand W =W, =W,
Définition 2.9 Le sous espace W .. est déterminé par l'expression :

W, =L(ImC*,ImA*C*,....,ImA* C*) =L(ImA*'C*,i € N) (2.10)
Preuve. Soit B =0, nous obtenons donc d’apres 'algorithme (2.10) I'’expression suivante :

W; =Wy +A*w;_; =ImC* +ImA*C* +... +ImA*  C*.

avec
Vﬂ):Inlc*

d’ouI'expression (2.9). m

Théoreme 2.13 Le systeme est idéalement observable si et seulement si

W, =X
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Chapitre 3

Observabilité et Observabilité idéale : cas
2D

Lobjectif principal de cette section est I’étude d’une certaine classe de systémes bidi-
mensionnels. Nous optons a tester 'observabilité et I'observabilité idéale comme exten-
sion des résultats unidimensionnels développés dans les deux chapitres 1 et 2.

Dans ce cadre , on considére une classe de systemes dynamiques dans deux variables
indépendantes.

Soit le modele 2-D de Fornasini-Marchesini, introduit en 1978 [14] et défini par le sys-
téeme suivant :

{xi+1,j+1 = A1Xj 41 +AsXit1,j +Bouti1,j+Brug
Yi,j Cx,-_j + Du,-,j

Ou:

i,j € Z"* sontles cordonnées verticales et horizontales entiéres respectivement.
A € R™ B e R*™, C; j € RP*" sont des matrices réelles pour k=1,2.

X;j€ R" est le vecteur d’état au point (i,j).

u; j € R™ estle vecteur d’entrée.

vi,j € RP estle vecteur de sortie.

La condition aux limite est définie par :
T ..
X(0) = [xgj,x;{o] i, jEZ,

Définition 3.1 La matrice de transitionT; j est défini par :

Ly pour i=j=0
Ti,j = AlTi—l,j +A2Ti,j_1 pour (l,]) > (0,0) (3.1)
0 pour i<0ouletj<O0

La trajectoire d’état est :

i J
Xij = Xpe(d, )+ DY Mty jmk, Uky ke
ki ko

et la solution de systeme est :

i J
yl,] :bec(i;j) +ZZCMi—k1,]’—k2uk1,k2 +Dul)]
ki ko
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Ou:
i i
Xpe(i, )= Y Tizky,j—1[A2Xi 0+ Bitiy 0] + Y Tict,j—k, [A1 X0k, + B2 tio,k, |
k1=0 k2=0

Mgy, j—ks = Ti—ky-1,j-k,B1 + Ti—ky,j—k,-1B2

Remarque 3.1 Pour la preuve nous invitons le lecteur a consulter la référence suivante [14].

Nous proposerons dans ce chapitre des tests pour 1'observabilité et I'observabilité
idéale, tout en s’appuiant sur les références suivantes : [8][9][10] [14] [19]

1 Observabilité
Définition 3.2 Le modele est dit observable si y; j =0, i, j € Z+ implique xoo = 0 pour u;,j =
0.

Le critere d’observabilité est formulé par la matrice d’observabilité suivante :

C
CTI,O
CTO,l

CTi,j

_CTh,k‘
Pouri € [0, h] et j €0, k].

Preuve. Si u; j=0etxy =0, j€[l,k], x;p=0,i€[1,h], onobtient:
Vi,j = Cxpc(i, j) =CIT; j_1A2X0,0 + Ti-1,jA1X0,0], pour i, j =0
et d’aprés la matrice de transition (3.1), on trouve
Yi,j=CTj jxo0,0

qui peut étre d’écrit par :
Yi,j = On,kXo,0, pour ,j =0 (3.2)
Ou:
C
CTLO
CTO,]_

On k= CT,’J

_CTh,k‘

et donc I'équation (3.2) possede une solution qui est donnée par le théoreme suivant : m
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Théoreme 3.1 Le modele est observable au point (h, k) si et seulement si
rg0pr=n

Exemple 3.1 On veut tester l'observabilité au point (1,1) avec:

[1 0 0]

1
0 0 0

o

A=

o
(=]

Ap =

1 0 0]
C=[0 -1 1]
Par utilisation de I'équation (3.1) ,ona:

10
CT10=CA;=[0 -1 1]f0 1
00

000
CTo1=CA;=[0 -1 1][0 0 0|=[1 0 0]
100

000
CT1,1=C[A1To1 +A2T10] =C[A1A2 +A2A;1=[0 -1 1] |1 0 0|=[0 O O]
1 00
alors :
C 0 -1 1
O - CTyo 0 -1 -1
R o 1 0 0
CTy, 0 0 O
et:
rg01,1:3

d’oui, le modeéle est observable.

Le théoreme suivant est une autre caractérisation adaptée au cas 2-D.
Théoréme 3.2 Le modele est observable si et seulement si

(KerOp, = {0}, texti € [0, hl, j€[0,k]
i,
Définition 3.3 Le modele est observable en point (h, k) si et seulement si

ZI—Ak

C =nVzeC

Ot : z est la valeur propre de A, pour k=1 ou k =2.
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Théoreme 3.3 Le modeéle est observable en point (h, k) si et seulement si
Vi k= Oi,koh,k

est symétrique semi définie positive.

Exemple 3.2 On prend le méme exemple(3.1).

par conséquent, il est facile aussi de vérifier que :

o N o
NN OO

1
yeY) —
Vig1= 01,101,1 =10
0
est définie positive, d'oit le résultat.

2 Observabilité idéale

Proposition 3.1 Le sous espaceV est dit (A;,B;)-invariant si

Ay B
(AZ)VCVXV+IM(B2)

pouri=1,2.

Proposition 3.2 Si le sous espaceV est (A;,B;)-invariant alors, il existeF : X — 'V tel que:

( (2;) + (E;) F)V c (V x V)

Afin d’introduire la notion d’invariance pour les systémes 2-D, nous indiquons ce qui
suit :

Théoreme 3.4 Il existe un sous espace (A;, B;)-invariant maximal contenu dansKerC pour
i=1,2 et notéV., et qu'on obtient par l'algorithme suivant :

Vo = K

kn

-1
A B
A;] (kavk+1m[B;])

Vk+1

QuandVi =V, =V..
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Chapitre 4

L’observabilité et 'observabilité idéale en
dimension infinie

Dans ce chapitre, nous rappelons les différentes notions de la controlabilité et I’obser-
vabilité et puis I'’observabilité idéale.
Les notions de controélabilité sont toutes équivalentes en dimension finie mais qui sont
distinctes en dimension infinie. Chaque de ces notions est équivalente a une notion duale
que I'on appelle observabilité.

Cette section concerne les systemes infini-dimensionnels d’écrits par :

X = Ax+Bu

y = Cx

x(0) = xp
avec

uel, xeX, yeY
Ot

U, X, et Y sont des espaces de Banach muni des produits scalaires et des normes notés
par:

<,L.2U<,.2<.,.>Y

et

Il WD M- Dy

respectivement.

A:D(A) € X — X, A est un opérateur non borné et c’est le générateur infinitésimal
d’'un Cy-semi-groupe S(1);>o sur X.

B:U— X,C:X —Y, B et C sont deux opérateurs linéaires bornés.

L'état du systeme est :
t
x(t):S(t)x(0)+f S(t-T1)Bu(t)dT.
0
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La sortie, sera donc:

t

y(t) =CS(1)x(0) + Cf S(t—T1)Bu(t)dr.
0
Remarque 4.1

1. Si A est un opérateur borné, alors S(t) = eht

2. Lespace de travail est un Banach et peut étre un espace de Hilbert.

Nous présentons dans ce qui suit des caractérisations sur la contrélabilité et I'obser-
vabilité, nous nous basons pour ce faire des références suivantes [2] [1] [10][17]

1 Définitions et caractérisations de quelques concepts de
controlabilité :

Considérons le systéme suivant :

{ x Ax+Bu @D

x(0) Xo

On peut introduire I'opérateur :
Ly:Ly([0,T,U) — X
T
u— f S(T—-1)Bu(t)dt
0

Notons par Lt =ImCr, le sous espace vectoriel.
Ou : Ct, 'opérateur linéaire borné défini par :

Cr:L([0,T],U) — X
T

u— Cru()=Cr(w) :f S(T-1)Bu(t)dt
0

Notons par C} =B*S*(.), 'opérateur adjoint de Cr qui est défini par,
Ci: X" = Ly([0,T],U%)

x* = Cix*=B*S*()x"

Différents type de controlabilité seront introduit dans ce qui suit,

— controlabilité exacte.
— controlabilité approximative (faible ou approchée).

— controlabilité nul.

37



CHAPITRE 4. L’OBSERVABILITE ET ' OBSERVABILITE IDEALE EN DIMENSION
INFINIE

1.1 Controlabilité exacte

Définition 4.1 Le systeme est exactement controlable sur [0, T] si et seulement si :
Vxo € X,Vx1 € X,3u € Ly([0,T1,U) t.q x(8) = x(T, xo, u(.)) = x1
La définition précédente est équivalente a la proposition suivante :
Proposition 4.1 Le systeme est exactement controlable sur [0, T] si et seulement si :
ImCr=X

Autrement dit :
Lt=X 4.2)

Preuve. Supposons que le systeme (4.1) est exactement controlable, alors selon la défini-
tion (4.1)ona:

Vxo € X,Vx1 € X,3u€Ly([0,T],U) t.q : x(T, xo, u(.)) = x1
ie T
Vxo € X,Vx1 € X,3u e Ly([0,T],U) t.q: S(8)xo +fo S(r—T)Bu(t)dt=x
Pour xg=0,0na:
V1 €X,3ueL,([0,T),U) t.q: Cru() =x;.

alors:
LT o X

et comme Lt < X, nous avons Lt = X.

Réciproquement, supposons que (4.2) est vérifié, alorson a :
T
VxeX,Juely([0,T,U) t.q: x:f S(T - 1)Bu(t)dt
0

et par hypothése, ona:
JueLy([0,T1,U) t.q: x=Cru()

Soit xp, x; quelconques dans X, et si on pose x = x; —S(T)xp, on trouve :
JueL,([0,T],U) t.q: x1 —S(T)xp = Cru()

ie:
JueL,([0,T],U) t.q: x1 =S(T)xo + Cru()

on déduit que :
Vo €X,Vx; € X,3u e Ly([0,T],U) t.q: x1 = x(T, xo, u(.))
d’ou1 la controlabilité exacte du systeme. m
Définition 4.2 Soit F c X un sous espace de X, le systeme est exactement controlable dans

Fsi:
Vxo € EVx; € EIueLy([0,TI,U) t.q: x(T, xo, u())) = x1.
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Remarque 4.2 La définition précédente est équivalente a :
Fcly
Théoreme 4.1 Le systeme est exactement controlable sur [0,T] si et seulement si :
36> 0 t.g: 1Crx" I, qo,us) = Sl x™ Ix+, Vx*eX”

Preuve. D’apres la proposition (4.1) le systeme est exactement controlable si et seulement
sil'opérateur Cr est surjectif et par application du théoreme (1.3) on obtient :

Lopérateur Cr est surjective si et seulement si :

36>0 t.q: IIC;x* ”[Lg([O,T],[U*) = 6||x* I, Vx*eX*

Les éléments de X ne sons pas tous contrdlable, alors on est conduit a définir une
autre notion de controlabilité.

1.2 Controlabilité approximative

Définition 4.3 Le systeme est approximativement controlable sur [0, T] si et seulement si :
Ve >0,Vxg€X,Vx; €X,FueLy([0,T],U) £.q: | x(T, xo, u(.)) — x1 1| <€.

Cette définition est équivalente a la proposition suivante :

Proposition 4.2 Le systeme est dit approximativement controlable sur [0, T] si et seulement
Si:
ImCT =X.

Autrement dit :
Lr=X
O,
Lr=XeVxeX,Ve>0,Ix;eLrt.q: |lx— x|l <e. (4.3)

Preuve. Supposons que le systéme est approximativement controlable, alors selon la dé-
finition (4.3) ona:

Ve >0,Vxp € X,Vx; € X,3ue L([0,T],U) t.q: 1x(T, x0, u()) — x1 1l <e. (4.4)

(4.4) implique :
T

||x1—(S(T)xo+f S(T - Bu(t)dt)l <g,Ve>0 (4.5)
0

Si on pose : x; —S(T)xp = x, on trouve :

T
||x—f S(T-T1)Bu(t)dt| <e, Ve>0
0

or:
Ve>0,3x: t.q: lx—xell <€
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avec I
Xe :f S(T-1)Bu(t)dt€ Ly
0

donc, on déduit que : .
Ip=X

Réciproquement, supposons que (4.3) est vérifiée.

Soient xy, x; quelconques dans X et € > 0 quelconque, et si on prend :
x=x1—S(TM)xg
or x¢ € Lt, alors
Xe = fOT S(T-1)Bu(t)dt
par suite,
16 = el = 11 = S(T) 0 — fOT S(T - 1) Bu(v)d]

ceci implique que
llx1 — x(T, x0, u()) Il <€

donc, on déduit que le systéme est approximativement contrélable. m

Définition 4.4 SoitF un sous espace vectoriel de X, le systeme est approximativement contro-
lable dansF si :

Ve>0,VxgeF,Vx; €F,3ueLy([0,T1,U) £.q : 1 x(T, xo, u(.)) — x11l <e.

Théoréme 4.2 Le systeme est approximativement controlable en temps T si et seulement
Si:
KerCy = {0} (4.6)

Remarque 4.3 Le théoreme précédent est équivalent a :

[ KerB*S*(t)=Lt
0=t=<T

car:
Lr=X & Ly = {0}

Lt =X ® VyeLly, <y x* >=0 pour x* #0.

Preuve. Supposons que le systeme est approximativement controlable, alors d’apres la
proposition (4.2) ona:
LT =X

Montrer (4.6) revient a monter que :

[ KerB*S*(1)=Lg
0=t<T

Soit x* € L%, alors:
<x,x*>=0,VyeLlr 4.7)
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(4.7) implique :

T t
<f S(T-1)Bu(t)dT, x* >:f <u(1),B*S*()x* >dt=0,uel,([0,T],U) (4.8)
0 0

Si on pose : u(t) =B*S*(#)x*, 'équation (4.8) devient
IB*S* ()x*||? = 0 presque partout T € [0, T]
Vu que S(t) est continue, alors
B*S*(1)x* =0 sur [0, T]
implique que :

x*€ [ KerB*S*(1).
0=t<T
par conséquent,

Ly= [ KerB*S*(».
0=t<T

Réciproquement, Supposons que

M KerB*S*(1) = {0}
0=<t<T

Soit y € Lt alors :

T
¥ :f S(T-T1)Bu(t)dt
0

ceci est équivalent a :
T
<yx*> :<f S(T-T1)Bu(t)dt,x* >
0
T
:f <S(T-71)Bu(1),x* >dt
0
T
:f <u(1),B*S*(T-1)x*>dt=0
0

alors x* € L. Donc,
Lt = {0}

revient a dire que :
Lt=X

d’ot, le systeme est approximativement controlable. m

1.3 Controlabilité nulle

Définition 4.5 Le systeme est dit exactement nulle contréolable sur [0,T] si et seulement si :
Vxo€X,JueLy(0,TL,U) t.g x(£)=x(T,x0,u(.))=0 (4.9)

Définition 4.6 Le systeme est approximativement nulle controlable au temps libre si et
seulement si :

Ve >0,Yxp € X,Vx; € X,3T,Ju e Ly([0,T],U) £.q : |x(T, xo, u())ll <.
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Remarque 4.4 La controlabilité nulle est un cas particulier de contrélabilité approxima-
tive et exacte oit x1 = 0.

Théoreme 4.3 Le systeme est exactement nulle contrélable sur [0, T] si et seulement si :
ImS(t) cImCy (4.10)

Preuve. Supposons que le systeme est exactement nulle contrdlable sur [0,T], selon la
définition (4.4) ona:

Vxo € X,Ju e Lo([0,T1,U) t.q : x(£) = x(T, xo, u(.)) =0 (4.11)
i.e
VxoeX,Juely([0,T],U) t.q:S(H)xp+ CTtu=0 4.12)

Soit z € ImS(¢) alors :
Jdz1€72tqS(t)z1=2

On applique (4.11) pour z; € Z on obtient :
Juy € Lp([0,T],U) t.q S(£)z1 + CTtuy; =0

alors :
Ju, € L, ([0, T],V) t.q S(t)z;1 =Cruy

donc:
VzelmS(t),Juecl,([0,T],U) t.qz=Cru

d’ o, z € ImCr.

maintenant supposons que (1) est vérifié et soit xy € X alors S(t)xy € ImS(¢) et selon
I’hypothese on a: S(#)xp € ImCr alors :

Juely([0,T,U) t.qS(H)xp+Cru=0
et donc le systeme est exactement nulle controlable. m

Théoreme 4.4 Le systeme est approximativement controlable en zéro sur [0,T] si et seule-
ment si :

ImS(t) cImCy

Ainsi, les divers degrés de controlabilité et les divers degrés d’observabilité sont des
concepts duaux.

2 Définitions et caractérisations de quelques concepts d’ob-
servabilité

Considérons le systéme suivant :

x = Ax
y = c¢x
x(0) = Xxp
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La solution du systeme est :
x() =S(H)xo Vxo € X,V € [0, T]

et la sortie est :
y()=CS(t)xo Vxpe X,V €[0,T]

On note par Ot = CS(t#), 'opérateur linéaire borné définit par,

Or: X — Ly([0,T], Y)
X0 — O1rxo=CS (1) xg

et O} estl'opérateur I'adjoint de Ot qui défini par :
O7:L([0,T],Y*) — X*

T
x— O%x:f S*C*x(n)dt
0

On défini la notion de I'’observabilité comme suit,
Définition 4.7 Le systeme est observable si y(t) =0 sur [0, T] alors xy = 0.

Comme I'état initiale n’est pas toujours observable et qu'on peut observer des états
aussi proche de xy que 'on veut. On est ramener a définir une observabilité plus faible
que 'exacte observabilité.

2.1 Observabilité exacte

Proposition 4.3 Le systeme est exactement observable sur [0,T] si et seulement si :

X* < Im(0%)

Remarque 4.5 SoitX; c X, le systeme est exactement observable si :
X} cIm(07)
Ce nouveau théoreme traduit 'injectivité de 'opérateur Or.
Théoreme 4.5 Le systeme est exactement observable sur [0, T] si et seulement si :

36 >0 £.q : |07 xollL,(j0,11,v) = Bl Xollx, VX0 € X

Proposition 4.4 Le systeme est exactement observable sur [0, T] si et seulement si l'opéra-
teur

N=0%0r

est défini positif
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Preuve. Soit N défini positif, alors :
Ik >0t.q: (Nx,x) = x| x]|* VxeX
cela implique que :
T
<f S*(HC*CS()xdt, x) = x| x||*
0
ie
T
f(CS(t)x,CS(t)x)dtzK||x||2
0
alors

T
fo lor(xl*dt=101xIIf 0.1, = KllxI®

donc, le systeme est exactement observable d’apres le théoréeme (4.5) m

2.2 OQObservabilité approximative

Théoreme 4.6 Le systeme est dit approximativement observable sur [0,T] si et seulement
Si:
ker(Or) ={0}

Preuve. Soit x € kerOr,on a:
VxeX/Orx=0

i.e
VxeX/CS(H)x=0, pour0<t=<T

cela implique que :
Vx* e X", (x*,CS(Hxy=(S* (H)C*x",x)=0

donc:
V1€ [0,T],S*(1)C*x* € Ker(Op)* et S*(1)C * x* € X*

cela veut dire que :
Ker(Op)*™ =X*

d’o, le systeme est approximativement observable. m

Proposition 4.5 Le systéme est approximativement observable sur [0,T] si et seulement si
lopérateur N est positif.

Preuve. Soit N est positif, alors :
T
(Nx, x) = (f S*(HC*CS (1) xdt, x)
0
T
:f (CS(t)x,CS(H)x)dt
0

T
=f0 10t (D xI2d 1

2
=101 xlIL, o,17,¥ Z 0

Soit (Nx(0),x(0)) =0, alorson a:
T T
f ||0T(t)x(0)||2dr:f (CS(6)x(0), CS(Nx(O)dt =0
0 0

et donc x(0) =0 Le systeme est exactement observable. m
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Conclusion

Dans notre mémoire, le but est de considérer une certaine classe de systemes linéaires
par toutes ces formes, la classe 1D, 2D et infini dimensionnelle, I’objectif est donc de tes-
ter 'observabilité et I'observabilité idéale respectivement.

Nous avons présenté la classe unidimensionnelle puis nous avons donné quelques ca-
ractérisations servant a tester si oui ou non notre modele est observable, observable idéa-
lement. Pour cela nous nous traiter la classe 1D ot nous nous sommes basé sur quelques
références de bases. Nous avons ensuite étendu les résultats au cas bidimensionnelle.

Des tests pour 'observabilité idéale ont cependant été dérivés. Quelques exemples
illustratifs ont été introduit.
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