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Index des notations

C() . Lespace des fonctions continues de (2 a valeurs dans R.
CX(f2) : lensemble des fonctions de classe C* a support compact contenu dans {2.

H'(2) : ledualdeHy(.

] : lafonctionnelle d’énergie.

K : un espace vectoriel réel.

p : exposant conjugué de p, % + ﬁ =1.

p* . l'exposant critique de Sobolev, défini par # = % - %

RN : un espace Euclidien de dimension N.

X : un espace de Banach réel.

X : ledualdeX.

X' : le bidual de X.

Vu - (g—;,...,g—;)[:grad u est le gradiant de la fonction u: {2 — R.
% . ladérivée normale extérieure.

Au :o=yn O u =div(Vu) estle laplacien de la fonction u: 2 — R.

i=1 Q2
1
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Introduction

Lobjet de ce mémoire est d’'introduire la notion des méthodes variationnelles appli-
quées a des problemes elliptiques non-linéaires notamment au probleme posé par Brézis
et Nirenberg en 1983 [4] et qui a fait 'objet d’'une publication. Il fait la base de nombreux
travaux dans ce domaine et il est présenté comme suit :

—Au=|ulPlu+Au, xe

(’@){ u=0, x € 0.

Le probleme (£?) devient assez délicat a résoudre lorsque p + 1 est 'exposant critique
de Sobolev a partir de laquelle I'injection de Hy(£2) dans LP*!(£2) n’est plus compacte.
Lorsque I'équation ne comporte pas de terme d’ordre inférieur (A = 0), Pohozaev a dé-
montré que le probléme ne possede pas de solution positive. Brézis et Nirenberg ont dé-
montré que sous certaines conditions sur A, la présence de cette perturbation d’ordre
inférieur conduit a I'existence d’'une solution positive. Ils adoptent une approche varia-
tionnelle, utilisant un processus de minimisation et le théoréme des multiplicateurs de
Lagrange. Le cas ol p + 1 est un exposant sous critique, une application directe des outils
variationnelles fournit I'existence d'une solution positive.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons quelques rappels sur les espaces de Soboleyv,
on se base dans cette partie principalement sur le livre de H-Brézis, puis nous citons
quelques outils de base essentiels pour I'étude des problemes non linéaires via les mé-
thodes variationnelles.

Dans le second chapitre, on introduit la notion des méthodes variationnelles appliquées
a des problemes non linéaires du type elliptique. Le but du chapitre est de démontrer
I'existence d'une solution positive du probleme (£?) avec A = 0. On distingue deux cas
gqu’on traitera explicitement.

Dans le dernier chapitre on applique notre étude théorique pour traiter en détail la preuve
de Brézis-Nirenberg [4] plus précisément le cas ou N = 4.
Enfin on termine notre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Généralités sur les espaces de Sobolev

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions élémentaires de mathématiques né-
cessaires pour la compréhension de ce mémoire.

1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle :

Soit 2 un ouvert de RN,

Définition 1.1 [8] (Norme vectorielle)
Une application ||.| : K — R est dite une norme vectorielle si elle respecte les propriétés sui-
vantes :

1. |ull=0, VuekKet|ul|=0< u=0.
2. llau|l =lallull; Ve eR, uelk.
3. lu+vl<lul+lvl; Vu,vekK.
Définition 1.2 [2]
SoitX un espace de Banach réel. o
X est réﬂexifs’i IX) = ),(, ou I,: X — (X) est l'injection canonique définie comme suit : pour
ueX, l(u):X -R: y —y (x).

Théoreme 1.1 [2] (Eberlein-Shmulyan)
Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si toute suite bornée (u,) deX contient
une sous-suite (u,) . convergeant faiblement dansX.

Définition 1.3 [2]
SoitX un espace de Banach réel.
X est séparable s'il existe un sous-ensemble D c X dénombrable et dense.
Définition 1.4 [I]
Soit u une fonction définie sur (2.
1. On dit que u est intégrable sur {2 si fQ |u(x)| dx est finie.

2. On dit que u est localement intégrable sur (2 si elle est intégrable sur tout compact
Kc 1.

3. Lesupport de u est défini par : supp u=1{x € {2, u(x) #0}.

4. Si u est indéfiniment dérivable sur (2 et suppu < K c {2 avec K compact. On note
ueD(()).



2. ESPACES DE SOBOLEV

1.1 Lespacel”({)):
Définition 1.5 [1]
Lespace 1P ({)) est défini par :
LP(f) = {u est mesurable; fQ lu(x)|Pdx < oo}

muni de la norme

p
”u”LP(_Q) = (fglu(xw’dx) ,

LP ({2 est un espace de Banach.
De plus, sil1 < p < oo, l'espaceL” ({2) est réflexif.

On définit la dérivée faible dans L2((2).

1.2 Dérivée au sens faible :

Définition 1.6 [I]
Soit u une fonction localement intégrable sur (2, a = (ay,az,---,0a,) € N" et |a| = a; + o +
.-+ ay,. On appelle dérivée au sens faible de u d’ordre o et on note D®u :

(D%u, @) = (=1)"(u, D*p) = (—1)”[9 uD%pdx, YV e D(1D).

avec
alaltp
(0§] o2 (04
Oxy),0%xy5, ..., 0xy"

et est de classe C'% () et a support compact dans 2.

D% =

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au
sens faible sont intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage
considérable pour I'étude des solutions des équations aux dérivées partielles.

2 Espaces de Sobolev

2.1 Lespace W™P({)):

Définition 1.7 [I]
Soit p € [1,+o0o[ et m € N. Lespace de Sobolev WP ({)) est défini par :

WP () ={uelP(2); D*uelP (), VaeN, |al < m}.

Proposition 1.1 []]
Lespace WP ((2) est muni de la norme suivante :

r
i i 1< p < +o0;
( Y ID uIILp(Q)) si 1< p<+oo;
I u”Wm,p(m = lof=m
maxq|<m IDullre Si p =+oo0.

Lespace WP ({2) est un espace de Banach.

De plus, sil < p < +oo, alors U'espace WP ({)) est réflexif.



3. LES INJECTIONS DE SOBOLEV :

Remarque 1.1 Dans le cas particulier ou p = 2, traditionnellement les espaces de Sobolev
WP (()) sont notés H™({2) et on les appelle parfois "espaces d’énergie".

Définition 1.8 [I]
Pour meN, l'espace H™ ((2) = {u eL2(f2); D*uel2(()), VaeN”", |af < m} est appelé espace
de Sobolev d’ordre m.

Proposition 1.2 []]
Lespace H™ (§2) est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire

— 04 (04
<UV>pm)= Z <D*u,D*v >3 )

lalsm

etde la norme:

2l g, = (Z ||D°‘u||L2(Q)) .
[
2.2 Lespace W'P(()):

Définition 1.9 [2]
Lespace de Sobolev WP () est défini par

whP () = {ueL”(Q) EI% eLP() tels quef fQ - VLPECOO(Q)}

Remarque 1.2 On note H! (£2) :=W2({()).

3 Lesinjections de Sobolev:

3.1 Lesinjections continues
Théoreme 1.2 [2] (Immersions de Sobolev, continuité)
Soit 2 un domaine borné de classeC', on a
1. Sip <N, alorsW"P(£2) — LP*({2) avec 5~
2. Sip=N, alorsW'P(£)) — LI((2) avec g € [p,
3. Sip>N, alors WP () — C(12),

ot C(2) = {u € C(12) et supp u est borné dans Q}
avec injections continues.

-1_1
“PTN
+ool.

3.2 Théoreme de Rellich

Théoreme 1.3 [6] Si {2 est un ouvert borné régulier de classe C!, alors de toute suite bornée
de H(2) on peut extraire une sous suite convergente dans L2(£)). (On dit que l'injection
canonique de H' (£2) dans12((2) est compacte).

Remarque 1.3 Dans un espace de Hilbert de dimension infinie, il n'est pas vrai que de toute
suite bornée on puisse extraire une sous-suite convergente (par contre ceci est vrai en dimen-
sion finie).



4. UESPACEW," (1)

Remarque 1.4 Le théoreme peut étre faux si l'ouvert 2 n'est pas borné.
Par exemple : si 2:=RN, l'injection canonique de H' (RN) dans 1L2(RYN) n'est pas compacte.

Exemple 1.1 Considérons la suite u,(x) = u(x + ne) oit e est une vecteur non nul et u est
une fonction de H' (R") (on translate u dans la direction e) Il est clair qu'aucune sous-suite
de u,, ne converge dans1?(R").

Remarque 1.5 Si on remplace H' () par H(l)(Q) alors non seulement le Théoreme de Rel-
lich reste vrai, mais en plus il n'est pas nécessaire de supposer que l'ouvert est régulier.

3.3 Lesinjections compactes

Soient X et Y deux espaces de Banach. Une application linéaire A : X — Y est dite
compacte si pour toute suite u, € X bornée il existe une sous-suite uy,,, telle que Auy,,
converge dans Y.

Théoreme 1.4 [2] (Immersions de Sobolev, compacité)
Soit 2 un ouvert de classe C' borné, on a

L1 Vqell,ploup=5-§ p<N,
WHP() =< LI Vge[p ool p=N,
C() p>N,

ol C(TZ) = {u € C((_Z) et supp u est borné dans Q}
avec injections compactes.

4 Lespace W,” (1)

Définition 1.10 [2]
Soit1 < p < oo; Wé'p(ﬁ) désigne la fermeture de Ci(Q) dansWVP((2).

On note H () =Wy * ().

Définition 1.11 (L'espace dual de Wé’p £2)

On désigne parWO_Lp ({)) l'espace dual deWé’p(Q) (1< p<+o0) avec % + ﬁ =1.

Remarque 1.6 Grdce au théoreme de représentation de Riesz, on peut identifier L2(f2) et
son dual. Par conséquent, on a les inclusions

H})(Q) — L2() — H (), avec injections continues.

5 Inégalité de Sobolev

Théoreme 1.5 [2]
Soit1 < p < oo. Alors WhP (RN) c LP*(RN), et il existe une constante C = C(p,N) telle que

lullps <ClIVuly YueWhP®RN),



6. INEGALITE DE POINCARE

6 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.6 [2]
Soit {2 un ouvert borné, Alors il existe une constante c telle que

el 2 ) < cllVull 2 Ve € Hy(42).

Autrement dit, sur Wé'p(Q) la quantité IIVuIILg(Q) est une norme équivalente a norme de
WLP(()).

Remarque 1.7 Linégalité de Poincaré reste valable si {2 est de mesure finie, ou bien si {2 est
borné dans une seule direction.

Corollaire 1.1 [6] (formule de Green)
Soient §2 un ouvert de classe C! et u, ¢ deux fonctions de classe C%(Q). Alorsona:

—fQ(p(x)Au(x)dx:fQV(p(x).Vu(x)dx—faQ%(0)@(0)610.

7 Point critique

Soient X un espace de Banach, o un ouvert de X et J € C! (w, R).

Définition 1.12 [6]
On dit que u € w est un point critique de] si] (u) =0.
On dit que c € R est une valeur critique de], s'il existe un u € o tel queJ(u) =c et] (u)=0.

Remarque 1.8 Si u n'est pas un point critique deJ, on dit que u est un point régulier de].

Pour plus de détails, on peut consulter R-Adams [1], ou H-Brézis (chapitres 8 et 9) [2], et
des références générales pour toutes les questions concernant les espaces de Sobolev.



Chapitre 2

Méthodes Variationnelles

Le but de ce chapitre est de présenter quelques méthodes variationnelles utilisées en
analyse non-linéaire et leur application pour résoudre des équations aux dérivées par-
tielles elliptiques.

1 Probleme elliptique

Considérons I'équation

~Au=|ulPlu, xe

(‘@){ u=0, x € oS

oul<sp<oo, N2>=3, (2c RN est un ouvert borné régulier de frontiere 02 et p > 0 un
parametre donné.

La condition aux limites u = 0 sur 0f? s’appelle la condition de Dirichlet (homogene).

On s’intéresse aux solutions faibles non triviales (ou non-banales), i.e. des solutions dif-
férentes de la solution nulle. u € H(l)(Q) de (27).

Définition 2.1 Une fonction u est dite solution faible de (2?) si u € H(l)(Q) et si —Au =
|ulP~Yu au sens des distributions.

Lemme 2.1 Soit {2 un ouvert borné de classe C.
Une fonction u est solution faible du probleme (2?) dans H(l) ({2) si et seulement si

vuV dx:f lul”lu @ dx, Vo € H-(12).
f 0 ¢ 0 ¢ pen,
Remarque 2.1 Toute solution classique est une solution faible.

Utiliser une méthode variationnelle en analyse non-linéaire signifie que 'on va chercher
une solution sous forme d’'un point critique d’'une fonctionnelle associée. Ici, la fonction-
nelle associée a (#?) est: ] : H},(Q) — R définie par :

p+1

vz - L
I(u)—z” u||2—m|| u||p+1.

ou | . [lp+1 pour p+1 € [1,00[ désigne la norme usuelle sur I'espace de Lebesgue LPHL((2).

Théoréme 2.1 [5] Soit u, € H)({2). Si up—u dans Hy(£2), alors

fQW(un—u)|2:f9|wn|2—f9|w|2+o(1).

7



1. PROBLEME ELLIPTIQUE

Théoreme 2.2 [6] (des multiplicateurs de Lagrange)
Soient X un espace de Banach, ] etF € C!X,RN) et un ensemble :

S={veX;F(1)=0}  relque VueS, F (u)#0.

Si on suppose que ug € S satisfaitJ(ug) = ingl(v), alors il existeunp e R tel que:
ve

Jl(uo) =ﬁF’(u0)-
Preuve. Comme F,(uo) =0, il existe w e X tel que
<F (up), w >=1.

SiXg:= kerFl(uo), onaX=XoPRw.
Soit alors la fonction ¢ de X, * R dans R, définie par :

P, t) =F(up+v+tw).

Onad(0,00=0et  9,$(0,0)=<F (up), w>=1,  8,8(0,0) =F (1) X0=0.

Dans un voisinage w de 0 € Xy, il existe T : w — R telle que (v, T(v)) =0 pour tout v € w
etona:T(0)=0,T (0)=0.

Donc il existe un voisinage {2 c X de uy, tel que

uelRetFu) =0 u=u+v+Tw)w avec v E w.

SiJ: w — R, est définie parJ(v) =J (1o + v+ T(v) w), on voit queJ atteint son minimum en
0 w.

Par conséquent <J(0),v>=0 pour tout v € Xo. Or d’apres la définition deT et la propriété
de T, on sait que si v € Xg on a <Tl(0), v >:<Tl(u0), v>.

On en conclut que < T’(uo), v >= 0 pour tout v € Xy et que ker]l(uo) ) kerF/(uo) : par
conséquent il existe § € R tel que T (o) = [_’)F’(uo). [

Théoréme 2.3 [5] (Principe du maximum fort) Soit (2 un domaine borné. Si u € C2()n
C({) vérifie—Au < 0 et si u atteint un maximum supérieur ou égale a0 a lUintérieur de (2,
alors u est constante sur (2.

Définition 2.2 (semi-continue inférieurement)(s.c.i)
Soit] une fonction définie sur un espace de Banach X a valeur dans R. Elle est dite

* semi-continueinférieurement: lorsque pour tout A € R, les ensembles {x € X, J(x) < A}
sont fermés.

* faiblement semi-continue inférieurement en x, si pour toute suites (x,) nen cOnver-
geant faiblement vers x, nous avons :

J(x) = lim infJ(x,).
n—+oo

Définition 2.3 Soit X un espace de Banach réel.
Une suite (u,) € X converge faiblement vers u si V] € X,, J(u;,) — J(u). On note alors u,— u.

Théoréeme 2.4 [2]
Si uy,—u, alors | uy|| est bornée et || ull <liminf| u,]|.

Théoréme 2.5 [8]
Toute suite bornée de mesures finies sur {2 contient une sous-suite convergeant faiblement.



2. PRINCIPE D’EKELAND

2 Principe d’Ekeland

En général, il n’est pas clair qu'une fonction J bornée et semi-continue inférieure at-
teigne réellement son infimum. La fonction analytique f(x) = arctanx, par exemple, qui
n’atteint ni son infimum ni son supremum sur la droite réelle. Une variante due a Eke-
land permet cependant de construire des suites de minimisation pour de telles fonction-
nelles J dont les éléments u,, minimisent chacun une fonctionnelle J,,. Les fonctionnelles
] convergent localement uniformément vers J; autrement dit le principe montre qu'’il
existe des points presque des minima.

Théoreme 2.6 [6] (Principe d’Ekeland)
Soient (X, d) un espace métrique complet et] une fonction s.c.i deX dansR. On suppose que
] est bornée inférieurement, et on pose c := in}{ J(x).

XE

Alors pour tout € > 0, il existe u; telle que

c<J(ug) <c+e.
VYueX,J(w) —J(ue) +ed(u, ug) >0.

Preuve : Pour € > 0 fixé, on considere épigraphe de J :
A={(x,a) e XxR); J(x) = a}

Puisque J est semi-continue inférieurement, A est fermé Sur X x R. On définit une relation
d’ordre par :

(x,a)<(y,b) o a—b+ed(x,y) <0
On va construire une suite d’ensembles A,;, comme suit :

e Pour x; € X fixé tel que ¢ < J(x1) < c+¢€, on pose A = {(x,a) €A; (x,a) < (x1,a1)}
avec aj :=J(x1).

e En supposant que (x;; a;) est déterminé et A; :={(x, a) € A; (x,a) < (x;,a;)}.
Pour i < n, on pose

e Ap:={xeX;JacR telque (x,a) € A,}.

* ¢, := inf J(u).
X€EA,

Supposons un instant que a; > c; pour i < n; il est clair qu'on peut fixé (x,,+1, an+1) € Ay,
tel que:

1
0=sJ(xp+1)—cn = E(an —Cn); Ant1:=](Xp41). 2.1)

On pose ensuite A, 41 :={(x,a) € A; (x,a) < (Xp+1, an+1)} €t on vérifie que

Api1 €Ay et quec < cy < cpyq = inf J(u).
An+1

D’oly, en utilisant les relations (2.1) :
1 -n
0< an+1—Cp+1 < Ape1—Cn < z(an —cp) <277 (ay —c1).
Par ailleurs, dire que (x, a) € A, signifie que : a — a,+1 + €d(x, x,+1) < 0, on en conclut

que:
€d(X, Xp+1) < Ap1 — A< Apv1 —J(X) < Ape1 — Cpat.



3. LA SUITE DE PALAIS-SMALE

Et par conséquent :
1 —-n
d(x, xp1) +la—aps1l < 1+E 27 (a1 —c).

Ce qui implique que le diameétre de A+ tend vers zéro.
Comme A est complet, il existe un unique (u«, b) € A tel que :

{(u) b)} = nnzlAn.

Soit (x,a) € A tel que (x,a) < (u, b); alors on a pour tout n = 1, (x,a) < (x,,a,), ce qui
implique que (x, a) € N;>1A; c’est-a-dire (x, a) = (u, b).
Cela signifie que (u, b) est minimal dans A :

(x,a)eAet (x,a) <(u,b)) = (x,a)=(u,b).

D’autre parton a (u,J(u)) < (u, b) et compte tenu du fait que (u, b) est minimal dans A, on
conclut que b =] (u).
Ainsi on voit que («,J(u)) est minimal dans A, c’est-a-dire que :

(x,a) €A, (x,a)#(u,J(w) = a-J(u) +ed(x,u) >0.

En particulier, en prenant a =]J(u) et x # u, et remarquant que J(u) <J(x;) < c+¢.

On conclut la démonstration du lemme.

S’il existe un entier n = 1 tel que ¢, = a, = J(x,), alors A, = {(x,, an)}. En effet, (x,a) €
Aet (x,a) < (xp, ay) signifie, par la définition de la relation (<) :

a—an+ed(x,x,)<0, cy,=a,=J(x,) <J(x) <a.

On en déduit que a = a, et x = x,,. On pose alors (u, b) = (x5, a,) et on vérifie que (u, b) est
minimal dans A.

Corollaire 2.1 Soient X un espace de Banach et] € C'(X,R). On suppose que] est bornée
inférieurement, alors il existe une suite de minimisante (u,) nen de] dansX telle que :

I(un)ﬁigilfl et J(up)—0dansX, lorsque n— +oo

3 La Suite de Palais-Smale

Définition 2.4 (La Suite de Palais-Smale)
Une suite (u,), < X telle que :

J(u,) = cdansR et ]’(un)—>0dansX/,

est appelée une suite de Palais-Smale au niveau c.

Définition 2.5 (La condition de Palais-Smale)
SoientX un espace de Banach et] : X — R une fonctionnelle de classe C'. Si c € R, on dit que
] vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c si toute suite (uy,),, < X telle que :

J(u,) = cdansR et I’(un)—>0dansX/

contient une sous-suite (U, ) convergente.
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4. THEOREME DU COL

4 Théoreme du Col

Pour une fonctionnelle ] qui n'est pas bornée, chercher ses points critiques revient a
chercher des points selles. Ces points sont déterminées par un argument de type min-
max, ce qui nous ramene a l'utilisation du théoréme du col de la montagne.

Théoreme 2.7 [7] (Théoreme de Ambrosetti-Rabinowitz)
SoientX un espace de Banach et] € ClX,R) vérifiant la condition de Palais -Smale.
On suppose que](0) =0 et que :

e [lexisteR>0eta>0 tels que si |ull =R, alors](u) = a;

o [l existe uy € X tel que || ugll > R etJ(up) < a. Alors] possede une valeur critique c telle
que ¢ = a. De facon plus précise, si on pose

¢ P:={p(0,1]); peC([0,1],X), p(0) =0, p(1) = uo},

¢ c:=inf max]J(p(1),
A€P 1€[0;1]

alors c est une valeur critique de] et ¢ = a.

Preuve:

Soient P (qui est évidemment non vide) et ¢ définis comme dans le théoreme. Tout d’abord

notons que par connexité, pour tout A € P, 'intersection A {u € X; ||ull =R} est non vide

et par conséquent II%(&)Dl(] J(p(1)) > a et finalement ¢ > a. Si ¢ n'est pas une valeur critique
te[0;

’

deJ, pour 0 < € < g), on peut trouver A € P tel que

A:=p(0,1]), c< max]J(p()<c+e.
te[0;1]

En posant y(1) :=n(1,¢(1)) et B:=w/([0,1]),onaB € P. Par définition de ¢, on a rr%guﬁ J(p(1) >
tel0;

c.

On en conclut que c est une valeur critique de J (et nous avons vu que ¢ > a).

5 Le Lemme de Brézis-Lieb

Définition 2.6 [8] (Fonction convexe)
Soit] une fonction définie sur un espace de Banach X a valeur dansR. Elle est dite convexe
si

Vx,yeX, VA€ [0,1], JAx+ (1 =A)y) = AJ(x) + (1= N)J ().

Lemme 2.2 [3]
Soient {2 un ouvert deR et u, € LP({2), 1 < p < oo.
Si u,, est bornée dansLP ({2) et u, — u presque partout dans {2, alors

lim(up —Nu,—ull? ):up .
dim (hunl?, o = lun=ul?, o )=lull,

Lemme de Fatou
Soit (f,,), une suite de fonctions mesurables positives.
Alors :

fg n@minf fn(x)dx < nli_r)nooinf f() fn(x)dx.

Preuve:
On sait par le lemme de Fatou,

el poy = Hminfllunlyp ) < oo.
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5. LE LEMME DE BREZIS-LIEB

Pour € € ]01[, Jc, telle que, pour tout a, b € R

lla+ b|P —|alP| <elalP + c:|b|” | (2.2)

Si p =1, le résultat est direct en utilisant I'inégalité triangulaire.
Sip>1:

1. Posons:a=1-kn, p=nety=kn—-n, pour k>1et0<n<%.
On remarque que

a+P+y=leta+b=aa+Pka+ . (2.3)
B+y p Yok=D
Donc )
la+bl? = laa+Pka+y(Gg=)I”
- |((x+ﬁ)[a—+ﬁa+a+ﬁ(ka) FY Gl
< (0(+[3)|0(+ﬁa+O‘Jrﬁ(lca)l”’+lyn(,C 5!?
< (a+ﬁ)(a+5|alp+a+f,|ka|”)+yln(k 517,
ou 'on a utilisé deux fois la convexité de la fonction |.|”.
En se rappelant les définitions de «, P et Yy, on obtient
la+DblP —lal” <n(kal” - klal”) + P (2.4)
" k-1
puisque y < 1.
2. Définissons cette fois
1 k-1
= ,ﬁ: N el’Y:n( )
1+kn 1+kn 1+kn
On voit que
a+P+y=1leta=ala+b)+pka)+Y k= 1). (2.5)
Dés lors
lalP = la(a+Db)+Pka) + Y57 IS EIP
= |[(a+P) a%ﬁ(a+b)+a+ﬁ(ka) +YGn 1))I
< @+P)lZslath) + Eﬁ(ka)lpﬂyn(k 1P
< (0(+f>)(o(+ﬁ|a+bl”+O‘Jrﬁlkalp)+y|n(,C 17
anouveau par la convexité.
Il vient
lalP —|a+DblP <n(kal” - klal”) + P (2.6)
L nk-1)
cary<l.

En rassemblant (2.4) et (2.6) et en posant n= on obtient bien (2.2).

_&
kP

Remarque 2.2 Cette preuve de l'inégalité (2.2) est facilement généralisable a toute fonction
convexe.

Si] : R — R est convexe, on peut ainsi obtenir: Pourk > 1et0<e < %, il existe une constante
c(€) telle que, pour tout a,b € R,

J(a+b)-J(@)| =elJ(ka) - kJ(@)] + I (c(€)D)| + 1] (—c(e) b)|

12



6. LE CAS SOUS-CRITIQUE

On pose ensuite
fi = Ulunl? =y — ul” = [ulP| — elu, — ulP)".

Orona
P = un — ul? = ulP| = elup — ul? < llupl? —lup — wlP1 +ul? - elup — ul?.
En appliquant (2.2) avec a=u, — u et b= u, on obtient
unl? —lup — ul” = [ul?| - elup — ul” < eluy — ul” + c@)ul? +ul? —elu, —ul”,
et donc
C<Q+cE)ul?  eLll(.
En utilisant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on voit que [() f; — 0.
Puisque, par définition de f,

unlP = up—ulP? —ulP| < ff +€lu, —ul?,

en intégrant et en prenant lalim sup on parvient a
n—oo

lim sup | |lunl? —uy, — ul? —ulP| < me,
n—o00

oium=sup |u, — ullfp(ﬂ).
=00 . ,
On parvient alors au résultat du lemme en faisant tendre € vers 0.

6 Le cas sous-critique

Pour bien cerner les difficultés que représente le manque de compacité dans le cas
d’'un exposant critique, commencons par étudier le probleme sous critique. Dans tout ce
chapitre, N > 3,12 c RN est un domaine borné de classe C? et p est un exposant sous-
critique, c'estadire0< p <2* —1.

-Au=uP dans ),
(P)L u>0 dans (2,
u=0 sur 0f2.

Le comportement de ] est différent selon la valeur de p > 0.
1) p€]0,1[: puisque Hj(2) — LP*!(£2) continument, alors par définition il existe C =
C(p+1) >0tel que |[ullp+1 < Cllull pour tout u € H} (£2).
Par suite

L2
I(u)zgllull - el p+1 2.7)

+1

etdoncJ(u) = ill u||? pour | u|| suffisamment grand. Ceci prouve que J est coércive.
Montrons maintenant que

—oo<m:= inf J(u)<O. 2.8)
ueH}({2)

Clairement la coercivité et la régularité de ] impliquent que -co < m. Pour prouver
que m < 0, on choisit un u € H(l) \ {0} quelconque et I'on teste ] sur les fonctions

13



6. LE CAS SOUS-CRITIQUE

2)

tu, t=0.

Il vient
12

tp+ p+1
J(tu) = —||u|| —p—ll [ (2.9)

Comme p < 1, le terme négatif donne la contribution principale lorsque t — 0,
d’otu (2.8).

Par suite, si ] a un minimum global, il correspond a une solution non triviale de
(£2). Pour prouver que 'infimum m est atteint considérons une suite minimisante
{u,} < H}, c’est a dire telle que J(u,) — m lorsque n — oco. Puisque ] est coercive,
{u,} est bornée et on peut supposer que u,—u pour un u € Hé.

On a alors |lu| < n@minfllunll et comme l'inclusion Hj({2) — LP*1(£2), est com-

pacte, u,, — u dans LP*1({2). Par suite

p+1
p+1

(1 ) 1
m<J(w) < lim inf| =|lu,ll® = ——lluxll m.
n—oo 2 p+1

Donc, on conclut que I'infimum est bien atteint.

pE ]1, N 2[ Dans ce cas ] n'est plus bornée inférieurement. En effet, par (2.9), et
puisque p > 1, J(tu) — —oo lorsque ¢t — +oo et on peut aussi montrer que J est
non bornée supérieurement. Par suite ] n’a pas d’extremum global et nous devons
chercher un point critique qui a une caractérisation variationnelle plus complexe.
On choisit un v € Hj satisfaisant J(v) < 0 et on consideére I'ensemble I"des chemins
joignant 0 a v,

I':={yeC([0,1],Hy),Y(0) =0,y(1) = v} (2.10)

On définit la valeur minimax

¢ := inf max J(y(?)). (2.11)
yel't€l0,1]
Montrons tout d’abord que
¢ >max{J(0),J(v)}. (2.12)
En utilisant (2.7) il vient que J(u) > L)u? pour || u| suffisamment petit. En particu-
lier, il existeunp >0telquep < |v| et](u) > 2si|lull = p. Comme chaque chemin
de ['doit traverser la sphere ||.|| = p, cela prouve (2.12).

Calculons la différentielle de J :

JoIVu+tVpl* = [ |Vul*

I’(u)p = lim
t—0 r ) )
2t joVu.Vp+t Vv
- Jim Jo Pt JoIvol

= 2[Vu.Vp

On dit qu’'une fonctionnelle qui satisfait (2.12) pour un v € H(l)(Q) et un ¢ défini
comme dans (2.11) a une géométrie de col. La valeur c est appelée le niveau du col.
Lintuition suggere de chercher un point critique u € H(l) tel que J(u) = c. Comme
nous allons le voir un tel point critique peut ne pas exister, cependant une consé-
quence de la géométrie de J est I'existence d'une suite {u,} H(l)(Q), telle que,

J(uy) — c et] (uy) — 0 dans H (1.
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7. LE CAS CRITIQUE

Une telle suite est appelée une suite de Palais-Smale, niveau du col. Son existence
peut étre prouvée en utilisant le principe variationnel d’Ekeland, ce résultat est
connu sous le nom de lemme du col. Il aurait été possible de choisir une suite mi-
nimisante ayant la propriété additionnelle que J (1) — 0 lorsque n — oo.

Pour suivre la preuve, on doit montrer que {u,} est bornée.

Par définition de J et puisque J(u,) — ¢ nous avons

2 1
lunll® = m||un||511 — 2. 2.13)
Aussi I'(un) — 0 s’écrit
—Aup—up)” tu, — 0dans H™L. (2.14)

En multipliant (2.14) par u, et en intégrant sur {2 on obtient
1
2t ll® = Nt 1511 < €l (2.15)

avec €, — 0 lorsque n — oo. Maintenant, puisque p > 1, la différence homogénéité
entre (2.13) et (2.15) implique que {||u, ||} est bornée. Donc, comme précédemment,
on peut supposer que u,—u dans H(IJ(Q) et que

2n
1,
n—2

u, — udansLI() pourtout qe€ . (2.16)

L'étape suivante consiste a montrer que u, — u dans H(l). Puisque u;,, — u dans

p+1

LP*1(£2) nous savons, en utilisant (2.15), que | u, |2 — IIuIIpH.

il vient que

De plus, par (2.14),

fQVunVu—fQIunlp_lunuﬁo. (2.17)

Par définition de la convergence faible

Vu Vu—»f Vul? = |ul?
fg n QI [“=llul

et, grace a (2.16), a la convergence faible et a 'inégalité de Holder,

-1 +1 p+1
fﬁmm” unufgw =l

p+1
p+1°

p+1

Puisque [ u,||? — | ullyiq-

On conclut maintenant, grace a (2.17), que || ull? = ||ul

Cela prouve que u;, — u dans H(l)(Q) et commeJ et] sont continues, u est un point
critique de J au niveau du col c. Puisque ¢ > 0=](0), u est non trivial.

7 Le cas critique

Lorsque p = % : dans ce cas la fonctionnelle ] possede encore une géométrie de col.

De plus toutes les suites Palais-Smale sont bornées. En particulier, il existe {u,} H(l)(_Q)
telle que J(u,) — c, I’(un) —0et u,—udans H(l). La différence avec le cas sous-critique
est que u,—u n'implique plus que u, — u in L”*!(£2). Linclusion H}(2) — LN (02-
) n‘est pas compacte. Ce n’est pas seulement une difficulté technique ; une conséquence

de I'identité de Pohozaev est que ] n'a pas de point critique au niveau c¢ (sur un domaine
(2 étoilé).
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7. LE CAS CRITIQUE

7.1 Lidentité de Pohozaev

Soit u € C?(£2) une solution de (2?). Posons G(u) = [;' |u(s)|Pds. Alors

ZNfQG(u)—(N—2)f9|u|'9.u:f(m(x.u)|w|2,

oll v = v(x) est le vecteur normal extérieur unitaire a 92 en x.
D’une parton a

div(xG(u)) —NG(u)

Il
™M=
QJ‘Q_)
><
%)
S
Rl
Z
)
S

N
= Z —G(u)+ aG.xj ~NG(u)

= |ulP x.Vu. (2.18)

D’autre part

<
=
[\S]
I

2
= Aux.Vu. (2.19)

Vul|?
div(Vu x.Vu)— IVuIZ—x.V(| | )

Comme u est solution du probleme (£), on a
Aux.Vu=—-|ul’ x.Vu,

c’est a dire, en utilisant (2.18) et (2.19) :

IV ul?

fdiv(Vux.Vu—x +xG(u))dx:f (NG(u)—EIVulz)dx
2 N 2

Puis par le théoreme de la divergence,

Joe

Or u =0 sur 0f2 et donc G(u) aussi :

f f NG(u)——f [Vul|“dx.
of? 9 2 J0

Observant que (Vu.v)v =Vu sur 0f2, on obtient enfin

Vu.v)(x.Vu) — (x. v)%VuIZZ + (x.v)G(w)

N-2
dx:f NG(u)——f IVul’dx.
(9 2 JN

\Y uI2
Vu.v)(x.Vu) — (x.v)

1 N-2
—f (x.v)IVulzdx:f NG(u)——f IVul®dx,
2 Jon 0, 2 Jn

ce qui conclut la preuve de I'identité de Pohozaev.
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Chapitre 3

Lexistence de solutions positives du
probléme traité par Brézis- Nirenberg [4]

Ce chapitre est consacré a 'application du probleme elliptique pour illustrer les mé-
thodes étudiées dans ce mémoire.
Dans cette partie, on démontre un résultat d’existence d'une solution positive pour le
probléme 22 plus un terme d’ordre inférieur dans I’équation, on obtient :

-Au=uP+Au dans (),
(P u>0 dans (2,
u=0 sur 0f2.
a présent p =2* — 1= {*2. On définit {2, un domaine borné de RN de classe C*. On s'inté-
resse au cas ou N = 4.

Théoreme 3.1 Pour N = 4 le probleme (2?\) possede une solution u € C*({2), si et seule-
ment siA €10,A1(£2)[, ot A1 ({2) est la premiere valeur propre du Laplacien sur (2.

On pose
_ 2 _ 2
I(u)—IIVullLZ(Q) )\Ilulle(Q)-
Sa= inf IVull?, o = Alul?,, ot -
ueH} ({2, ||u||Lp+l(Q):1{ L2(f)) Lz(Q)}
Ainsi,

Sp=S= inf IV u|? .
MEH(I)(Q), |Iu||Lp+1(Q):]-{ LZ(IZ)}

La preuve de I'existence de la solution du probleme (£?)) est réalisée en deux étapes que
nous formulerons sous forme de lemmes :

1 Premiere étape:

Lemme 3.1 Ona
Sy <S VA>0.
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1. PREMIERE ETAPE :

Preuve:
Supposons sans perte de généralité que 0 € (2. Soit ¢ € C°({2) une fonction positive telle
que ?(x) = 1 dans un voisinage de 0. Nous allons estimer le quotient

IIVuII2 )\Ilull2
Qx(w) = II((i)Z &t
Lp”(_(?)
avec
D(x)
ux) = ug(x) = ———5»
(e+1x12) 2
ol € > 0 tend vers 0, pour obtenir
S+0c(e7) - ARe siN=5,

Qa(ue) =
N_
S +O€(ETZ) —)\%slln(s)l si N=4,

ol w, K3 et K3 sont des constantes positives indépendantes de €.

1. On calcule
Vo(x) (N-2)D(x)x

€+]x2)'T (+|x)
IVO(x)|?dx (@ (x))?|x|>dx IV (x)|D(x)]x|dx
Viuel’dx = +(N-2) f —2(N—2)f
fg' e Q (e +|x|)N-2 (e+|x|2)N 0 (e+|xHN-1
Présde 0, =1 etdonc V@ =0. On a donc
hmf IV (x)|2dx -
e—0J0 (e+|x|H)N-2 —

Vue(x) =

et

. IVO(x)|D(x)|x|dx /
hmf <C
e—0J0  (e+[xHNL

pour des constantes positives C et c indépendantes de €. On obtient

JoIVu? = (N-2)? [ @eidx | o, )

- (N-22 i+ -2 O 0.
= IN-22%[p (lf'| S +0c()

= (N=20 fox i ~ (N =20 fom 0 5 + Ol
= (N-2) fRN('f'l s +0:(1)

= (N—2)2fRN%+Og(1) en posant y=
= 8% +0e(1),

ol 1= Jpy (1|i,||yc|i2J)/N ”VU”LZ(RN) (U estl'instanton).
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1. PREMIERE ETAPE :

2. Ona 5 ,
p+ —
Joluel™! = JoS&ime  car S+ =N

@u)P1-1)dx dx
- fQ (e+]x?)N +fQ(€+|xI2)N

— ax

- fQ (g+|x|2)N + 08(1)

= _dx__ _ dx

= f[RN (€+|x|2)N fRN\Q (€+|x|2_)N +OE(1)
d

= Jav @ape 0

_ €2 dy _ X
- f[RN EN(1+|y|2)N +O€(1) en posanty_ e

!

= K—§+Os(1),

ou K f[RN (1+|y|2)N = ”U”LpH([RpH)

Il vient ainsi
Ko
(fgm |P+1) = —= +0¢(e). 3.1)

N—
gT

2
En posant K, = (K )P*1 et en calculant (par la formule des accroissements finis) que

2
!

L , 2

K +1 K2 p+1 L_l
_+Oe(1) =|— 1t 0e(1) + 0 (1) (be) P+

€2 €2

ol
2 3 -l
[De| PH1 < ( 3 +Os(1))
€2
p+1 -1
< (0ce™))
= Og(e).
Donc on a bien (3.1).
3. Ona
) (@)% -1)dx dx
f | el = f N-2 +f N-2
02 2 (e+1x?) 2 (e+1x12)
O (1) car @2—150 prés de 0
dx
= ——— +0:(D). (3.2)
f(z (e+1x2)N2

On doit ici traiter difféeremment les cas N =4 et N = 5. En effet, on remarque que
. P N71 . . .

lintégrale [() - existe si-seulement-si

2(N-2)—(N-1)>1, c'est-a-dire si-seulement-si N > 4.
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1. PREMIERE ETAPE :

Quand N = 5, (3.2) devient

f |uel* = f LN_2+f LN-ngOe(D
$2 RY (& +|x]2) RN\S? (e + | x?)

0:(1) car 0eRN\ {2

= f exdy +0¢(1) en posant - *

= RN EN—Z (1 " |y|2)N—2 € p y_ \/E
K3

— N +O¢ (1), (3.3)
€2

K f 4
3= —-

RY (1+y12)N 2
Quand N =4, (3.2) se récrit

fluelzzf _ax 5 +0e(1).
2 2 (e+]1x1?)

Puisque 0 € (2 et que {2 est un ouvert borné, il existe deux constantes 0 < R; < R,
telles que B(0,R;) < £2< B(0,Ry). Il vient que

f dx <f dx <f dx
BORD (e+x12)°  J92 (e +x12)* ~ JBORY (£ +]x2)"

Or
dx
f —— = f —— ouw est'aire de la sphére 3
BOR) (g +|x[2) 0 (s+|r|2)
1 (R ard+4re R re
_ L _Arare g f —TC _ar
4Jo r*+2rle+¢e? 0 (8+|T|2)2
e 1R
= In(r* +2r’e +¢
( [In( )]O 2e+712 |,
1 1 1 € 1
= o|=InR*+2R%c+e%) —=In(?) + - - =
4 4 2¢e+R? 2
< ~ . —_— =~
O¢(1) O: (1) O (1)

€
= §|ln(8)| +O¢ (D). (3.4)

Et par conséquent

fL—Elln(a)HO(l)
2(e+1x12)* 2 o

Pour résumer, nous avons montré qu'’il existe des constantes K;,K», K3 et w (qui ne
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2. DEUXIEME ETAPE :

dépendent que de N) telles que

2
IVuel?, o

2
luel?, o)

On peut dés lors écrire

B+ 0 (1),

™
‘2
™)

B2+ 0 (e),

m

s+ 0:(1)

€

SiN=5,

2|In(e)| +0e(1) siN=4.

Qn (ue)

puisque % =S et en utilisant

\vi 2 —A 2
I usllLZ(Q) ”uE"LZ[Q]
2
”uEHLpH(Q)
o +og(1)—)\(—§3_4 +o€(1))
e 2 o= 2 siN=5
N-2 +0¢(€)
3 e 2
B0 (1)-A(£1In(®)|+0 (1)
2 3 o —
€ %00 SiN=4
€ €
A Ol 7
K1 —-AKsze+ El(\I&t ) siN=>5
< K2+Og(€§)
Ki-AZ[In(E)le+0e(e) . o
1, 10.D siN=4
N-2 .
s+o€(eT)—)\I§—§e siN=>5
S+ Og(g) — A%el In(e)|] siN=4

1
Ko+x

=g+ X,

Il est a présent clair que Q) (ue) < S si € est suffisamment petit, ce qui montre bien

que Sy <S.

2 Deuxieme étape:

Lemme 3.2 SiS) <S et A <A1(f2), l'infimum S, est atteint.

Preuve:

Soit u; € H(l)(Q) une suite minimisante pour S), c’est-a-dire

et
lim |V
j—oo

||uj||Lp+1(Q) =1

uj||Lz(!2)2—Aj1ggo lejllp2 (2% =Sy

(3.5)

(3.6)
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2. DEUXIEME ETAPE :

On remarque grace au théoréme de Poincaré que la suite u; est bornée dans Hg (£2).
Par conséquent, il existe une sous suite (renommeée ;) et un u € Hy () tel que

uj—u dansHy(), (3.7)
uj—u dansL*({2), (3.8)
uj—u presque partoutdans {2. (3.9)

On pose v;j = u;j — u, de telle sorte que
vj—0 dansHy((2),

vi—0 presque partoutdans (2.

L'équation (3.5) et la définition de I'infimum S impliquent que
2
SSIIVujIILZ(Q). (3.10)
Soustrayons a présent (3.6) a la limite de (3.10) :
— i |12 _ 2
S SASAﬁgﬂuﬂhdb—Ammmdb

par (3.8). Par hypothese, S —S) > 0, et nous pouvons donc conclure que u #0.
Ensuite, d'une part on a v;—0 dans H(l,(Q), donc par le théoréme (2.1)

li]ll Vv; = li]ll Vu; —IVu .
On réinjeCte ceci dans (36) .

2 . 12 _ 2 _
IVl gy + i 101, o = A, 0 =S (3.11)

D’autre part, v; est borné dans L” *1(£2) (car u j'est) et v; — 0 presque partout dans
(2; on peut donc appliquer le lemme de Brézis-Lieb (2.2) :

. 1 p+1 p+1
lim Ju+v:|"" =|lu + hm v .
e | ]IIU,H(Q) | ”Lp+1((}) [ J”Lp+1((2)

Oru+vj=u;jet IIuJ-IILpH(Q) =1, donc

+1 . p+1
1=ul” + lim |v; 17
Ly 0D jmeo Ly 14
€[0,1] €[0,1]

D’ot, puisque 2< p+1,

p+1 2
u <|lu
” ”Lp+1(sQ) ” ”Lp+l(9)
et
lim |v;|P* _hm v .
lim 17" o < lim oyl o
Et ainsi

2 . 2
1<|u + lim |v; .
| ”Lpﬂ(ﬁ) j_)ooll flle+1(Q)
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2. DEUXIEME ETAPE :

o1s ye 2 oy 2 2 1 12 .
On utilise alors I'inégalité de Sobolev | v; ”Lp+1( 17 < 5lVy; IILZ( 17) et on obtient

1
< 1l2 T 112
1= ”””LPH(Q)JFS}EEOHV”J”LZ(Q) (3.12)
On veut montrer que
2 2 2
IVul?, o = Mul?, o <Sxlul?,.. o, (3.13)

ce qui conclura la preuve du lemme puisque u #0.
Pour cela, on distingue deux cas :

¢ Soit S) > 0. On déduit alors de (3.12)

Sy < Syllul? +§hm Vo2
A=A a TS e I 2D

OrS) <SS, donc
2 . 2
S=SAIuIT | o)+ im V1T, o)

En combinant ceci avec (3.11), on a
2 . 2 2 2 : 2
. — < .
IIVullLZ(Q) +]lgn IIVv]IILZ(Q) ?\Ilulle(Q)+ < S)\Ilullwl(g) +]1gn Vv; IILZ(Q),

qui donne bien (3.13).
* Soit S) <0.0On a alors
2
Sy= S)‘Ilu”L,,+1(Q)

puisque || ullipﬂ(ﬁ) <1 par (3.12). On injecte ceci dans (3.11) :

2 2 2 : a2 2 - 2
IVulf, g =Muly o SUVHIE, o +Hm 1T, o =Niulf, o < Shlul,., o

et on obtient (3.13).

La fin de la preuve du théoréme (3).

Puisque A < A;(f2)). On a une solution de I'équation aux dérivées partielles —Au = uP +
Au. Celle-ci est C*®(f2) et en particulier C?(f2). Le principe du maximum fort (voir (2.3))
garantit alors que u > 0 sur 2. .
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Conclusion

L'approche variationnelle appliqué a des problemes elliptiques non-linéaires est as-
sez colossale puisque un simple changement sur I'équation étudier peut basculé vers
I'existence ou la non existence de solutions positives, de plus la présence des exposants
critiques du type Sobolev présentent beaucoup de difficultés vu qu’ils cause la perte de
compacité. L'existence de solutions devient délicate a démontrer.
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Les méthodes Variationnelles et applications

Résumé : Au long de ce mémoire, on s’intéresse a 1'existence de solutions positives
d’une certaine classe d’équation elliptique via les méthodes variationnelles.

Mots-Clés. Espaces de Sobolev, injections de Sobolev, méthodes variationnelles, pro-
bleme elliptique, principe d’Ekeland, suite de Palais-Smale, théoreme de Col, exposant
critique.

Variational methods and applications

Abstract: This work deals with the existence of positives solutions for a class of elliptic
differential equation by using variational methods.

Key Words. Sobolev spaces, Sobolev injections, variational methods, elliptical problem,
Ekeland principale, Palais-Smale suite, collar theorem, critical exponent.
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