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INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par R. Nevan-
linna est un outil très important pour étudier l�oscillation et la croissance des solutions des
équations aux di¤érences linéaires homogènes et non homogènes de la forme

An(z)f(z + Cn) + An�1(z)f(z + Cn�1) + :::+ A0(z)f(z) = 0

et
An(z)f(z + Cn) + An�1(z)f(z + Cn�1) + :::+ A0(z)f(z) = F (z);

telles que Aj(z) sont des fonctions entières et Cj sont des constantes avec j = 0; :::; n:
Récemment, beaucoup des mathématiciens se sont intéressés à ces équations. Chen a étudié
les problèmes de l�oscillation complexe pour l�ensemble des solutions des équations et a obtenu
certaines relation entre l�ordre de croissance et l�exposant de convergence. Puis, Chiang et
Feng ont étudié la croissance des solutions méromorphes dans le cas où il n�existe qu�un
seul coe¢ cient dominant avec l�ordre maximal, après Laine et Yang dans le cas où il existe
plusieurs coe¢ cients ayant un ordre maximal parmi lesquels il existe un coe¢ cient ayant un
type maximal.
Ce mémoire est composé d�une introduction et deux chapitres. Dans la premier chapitre, on
va donner des notions fondamentales de la théorie de R. Nevanlinna, et on présentera les
dé�nitions et les théorèmes auxiliaires qui nous aident à démontrer les résultats du deuxième
chapitre. Dans le deuxième chapitre on va donner les résultats principaux avec les démons-
trations et des exemples sur les proprietés des solutions méromorphes des équations aux
di¤érences linéaires.



Chapitre 1

Quelques notions de base de la théorie
de R. Nevanlinna

On va citer quelques dé�nitions, notations de base et les résultats principaux de la théorie de
R.Nevanlinna sur les fonctions méromorphes qu�on aura besoin par la suite, voir [12] ; [14].

1.1 Éléments de la théorie de R. Nevanlinna

1.1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 [14] (Formule De Jensen )

Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) 6= 0;1; a1, a2, ... ses zéros (respectivement b1,
b2, ... ses pôles), chacun des zéros étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

ln jf(r exp i')j d'+
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Preuve : On démontre le théorème dans le cas où f n�admet ni zéros ni pôles sur le cercle
jzj = r. Considérons la fonction

g(z) = f(z)
Y
jaj j<r

r2 � ajz
r(z � aj)

=
Y
jbj j<r

r2 � bjz
r(z � bj)

:

(1.1.1)
On a g 6= 0;1; dans le disque jzj � r . Donc ln g(z) est analytique dans le disque jzj � r
et par suite la partie réelle Re(ln g(z)) = ln jg(z)j est une fonction harmonique. D�après la
formule de la moyenne des fonctions harmoniques, on a

ln jg(0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln jg(r exp i')j d': (1.1.2)
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D�autre part

jg(0)j = jf(0)j

������
Y
jaj j<r

r

�aj

������ =
������
Y
jbj j<r

r

�bj

������
=

jf(0)j
Q
jaj j<r

r
jaj jQ

jbj j<r
r
jbj j

D�où
ln jg(0)j = ln jf(0)j+

X
jaj j<r

ln
r

jajj
�
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
: (1.1.3)

Soit z = r exp fi'g : Pour tout aj et tout bj; on a���� r2 � ajzr(z � aj)

���� =

����r2 � ajr exp fi'gr(r exp i'� aj)

���� = ����r � aj exp fi'gr exp fi'g � aj

����
= jexp fi'gj

����r exp f�i'g � ajr exp fi'g � aj

���� = 1
et ���� r2 � bjzr(z � bj)

���� = ���� r2 � bjr exp fi'gr(r exp fi'g � bj)

���� = 1:
Donc pour jzj = r (z = r exp fi'g)

jg(r exp fi'g)j = jf(r exp fi'g)j

������
Y
jaj j<r

r2 � ajr exp fi'g
r(r exp fi'g � aj)

������ =
������
Y
jbj j<r

r2 � bjr exp fi'g
r(r exp fi'g � bj)

������
= jf(r exp fi'g)j (1.1.4)

En remplaçant (1:1:3) et (1:1:4) dans (1:1:1) ; on aura

ln jf(0)j+
X
jaj j<r

ln
r

jajj
�
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
=
1

2�

Z 2�

0

ln jf(r exp fi'g)j d'

D�où

ln jf(0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln jf(r exp fi'g)j d'+
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Dé�nition 1.1.1 [14]

Pour tout réel x � 0, on dé�nit

ln+ x = max(ln x; 0) =

�
lnx ; si x > 1
0 ; si 0 � x � 1:
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Lemme 1.1.1 ([1] ; [14]) On a les propriétés suivantes

a= lnx � ln+ x:

b= ln+ x � ln+ y (0 � x � y):

c= lnx = ln+ x� ln+ 1
x
:

d= jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
:

e= ln+

 
nY
j=1

xj

!
�

nX
j=1

ln+ xj:

f= ln+
nX
j=1

xj �
nX
j=1

ln+ xj + lnn:

Preuve
a= et b= sont évidentes on montre c=, d=, e=, et f=:
c= lnx = ln+ x� ln+ 1

x
: On a

ln+ x� ln+ 1
x
= max(lnx; 0)�max(ln 1

x
; 0)

= max(lnx, 0) + min(� ln 1
x
; 0)

= max(lnx; 0) + min(lnx; 0) = lnx:

d= jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
: On a

ln+ x+ ln+
1

x
= max(lnx; 0) + max(ln

1

x
; 0)

= max(lnx; 0) + max(� lnx; 0)
= max(lnx; 0)�min(lnx; 0) = jlnxj :

e= ln+
�Qn

j=1 xj

�
�

nX
j=1

ln+ xj: Si
Qn
j=1 xj � 1;l�inégalité est triviale. Si

Qn
j=1 xj > 1;on a

ln+

 
nY
j=1

xj

!
= ln

 
nY
j=1

xj

!
=

nX
j=1

lnxj �
nX
j=1

ln+ xj:
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f= ln+
Pn

j=1 xj �
Pn

j=1 ln
+ xj + lnn: D�après b= et e=; on a

ln+

 
nX
j=1

xj

!
� ln+

�
n max
1�j�n

xj

�
� ln+ max

1�j�n
xj + lnn

�
nX
j=1

ln+ xj + lnn:

Dé�nition 1.1.2 [14] (Fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n(t; a; f ) le nombre des zéros de l�équation f (z) = a dans le
disque jzj � t (chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité), et par n(t;1; f) le
nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj � t; (chaque pôle étant compté avec son
ordre de multiplicité). On dé�nit la fonction a�points de f par

N(r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) ln r; f 6� a 2 C;

et

N(r;1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r:

N(r; a; f) est appelée fonction a�points de la fonction f dans le disque jzj � r: De

méme on dé�nit la fonction a�points distincts par

N(r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) ln r; f 6� a 2 C;

et

N(r;1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r;

où n(t; a; f); désigne le nombre des zéros distincts de l�équation f(z) = a et n(t;1; f) des
pôles distincts de la fonction f dans le disque jzj � t:

Exemple 1.1.1 Soit la fonction f (z) = expfazg
z

; a 2 C�, on calcule la fonction a�points. On
a z = 0 un pôle simple. Alors

N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) ln r

=

Z r

0

1� 1
t
dt+ ln r = ln r:
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Lemme 1.1.2 ([1] ; [14]) Soit f une fonction méromorphe avec a�points �1, �2,...,�m tels
que : 0 < j�1j � j�2j � ::: � j�mj � r: AlorsZ r

0

n(t; a; f)

t
dt =

Z r

0

n(t; a; f)� n(t; a; f)
t

dt =
X

0<jaj j�r

ln
r

jajj
:

Preuve : On pose : j�jj = rj(j = 1; :::;m); alorsX
0<j�j j�r

ln
r

j�jj
=

mX
j=1

ln
r

rj

= ln

�
rm

r1r2:::rm

�
= ln

 
r2
r1

�
r3
r2

�2�
r4
r3

�3
:::

�
rm
rm�1

�m�1�
r

rm

�m!

= ln

�
r2
r1

�
+ 2 ln

�
r3
r2

�
+ 3 ln

�
r4
r3

�
+ :::+ (m� 1) ln

�
rm
rm�1

�
+m ln

�
r

rm

�
=

Z r2

r1

dt

t
+

Z r3

r2

2
dt

t
+ :::+

Z rm

rm�1

(m� 1) dt
t
+

Z r

rm

m
dt

t
=

Z r

0

n(t; a; f)

t
dt:

Proposition 1.1.1 [14] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent
autour de l�origine

f (z) =
+1X
j=m

cjz
j ; (cm 6= 0;m 2 Z; cm 2 C�):

Alors

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln jf(r exp i')j d'+N (r; f)�N
�
r;
1

f

�
:

Dé�nition 1.1.3 [14] (Fonction de Proximité) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit
la fonction de proximité de f par

m

�
r;

1

f � a

�
= m(r; a; f) =

1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf(r exp i')� ajd' ,

si f 6� a 2 C et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

Z 2�

0

ln+ jf(r exp i')j d':

Exemple 1.1.2 D�après L�exemple 1.1.1, on calcule la fonction de Proximité de Nevanlinna.
Alors

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei'��� d'

=
1

2�

Z 2�

0

ln+

�����eare
i'

rei'

����� d'
=

jaj r
�
� ln r

2
:
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Dé�nition 1.1.4 [14] (Fonction caractéristique) Soit f une fonction méromorphe. Alors la
fonction caractéristique de R.

Nevanlinna de f dé�nie par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1.3 Soit f(z) = exp(�z). On a n(r; f) = 0, car f n�admet pas des pôles, donc

N(r; f) � 0:
et

m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+ jf(r exp i')j d'

=
1

2�

Z 2�

0

ln+ jexp(�r exp i')j d'

=
1

2�

Z 2�

0

ln+(exp(�r cos'))d'

=
1

2�

Z 3�
2

�
2

ln(exp(�r cos'))d'

= � r

2�

Z 3�
2

�
2

cos'd' =
r

�
:

Donc
T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) =

r

�
:

Lemme 1.1.3 [14] Pour tout a 2 C; on a

1

2�

Z 2�

0

ln ja� exp i'j d' = ln+ jaj :

De plus, on a l�inégalité

1

2�

Z 2�

0

jln ja� exp fi'gjj d' � ln+ jaj+ 2 ln 2:

Proposition 1.1.2 ([1] ; [14]) Soient f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes. Alors on a
les propriétés suivantes

1= T (r;

nY
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj):
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2= T (r;

nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + lnn:

3= T (r; fn) = nT (r; f) (n 2 N):

4= T (r; af) = T (r; f) +O(1); (a 2 C�) :

5= T (r; f + a) = T (r; f) +O(1); (a 2 C�) :

6= T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O(1);

�
ad� cb 6= 0; f 6� d

c

�
:

Preuve :

1= T (r;
nY
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj); on a

m

 
r;

nY
j=1

fj

!
=

1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
nY
j=1

fj(r exp fi'g)
����� d'

� 1

2�

Z 2�

0

nX
j=1

ln+ jfj(r exp fi'g)j d'

=
nX
j=1

1

2�

Z 2�

0

ln+ jfj(r exp fi'g)j d' =
nX
j=1

m(r; fj):

Si z0 est un pôle d�ordre �j � 0 pour la fonction fj; alors il est un pôle d�ordre égal au plusPn
j=1 �j pour la fonction

nY
j=1

fj: Donc

N

 
r;

nY
j=1

fj

!
�

nX
j=1

N (r; fj)

ainsi

T

 
r;

nY
j=1

fj

!
= m

 
r;

nY
j=1

fj

!
+N

 
r;

nY
j=1

fj

!

�
nX
j=1

m (r; fj) +

nX
j=1

N (r; fj)

=
nX
j=1

(m (r; fj) +N (r; fj)) =
nX
j=1

T (r; fj):
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2= T (r;

nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + lnn: D�après le Lemme 1.2.1 on a

m

 
r;

nX
j=1

fj

!
=

1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
nX
j=1

fj (r exp fi'g)
����� d'

� 1

2�

Z 2�

0

 
nX
j=1

ln+ jfj (r exp fi'g)j+ lnn
!
d'

=

nX
j=1

1

2�

Z 2�

0

ln+ jfj (r exp fi'g)j d'+ lnn

=

nX
j=1

m (r; fj) + lnn:

Si z0 est un pôle d�ordre �j � 0 pour la fonction fj, alors il est un pôle d�ordre égal au plus
max1�j�n �j �

Pn
j=1 �j pour la fonction

Pn
j=1 fj; donc

N

 
r;

nX
j=1

fj

!
�

nX
j=1

N (r; fj) :

Ainsi

T

 
r;

nX
j=1

fj

!
= m

 
r;

nX
j=1

fj

!
+N

 
r;

nX
j=1

fj

!

�
nX
j=1

m (r; fj) + lnn+
nX
j=1

N (r; fj)

�
nX
j=1

(m (r; fj) +N (r; fj) + lnn)

=

nX
j=1

T (r; fj) + lnn:

3= T (r; fn) = nT (r; f) (n 2 N): Si jfnj > 1, alors
jfnj > 1, jf j > 1

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

=
1

2�

Z 2�

0

ln+ jfn (r exp fi'g)j d'+ nN(r; f)

=
n

2�

Z 2�

0

ln jf (r exp fi'g)j d'+ nN(r; f)

= n

�
1

2�

Z 2�

0

ln+ jf (r exp fi'g)j d'+N (r; f)
�

= n (m (r; f) +N (r; f)) = nT (r; f) :
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Si jf j � 1, alors

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

=
1

2�

Z 2�

0

ln+ jf (r exp i')j d'+ nN (r; f)

= 0 + nN (r; f) = n (m(r; f) +N(r; f)) = nT (r; f):

4= T (r; af) = T (r; f) +O(1)

m(r; af)�m(r; f) = 1

2�

Z 2�

0

�
ln+ jaf (r exp i')j � ln+ jf (r exp i')j

�
d'

D�après le Lemme 1.2.1 on a

jm (r; af)�m(r; f)j =
���� 12�

Z 2�

0

�
ln+ jaf (r exp fi'g)j � ln+ jf (r exp fi'g)j

�
d'

����
� 1

2�

Z 2�

0

��ln+ jaf (r exp fi'g)j � ln+ jf (r exp fi'g)j�� d'
� 1

2�

Z 2�

0

ln

����af (r exp fi'g)jf (r exp fi'g)j

���� d' = jln jajj :
Donc

m(r; af) = m(r; f) +O(1):

Il est clair que
N(r; af) = N(r; f):

Alors
T (r; af) = T (r; f) +O(1):

5= T (r; f + a) = T (r; f) +O(1): De la même méthode on a

jm(r; f + a)�m(r; f)j =
���� 12�

Z 2�

0

�
ln+ jf(r exp fi'g) + aj � ln+ jf(r exp fi'g)j

�
d'

����
� 1

2�

Z 2�

0

��ln+ jf(r exp fi'g) + aj � ln+ jf(r exp fi'g)j�� d'
� 1

2�

Z 2�

0

�
ln+ jaj+ ln 2

�
d' � ln+ jaj+ ln 2:

Donc
m(r; f + a) = m(r; f) +O(1):

Il est évident que
N(r; f + a) = N(r; f):

D�où
T (r; f + a) = T (r; f) +O(1):
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6= T (r; g) = T (r; f) +O(1): On a

g =
af + b

cf + d
() cgf + dg = af + b

() f(cg � a) = �dg + b

() f =
�dg + b
cg � a :

Donc, il su¢ t de montrer que

T (r; g) � T (r; f) +O(1):
Si c = 0; alors

T (r; g) = T

�
r;
af + b

d

�
� T

�
r;
a

d

�
+ T (r; f) + T

�
r;
b

d

�
+ ln 2

� ln+
���a
d

���+ T (r; f) + ln+ ���� bd
����+ ln 2

= T (r; f) +O(1):

Si c 6= 0; alors

g =
af + b

cf + d

=
af + b

c
�
f + d

c

�
=

a
�
f + d

c

�
+ b� ad

c

c(f + d
c
)

=
a

c
+
bc� ad
c2

� 1

f + d
c

:

Donc

T (r; g) = T

 
r;
a

c
+
bc� ad
c2

� 1

f + d
c

!

� T
�
r;
a

c

�
+ T

�
r;
bc� ad
c2

�
+ T

 
r;

1

f + d
c

!
+ ln 2

= T

�
r; f +

d

c

�
+O(1)

� T (r; f) + ln+
����dc
����+ ln 2 +O(1)

= T (r; f) +O(1):
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Exemple 1.1.4 Soit f(z) = 2 expfzg+3
5 expfzg+7 . Alors

T (r; f) = T

�
r;
2 exp fzg+ 3
5 exp fzg+ 7

�
= T (r; exp z) +O(1)

=
r

�
+O(1):

1.1.2 Premier théoreme fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.2 [14] Soient a 2 C et f une fonction méromorphe avec le développement de
Laurent de f � a autour de l�origine

f(z)� a =
+1X
j=m

Cjz
j; Cm 6= 0; m 2 Z:

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jCmj+ '(r; a):

où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:
Preuve :
1= Si a = 0; alors d�après la Proposition 1.1.1 et le Lemme 1.1.1, (c) on a

ln jCmj =
1

2�

Z 2�

0

ln jf (r exp fi'g)j d'+N(r; f)�N
�
r;
1

f

�
=

1

2�

Z 2�

0

ln+ jf(r exp fi'g)j d'� 1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf(r exp fi'g)jd'+N(r; f)�N
�
r;
1

f

�
= m(r; f)�m

�
r;
1

f

�
+N(r; f)�N

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� T

�
r;
1

f

�
:

Donc

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� ln jCmj ; '(r; 0) � 0: (1.1.5)

2=On montre le cas général a 6= 0; posons h = f � a: Alors

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
;

N(r; h) = N(r; f)
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et

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
:

De plus

ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jh+ aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2:
En intégrant ces deux inégalités par rapport à '

1

2�

Z 2�

0

ln+ jh(r exp fi'g)j d' � 1

2�

Z 2�

0

ln+ jf(r exp fi'g)j d'+ ln+ jaj+ ln 2;

et
1

2�

Z 2�

0

ln+ jf(r exp fi'g)j d' � 1

2�

Z 2�

0

ln+ jh(r exp fi'g)j d'+ ln+ jaj+ ln 2:

On trouve que

m(r; h) � m(r; f) + ln+ jaj+ ln 2;

m(r; f) � m(r; h) + ln+ jaj+ ln 2:
On pose

'(r; a) = m(r; h)�m(r; f):
Alors

j'(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:
En appliquant la formule (1:1:5) pour h; on aura

T

�
r;
1

h

�
= T (r; h)� ln jCmj

= m(r; h) +N(r; h)� ln jCmj
= m(r; f) +N(r; f) + '(r; a)� ln jCmj
= T (r; f) + '(r; a)� ln jCmj :

Théorème 1.1.3 [14] Soit f une fonction méromorphe. Alors Pour tout a 2 C

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O(1), r �! +1:



1.2 L�ordre et le type des fonctions entières et méromorphes 15

Théorème 1.1.4 [14] Soit f(z) une fonction méromorphe et

R(z) =
anf

n(z) + an�1f
n�1(z) + :::+ a0

bmfm(z) + bm�1fm�1(z) + :::+ b0
; fa0; :::; an; b0; :::; bmg 2 C et an; bm 6= 0:

Alors
T (r; R(z)) = max fn;mgT (r; f(z)) +O(1):

Exemple 1.1.5 On calcule la fonction caractéristique de f(z) = tan z:On a

f(z) = tan z

=
exp fizg � exp f�izg

2i
=
exp fizg+ exp fizg

2

= �iexp f2izg � 1
exp f2izg+ 1 :

Donc

T (r; f) = T (r; exp f2izg) +O(1)

=
2r

�
+O(1):

1.2 L�ordre et le type des fonctions entières et méro-
morphes

Dé�nition 1.2.1 [14] Soit f une fonction entière. On dé�nit l�ordre et le type de f respec-
tivement par

�(f) = lim
r!+1

sup
ln lnM(r; f)

ln r
;

et

�M(f) = lim
r!+1

sup
lnM(r; f)

r�(f)
; (0 < �(f) < +1) :

où
M(r; f) = max

jzj=r
jf(z)j :

Exemple 1.2.1 [1] On calcule l�ordre et le type de f(z) = sinh z: On a

M(r; f) = max
jzj=r

�����X
k�0

z2k+1

(2k + 1)!

�����
�

X
k�0

r2k+1

(2k + 1)!

= sinh r:
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Pour z0 = r on a

jf(z0)j = jsinh rj = sinh r
Donc

M(r; sinh r) = sinh r

=
exp r � exp (�r)

2

� exp r

2
; r ! +1:

Alors

�(f) = lim
r!+1

sup
ln lnM(r; f)

ln r

= lim
r!+1

sup
ln lnM(r; sinh r)

ln r

= lim
r!+1

sup
ln ln

�
exp r
2

�
ln r

= 1:

et

�M(f) = lim
r!+1

sup
lnM(r; f)

r�(f)

= lim
r!+1

sup
lnM(r; sinh r)

r�(f)

= lim
r!+1

sup
ln
�
exp r
2

�
r

= 1:

Dé�nition 1.2.2 [14] Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre et le type de f
respectivement par

�(f) = lim
r!+1

sup
lnT (r; f)

ln r
;

et

�(f) = lim
r!+1

sup
T (r; f)

r�(f)
; 0 < �(f) < +1):

où T (r; f) est la fonction caractéridtque de R. Nevanlinna.

Exemple 1.2.2 Soit la fonction f(z) = tan z: D�après L�exemple 1.2.3 on aT (r; f) = 2r
�
+

O(1):

On calcule l�ordre et le type de f

�(f) = lim
r!+1

sup
lnT (r; f)

ln r

= lim
r!+1

sup
ln
�
2r
�
+O(1)

�
ln r

= 1:
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et

�(f) = lim
r!+1

sup
T (r; f)

r�(f)

= lim
r!+1

sup

�
2r
�
+O(1)

�
r

=
2

�
:

Proposition 1.2.1 [14] Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1= �(f + g) � max f�(f); �(g)g :

2= �(fg) � max f�(f); �(g)g :

De plus, si � (g) < � (f), alors

� (f + g) = � (fg) = �(f):

1.3 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.3.1 [14] Soit f une fonction méromorphe et (an)n2N une suite des nombres
complexes non nuls avec

lim
n!+1

janj = +1:

L�exposant de convergence de la suite (an)n2N est dé�ni par

�(f) = inf

(
� > 0 :

+1X
n=1

janj�� < +1
)
:

Exemple 1.3.1 Soit f(z) = exp z � 1: On a

f(z) = 0() exp z � 1 = 0
() zk = 2k�i; (k 2 Z) :

lim
k!+1

jzkj = lim
k!+1

j2k�ij = +1

Donc
+1X
k=1

1

(2k�)�
< +1, si et seulement si � > 1;

alors

�(f) = inf

(
� > 0 :

+1X
k=1

1

jzkj�
< +1

)

= inf

(
� > 0 :

+1X
k=1

1

j2k�ij� < +1
)

= inf (]1;+1[) = 1:
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On a une dé�nition équivalente

Dé�nition 1.3.2 [14] Soit f une fonction méromorphe. Alors on dé�nit l�exposant de conver-
gence des zéros de f par

� (f) = lim
r!+1

sup
lnN(r; 1

f
)

ln r
;

où

N(r;
1

f
) =

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n(0;
1

f
) ln r :

et n
�
t; 1
f

�
est le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � t: De même,

l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f est dé�ni par

� (f) = lim
r!+1

sup
logN

�
r; 1
f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

+ n

�
0;
1

f

�
log r;

n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque jzj � t:

Exemple 1.3.2 Soit la fonction f(z) = ez. Alors f n�admet pas de zéros, donc N(r; 1
f
) � 0:

Alors
� (ez) = � (ez) = 0:

Proposition 1.3.1 [14] Pour toute fonction méromorphe f; on a

� (f) � � (f) :
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1.4 Le produit canonique

On dé�nit les facteurs primaires de weiestrass par

E0 (z) = (1� z) ;

Em (z) = (1� z) exp
�
z +

z2

2
+ :::+

zm

m

�
; m 2 N:

Théorème 1.4.1 [14]( Produit canonique) Soit (an)n2N une suite des nombres complexes
non nuls d�exposant de convergence �

�ni et soit k un entier positif k > �� 1: Donc le produit canonique
+1Y
n=1

Ek

�
z

an

�
dé�nit une fonction entière ayant des zéros exactement aux points an (avec l�ordre de multi-
plicités).

Théorème 1.4.2 [14](Weiestrass factorisation) Soit f une fonction entière avec un zéro de
multiplicité m � 0 en z = 0: Soit

a1; a2; :::; les autres zéros de f; chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors
f a la représentation suivante

f(z) = exp fg(z)g zm
+1Y
n=1

Emn

�
z

an

�
; (1.4.1)

où g est une fonction entière.
Si (an)n2N a une exposant de convergence �ni �, alorsmn peut être pris comme k = [�] > ��1
dans (1:4:1)

Remarque 1.4.1 [14]

1/ Si f est une fonction entière ayant un exposant de convergence � (f) �ni pour la suite des
zéros (an)n2N, alors on peut écrire (1:4:1) sous forme

f(z) = Q(z) exp fg(z)g ;

où Q(z) est le produit canonique ou polynômial. En appliquant le Théorème 1.4.2 on a

� (Q) = � (Q) = � (f) :

2/Si f est une fonction entière d�ordre �ni �; alors g dans (1:4:1) est un polynôme de degré
� �:

Exemple 1.4.1 Les facteurs primaires de Weiestrass
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Pour k = 0, on a

E0

�
z

an

�
= 1� z

an
:

Pour m;n 2 N

Emn

�
z

an

�
=

�
1� z

an

�
exp

�
z

an
+

z2

2 (an)
2 + :::+

zm

m (an)
m

�
:

1.5 La mesure linéaire et la mesure logaithmique

Dé�nition 1.5.1 [16] La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1[est dé�nie par

m(E) =

Z +1

0

�E(t)dt:

où XE(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E:
De plus, on dit que la mesure linéaire de E est �nie si m(E) < +1:

Exemple 1.5.1 La mesure linéaire de l�ensemble E = [a; b] � [0;+1[ tel que a; b 2 R est

m(E) =

Z +1

0

�E(t)dt =

Z b

a

dt = b� a:

Dé�nition 1.5.2 [16] La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1[ est dé�nie par

ml(F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt:

De plus, on dit que la mesure logarithmique de F est �nie si ml(F ) < +1:

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e4; e6] � [1;+1[ est

ml(F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt =

Z e6

e4

dt

t
= 2:



Chapitre 2

Sur la Croissance des Solutions
Méromorphes des Équations aux
Di¤érences

Dans ce chapitre, on va étudier les propriétés des solutions méromorphes de certains type
d�equations aux di¤érences linéaires homogènes et non homogènes de la forme

An(z)f(z + Cn) + An�1(z)f(z + Cn�1) + :::+ A1(z)f(z + C1) + A0(z)f(z) = 0 (2.0.1)

et

An(z)f(z + Cn) + An�1(z)f(z + Cn�1) + :::+ A1(z)f(z + C1) + A0(z)f(z) = F (z): (2.0.2)

où Aj(z) sont des fonctions entières et f(z+Cj) sont des fonctions méromorphes avec Cj des
constantes distinctes, j = 1; :::; n:

2.1 Les résultats principaux

Dans [9], Chiang et Feng ont étudié la croissance des solutions méromorphes le cas où il existe
un seul coe¢ cient dominant d�ordre maximal, et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théorème 2.1.1 [9] Soient A0(z); A1(z); :::; An(z) des fonctions entières telles qu�il existe
un nombre entier l; 0 � l � n

véri�ant
max
0�j�n
j 6=l

�(Aj) < �(Al):

Si f(z) est une solution méromophe de l�équation (2:0:1) alors

�(f) � � (Al) + 1:
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Théorème 2.1.2 [9] Soient Cj; j = 1; :::; n des contantes distinctes et A0(z); A1(z); :::; An(z)

des fonctions entières d�ordre �ni, tel qu�il existe un coe¢ cient d�ordre maximal

� = max
0�j�n

f� (Aj)g

et ayant un type supérieur au type des autres coe¢ cients. Alors pour toute solution méro-
morphe f(z) 6� 0 de l�équation (2:0:1), on a

�(f) � � + 1:

Théorème 2.1.3 [6] Soit Cj des constantes distinctes et soit

Aj(z) = Pj(z) exp fhj(z)g+Qj(z), j = 1; :::; n:

où hj(z) sont des polynômes de degré k � 1; et Pj(z) 6� 0; Qj(z) sont des fonctions entières
dont l�ordre est inférieur à k. Parmi les coe¢ cients ajde hj(z); avec le plus grand module
il existe un terme di¤érent des autres termes. Si f(z) 6� 0 est une solution méromorphe de
l�équation suivante

An (z) f(z + Cn) + An�1 (z) f(z + Cn�1) + :::+ A1 (z) f(z + C1) = 0; (2.1.1)

alors
�(f) � k + 1:

Corollaire 2.1.1 [6] Supposons que k et Aj(z); j = 1; :::; n véri�ent les assertions du

Théorème 2.1.3, soit Bi(z); i = 1; :::;m, des fonctions entières d�ordre inférieur à k, et soit
Cj; j = 1; :::; n +m; des constantes distinctes. Si f(z) 6� 0 est une solution méromorphe de
l�équation suivante

Bm (z) f(z + Cn+m) + :::+B1 (z) f(z + Cn+1) + An (z) f(z + Cn)

+ An�1 (z) f(z + Cn�1) + :::+ A1 (z) f(z + C1) = 0; (2.1.2)

alors
�(f) � k + 1:

Corollaire 2.1.2 [6]Soient Cj; j = 1; 2 des constantes distinctes non nulles, soit hj(z);

j = 1; 2, des polynômes, et soit Aj(z) 6� 0; j = 0; 1; 2 des fonctions entières telles que

max f�(Aj); 0 � j � 2g < max fdeg h1; deg h2g :

Si f(z) 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation suivante

A2 (z) exp fh2(z)g f(z + C2) + A1 (z) exp fh1(z)g f(z + C1) + A0 (z) f(z) = 0; (2.1.3)

alors
� (f) � max fdeg h1; deg h2g+ 1:

Pour démontrer le Théorème 2.1.3 et le Corolaire 2.1.1 on a besoin des lemmes suivants
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Lemme 2.1.1 [3]Supposons que f(z) est une fonction méromorphe avec �(f) = � < +1:

Alors, pour tout " > 0, on peut trouver un ensemble E � [1;+1[ de mesure linéaire �nie ou
de mesure logarithmique �nie tel que Pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E; r ! +1;
on a

jf(z)j � exp r�+":

Lemme 2.1.2 [9] Soient �1et �2 deux nombres complexes arbitraires et soit f(z) une fonction
méromorphe d�ordre �ni �.

1/ Pour tout " > 0, on a

m

�
r;
f(z + �1)

f(z + �2)

�
= O(r��1+"):

2/ Il existe un sous-ensemble E � [0;+1[ de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z
satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E; r ! +1; l�inégalité suivante est véri�ée

exp
�
�r��1+"

	
�
����f(z + �1)f(z + �2)

���� � exp�r��1+"	 :
Preuve de Thorème 2.1.3 : [9]
On suppose que �(f) < k + 1: Posons

hj(z) = ajkz
k + h�j(z); (2.1.4)

où ajk 6= 0 sont des constantes et h�j(z) sont des polynômes de deg h�j � k � 1; j = 1; :::; n:
Fixons

I =

�
i : jaikj = max

1�j�n
jajkj

�
; �j = arg ajk 2 [0; 2�) ; j 2 I:

Il existe l 2 I tel que alk 6= ajk; j 2 I�n flg. De cette assertion et les dé�nitions de I et �j;
on conclut que

jajkj = jalkj ; �j 6= �l; j 2 I� flg :
On choisit maintenant � tel que

cos (k� + �l) = 1: (2.1.5)

Ainsi, pour �j 6= �l; j 2 I� flg ; on trouve

cos (k� + �j) < 1; j 2 I� flg : (2.1.6)

On note

a = max
1�j�n

fjajkjg ;

b = max
j =2I

fjajkjg ; (2.1.7)

c = max fb; a cos(k� + �j); j 2 I� flgg < a;



2.1 Les résultats principaux 24

et

� = �(f) < k + 1;

� = max
1�j�n

f�(Pj); � (Qj)g < k: (2.1.8)

Il est clair que

�

�
Pj
Pl

�
� max f�(Pj); � (Pl)g � �; 1 � j � n; j 6= l;

�

�
Qj
Pl

�
� max f�(Qj); � (Ql)g � �; 1 � j � n:

D�après le Lemme 2.1.1, pour tout " > 0;

0 < 2" < min f1; k + 1� �; k � �; a� cg ;

il existe un ensemble E1 � [1;+1[ de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satis-
faisant jzj = r =2 [0; 1] ; on a����Pj(z)Pl(z)

���� � exp
�
r�+"

	
; 1 � j � n; j 6= l;����Qj(z)Pl(z)

���� � exp
�
r�+"

	
; 1 � j � n: (2.1.9)

Il est clair que exp f�h�l (z)g est d�ordre régulier deg h�l et exp
�
h�j(z)

	
; 1 � j � n; j 6= l, est

d�ordre régulier deg h�j : On note que deg h
�
j � k� 1; 1 � j � n: Puis, pour tout z, jzj = r; on

obtient

jexp (�h�l (z))j � exp
�
rk�1+"

	
;��exp�h�j(z)	�� � exp

�
rk�1+"

	
; 1 � j � n; j 6= l: (2.1.10)

En appliquant le Lemme 2.1.2 à f(z); on conclut qu�il existe un ensemble E2 � [1;+1[ avec
une mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E2 [ [0; 1] ; on peut
écrire ����f(z + Cj)f(z + Cl)

���� � exp�r��1+"	 ; 1 � j � n; j 6= l: (2.1.11)

En utilisant les équations (2:1:1) et (2:1:4), on obtient

Anf(z + Cn) + An�1f(z + Cn�1) + :::+ Alf(z + Cl) + :::+ A1f(z + C1) = 0;

d�où

�Al(z) =
X

j2I�flg

Aj(z)
f(z + Cj)

f(z + Cl)
+
X
j =2I

Aj(z)
f(z + Cj)

f(z + Cl)

où
�Al(z) = Pl(z) exp

�
alkz

k + h�l (z)
	
+Ql(z):
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Donc

�
�
Pl(z) exp

�
alkz

k + h�l (z)
	
+Ql(z)

�
=

X
j2I�flg

Aj(z)
f(z + Cj)

f(z + Cl)
+
X
j =2I

Aj(z)
f(z + Cj)

f(z + Cl)

d�où

� exp
�
alkz

k
	
=

X
j2I�flg

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkz

k
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�

+
X
j =2I

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkz

k
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�
+exp f�h�l (z)g

Ql(z)

Pl(z)
: (2.1.12)

On prend z = r exp i�; où r =2 E1 [ E2 [ [0; 1] : En utilisant de (2:1:5) à (2:1:7) et de (2:1:9)
à (2:1:11) dans (2:1:12) , on trouve��� exp�alkrk exp (ik�)	��

=

������
X

j2I�flg

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkr

k exp(ik�)
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�

+
X
j =2I

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkr

k exp(ik�)
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�
+ exp f�h�l (z)g

Ql
Pl

���� ;
d�où

exp jalkj rk �
X

j2I�flg

exp
�
rk�1+" + r��1+" + r�+"

	 �
exp

�
a cos (k� + �j) r

k + rk�1+"
	
+ 1
�

+
X
j =2I

exp
�
rk�1+" + r��1+" + r�+"

	 �
exp

�
(b+ ")rk + 2rk�1+"

	
+ 1
�
+ exp

�
rk�1+" + r�+"

	
donc

exp ark � n exp
�
(c+ ") rk + 2rk�1+" + r��1+" + r�+"

	
� n exp

�
(c+ 2") rk

	
: (2.1.13)

On divise les deux côtés de (2:1:13) par exp
�
ark
	
et par passage à la limite quand r ! +1,

on obtient 1 � 0:C�est une contradiction, par conséquent �(f) � k + 1:
Preuve du Corollaire 2.1.1 : [9]
On suppose que �(f) < k+1: En utilisant la mêmeméthode dans la preuve du Théorème 2.1.3,
on obtient les relations de (2:1:4) à (2:1:10). D�après le Lemme 2.1.1, il existe un ensemble
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E3 � [1;+1[ de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E3[ [0; 1] ;
on a

jBj(z)j � exp
�
r�1+"

	
; 1 � j � m;

où �1 = max f� (Bj) ; 1 � j � mg < k: On pose

 = max f� (Bj) ; � (Pl)g < k;

et

�

�
Bj(z)

Pl(z)

�
� max f� (Bj) ; � (Pl)g � ; 1 � j � n; j 6= l:

En appliquant le Lemme 2.1.1, pout tout " > 0;

0 < 2" < min f1; k + 1� �; k � ; a� cg ;

et le Lemme 2.1.2 à f(z), on conclut qu�il existe un ensemble E4 � [1;+1[ de mesure
logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E4 [ [0; 1] ; nous avons����f(z + Cj)f(z + Cl)

���� � exp�r��1+"	 ; 1 � j � n+m; j 6= l; (2.1.14)

et ����Bj(z)Pl(z)

���� � exp�r+"	 : (2.1.15)

En vertu de (2:1:2) et (2:1:4), on trouve

� exp
�
alkz

k
	
=

X
j2I�flg

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkz

k
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�

+
X
j =2I

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkz

k
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�

+
n+mX
j=n+1

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

Bj(z)

Pl(z)
+ exp f�h�l (z)g

Ql(z)

Pl(z)
;

d�où

��� exp�alkzk	�� =
������
X

j2I�flg

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkz

k
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�

+
X
j =2I

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

�
Pj(z)

Pl(z)
exp

�
ajkz

k
	
exp

�
h�j(z)

	
+
Qj(z)

Pl(z)

�

+
n+mX
j=n+1

exp f�h�l (z)g
f(z + Cj)

f(z + Cl)

Bj(z)

Pl(z)
+ exp f�h�l (z)g

Ql(z)

Pl(z)

����� : (2.1.16)

Soit z = r exp fi�g ; où r =2 E1 [ E2 [ E3 [ E4 [ [0; 1] : En remplaçant de (2:1:5) à (2:1:10),
(2:1:14) et (2:1:15) dans (2:1:16) on obtient
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exp jalkj rk �
X

j2I�flg

exp
�
rk�1+" + r��1+" + r�+"

	 �
exp

�
a cos (k� + �j) r

k + rk�1+"
	
+ 1
�

+
X
j =2I

exp
�
rk�1+" + r��1+" + r�+"

	 �
exp

�
(b+ ")rk + 2rk�1+"

	
+ 1
�

+
n+mX
j=n+1

exp
�
rk�1+" + r��1+" + r+"

	
+ exp

�
rk�1+" + r�+"

	
exp

�
ark
	
� n exp

�
(c+ 2") rk + 2rk�1+� + r��1+� + r�+�

	
+m exp

�
r+� + r��1+� + rk�1+"

	
� n exp

�
(c+ 2") rk

	
+m exp

�
rk�1+" + r��1+" + r+"

	
:

On divise les deux côtés par exp
�
ark
	
et par passage à la limite pour r ! +1, on trouve

1 � 0; c�est une contradiction. Par conséquant, � (f) � k + 1 est vrai.

Exemple 2.1.1 Soit la fonction entière f(z) = exp fz2g solution de l�équation aux di¤érence

exp f�2izg f(z + i) + exp f2izg f(z � i)� 2 exp f�1g f(z) = 0:

On a � (exp f�2izg) = � (exp f2izg) = deg f�2izg = deg f2izg = 1 et

� (f) = �
�
exp

�
z2
	�
= deg

�
z2
	
= 2:

D�après le Théorème 2.1.3, on a

� (f) � max f� (Aj) : j = 2; 3g+ 1:

donc
� (f) = deg f�2izg+ 1 = deg f2izg+ 1 = 2:

Théorème 2.1.4 [5]Soient Aj(z); j = 1; :::; n des fonctions entières telles qu�il existe

au moins un coe¢ cient Aj fonction transcendante et Cj; j = 1; :::; n, des constantes distinctes.
Supposons que f(z) est une solution transcendante d�ordre �ni de l�équation au di¤érence
linéaire homogène (2:1:1) véri�ant

�(f) > max f� (Aj) ; 1 � j � ng+ 1;

alors
�(f) � �(f)� 1:

De plus, si n = 2, alors
�(f) = �(f):

Pour démontrer ce théorème, on a besoin des lemmes suivants.
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Lemme 2.1.3 [15] Supposons que f1; f2; :::; fn (n � 2) sont des fonctions méromorphes vé-
ri�ant les conditions suivantes :

i=
Pn

j=1Cjfj(z) � 0; avec Cj sont des constantes.
ii= fj(z) 6� 0 et fj

fk
6= cst pour 1 � j � k � n:

iii=
Pn

j=1

h
N(r; fj) +N

�
r; 1
fj

�i
= o

n
min1�j�k�n T

�
r;
fj
fk

�o
; r ! +1; r =2 E;

où E � [1;+1[ de mesure linéaire �nie ou de mesure logarithmique �nie.
Alors

Cj = 0; j = 1; :::; n:

Lemme 2.1.4 [15] Supposons que f1; f2; :::; fn; (n � 2) sont des fonctions méromorphes et
g1; g2; :::; gn sont des fonctions entières véri�ant les conditions suivants

i=
Pn

j=1 fj(z) exp fgj(z)g � 0:
ii=gj(z)� gk(z) n�est pas constante pour : 1 � j � k � n:
iii=Pour 1 � j � n; 1 � h � k � n;

T (r; fj) = o fT (r; exp fgh � gkg)g ; (r ! +1; r =2 E) ;

où E � [1;1[est de mesure linéaire �nie ou de mesure logarithmique �nie.
Alors

fj(z) � 0; (j = 1; :::; n) :
Preuve : [15] La condition (i) se traduit par

f1(z) exp fg1(z)g+ f2(z) exp fg2(z)g � 0:

Si fj(z) 6� 0; j = 1; 2, on prend f1(z) 6� 0, alors

exp fg1(z)� g2(z)g = �
f2(z)

f1(z)
:

D�après la condition (iii), on obtient

T (r; exp fg1(z)� g2(z)g) = T

�
r;
f2(z)

f1(z)

�
� T (r; f2) + T (r; f1) +O(1)

= o fT (r; exp fg1(z)� g2(z)g)g ;

alors fj(z) � 0; j = 1; 2: Contradiction avec f1(z) 6� 0: Donc le lemme est véri�é pour n = 2:
Maintenant on suppose que le lemme est vrai pour n � 2: Dans la suite, on démontre pour
(n + 1), on suppose que fj(z); gj(z); j = 1; :::; n + 1 véri�ent les conditions du Lemme 2.1.4
et que un fj(z) 6� 0; j = 1; :::; n+ 1: Si fj(z) � 0; j = 1; :::; n+ 1; on prend fn+1(z) � 0, alors
d�après l�identité

n+1X
j=1

fj(z) exp fgj(z)g � 0; (2.1.17)



2.1 Les résultats principaux 29

on trouve
nX
j=1

fj(z) exp fgj(z)g � 0:

Par conséquent fj(z)(j = 1; :::; n) véri�ent les conditions du lemme. D�après la supposition
du lemme est vrai pour n, donc fj(z) � 0; j = 1; :::; n et fj(z) � 0; j = 1; :::; n + 1 est
une contradiction avec la supposition au dessus. Donc fj(z) 6� 0; j = 1; :::; n + 1 par suite
fj(z) � 0; j = 1; :::; n + 1: Soit Fj(z) = fj(z) exp fgj(z)g et Cj = 1; j = 1; :::; n + 1: D�après
(2:1:17) on obtient

n+1X
j=1

CjFj(z) � 0

Évidement Fj(z) 6� 0; j = 1; :::; n+ 1; et il est simple de voir que

Fj(z)

Fk(z)
6= const; pour 1 � j � k � n+ 1:

Par ailleurs, on a

N(r; Fj) +N

�
r;
1

Fj

�
� N (r; fj) +N

�
r;
1

fj

�
� 2T (r; fj) +O(1)

= o fT (r; exp fgh � gkgg ; r ! +1; r =2 E: (2.1.18)

Pour j = 1; :::; n+ 1, 1 � h � k � n+ 1

Fh
Fk
=
fh
fk
exp fgh � gkg

on obtient

T (r; exp fgh � gkg) = T

�
r;
Fh
Fk

fk
fh

�
� T (r; fk) + T (r; fh) + T

�
r;
Fh
Fk

�
+O(1)

= o fT (r; exp fgh � gkg)g+ T
�
r;
Fh
Fk

�
+O(1)

= o fT (r; exp fgh � gkg)g+ T
�
r;
Fh
Fk

�
; r ! +1; r =2 E:

Donc

T (r; exp fgh � gkg) = O
�
T

�
r;
Fh
Fk

��
; r =2 E: (2.1.19)

D�après (2:1:18) et (2:1:19), on aura

N(r; Fj) +N

�
r;
1

Fj

�
= o

�
T

�
r;
Fh
Fk

��
; r ! +1; r =2 E:
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Pour j = 1; :::; n + 1; 1 � h � k � n + 1; Fj(z); (j = 1; :::; n + 1) véri�ent les conditions du
Lemme 2.1.3. Si Cj = 0 (j = 1; :::; n+ 1) c�est une contradiction avec Cj = 1:
Peuve du Théorème 2.1.4 : [5]
On suppose le contraire � (f) < � (f)� 1: Alors on peut réprésenter f par

f(z) = H(z) exp fh(z)g ; (2.1.20)

où H(z) 6� 0 est le produit canonique (ou polynômial) formé des zéros de f et

� (H) = � (H) = � (f) < � (f)� 1;

et
h(z) = akz

k + ak�1z
k�1 + :::+ a0; (2.1.21)

est un polynôme, ak 6= 0, ak�1; :::; a0 sont des constantes. En remplaçant (2:1:20) dans (2:1:1)
on obtient

An(z)H(z + Cn) exp fh(z + Cn)g+ :::+ A1(z)H(z + C1) exp fh(z + C1)g = 0 (2.1.22)

où
� (f) < � (f)� 1

d�où
� (f) > � (f) + 1;

donc � (f) = k � 2: Comme deg h(z) = k � 2; en remplaçant (2:1:21) dans (2:1:22) on
conclut que

AnH(z+Cn) exp
�
kakCnz

k�1 + :::
	
+ :::+A1H(z+C1) exp

�
kakC1z

k�1 + :::
	
= 0: (2.1.23)

Comme � (f) > max f�(Aj) : 1 � j � ng + 1 et Cj; j = 1; :::; n sont distincts, on sait que
pour j 6= s; 1 � j < s � n: On divise l�équation (2:1:22) par exp fh(z + Cs)g ; on obtient

An (z)H(z + Cn) exp fh(z + Cn)� h(z + Cs)g+ :::

+A1 (z)H(z + C1) exp fh(z + C1)� h(z + Cs)g = 0;
et d�après la formule (2:1:21) ; on trouve

An (z)H(z + Cn) exp
�
kak(Cn � Cs)zk�1 + :::

	
+ :::

+A1 (z)H(z + C1) exp
�
kak(Cn � C1)zk�1 + :::

	
= 0:

Alors
�
�
exp

�
kak(Cj � Cs)zk�1 + :::+ a0

	�
= k � 1;

est d�ordre régulier
� (Aj) < k � 1; (j = 1; :::; n);
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et
� (H) < k � 1;

on obtient pour 1 � j � n; 1 � s < d � n:

T (r; Aj (z)H(z + Cj)) = o
�
T (r; exp

�
kak(Cd � Cs)zk�1 + :::+ a0

		
: (2.1.24)

D�après le Lemme 2.1.4 et (2:1:23), (2:1:24) on trouve

Aj (z)H(z + Cj) � 0; j = 1; :::; n:

Contradiction avec la supposition qu�il existe un Aj fonction transcendante, donc

� (f) � � (f)� 1:

Pour n = 2: On suppose que � (f) < � (f) : En utilisant une méthode similaire à ci-dessus on
obtient

A2(z)H(z + C2) exp fh(z + C2)g+ A1(z)H(z + C1) exp fh(z + C1)g = 0
d�où

� A1(z) = A2(z)
H(z + C2)

H(z + C1)
exp fh(z + C2)� h(z + C1)g

= A2(z)
H(z + C2)

H(z + C1)
exp

�
kak(C2 � C1)zk�1 + :::

	
: (2.1.25)

Par Aj (z) 6� 0; j = 1; 2; et (2:1:25) on a A1 6� 0 on obtient

� A1(z) exp�
�
kak(C2 � C1)zk�1 + :::

	
= A2(z)

H(z + C2)

H(z + C1)
: (2.1.26)

D�après le Lemme 2.1.2 la propriétés (1) et (2:1:26) pour tout " > 0 véri�ent 0 < 2" < � (f)
�� (f) on trouve

T
�
r;�A1(z) exp�

�
kak(C2 � C1)zk�1 + :::

	�
= T

�
r; A2(z)

H(z + C2)

H(z + C1)

�
d�où

m
�
r;�A1(z) exp�

�
kak(C2 � C1)zk�1 + :::

	�
= m

�
r; A2(z)

H(z + C2)

H(z + C1)

�
� m(r; A2(z)) +m

�
r;
H(z + C2)

H(z + C1)

�
� m(r; A2(z)) +O

�
r�(H)�1+"

�
:

et max f� (A1) ; � (A2)g < k � 1 , k = � (f) > � (H) + ": C�est une contradiction. Donc
� (f) = � (f) pour n = 2:



2.1 Les résultats principaux 32

Théorème 2.1.5 [5]Soient F (z); Aj(z); j = 1; :::; n des fonctions entières telles que

F (z)An(z) 6� 0, et soit Ck; k = 1; :::; n des constantes distinctes. Supposons que f(z) est une
solution entière d�ordre �ni de l�équation au di¤érence linéaire non homogène

An(z)f(z + Cn) + An�1f(z + Cn�1) + :::+ A1(z)f(z + C1) = F (z): (2.1.27)

Si
�(f) > max f�(F ); � (Aj) ; 1 � j � ng ;

alors
�(f) = �(f):

Preuve : [5] On suppose que � (f) < � (f) = k: On utilise la même méthode de la preuve
du Théorème 2.1.4, on trouve (2:1:20) et (2:1:21) où � (H) = � (H) = � (f) < � (f) = k: En
remplaçant (2:1:20) et (2:1:21) dans (2:1:27) on obtient

An (z)H(z + Cn) exp
�
kakCnz

k�1 + :::
	
+ :::+ A1 (z)H(z + C1) exp

�
kakC1z

k�1 + :::
	

= F (z) exp�
�
akz

k + ak�1z
k�1	

Puisque max f� (F ) ; � (Aj) : j = 1; :::; ng < � (f) = k et � (H) < k, on obtient

�
�
An(z)H(z + Cn) exp

�
kakCnz

k�1 + :::
	

+:::+ A1(z)H(z + C1) exp
�
kakC1z

k�1 + :::
	�
< k

mais
�
�
F (z) exp�

�
akz

k + ak�1z
k�1	� = k:

C�est une contradiction, donc
� (f) = � (f) :

Exemple 2.1.2 Soit la fonction entière f(z) = exp fz2g � z solution de l�équation au di¤é-
rence

f(z + 1)� exp f2z + 1g f(z) = z exp f2z + 1g � (z + 1):

On a � (f) = deg fz2g = 2 , F (z) = z exp f2z + 1g � (z + 1); alors �(F ) = deg f2z + 1g = 1;
et �(A1) = �(1) = 0; �(A0) = �(exp f2z + 1g) = 1; donc

�(f) > maxf�(F ); �(A0); �(A1)g

alors d�après le Théorème 2.1.5
�(f) = �(f) = 2:
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Théorème 2.1.6 [6] Soit Cj; j = 1; :::; n des constantes distinctes et soit Aj(z) 6� 0;

j = 1; :::; n des fonctions entières d�ordre �ni. Supposons que f(z) est une solution entière de
l�équation (2:1:1) d�ordre �ni telle que

�(f) > max f�(Aj); 1 � j � ng+ 1;

alors f(z) prend toute valeur �nie d in�niment de fois et

�(f � d) = �(f):

Preuve : [6] Considérons les deux cas suivants
Case1 : d = 0: On suppose que �(f) < �(f): Alors f(z) peut être répresenté par (2:1:20) on
trouve

�(H) = �(H) = �(f) < �(f):

et (2:1:21) pour k 2 N+ satisfait k = �(f) > �(f). En remplaçent (2:1:20) dans (2:1:1), on
obtient (2:1:22) et on divise par exp fh(z + C1)g, on aura

An(z)H(z + Cn) exp fh(z + Cn)� h(z + C1)g

+ :::+ A1(z)H(z + C1) = 0: (2.1.28)

Puisque
� (f) > max f� (Aj) : 1 � j � ng+ 1;

on conclut que deg h(z) = k � 2: En vertu de (2:1:21), on obtient

h(z + Cj)� h(z + C1) = kak(Cj � C1)zk�1 + h�j(z); (2.1.29)

où h�jsont des polynômes avec deg h
�
j � k � 2; j = 2; :::; n: Fixons

I =

�
i : jCi � C1j = max

2�j�n
jCj � C1j

�
:

Dans ce qui suit, on considère deux cas
Cas1.1 : I contient exactement un terme. Sans perte de généralité, supposons que I = fng:
D�après �(Aj) < �(f)� 1 = k � 1; j = 1; :::; n; et (2:1:29), on trouve

� (Aj exp fh(z + Cj)� h(z + C1)g) = deg (h(z + Cj)� h(z + C1)) = k � 1; j = 2; :::; n:

D�après la dé�nition de I et I = fng; on conclut que dans l�équation (2:1:28),

� (An exp fh(z + Cn)� h(z + C1)g) > � (Aj exp fh(z + Cj)� h(z + C1)g) ; j = 2; :::; n

d�où
k jak (Cn � C1)j > k jak (Cj � C1)j ; j = 2; :::; n� 1:

Par conséquent, en appliquant le Théorème 2.1.2 à l�équation (2:1:28), on obtient

� (H) � (k � 1) + 1 = � (f) :
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Ainsi, on arrive à une contradiction. Donc � (f) = � (f) :
Cas1.2 : I contient plus d�un terme. Sans perte de généralité, on peut supposer que

I = fs; s+ 1; :::; ng ; 2 � s � n:

Fixons
ak = jakj exp i�0; �j = arg(Cj � C1); j = s; :::; n:

Il découle de la dé�nition de I que

jCj � C1j < jCn � C1j ; j = 1; :::; s� 1;
jCj � C1j = jCn � C1j ; j = s; :::; n:

Puisque Cj et �j sont des constantes distinctes, nous pouvons choisir � 2 [0; 2�) tel que

cos ((k � 1) � + �0 + �n) = 1: (2.1.30)

Pour �j 6= �n; j = s; :::; n� 1, et (2:1:30) on conclut que

cos ((k � 1) � + �0 + �j) < 1; j = s; :::; n� 1: (2.1.31)

On note

a = jak (Cn � C1)j ; � = max
1�j�n

fjak(Cj � C1)jg ;

b = max
s�j�n�1

fa cos ((k � 1) � + �0 + �j) ; �g ; � = max
1�j�n

f�(Aj); �(f); k � 2g :(2.1.32)

Évidement,
� < a; b < a; � < k � 1: (2.1.33)

Par le Lemme 2.1.1 pour tout "; 0 < " < min fk � 1� �; 1g ; il existe un ensemble
E1 � [1;+1[ de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satisfaisant
jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on peut écrire����Aj(z)An(z)

���� � exp�r�+"	 ; j = 1; :::; n� 1: (2.1.34)

On sait que les deux exp
�
�h�j

	
et exp

�
h�j � h�n

	
sont d�ordre régulier inférieur à k� 2 � �:

Pour z assez grand jzj = r, on trouve

jexp f�h�ngj � exp
�
r�+"

	
;
��exp�h�j � h�n	�� � exp�r�+"	 ; j = 2; :::; n: (2.1.35)

En appliquant le Lemme 2.1.2 à H(z), on conclut qu�il existe un ensemble E2 � [1;+1[ de
mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2; on obtient����H(z + Cj)H(z + Cn)

���� � exp�r�+"	 ; j = 1; :::; n� 1: (2.1.36)
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D�après (2:1:28) ; on aura

� exp
�
kak(Cn � C1)zk�1

	
=

n�1X
j=s

Aj
An

H(z + Cj)

H(z + Cn)
exp

�
h�j � h�n

	
exp

�
kak(Cj � C1)zk�1

	
+

s�1X
j=2

Aj
An

H(z + Cj)

H(z + Cn)
exp

�
h�j � h�n

	
exp

�
kak(Cj � C1)zk�1

	

+
A1
An

H(z + C1)

H(z + Cn)
exp f�h�ng : (2.1.37)

On prend z = r exp i�, où r =2 [0; 1] [ E1 [ E2: En remplaçant de (2:1:30) à (2:1:36) dans
(2:1:37) ; on trouve

exp
�
kark�1

	
� (n� 2) exp

�
3r�+"

	
exp

�
kbrk�1

	
+ exp

�
3r�+"

	
� (n� 1) exp

�
kbrk�1 + 3r�+"

	
:

Ainsi

1 � (n� 1) exp
�
3r�+" + kbrk�1 � kark�1

	
:

Par passage à la limite quand r ! +1; et d�après (2:1:33), on trouve

1 � 0:

C�est une contradiction. Donc
�(f) = �(f):

Cas 2 : d 6= 0: On dé�nit
g(z) = f(z)� d:

d�où
f(z) = g(z) + d (2.1.38)

et
�(g) = �(f) > max f�(Aj) : 1 � j � ng+ 1: (2.1.39)

En remplaçant (2:1:38) dans (2:1:1), on obtient

An(z)g(z + Cn) + :::+ A1(z)g(z + C1) = �d (An(z) + :::+ A1(z)) : (2.1.40)

Si An(z) + :::+ A1(z) 6� 0, en vertu de (2:1:39), (2:1:40) et le Théorème 2.1.5, on obtient

� (g) = � (g) ;

c�est-à-dire
� (f � d) = � (f) :

Si An(z) + :::+ A1(z) � 0, alors g(z) est une solution entière de l�équation au di¤érence
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An(z)g(z + Cn) + :::+ A1(z)g(z + C1) = 0:

D�après (2:1:39) et le Cas 1 considéré ci-dessus, on conclut que

� (g) = � (g) ;

c�est à dire
� (f � d) = � (f) :

L�analyse des Cas 1 et 2 démontre que f(z) prend chaque valeur �nie d in�niment de fois et

� (f � d) = � (f) :

Exemple 2.1.3 La fonction f(z) = exp fz2g satisfait l�équation linéaire au di¤érence

f(z + 1)� exp f2z + 1g f(z) = 0:

Évidement, A1 (z) � � exp f2z + 1g et A2 (z) � 1, on remarque que d�après l�exemple 2.1.1

� (f) = 2;

� (A1 (z)) = deg (2z + 1) = 1 et � (A2 (z)) = 0 et

� (f) = max f� (Aj) : j = 1; 2g+ 1 = 1 + 1 = 2:

mais �(f) = 0 < � (f) car (N(r; f) � 0) :
Cette exemple montre que la condition du Théorème 2.1.6, c�est-à-dire

� (f) > max f� (Aj) : 1 � j � ng+ 1;

ne peut pas être a¤aibli.

Corollaire 2.1.3 [6] Sous les conditions du Théoème 2.1.6, pour toute fonction entière
'(z) 6� 0 satisfaisant

� (') < �(f);

nous avons
�(f � ') = �(f):

Corollaire 2.1.4 [6] Soit h1(z) et h2(z) des polynômes tels que

h1(z) = anz
n + an�1z

n�1 + :::+ a0

et
h2(z) = bnz

n + bn�1z
n�1 + :::+ b0;

où anbn 6= 0, soit Aj(z) 6� 0; j = 0; 1; 2 des fonctions entières d�ordre inférieur à max fn;mg
et soit Ck; k = 1; 2 des constantes non nulles distinctes telles que C2an � C1bm 6= 0, pour
n = m: Si f(z) 6� 0 est une solution entière d�ordre �ni de l�équation 2.1.3, alors

�(f) = �(f) � max fn;mg+ 1:



Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que n � m. D�après le Corollaire 2.1.2,
on sait que � (f) � n+ 1:
Si � (f) > n + 1; alors par le Théorème 2.1.6, � (f) = � (f) : Donc, on peut supposer que
� (f) = n + 1: Supppose que � (f) < � (f) ; alors f(z) peut être réprésenté par (2:1:20) où
H (z) 6� 0 est le produit canonique ou polynômial formé des zéros de f tel que

� (H) = � (H) = � (f) < � (f) = n+ 1:

et
h(z) = dn+1z

n+1 + dnz
n + :::+ d0 (2.1.41)

est un polynôme, dn+1 6= 0; dn; :::; d0 sont des constantes. En remplaçant (2:1:20), (2:1:41)
dans (2:1:2) et en divisant par exp fh(z)g ; on obtient

A2 (z) exp fh(z + C2)� h(z) + h2(z)gH(z + C2)
+ A1 (z) exp fh(z + C1)� h(z) + h1(z)gH(z + C1) + A0 (z)H(z) = 0: (2.1.42)

En vertu de (2:1:41), on peut écrire

h(z + C1)� h(z) + h1(z) = ((n+ 1)C1dn+1 + an) z
n + h�1(z);

h(z + C2)� h(z) + h2(z) = (n+ 1)C2dn+1z
n + bmz

m + h�2(z); (2.1.43)

où h�1(z) et h
�
2(z) sont des polynômes de degré inférieur à n� 1:

On considère les deux cas suivants
Cas1 : n > m: Si (n+ 1)C2dn+1 6= 0; on peut écrire

deg (h(z + C2)� h(z) + h2(z)) = n � deg (h(z + C1)� h(z) + h1(z)) :
En combinant cela avec (2:1:42) et le Corollaire 2.1.2, on obtient � (g) � n + 1: C�est une
contradiction. Donc

� (f) = � (f) = n+ 1:

Cas2 : n = m: Si (n+ 1)C1dn+1 + an 6= 0, alors il résulte de (2:1:43) que
deg h(z + C1)� h(z) + h1(z) = n � deg (h(z + C2)� h(z) + h2(z)) :

En combinant ceci avec (2:1:40) et le Corollaire 2.1.2, on conclut que

� (H) � n+ 1 = � (f) :
C�est une contradiction. Donc

� (f) = � (f) = n+ 1:

Si (n+ 1)C1dn+1 + an = 0, alors pour C1 6= 0, on trouve

(n+ 1)C2dn+1 + bm = �
an
C1
C2 + bm =

C1bm � C2an
C1

6= 0:

Par conséquent,

deg (h(z + C2)� h(z) + h2(z)) = n > deg (h(z + C1)� h(z) + h1(z)) ;
avec (2:1:42) et le Corollaire 2.1.2, nous avons � (g) � n + 1; c�est une contradiction. Ainsi,
� (f) = � (f) = n+ 1:
L�example 2.1.1 montre que la condition 2an�C1bn 6= 0 pour n = m dans le Corollaire 2.1.4
ne peut pas être a¤aibli.
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CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et l�oscillation des solutions méromorphes des
équations aux di¤érences linéaires homogènes et non homogènes dont les coe¢ cients sont des
fonctions entières [2] ; [9] ; [10] ; [13] :
Dans ce mémoire on a traité quelques résultats dus à Chen et Lan concernant les équations
aux di¤érences de la forme

An(z)f(z + Cn) + An�1(z)f(z + Cn�1) + :::+ A1(z)f(z + C1) = 0

et
An(z)f(z + Cn) + An�1(z)f(z + Cn�1) + :::+ A1(z)f(z + C1) = F (z);

où Aj(j = 1; :::; n); F sont des fonctions entières, dans le cas où il n�existe aucun coe¢ cient
dominant, et on a donné une certaine relation entre l�ordre de croissance et l�exposant de
convergence.
Finalement, la question qui se pose : est-ce qu�on peut généraliser les résultats des théorèmes
précédents si on ajoute le coe¢ cient A0 dans les équations (2:1:1), (2:1:2) et (2:1:27) ?
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