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INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par R. Nevan-
linna est un outil tres important pour étudier I'oscillation et la croissance des solutions des
équations aux différences linéaires homogenes et non homogenes de la forme

An(2)f(z+Ch) + A1 (2) f(z+ Crg) + . + Ao(2) f(2) =0

et
A(2)f(z+Ch) + Ana(2) f(z + Cosr) + ..+ Ao(2) f(2) = F(2),

telles que A;(z) sont des fonctions entieres et C; sont des constantes avec j = 0, ..., n.
Récemment, beaucoup des mathématiciens se sont intéressés a ces équations. Chen a étudié
les problémes de 'oscillation complexe pour I’ensemble des solutions des équations et a obtenu
certaines relation entre l'ordre de croissance et 1’exposant de convergence. Puis, Chiang et
Feng ont étudié la croissance des solutions méromorphes dans le cas ou il n’existe qu'un
seul coefficient dominant avec 'ordre maximal, aprés Laine et Yang dans le cas ou il existe
plusieurs coefficients ayant un ordre maximal parmi lesquels il existe un coefficient ayant un
type maximal.

Ce mémoire est composé d’une introduction et deux chapitres. Dans la premier chapitre, on
va donner des notions fondamentales de la théorie de R. Nevanlinna, et on présentera les
définitions et les théorémes auxiliaires qui nous aident & démontrer les résultats du deuxiéme
chapitre. Dans le deuxiéme chapitre on va donner les résultats principaux avec les démons-
trations et des exemples sur les proprietés des solutions méromorphes des équations aux
différences linéaires.



Chapitre 1

Quelques notions de base de la théorie
de R. Nevanlinna

On va citer quelques définitions, notations de base et les résultats principaux de la théorie de
R.Nevanlinna sur les fonctions méromorphes qu’on aura besoin par la suite, voir [12], [14].

1.1 Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

1.1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 [14] (Formule De Jensen )

Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) # 0, 00; a1, as, ... ses zéros (respectivement by,
by, ... ses poles), chacun des zéros étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

In|f(0)] = /1n|frexpw|dg0+21n——21

lbj|<r el laj|<r

Preuve : On démontre le théoreme dans le cas ot f n’admet ni zéros ni poles sur le cercle
|z| = 7. Considérons la fonction

o) =16 TT 2= 11 -

laj|<r @ [bj|<r T(Z N bj
(1.1.1)
On a g # 0,00, dans le disque |z| < r . Donc Ing(z) est analytique dans le disque |z| < r
et par suite la partie réelle Re(Ing(z)) = In|g(z)| est une fonction harmonique. D’apres la
formule de la moyenne des fonctions harmoniques, on a

1

2T
In |g(0)] = %/0 In | g(r exp )| do. (1.1.2)
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D’autre part

9 = 1O TT =1/ T] =

—a; —0j

laj|<r [bj|<r
O e
B H\bj\<r |l:7
D’ou
In|g(0)] =1In|f(0)| + Z lnﬁ— Z lnﬁ. (1.1.3)
laj|<r / [bj|<r J

Soit z = rexp {ip} . Pour tout a; et tout b;, on a

r?—a;z |  |r?—arexpfip}| |r—a;exp {ip}
r(z — a;) N r(rexpip — a;) N rexp {ip} —a;
|respiig} -
—= — ]_
oxp (i} | "o )=
et _ _
r? —biz r? — b;rexp {ip}

=1

r(z —b;)
Donc pour |z| =r (z =rexp{ip})

r(rexp{ip} — b))

lg(rexp{ip})| = |f(rexp{ip}) H :(rgxfzj;(fiiij}) / H :(T;Xl;])?jj}) {_ZSZJ})

laj|<r lbj|<
= |f(rexp{ip})| (1.1.4)
En remplagant ((1.1.3)) et (1.1.4]) dans (1.1.1)), on aura
T r e ,
[fO)]+ Y ==Y Ip—=o- [ In|f(rep{ip})|dy
|a; [bj| 27 Jg

laj|<r [bj|<r
D’ou
Lo | , ,
1n|f(0)|:% In|f(rexp{ip})|dp + Zlnm— Zln—.
0 lbj|<r !
Définition 1.1.1 [14]

Pour tout réel z > 0, on définit

Inz;si x>1

L _
In x—max(lnwao)—{ 0;si0<z<1.
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Lemme 1.1.1 ([1],[14]) On a les propriétés suivantes

a/ Inx <In*z.
b/ Intx <Inty (0 <z <y).

1
¢/ mr=In"z—In" —.
x

1
d/ lnz| ="z +In" =,
x
e/ In" (Hx]> < Zln+ ;.
=1 j=1

f/ ln+2xj < Zln+xj +Inn.
j=1 j=1

Preuve
a/ et b/ sont évidentes on montre ¢/, d/, e/, et f/.
¢/lnz=In"z—In"1 Ona

1 1
In"z —In" = = max(Inz,0) — max(ln =, 0)
T T

1
= max(Inz, 0) + min(—1n —,0)
x

= max(Inz,0) + min(Inz,0) = Inz.

d/ Inz|=In"z+In" 1 Ona

1 1
In"z+In* — = max(lnz,0)+ max(ln —,0)
T T

= max(lnz,0) + max(—Inz,0)

= max(Inz,0) — min(lnz,0) = [lnz|.

n
e/ In* (H;;l xj) < X:IIPL zj. Si [[j_; 7; < 1,l'inégalité est triviale. Si [[7_, z; > 1,on a
j=1

In™ (ﬁ@) =In <ﬁxj) = ” Inz; < ilrﬁ Tj.
j=1 j=1 j=1

J=1
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[/ 370wy <370 InT a4 Inn. D’apres b/ et ¢/, on a

n
In* ij < In" [ n max zj | < In" max xj+Inn
1<j<n 1<j<n
j=1
n
< Zln+a:j + Inn.
j=1

Définition 1.1.2 [14] (Fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n(t,a, f ) le nombre des zéros de 'équation f(z) = a dans le
disque |z| <t (chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité), et par n(t, 0o, f) le
nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < ¢, (chaque pole étant compté avec son
ordre de multiplicité). On définit la fonction a—points de f par

N(r,a, f) :N(T’fia) :/Orn(t’a’ﬁ;n(o’a’f)dt—l—n((),a,f)lnr,f;‘éae(C,

Tn(t,OO,f)—TL(O,OO,f)
t

N(r,00, f) = N(r, f) :/0 dt +n(0, 00, f)Inr.

N(r,a, f) est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < r. De

méme on définit la fonction a—points distincts par

N(r,a,f)zﬁ(r, L ):/Tﬁ(t’a’f)_ﬁ(o’a’f)dtJrﬁ(O,a,f)lnr,f?éaeC,
f—a 0 t

et

N(r,00,f) = N(r, f) = / oD Z 0200 gy 4 (0,00, £yt

0 t

ou ni(t,a, f), désigne le nombre des zéros distincts de I'équation f(z) = a et 7(t, 00, f) des
poles distincts de la fonction f dans le disque |z| < ¢.

Exemple 1.1.1 Soit la fonction f(z) = %, a € C*, on calcule la fonction a—points. On
a z =0 un pole simple. Alors

N(T,f) _ /OTn(t’w’f);n(()’OO’f)dthn(O,OO,f)lnT

"1-1
= / ——dt+Inr=1Inr.
0 t
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Lemme 1.1.2 ([1],[14]) Soit f une fonction méromorphe avec a—points ay, a,...,qy, tels
e:0<|ay| <|ag| < ... <|ay| <. Alors

"n(t,a, f) ., ["n(ta f)—nlta f), r
/o—t dt_/o : dt= 3

Preuve : On pose : |o;| =r;(j = 1,...,m), alors

r r
Z ln|— = Zlnr—

« -
0<|oy|<r il j=1 J

2 3 m—1 m

T2 T3 T4 T'm T

1 \T2 3 T'm—1 T'm
= In (2) +2In (E) +3In <E> +..+(m—-1)In < Im ) +mln (L)

r3 T"m—1 Tm
72 Tm dt Toodt "n(t
- / / 2—+ +/ (m—l)—+/ m—:/wdt
T —1 4 Tm t 0 t

Proposition 1.1.1 [14] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent
autour de [’origine

—+00

z):chzj ,(em #0,m € Z, ¢, € CY).

j=m

Alors

27
In|c,| = %/0 In|f(rexpip)|dp+ N (r,f) — N <r, %) .

Définition 1.1.3 [14] (Fonction de Proximité) Soit f une fonction méromorphe. On définit
la fonction de proximité de f par

1 1 [ 1
m|r,—— ) =m(r,a, f) = — In" , do ,
(i) mmian =5 [ W e
si fZaeCet

1 2m
miroe,f) = mr. f) = 5= [ |f(rexpig)| e

Exemple 1.1.2 D’aprés L’exemple 1.1.1, on calcule la fonction de Proximité de Nevanlinna.

Alors

1 [ :
m(r,f) = %/0 In* | f (re’)| de
2

1 are'?

= — In" — | dp
2r Jo revw
la|r  Inr

T 9
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Définition 1.1.4 [14] (Fonction caractéristique) Soit f une fonction méromorphe. Alors la
fonction caractéristique de R.

Nevanlinna de f définie par

T(r, f) =m(r, f) + N(r, f).

Exemple 1.1.3 Soit f(z) = exp(—z2). On an(r, f) =0, car f n’admet pas des poles, donc

N(r, f)=0.
et
1 2m
+ .
m(r,f) = 5 | WT[f(rexpip)|dy
T Jo
1 2m
= % In™ |exp(—rexpiy)| dp
1 27
= — In* (exp(—r cos p))dyp
2w Jo
1 [7
= — In(exp(—rcos ¢))de
21 J=
377\'
”
= —L/ cos pdp = —.
2w z s
Donc

T(r, f) = m(r.f) + N(r. f) = =.

Lemme 1.1.3 [14] Pour tout a € C, on a

1 27
— In|a — expip|dp =1n" |al .
21 Jo
De plus, on a I'inégalité
1 27
— In|a — exp {ip}||dp < In* |a] +21n 2.
2m Jo
Proposition 1.1.2 ([1],[14]) Soient fi, fo, ..., fn des fonctions méromorphes. Alors on a

les propriétés suivantes

T ) <D T )

j=1 =1
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n

2/ T(T,ij) < ZT(T, f;) +1nn.

Jj=1

3/ T(r,f")=nT(r,f) (n€N).
4/ T(ryaf)=T(r,f)+0O(1), (a€C").

5/ T(r,f+a)=T(r,f)+0(1), (acC).

af +b
cf+d

6/T<r, ):T(r,f)+0(1), (ad—cb;«éo, f%%)

Preuve :
n

1/ T(TUHfj) < ZT(T, f;), on a

Lt [T rexp {ioh) | i

m (T, 11 fj) = 5[ W'
j=1 0 =
2r N

1
o= > 5o (i)l

IN

n 2 n
= ) %/0 I | f(rexp {ig})| dp = Y m(r, f;).
=1 i=t

Si 2z est un pole d’ordre \; > 0 pour la fonction f;, alors il est un pole d’ordre égal au plus

> j—1 Aj pour la fonction H ;- Donc

j=1
N (r,Hfg) SN g
j=1 j=1
ainsi

) -+ (80) <

n

Zm(rvfj) +ZN<r7 fj)

j=1

IN

n n

= S (m@ )+ N £) =D T fp).

J=1 Jj=1
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2/ T(r ij < T(r, f;) + Inn. D’aprés le Lemme 1.2.1 on a

=
1 2m
m |7, Z il = o i In*
j=1 —
1 2m n
%/ Zln+|fj (rexp {ip})|+1Inn | dp
o\

n 1 2w '
= o [ Wl e bl e+ i
j=1 0

 (rexp {ip})| d

IN

= Zm(r, fj) +Inn.
j=1

Si 2 est un pole d’ordre A; > 0 pour la fonction f;, alors il est un pole d’ordre égal au plus
max;<j<n Aj < D7y Aj pour la fonction Y77, f;, donc

N(r,ij) sZw £3)

T(r,ifj) = m(r,ij})%-]\/'(r,ifj)
Zm r, f;) —i—lnn—i—Z;N(r

n

Ainsi

IA

< Z(m(rvfj>+N<T7fj)+lnn)
=1
= ZT r, ;) +Inn.

3/ T(r,f*)=nT(r,f) (neN).Si |f”| > 1, alors
/M >1e[ff>1

T(r ") = m(r, f*)+N(r ")

2

_ QL In* | (r exp {ip})| do + nN(r, f)
T Jo
27
- % In|f (rexp{ip})|de+ nN(r, f)
0

_ n(% / ”m*\f(rexp{w}>rdso+fv<r,f>)
()4 N (5 ) =T (1)
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Si |f| <1, alors
T f")y = m(r, f")+ N (r, f)
1 27
= 5 [ W Ceipldo N )
= 0+nN(r,f)=n(m(r,f)+ N(r, ) =nT(r, f).

4/ T(ryaf)=T(r, f)+ O(1)

1 2 . '
m(r,af) —m(r, f) = %/ (In™ |af (rexpip)| —In" | f (rexpiy)|) de
0
D’aprés le Lemme 1.2.1 on a
1

2 / W (In* [af (rexp {ig})| — In" | f (rexp {ip})|) de

m(raf) = mr ) = |5 [

2
< % 0 In™ |af (rexp {ip})] —In" |f (rexp {ig})|] dyp
S 1 [* |af (rexp {ip}) ‘ do = |In|a|] .

o Jo o |1f (rexp {ig})]

Donc
m(r,af) =m(r, f) + O(1).
Il est clair que
N(r,af)= N(r, f).
Alors
T(r,af) =T(r, f)+OQ).
5/ T(r, f+a)=T(r, f) + O(1). De la méme méthode on a

m(r, f +a) —m(r, f)] = '— [I0* £ (rexp {ig}) + a| — In* | £(r exp {ip})]] dp
< o |1n+ | f(rexp{iv}) + al —In™ [ f(rexp {iv})|| dp
< 1 ZW (lrfr la| + In 2) do <In"|a] +1n2.

2m Jo

Donc
m(r, f+a) =m(r, f) + O(1).
Il est évident que
N(r,f+a)=N(rf).
D’ou
T(r,f+a)=T(r, f)+0O(1).
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6/ T(r,g) =T(r,f) +O(1). On a

af +b

cf +d

cgf +dg=af +b

flcg —a)=—dg+0b
—dg+b

f:

cg—a

roeo

Dong, il suffit de montrer que
T(r,g) <T(r.f)+0O().

Si c =0, alors

T(r,g) = T(h afjb>

< T(T,§)+T(T,f)+T(T,g>+1H2
< ln+‘§‘+T(r,f)+ln+ g'—l—an
= T(r f)+0().
Sic # 0, alors
af +b
B cf +d
_af+b
Coe(f+9)
ol frp-u
- o(f +9)
_ g_i_bc—aal>< 1 .
c c2 f—|—%
Donc
a bc—ad 1
T(r,g) = T<7“,E+ > xf—i—%l)

IN

a bc — ad 1
T(T,E>+T(T’, 02 )—{—T(T,ng)—Fan
d
= T(r,f+z> +0(1)
d
E‘ +ln2+0(1)

= T(r,f)+0Q).

< T(r,f)+In"
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Exemple 1.1.4 Soit f(z) = 2223 - Ajors

T bexp{z}+T7"°
B 2exp{z}+3
) =7 <T’ Sexp{z} + 7)
= T(r,expz)+ O(1)
= % +0(1).

1.1.2 Premier théoreme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.2 [14] Soient a € C et f une fonction méromorphe avec le développement de
Laurent de f — a autour de l'origine

“+o00

f(z)—a= ZOij, Cp #0, m e Z.
j=m
Alors |
T ( — ) —T(r, f) — 0 |Cl + (1, ).
ou
lo(r,a)| <In"|a| +1n2.
Preuve :

1/ Si a = 0, alors d’aprés la Proposition 1.1.1 et le Lemme 1.1.1, (c) on a

Gl = 5= [ Wlf (rexp gDl o+ NG ) - N (1)
= 5 [ W entilde - 5 [ e N ) - N (15
= m(r,f)—m (r,%) + N(r, f)— N <r,%>
1
= T(r,f)=T (T, ?> )
Donc
T (7‘, %) — T f) = |Cyl, (r,0) =0, (1.1.5)

2/0n montre le cas général a # 0, posons h = f — a. Alors

1 1
v() = (),

N(r,h) = N(r,f)
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et

De plus
In* |h| =In" |f —a] <In"|f| +In" |a| +1In2
In* |fl=In"|f —a+a| =In" |h+a| <InT|f] +In" |a| + In2.
En intégrant ces deux inégalités par rapport a ¢
1 2 1 2m
o | W hresp {ighldo < o [ In® |f(rexp ioD] dp -+ In” ol + Inz,
2 0 27 0

et 1 27 1 2T
—/ In* | f(rexp {ip})|dp < —/ In* |h(rexp {ip})| dp +In™ |a] + In2.
27T 0 27T 0

On trouve que

m(r,h) < m(r, f) +1n* o] +In2,

m(r, f) <m(r,h) +1In" |a| + In2.
On pose

o(r,a) = m(r,h) —m(r, f).

Alors
lo(r,a)] < In™|al +1n2.

En appliquant la formule ((1.1.5)) pour h, on aura

T(r,%) — T(rh)—In|C,|
h)

= m(r,h)+ N(r,h) —In|C,,|
= m(r,[)+ N(r, )+ ¢(r,a) — In|Cy|
= T(r,f)+¢(r,a) —In|Cp|.

Théoréme 1.1.3 [14] Soit f une fonction méromorphe. Alors Pour tout a € C

T (r, ﬁ) =T(r, f)+0(Q1), r— 4.
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Théoréme 1.1.4 [14] Soit f(z) une fonction méromorphe et

R(z) = an f"(2) + an 1 f" 1 (2) + . +ag

— , sy Onyboy .., b} € C et ay, by, # 0.
b 7 (2) 4 b 73 (2) + o by L0 B b0 b} € € el @ b £

Alors
T(r,R(2)) = max{n,m} T(r, f(2)) + O(1).

Exemple 1.1.5 On calcule la fonction caractéristique de f(z) = tanz.0On a

f(z) = tanz
_exp{iz} —exp{—iz} /exp {iz} +exp {iz}
B 2 2
exp{2iz} —1

Zexp {2iz} +1°

Donc

T(r,f) = T(r,exp{2iz})+ O(1)

2r
= = +0().

1.2 L’ordre et le type des fonctions entiéres et méro-
morphes

Définition 1.2.1 [14] Soit f une fonction entiére. On définit l'ordre et le type de f respec-
tivement par

, Inln M (r, f)
-1 g
o(f) = lim sup ————=,
“ In M(r, f)
. n T,
u(f) = 7Er&osup e (0 <o(f) <+00).
ou

M(r, f) = max |f(z)].

|z|=r

Exemple 1.2.1 [1] On calcule l'ordre et le type de f(z) =sinhz. On a

M(r,f) = max

|2|=r

22k+1
P (2k +1)!
T_2k+1

(2k + 1)!

= ginhr.

k>0
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Pour zg =r on a

|f(20)| = |sinhr| = sinhr

Donc
M(r,sinhr) = sinhr
_expr —exp(—r)
B 2
~ exﬁ, r — +00.
2
Alors
_ Inln M(r, f)
- 1 bl LR )
) =l s
, Inln M (r,sinhr)
= lim sup
r—+400 Inr
Inln (exﬂ)
= 1 —— 27 1
rﬂlinoo Supb Inr
et
_ 1 In M(r, f)
TM(f) - T—1>I—Poo sup Ta(f)
_ 1 In M (r,sinhr)
- AR ST
In (&R0
= lim sup M =1.
r—+00 T

Définition 1.2.2 [14] Soit f une fonction méromorphe. On définit l'ordre et le type de f
respectivement par

o(f) = lim supw

)
r——+00 Inr

et

7(f) = lim sup I, /)

i sup =25, 0 < o(f) < +oo).

ou T'(r, f) est la fonction caractéridtque de R. Nevanlinna.

Exemple 1.2.2 Soit la fonction f(z) = tanz. D’aprés L’exemple 1.2.3 on aT(r, f) = 2 +
O(1).

On calcule l'ordre et le type de f

) InT(r, f)
= 1 _—
O(f) TJ)E]-OO Sup Inr

) In (2—7" + O(l))
= lim sup T
r—+00 Inr
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et
o T(r, f)
T(f) = lm sup =75
, (Z+0(1) 2
= lim sup +—+ = —.
r—+-00 r ™

Proposition 1.2.1 [14] Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors
1/ o(f +9) < max{o(f),0(9)}.
2/ o(fg) <max{o(f),o(g)}
De plus, si o (g) < o (f), alors
o(f+9)=0(fg)=alf)

1.3 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.3.1 [14] Soit f une fonction méromorphe et (a,)nen une suite des nombres
complexes non nuls avec
lim |a,| = 4o0.

n—-4o00

L’exposant de convergence de la suite (a,)nen est défini par

+o00
A(f) = inf {a >0: Z lan| < —i—oo} .

Exemple 1.3.1 Soit f(z) =expz—1. On a

f(z) = 0<=expz—1=0
> 2z, =2kmi, (ke€Z).

lim |z = klim |2kmi| = +o00
— 400

k—+o0
Donc
+o0 1
Z = < 400, si et seulement si a > 1,
(2km)
k=1
alors

“+oo
1
)\(f) = inf{a>0:Z’ZT|a <+OO}
k=1

+oo
. 1
= 1nf{a>0: g W<+OO}
k=1

= inf (J1,4o00]) = 1.
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On a une définition équivalente

Définition 1.3.2 [14] Soit f une fonction méromorphe. Alors on définit l’exposant de conver-
gence des zéros de f par

\ i InN(r, 7)
(f) = Hm sup — =

Y

ou
1

N(n%):/orn(t’f);n<0’%>dt+n(o,%)mr.

et n (t, %) est le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < ¢. De méme,

I’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f est défini par

A(f) = lim sup%

r—4-00 log r

N(n%) :/On<t%) ;ﬁ@%) +ﬁ<0’%> log 7.

n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

ou

Exemple 1.3.2 Soit la fonction f(z) = e*. Alors f n’admet pas de zéros, donc N (r, %) =0.
Alors _
A(e®) = A(e®) =0.

Proposition 1.3.1 [14] Pour toute fonction méromorphe f, on a

Af)<a(f).
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1.4 Le produit canonique

On définit les facteurs primaires de weiestrass par

Eo(2) = (1-2),

22 2™
E., = (1- —+..+—p, meN.
(2) ( z)exp{z+2+ —i—m} m

Théoréme 1.4.1 [14]( Produit canonique) Soit (ay), oy une suite des nombres complexves
non nuls d’exposant de convergence A

fini et soit k un entier positif £ > A — 1. Donc le produit canonique

définit une fonction entiére ayant des zéros exactement aux points a,, (avec 'ordre de multi-
plicités).

Théoréme 1.4.2 [14] (Weiestrass factorisation) Soit f une fonction entiére avec un zéro de
multiplicité m > 0 en z = 0. Soit

ai, as, ..., les autres zéros de f, chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors
f ala représentation suivante

£(2) = exp {(2)} mﬁEm (2): (1.4.1)

n

ou ¢ est une fonction entieére.
Si (ay,),,cn @ une exposant de convergence fini A, alors mn peut étre pris comme k = [A\] > A—1

dans (|1.4.1))

Remarque 1.4.1 [14]

1/ Si f est une fonction entiére ayant un exposant de convergence A (f) fini pour la suite des
76ros (ay,),,cy, alors on peut écrire ((1.4.1)) sous forme

f(z) =Q(2)exp{g(2)},
ol (z) est le produit canonique ou polynoémial. En appliquant le Théoréme 1.4.2 on a
MQ)=0(Q)=A(f).

2/Si f est une fonction entieére d’ordre fini o, alors g dans (|1.4.1]) est un polynéme de degré
<.

Exemple 1.4.1 Les facteurs primaires de Weiestrass
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Pour £ =0, on a

Pour m,n € N

g 2 L7 z N 22 - 2™
ol =1 =(1—")expd = e ——— .
o an) P an " 2 () m (an)

1.5 La mesure linéaire et la mesure logaithmique

Définition 1.5.1 [16] La mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +oolest définie par

ot Xg(t) est la fonction caractéristique de 1’ensemble E.
De plus, on dit que la mesure linéaire de E est finie si m(E) < +oc.

Exemple 1.5.1 La mesure linéaire de ’ensemble E = [a,b] C [0, 00| tel que a,b € R est

m(E) = /O+OOXE(t)dt_ /abdt_ b—a.

Définition 1.5.2 [16] La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,4o00] est définie par

De plus, on dit que la mesure logarithmique de F' est finie si m;(F') < +oc.

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de l'ensemble F = [e*, 5] C [1,+o0[ est

ml(F>:/l+°°XF—(t)dt:/:6@:2.

t a1



Chapitre 2

Sur la Croissance des Solutions
Méromorphes des Equations aux
Différences

Dans ce chapitre, on va étudier les propriétés des solutions méromorphes de certains type
d’equations aux différences linéaires homogénes et non homogenes de la forme

A2 f(z+Ch) + Ana(2)f(z4+ Cra) + . + A1(2) f(z 4+ C1) + Ao(2) f(2) =0 (2.0.1)
et
A (2)f(z4+Ch) + A 1(2)f(z+Chq) + .+ Ar(2) f(2 + C1) + Ao(2) f(2) = F(2). (2.0.2)

ou A;(z) sont des fonctions entiéres et f(z+ C;) sont des fonctions méromorphes avec C; des
constantes distinctes, j = 1,...,n.

2.1 Les résultats principaux

Dans [9], Chiang et Feng ont étudié la croissance des solutions méromorphes le cas ou il existe
un seul coefficient dominant d’ordre maximal, et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1 [9] Soient Ag(z), A1(2), ..., An(2) des fonctions entiéres telles qu’il existe
un nombre entier [,0 <[ <n

vérifiant
max o(A;) < o(4).

0<j<n
#

Si f(z) est une solution méromophe de 1’équation (2.0.1)) alors

o(f) >o(A)+1
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Théoréme 2.1.2 [9] Soient C;, j =1, ...,n des contantes distinctes et Ay(2), A1(2), ..., An(2)
des fonctions entiéres d’ordre fini, tel qu’il existe un coefficient d’ordre maximal

o = max {0 (4,)}

0<j<n

et ayant un type supérieur au type des autres coefficients. Alors pour toute solution méro-
morphe f(z) # 0 de I’équation (2.0.1]), on a

o(f)>o+1
Théoréme 2.1.3 [6] Soit C; des constantes distinctes et soit
Ai(z) = Pj(z)exp{hj(2)} + Q;(2), j=1,...,n.

ou h;(z) sont des polynomes de degré k > 1, et P;(z) # 0,Q;(z) sont des fonctions entiéres
dont l'ordre est inférieur & k. Parmi les coefficients a;de h;(z), avec le plus grand module
il existe un terme différent des autres termes. Si f(z) # 0 est une solution méromorphe de
I’équation suivante

A, (2) flz+Co) + A1 (2) f(2+Crg) + .+ A1 (2) f(2+C1) =0, (2.1.1)

alors
o(f) > k+1.

Corollaire 2.1.1 [6] Supposons que k et Aj(z),j =1,...,n vérifient les assertions du

Théoreme 2.1.3, soit B;(z),i = 1,...,m, des fonctions entiéres d’ordre inférieur a k, et soit
Cj,j7 =1,...,n+ m, des constantes distinctes. Si f(z) # 0 est une solution méromorphe de
I’équation suivante

B (2) f(z 4 Cpim) + . + B1(2) f(z 4+ Cpp1) + An (2) f(z+ C)

+ A, 1 (2) f(z4+Chr)+ ..+ A (2) f(2+C1) =0, (2.1.2)

alors
o(f) > k+1

Corollaire 2.1.2 [6]Soient C;,j = 1,2 des constantes distinctes non nulles, soit h;(z),
Jj = 1,2, des polynomes, et soit A;(z) # 0, j = 0,1,2 des fonctions entieres telles que
max {0(A4,),0 < j <2} < max{deghy,deghs}.
Si f(z) # 0 est une solution méromorphe de I’équation suivante
Az (2) exp {h2(2)} f(z + C2) + A1 (2) exp {h1(2)} f(z + C1) + Ao (2) f(2) =0,  (2.1.3)

alors
o (f) > max {deghy,deghy} + 1.

Pour démontrer le Théoréme 2.1.3 et le Corolaire 2.1.1 on a besoin des lemmes suivants
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Lemme 2.1.1 [3|Supposons que f(z) est une fonction méromorphe avec o(f) = o0 < +00.

Alors, pour tout € > 0, on peut trouver un ensemble FE C [1, +oo[ de mesure linéaire finie ou
de mesure logarithmique finie tel que Pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ [0,1] U E, r — +o0,

on a
|[f(2)] < expro™

Lemme 2.1.2 [9] Soient n, et n, deuz nombres complexes arbitraires et soit f(z) une fonction
méromorphe d’ordre fini o.

1/ Pour tout € > 0, on a

()~

2/ 11 existe un sous-ensemble E C [0, +00[ de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U E, r — +o0, I'inégalité suivante est vérifiée

o— 1+e f(z +771 o—1+e
ex T < expqr .
p {715} < | HEEI < e o)
Preuve de Thoréme 2.1.3 : [9]
On suppose que o(f) < k + 1. Posons
hi(z) = aj" + h;(2), (2.1.4)

ol a;, # 0 sont des constantes et hj(z) sont des polynomes de degh; <k —1,7=1,...,n.
Fixons

I= {z sag| = 1r£13a<>§1|ajk|}, 0; =arga;, €[0,2m), jel.

Il existe [ € I tel que ay; # aji, j € IN\\{l}. De cette assertion et les définitions de I et 6;,
on conclut que

|aje| = |aw|, 05 # 01, j € INAl}.

On choisit maintenant 6 tel que
cos (k0 + 6;) = 1. (2.1.5)

Ainsi, pour 6; # 0;, j € I\ {l}, on trouve

cos (kO +0,) <1, j € IN{l}. (2.1.6)
On note
a = max {lal},
b = max{|ajxl}, (2.1.7)
J¢l

¢ = max{b,acos(kd+0,),5 € IN{l}} <a,
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et
o = o(f)<k+1,
= max {o(P),0(Q)} < k. (2.1.8)
11 est clair que
o (%) < max{o(F;),0(P)} < B, 1<j<n, j#I,

(%) < mxo@ho@<s1<izn
D’apres le Lemme 2.1.1, pour tout € > 0,
0<2 <min{l,k+1—0,k—p,a—c},

il existe un ensemble F; C [1,4o00[ de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satis-
faisant |z| =7 ¢ [0,1], on a

]Izzéj; < exp {1 i<n] £l
‘61231((5)) < exp{r’} 1<) <n (219

Il est clair que exp {—h;(2)} est d’ordre régulier deg h} et exp {h;(z)} ,1<j<n,j#I est
d’ordre régulier deg h;. On note que degh; < k—1,1 < j < n. Puis, pour tout z, |z| = r, on
obtient

lexp (—h;(2))] < exp {rk_1+5},
exp {1 hi(z < expqrtTTEl, 1< i< n, j#£I 2.1.10
; k—1+

En appliquant le Lemme 2.1.2 & f(z), on conclut qu'il existe un ensemble Ey C [1, +o0o[ avec

une mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ FE5 U [0, 1], on peut
écrire

f z+C})

(z+ C

En utilisant les équatlons (2.1.1) et (2.1.4), on obtient

<exp{r't}, 1<j<n, j£L (2.1.11)

Anflz+Ch) + A fz+Con) + . F Aif(z+C) + .. F A1 f(2+ Ch) =

d’ou

B f(z+C)) fz+C))
A= 3 AOTgy oA e

ou
—Ai(z) = Pi(2) exp {auz" + hi(2)} + Qu(z)
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Donc

— (Pi(z)exp {awz" + hj(2)} + Qu(2)) = ) Aj(z)f(z+0j)+2Aj(z)f(z+0j)

jer{ty Je+G) 4G
d’ou
—exp {apz"l = exp{—nh;(z f(z+C) Pj(z)ex aipzttex *(z Q]—(Z)
o) = 3 ew (i) 7y (5 e et ew 0560} + 53)
o Jz+C) (Pi(z) k ; Q;(2)
+%exp{—hl (2)} e} (Pl(z) exp {ajkz }exp{hj(z)}+m)
+exp{—h;(2)} %IT(ZZ)) (2.1.12)

On prend z = rexpif, ou r ¢ E; U Ey U [0,1]. En utilisant de (2.1.5) a (2.1.7) et de (2.1.9))
a (2.1.11) dans (2.1.12) , on trouve

‘— exp {alkrk exp (ikf) } ’
— exp{—h/(z f(Z+Cj) PJ(Z)
= Z p{—hi(2)} flz+C) (B(Z)

jen{l}

exp {ajkrk exp(ik@)} exp {h;‘(z)} +

2

. f(z+C)) (P(z)
+> exp{—hi(2)} flz+C) (PI(Z)

J¢l
+exp {~hi(2)} &

exp {ajkrk exp(ik&)} exp {hj(z)} +

Y

d’ou

exp |ag| ¥ < Z exp {rk_HE + o 4 Tﬁ+€} (exp {a cos (kO + 0;) r* + r’“_”E} + 1)
jen{t}

+ Z exp {rF 1 47T L PR (exp {(b+ &)rF 4 2071} 1) fexp {rF I 4 pPE
j¢l

donc
expar® <mnexp {(c+¢e)r¥ 4+ 2rF e 4 pom e L Pl <pexp {(c+2¢) 1"} . (2.1.13)

On divise les deux cotés de par exp {ark} et par passage a la limite quand r — o0,
on obtient 1 < 0.C’est une contradiction, par conséquent o(f) >k + 1.

Preuve du Corollaire 2.1.1 : [9]

On suppose que o(f) < k+1. En utilisant la méme méthode dans la preuve du Théoréeme 2.1.3,
on obtient les relations de (2.1.4)) a (2.1.10]). D’apres le Lemme 2.1.1, il existe un ensemble
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Es3 C [1,400] de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E3U|0,1],
on a
|Bj(2)] < exp{r*}, 1< j<m,

ou B, =max{o (B;),1 <j<m} <k. On pose
7 = max{o (By),o (R)} < k,

et

0(%((;)) <max{o(B;),0(P)} <7, 1<j<n, j£l.

En appliquant le Lemme 2.1.1, pout tout € > 0,
0<2 <min{l,k+1—0,k—7v,a—c},

et le Lemme 2.1.2 & f(z), on conclut qu’il existe un ensemble E; C [1,+o0co[ de mesure
logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = ¢ E, U [0, 1], nous avons

‘fz+0l <exp{r’ '}, 1<j<n+m, j#£L (2.1.14)

et B()
)| < oxp {7 2.1.15
A() p{r’}. ( )

En vertu de (2.1.2)) et (2.1.4), on trouve

—exp {apz"} = Z exp{_h;«(z)}f(z"'cj) (PJ(Z)

w28 bex (2 @;(2)

e} fz+C) :
(o SO (BB o Q)
+;6Xp{_hl(z)} f(z+0l> (PI(Z) eXp{aJk } p{hj( >}+ B(Z))
n+m ) (2 Py
b3 o (i) A oxp (i)
d’ou
= exp{—h;(z fz+ ) (5() exp {a;p2" ) ex (2 Qj—@
e (o) = | 3 ew (-0 G (i e ot i) + G5
_h(x f(Z+CJ) PJ(Z) exnd d 42"V ex (5 QJ(Z)
+%;6Xp{ hi (2)} fz+ ) (P[(Z) p{ ik } p{h]( )}+ Pl(2)>
« oo L2+ C)) Bj(2) e @uz)

Soit z = rexp{if}, onr ¢ Ey U Ey, U E3U E;U[0,1]. En remplacant de (2.1.5)) a (2.1.10]),
(2.1.14) et (2.1.15)) dans (2.1.16)) on obtient
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exp |ag| ¥ < Z exp {r¥ 1 4771 4 Y (exp {acos (KO + 6;) r* + ¥} 4+ 1)
SANU
+ Z exp {r" 1T 4 po I L P (exp {(b+e)rt + 201 41)
J¢l
n-+m

+ Z exp {rk71+5 _i_raflﬂ-: _|_T.'y+s} + exp {rk71+8 _'_rﬁJrs}
j=n+1

nexp {(C + 25) Tk + 27,k—1+e + Ta—l—l-e + 7"8+6} + mexp {r7+€ n TU—1+E N Tk—1+5}
n exp {(c + 2¢) rk} + mexp {rk71+s 4ol 7”7*5} |

exp {ark }

VARVAN

On divise les deux cotés par exp {ark} et par passage a la limite pour r — +o00, on trouve
1 <0, c’est une contradiction. Par conséquant, o (f) > k + 1 est vrai.

Exemple 2.1.1 Soit la fonction entiére f(z) = exp {2} solution de ’équation auz différence
exp{—2iz} f(z +1i) + exp{2iz} f(z —i) — 2exp {—1} f(2) = 0.
On a o (exp{—2iz}) = 0 (exp {2iz}) = deg {—2iz} = deg {2iz} =1 et
o(f) =0 (exp{z’}) =deg{z"} =2.
D’apres le Théoreme 2.1.3, on a
o(f) >max{o(A4;):j=2,3}+1

donc
o(f) =deg{—2iz} +1=deg{2iz} +1=2.

Théoréme 2.1.4 [5]Soient A;(z),j =1,...,n des fonctions entiéres telles qu’il existe

au moins un coefficient A; fonction transcendante et Cj, j = 1, ..., n, des constantes distinctes.
Supposons que f(z) est une solution transcendante d’ordre fini de I’équation au différence

linéaire homogene (12.1.1)) vérifiant
o(f) > max {r (4),1 < j <n}+1,

alors
A(f) zo(f) -1
De plus, si n = 2, alors

A(f) = a(f)-

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants.
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Lemme 2.1.3 [15] Supposons que fi, fa, ..., fn (n > 2) sont des fonctions méromorphes vé-
rifiant les conditions suivantes :

i/ >2;-1Cfi(2) =0, avec C; sont des constantes.
ii/fj(z)y‘éOet%#cstpourlﬁjgk‘gn.

’LZZ/ Z?:l N(’l“, f]) + N <’l", %>:| =0 {minlSjSkSnT <T, ]{-i)} , T — +00, T §é E,
ou E C [1,400| de mesure linéaire finie ou de mesure logarithmique finie.

Alors
Cj = O, j = 1,...,’)1

Lemme 2.1.4 [15] Supposons que fi1, fa, ..., fn, (n > 2) sont des fonctions méromorphes et
J1, G2, ---, gn SOnt des fonctions entieres vérifiant les conditions suivants

i/ 35—y fi(2) exp{g;(2)} = 0.
i1/g;(2) — gx(z) n’est pas constante pour : 1 < j <k <n.
iii/Pour 1 <j<n, 1 <h<k<n,

T(r, f;) = o{T(r,exp{gn — gr})}, (r — +o0,r ¢ E),

ou E C [1,00lest de mesure linéaire finie ou de mesure logarithmique finie.
Alors

fi(z)=0,(j=1,...,n).
Preuve : [15] La condition (i) se traduit par
fi(z) exp{g1(2)} + fa(z) exp{g2(2)} = 0.
Si fj(2) #0,j =1,2, on prend fi(z) # 0, alors

ol __(3)
eXp{gl(Z) 92( )} fl(z).

D’aprés la condition (#ii), on obtient

T(riexpigi(z) —g2(2)}) = T (T’ fg;)

< T(?“, f2> + T<7'7 fl) + O<1)
= ofT(r,exp{g1(z) — 92(2) 1)},

alors f;(z) =0, j = 1,2. Contradiction avec f1(z) # 0. Donc le lemme est vérifié pour n = 2.
Maintenant on suppose que le lemme est vrai pour n > 2. Dans la suite, on démontre pour
(n + 1), on suppose que fj( ),9;(2),7 =1,...,n+ 1 vérifient les conditions du Lemme 2.1.4
et que un f;(z) #0,j = n+1 Si f(z ) =0,7=1,...,n+1, on prend f,.1(z) =0, alors
d’aprés I'identité

n+1

ng )exp {g;(2)} =0, (2.1.17)
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on trouve
n

> fiz)exp {g;(2)} = 0.

j=1
Par conséquent f;(z)(j = 1,...,n) vérifient les conditions du lemme. D’apres la supposition
du lemme est vrai pour n, donc f;(2) =0, j =1,..,net fi(z) =0, j =1,..,n+ 1 est
une contradiction avec la supposition au dessus. Donc f;(z) # 0,5 = 1,...,n + 1 par suite
fi(z) =0,5=1,...,n+ 1. Soit Fj(z) = f;(z)exp{g;(2)} et C; =1,j =1,...,n+ 1. D’aprés

(2.1.17) on obtient

n+1

ZCij(z) =

Evidement F;(2) 0,5 =1,...,n+ 1, et il est simple de voir que

# const, pour 1 <j<k<n+1.
Fi(2)

Par ailleurs, on a

N(T,Fj)+N(r,Fij> < N(n fj)+zv( f)
< 2T'(r f;) + O(1)
= of{T(r,exp{gn — gr}}, r — +oo, r ¢ E.  (2.1.18)

Pourj=1,...n+1,1<h<k<n+1

By _ ﬁeXp {on — gx}
F.  fu

on obtient

T(riexp{gn—gi}) = T (T’ F, fk>

Fy fr
< (fk)+TTfh+T( )

r— +4oo,r ¢ E.

+ O(1
= of{T(r,exp{gn — gr})} ( Fh>
= o{T(r,exp{gn — g})} ( )

Donc

7o {on - ah) =0 {7 () b r (21.19)

D’aprés (2.1.18) et (2.1.19)), on aura

1 F,
N(T,Fj)—i—N(r,—) zo{T (r,—h)},r—>+oo,r¢E.
F; F},
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Pour j =1,...n+1,1<h<k<n+1, Fj(2),(j =1,....,n + 1) vérifient les conditions du
Lemme 2.1.3. SiC; =0 (j = 1,...,n + 1) c’est une contradiction avec C; = 1.

Peuve du Théoréme 2.1.4 : [5]

On suppose le contraire A (f) < o (f) — 1. Alors on peut réprésenter f par

f(z) = H(z)exp{h(z)}, (2.1.20)
ou H(z) # 0 est le produit canonique (ou polynémial) formé des zéros de f et
AH) =0 (H)=A(f) <o(f) -1,

et
h(z) = a2 + ap12" " + .+ ao, (2.1.21)

est un polynéme, ay # 0, ag_1, ..., ag sont des constantes. En remplagant (2.1.20) dans (2.1.1)

on obtient
A (2)H(z+ Cp)exp{h(z+ Cp)} + ... + Ai(2)H(z 4+ Cy)exp{h(z+ C1)} =0  (2.1.22)

ou
A(f)<o(f)—1
d’ou
o(f)>A()+1,
donc o (f) = k > 2. Comme degh(z) = k > 2, en remplagant dans on

conclut que

A H(z+ C,) exp {kakank’l + } +...+A1H(z+ Cy) exp {kakClzk’l + } =0. (2.1.23)

Comme o (f) > max{c(4;):1<j<n}+1etC;, j =1,..,n sont distincts, on sait que
pour j # s,1 < j < s < n. On divise 'équation (2.1.22)) par exp {h(z + Cs)}, on obtient

A, (2)H(z+ Cp)exp{h(z+ C,) — h(z+ Cs)} + ...

+A;1(2) H(z + Cy)exp{h(z+ C1) — h(z + Cs)} = 0,
et d’apres la formule , on trouve
A, (2) H(z + Cp) exp {kay(Cp — Co)2" 1+ .} + .

+4; (2) H(z + Cy) exp {kay(C,, — C1)2F 1+ ..} = 0.

Alors
o (exp {kak(C’j —C) L+ ag}) =k—1,

est d’ordre régulier
o(A)<k—-1,(j=1,..,n),
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et
o(H)<k—-1,

on obtient pour 1 < j7<n,1 <s<d<n.

T(r,Aj (z) H(z + C))) = 0 {T(r,exp {kay(Ca — C5)z" "+ ...+ ao} } . (2.1.24)

D’apres le Lemme 2.1.4 et (2.1.23)), (2.1.24)) on trouve

A (2)H(z+C;)=0,j=1,...,n.
Contradiction avec la supposition qu’il existe un A; fonction transcendante, donc

Af)zo(f) -1

Pour n = 2. On suppose que A (f) < o (f). En utilisant une méthode similaire & ci-dessus on
obtient

As(2)H(z + Cy)exp{h(z+ C2)} + A1(2)H(z + Cy) exp{h(z+ C1)} =0
d’ou
S M) = Ao )ZE exp {h(z + C) — h(z + C1)}
(
H(

Cs)
C1)
H(z+ Cy)

B A(> Z+01)

exp {kag(Co — C1)2" 1 + ..} (2.1.25)

Par A; (2) #0, j = 1,2, et (2.1.25) on a A; # 0 on obtient

H(Z+Og)

— Ai(2) exp — {kap(Cy — C1)2" T+ ..} = A2(2)m~

(2.1.26)

D’apres le Lemme 2.1.2 la propriétés (1) et (2.1.26) pour tout € > 0 vérifient 0 < 2¢ < o (f)
—A(f) on trouve

T (r,—Au(z) exp — {kar(Co — C1)2 4. }) =T (T, Ay(2) M)

H(Z + 01)
d’ou
m (7“ —Ai(z)exp — {k‘ak(C’z — Oy 4 }) = r, As(2 Az + 02
’ Z + Cl

(Z —+ 02)
i A2 ( A )
< m(r, Ax(2)) + O (ro@=1te)

IN

et max{o (A1),0(A2)} < k—1,k=0(f) > c(H)+ e. Cest une contradiction. Donc
A(f)=0o(f) pour n = 2.



2.1 Les résultats principaux 32

Théoréme 2.1.5 [5|Soient F(z), A;(2), j =1,...,n des fonctions entiéres telles que

F(2)A,(z) £ 0, et soit Cy, k = 1,...,n des constantes distinctes. Supposons que f(z) est une
solution entiére d’ordre fini de ’équation au différence linéaire non homogene

Ay(2)f(z+Ch) + A f(z 4+ Crr) + . + A1(2) f(2+ Ch) = F(2). (2.1.27)
Si
o(f) > max {o(F), 0 (4), 1< j <n},
alors
M) = a(f)-

Preuve : [5] On suppose que A (f) < o (f) = k. On utilise la méme méthode de la preuve
du Théoreme 2.1.4, on trouve (2.1.20) et (2.1.21) ou A(H) =0 (H) =\ (f) <o (f) = k. En

remplagant (2.1.20)) et (2.1.21)) dans (2.1.27) on obtient

A, (2) H(z + Cp) exp {kapCr2" ' + ..} + 4+ Ay (2) H(z + C1) exp {ka,C1 25 + ..}
= F(2)exp— {ap2" + ap_12""}
Puisque max {o (F'),0 (4;):j=1,...,n} <o (f) =k et o (H) <k, on obtient
o (An(2)H(z + C,) exp {kapCpz" 1 + ...}
+...+ Ai(2)H(z + C1) exp {ka,Cr 2" ' + ..}) <k

mais
o (F(z) exp — {akzk + ak_lzk_l}) =k.

C’est une contradiction, donc

A(f)=0a(f).

Exemple 2.1.2 Soit la fonction entiére f(z) = exp {2%} — 2 solution de l'équation au diffé-
rence
flz+1) —exp {22+ 1} f(2) = zexp {22 + 1} — (2 + 1).

Onao(f)=deg{z?} =2, F(2) = zexp{22+ 1} — (2 + 1), alors o(F) = deg {22+ 1} = 1,
et 0(A;) =0(1) =0, 0(Ag) = o(exp{2z+ 1}) = 1, donc

o(f) > max{o(F),o(Ap), 0(A1)}

alors d’apres le Théoréme 2.1.5

M) =o(f)=2.
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Théoréme 2.1.6 [6] Soit C;, j =1,...,n des constantes distinctes et soit A;(z) # 0,

j =1, ...,n des fonctions entiéres d’ordre fini. Supposons que f(z) est une solution entiére de
I’équation (2.1.1)) d’ordre fini telle que

o(f) > max{o(4;),1 <j<n}+1,
alors f(z) prend toute valeur finie d infiniment de fois et
Af = d) = a(f).

Preuve : [6] Considérons les deux cas suivants
Casel : d = 0. On suppose que A(f) < o(f). Alors f(z) peut étre répresenté par (2.1.20) on

trouve

AH) = o(H) = A(f) <o(f).

et (2.1.21)) pour k € NT satisfait k = o(f) > A(f). En remplagent (2.1.20)) dans (2.1.1]), on
obtient (2.1.22)) et on divise par exp {h(z + C})}, on aura

An(2)H(z + Cp)exp{h(z+ C,) — h(z + C1)}

+ ..+ A(2)H(z+Cy) =0. (2.1.28)

Puisque
o(f)>max{c(4;):1<j<n}+1,

on conclut que deg h(z) = k > 2. En vertu de (2.1.21)), on obtient

h(z+ Cj) — h(z + C1) = kap(C;y — C1)2" " + 3(2), (2.1.29)

ou hjsont des polynomes avec deghj < k — 2, j = 2,...,n. Fixons

I = {Z . ‘CZ—C& :221%>;|C’j —Cl|} .

Dans ce qui suit, on considére deux cas
Casl.1 : I contient exactement un terme. Sans perte de généralité, supposons que [ = {n}.
D’apres 0(Aj) <o(f)—1=k—1,j=1,...,n, et (2.1.29)), on trouve

o(Ajexp{h(z+C;j) —h(z+C1)}) =deg(h(z+Cj) —h(z+C1))=k—1, j=2,..,n.
D’apres la définition de I et I = {n}, on conclut que dans ’équation ([2.1.28]),
T (Apexp{h(z+ C,) —h(z+ C1)}) > 7 (Ajexp{h(z+ C;) —h(z+C1)}), 1=2,...,n

d’ou
klak (Cp — Ch)| > klak (C; —CY)|, 7=2,...,n—1.

Par conséquent, en appliquant le Théoréme 2.1.2 & I’équation ([2.1.28)), on obtient

cH)>(k-1)+1=0(f).
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Ainsi, on arrive a une contradiction. Donc A (f) = o (f).
Casl.2 : I contient plus d’un terme. Sans perte de généralité, on peut supposer que

I={s;s+1,...,n},2<s<n.

Fixons
ay = |ag| expiby, 0; = arg(C; — Cy), j=s,...,n.

Il découle de la définition de I que

|Oj_01| < |Cn_cl|) j:17‘“78_]-7
]Cj—C’l\ = |Cn—01’, j:s,...,n.

Puisque C; et §; sont des constantes distinctes, nous pouvons choisir § € [0, 27) tel que

cos((k—1)0+6y+6,) =1 (2.1.30)
Pour 0; # 0,,, j = s,...,n — 1, et (2.1.30) on conclut que
cos((k—1)0+6p+0,) <1, j=s,...,n—1. (2.1.31)

On note

a = |ay(Co = Cl, f = max {|ax(C; — Cl},
b = max ) {acos((k—=1)0+0y+0;),8}, o = max {0(A;), \(f), k — 2} (2.1.32)

s<j<n— 1<j<n

Evidement,
f<a, b<a, a<k-—1. (2.1.33)

Par le Lemme 2.1.1 pour tout ¢, 0 < ¢ < min{k — 1 — «, 1}, il existe un ensemble
Ey C [1,4+00] de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant
|z| =7 ¢ [0,1] U £y, on peut écrire

A
‘#((Zz))‘ <exp{r*™}, j=1..,n-1 (2.1.34)
On sait que les deux exp {—h;f} et exp {h; — h;‘;} sont d’ordre régulier inférieur a £ — 2 < a.
Pour z assez grand |z| = r, on trouve

lexp {—hi}| <exp {r*™*}, |exp{h} —hi}| <exp{r*™}, j=2,..,n (2.1.35)
En appliquant le Lemme 2.1.2 & H(z), on conclut qu’il existe un ensemble Ey C [1, +o00[ de
mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Es, on obtient

otelj=1,.,n—1 (2.1.36)

H(z+C))
‘H(— < exp{r

z+ Cyp)
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D’apres (2.1.28]) , on aura

— exp {kak(Cn — Cl)zk’l} = Z A_ | exp {h* h;';} exp {kak(Cj — Cl)zk’l}

= An H(z + Cn) 1T
s—1

" o A_iH(z + Ci) exp {h} — h} exp {ka,(C; — C1)z""'}
Ay H(z + CY) .
A, H(z + Cy) " 17Tk (2.1.37)

On prend z = rexpif, ou r ¢ [0,1] U E; U Es. En remplacant de (2.1.30) & (2.1.36|) dans
(2.1.37)) , on trouve

exp {kar* ™'} (n —2)exp {3r**} exp {kbr* '} + exp {3r**°}

(n —1)exp {kbr* ' +3rote} .

IA A

Ainsi

1< (n—1)exp{3r*™ + kbr* ' — kar*'}.
Par passage a la limite quand » — +oo, et d’apres (2.1.33]), on trouve

1<0.
C’est une contradiction. Donc
A(f) =a(f)
Cas 2 : d # 0. On définit
9(2) = f(z) = d
d’ou
f(z)=g(2)+d (2.1.38)
et
o(g) =o0(f) >max{c(4;): 1 <j<n}+1 (2.1.39)
En remplagant (2.1.38) dans (2.1.1]), on obtient
An(2)g(z + Cp) + ... + A1(2)g(z + C1) = =d (An(2) + ... + A1(2)) . (2.1.40)
Si An(2) 4+ ... + Ai1(2) #Z 0, en vertu de (2.1.39), (2.1.40) et le Théoréme 2.1.5, on obtient
Ag) =a(9),
c’est-a-dire
AMf—d)=0o(f).

Si A, (2) + ... + A1(2) = 0, alors g(z) est une solution entiére de 1’équation au différence
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An(2)9(z + Cp) + ... + A1(2)g(z + C1) = 0.
D’apres (2.1.39) et le Cas 1 considéré ci-dessus, on conclut que

Ag) =o(9),
c’est a dire
AMf—d)=0o(f).
L’analyse des Cas 1 et 2 démontre que f(z) prend chaque valeur finie d infiniment de fois et
Af=d)=o(f).

Exemple 2.1.3 La fonction f(z) = exp {22} satisfait I’équation linéaire au différence
flz+1) —exp{22z+ 1} f(2) = 0.
Evidement, A (2) = —exp {22 + 1} et A, (2) = 1, on remarque que d’aprés Pexemple 2.1.1
s(f)=2
0(A;(2) =deg(2z+1)=1et o (A2(2)) =0et
o(f)y=max{c(A;):j=12}+1=1+1=2.

mais A(f) =0 <o (f) car (N(r,f)=0).
Cette exemple montre que la condition du Théoréme 2.1.6, c’est-a-dire

o(f) >max{c(4;):1<j<n}+1,
ne peut pas étre affaibli.

Corollaire 2.1.3 [6] Sous les conditions du Théoéme 2.1.6, pour toute fonction entiére
©(z) # 0 satisfaisant
o (¢) <o(f),

nous avons

Af—¢)=a(f).
Corollaire 2.1.4 [6] Soit hi(z) et ha(z) des polynomes tels que
hi(2) = an2" + ap_12" 7t + ...+ ag

et

hQ(Z) = bnz” + bn_lzn_l “+ ...+ bo,
ou apb, # 0, soit Aj(z) 0, j = 0,1,2 des fonctions entiéres d’ordre inférieur & max {n, m}
et soit Cy, k = 1,2 des constantes non nulles distinctes telles que Csa,, — C1b,, # 0, pour
n =m. Si f(z) # 0 est une solution entiére d’ordre fini de 1’équation 2.1.3, alors

A f) =o(f) > max{n,m} + 1.



Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que n > m. D’aprés le Corollaire 2.1.2,
on sait que o (f) > n+ 1.
Si o (f) > n+ 1, alors par le Théoreme 2.1.6, A (f) = o (f). Donc, on peut supposer que

o(f) = n+ 1. Supppose que A (f) < o (f), alors f(z) peut étre réprésenté par (2.1.20)) ou
H (z) # 0 est le produit canonique ou polynémial formé des zéros de f tel que

oc(H)=AH)=X(f)<o(f)=n+1.
et
h(z) = dpi1 2" +dp2" + .+ dy (2.1.41)

est un polynoéme, d,, 11 # 0, d,,...,dy sont des constantes. En remplagant (2.1.20]), (2.1.41)
dans (2.1.2)) et en divisant par exp {h(z)}, on obtient

Ay (z)exp {h(z + C2) — h(2) + ha(2)} H(z + Cs)
+ Ay (2)exp{h(z +C1) —h(z) + hi(2)} H(z + C1) + Ao (2) H(z) = 0. (2.1.42)

En vertu de , on peut écrire

hz+C) = h(z) + In(z) = ((n+1)Cidnia +an) 2" + hi(2),

h(z+ Cy) — h(z) + ha(z) = (n+1)Codpy12" + bpnz™ + h3(2), (2.1.43)
ou hi(z) et hi(z) sont des polynomes de degré inférieur a n — 1.
On consideére les deux cas suivants
Casl : n>m. Si (n + 1) Cad, 1 # 0, on peut écrire

deg (h(z 4+ C3) — h(z) + ha(2)) = n > deg (h(z + C1) — h(2) + hi(2)) .

En combinant cela avec (2.1.42)) et le Corollaire 2.1.2, on obtient o (g) > n + 1. C’est une
contradiction. Donc

AMf)y=o(f)=n+1.
Cas2 :n=m.Si (n+1)Cid,s1 + a, # 0, alors il résulte de (2.1.43) que

degh(z+ C1) — h(z) + hi(z) = n > deg (h(z + C2) — h(2) + ha(2)) .
En combinant ceci avec ([2.1.40)) et le Corollaire 2.1.2, on conclut que
oc(H)>n+1=0(f).
C’est une contradiction. Donc
Af)=o(f)=n+1.
Si (n+ 1) Cid,41 + a, = 0, alors pour C; # 0, on trouve

(n+ 1) Cadpsy + by = — —2Cly + by, = —m 20 £,

Par conséquent,

deg (h(z 4+ Cy) — h(z) 4+ h2(2)) = n > deg (h(z + C1) — h(z) + hi(2)),
avec (2.1.42)) et le Corollaire 2.1.2, nous avons o (g) > n + 1, c’est une contradiction. Ainsi,

Af)=o(f)=n+1
L’example 2.1.1 montre que la condition 2a,, — C1b,, # 0 pour n = m dans le Corollaire 2.1.4
ne peut pas étre affaibli.
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CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et ’'oscillation des solutions méromorphes des
équations aux différences linéaires homogeénes et non homogenes dont les coefficients sont des
fonctions entiéres 2], [9], [10], [13].

Dans ce mémoire on a traité quelques résultats dus & Chen et Lan concernant les équations
aux différences de la forme

A (2)f(z4+Ch) + A a1(2)f(z+Ch) + .+ A1(2) f(z+C1) =0

et
An(2)f(z+C) + A (2)f(z 4+ Ch) + ... + A1(2) f(2 + C1) = F(2),

ou A;(j =1,...,n), F sont des fonctions entiéres, dans le cas ou il n’existe aucun coefficient
dominant, et on a donné une certaine relation entre l’ordre de croissance et I’exposant de
convergence.

Finalement, la question qui se pose : est-ce qu’on peut généraliser les résultats des théoréemes
précédents si on ajoute le coefficient Ay dans les équations (2.1.1)), (2.1.2]) et (2.1.27)) ?
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