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Introduction générale

En mécanique quantique, les phénoménes sonitsdper la fonction d’onde qui
contient toutes les informations sur les particaes systeme et son comportement

suit I'équation de Schrodinger [1].

La résolution numérique de I'équation de Schrgdr reste un probléme trés
important intervenant dans de nombreux calculs ldesigue. Cette équation trouve
plusieurs méthodes de résolution comme la métheda dTF (density functional
theory) [2-3], QMC(quantum Monte Carlo) [4], DVR¢dret variablere
présentation)[5], la théorie des perturbation [@néthode variationnelle de Ritz [7],
la méthode de différence finie, etc. Généralemestngéthodes sont limitées.

L’objectif de notre travail est résolution léafion de Schrodinger par la méthode

de différence finie dans le cas des systemes uaitdiannels.

Nous avons utilisé le logiciel fortran 90 poutragtement numérique.
Ce travail se partage sur trois chapitres :

<+ Dans le premier chapitre, nous présentons un lpistidrique de la mécanique
guantique et aussi qu’équation de Schrodinger e¢saution exacte pour des
cas particuliers.

4+ Dans le deuxieme chapitre, nous présentons lesnso&lémentaires de la
meéthode différence finie et son application a I|aohdétion d'équations
différentielles.

+ Enfin dans le troisieme chapitre, en utilisant uogoamme écrit dans le
langage fortran 90, nous présentons les résultateénques et ou les

compares avec les résultats exacts.
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

|. Introduction :

A la fin du dix-neuviéme siécle, les diverseanmhes de la physique s'intégraient dans
un édifice cohérent basé sur I'étude de deux typebjets distincts, la matiere et le
rayonnement :

e La matiere est faite de corpuscules parfaitemetdliables dont le mouvement
peut étre d’écrit par la mécanique rationnelle @svtén. Les grandeurs physiques
associées a ces corpuscules s’expriment en fordéisrromposantes de la position
et de I'impulsion qui sont les variables dynamigfeeslamentales.

* Le rayonnement est gouverné par les lois de I'@atagnétisme de Maxwell. Ses
variables dynamiques sont les composantes en chpgue de I'espace des

champs électriques et magnétiques [8].

Le succes de la physique était a cette épogpeessionnant et tous les phénomenes

connus trouvaient leur explication dans le cadreedprogramme classique.

A l'aube du vingtieme siécle et avec I'essor pexgyrés technologiques, les physiciens se
trouverent tout a coup confrontés a des phénomamegeaux pour lesquels les prévisions
de la théorie classique sont en désaccord flagnaet I'expérience. Il fallait donc jeter les
bases d'une nouvelle théorie susceptible de paldéisrinsuffisances de la conception

classique.

Les phénomenes qui furent sans doute historigoem I'origine de la naissance de la
nouvelle théorie sont le rayonnement du corps ieiifet photoélectrique et les spectres

atomiques [8].
I.1 Rayonnement du corps noir :

1.1.1 Définition : un corps noir « idéal » est par définition umpsoqui absorbe toutes les
radiations qu’il recoit. On le réalise seulemerttfiarellement en considérant une cavité
vide percée d'un petit trou. Toute radiation pémdtrpar ce trou n'aura presque pas de
chance d’en sortir apres avoir été affaiblie parsigurs réflexions successives sur les

parois internes de cette cavité (Fig.l.1) [9]:
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équationde Schrddinger

Radiation sortant
de la cavité

Fig.l.1: Réflexions multiples & I'intérieur d’'un corpsing9].

Une cavité portée a une température T trés grantet des radiations qui sont régies par

les lois dites du rayonnement des corps noirs :

1) Loi de Stefan(Autriche : 1864-1928)- Boltzmann (Autriche : 184906) : La densité
d’énergie (u) du rayonnement du corps noir ne déjggie de la température T de ce
corps. Elle est proportionnelle 4 T

U=aT* (1.1)

2) La densité d’énergie du rayonnement thermique néesexpérimentalement présente
une forme universelle. Elle est nulle pour desdssgesv—>0 etv>« et passe par

un Mmiximum pour une température donnée (Fig.1.2).

4e+13+

< 3e+13-

L, (W.m'3.sr

2e+13

1e+13

T=350K

0 200 400 600 SO0 1000 1200 1400 1600 1800 2000
X (nm)

Fig.l.2 : Densité sngctrale d’énereie I(}) du ravonnement du corns poir en fonctioction de

la longueur d’'onde pour T=3500K, 4000K, 4500K et5080K][9].

Page 4



Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrédinger

3) Les premiere caractéristique théorique classigueette courbe ont été obtenue par

4)

Wien (Autriche :1864-1928)

Le déplacement du maximum suit une lokgt T=2,898x10° m. K

Ou Amaxest la longueur d’onde pour laquelle I'intensitérdyonnement émis par le
corps noir a une température T est maximale.

Exemple 1: Le pic du rayonnement solaire est situé a 50@nwiron, la température

. 2,898x10 3 m.k  2,898x1073 _
de surface de notre soleil egt = =222 M = 2200 — 58 % 103K
Amax m 500x10~°

Rayleigh et Jeans ont déduit a partir des lois classiques suppasaatevolution
contenue de I'énergie une forme générale de laitdesymectrale d’énergie du
rayonnement :

83

= (1.2)

UwT) =

Si cette expression décrit parfaitement la forngéexentale de la W(T) pour de
tres faible fréquences, elle diverge rapidementvdé=urs expérimentales. La théorie

classique est incapable de décrire la courhgeT)(en sa totalité. C'est I'échec de la
théorie classique :

L(W m3srl) -
- The *Ultraviolet
-. Catastrophe*
S000K %
.
c .
O .
-— N
© [
© .
o .
(4 8 .
s, Rayleigh-
. Jeans Law

Radation
Formula

1000 2000 3000
Wavelength of radiation in nm

Fig 1.3 : Densité d’énergie radiante Al{ en fonction de la longueur d’onde [9].
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

5) Quantification de I'énergie-Loi de Planck

Pour sortir de cette impasse Max Plank (allenéh®8b8-1947) émis son hypothese

génirale lourde de conséquences sur toute la plgsjgi est la quantification de I'énergie.

Il annonce I'hypothése suivante : Les parois dpsooir sont assimilées a des ascillateurs
harmoniques qui vibrent et passent d’'un état dgurgce déterminé a un autre en émettant
ou absorbant un quantum d’énergie hv (I'énergipend varier que d’'une facon
discontinue) ou v est la fréquence de I'oscilallatet h le quantum de l'action ou constante
de Plank (h=6,62 1 J.s) Partant de cette hypothése Planck Etabét Bu rayonnement

des corps noirs :

Uw,T) =2 __1 (1.3)

c3 ek‘li/KT_l

Cette expression permet de d’écrire en détaih slaetotalité la courbe expérimentale
U(v,T). Ce succes spectaculaire de la théorie de Pladokrmé naissance a la plus belle

théorie physique que I'esprit humain n’ait jamaiestruite physigue quantigue[9]

1.2 : Spectres atomiques :

Quand le rayonnement émis par les atomes exditéstube a décharge ou d’'un arc
électriqgue est dispersé a l'aide d’'un prisme oundig@seau, le rayonnement peut étre

examiné en fonction de la longueur d’'onde, dedquence.

Tous les spectres obtenus de cette facon mondguemtle rayonnement est formé de
plusieurs raies spectrales étroites qui appardissendes diagrammes complexes. Elles
sont caractéristiques de I'élément et les atomed sssponsables de I'émission. Ces
observation n'out pas été pu expliquées par laipbgsclassique. Le spectre de I'atome
d’hydrogéne est relativement simple et a été adaebdes premiéeres interprétations
théoriques. En effet dés 1885 Balmer constat qepdetre de 'atome d’hydrogéne est un
spectre de raies, c’est a dire que les fréquenoeses forment une suite discréte. Il montra

en plus, que I'ensemble des raies connues satisfoatation empirique [8] :

% = Ry (i - i) avec m<n (1.4)

m2  n?

OuRy, = 1,097.10’m™! représente la constante de Rydberg pour I'hydrege
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équationde Schrddinger

série de Lyman continu de Balmer série de Balmer
Ly L La L Hé Hy
ultra violet
“
2
|
100 200

longueur d'onde fen nanométres)

Fig 1.4 : Spectre de raies de I'atome d’hydrogene [8].

[.2.1 Modele de Bohr (1913) :

Pour expliquer observations expérimentalesestfarmulations empiriques, Bohr a été

amené a admettre deux postulats nouveaux :

1- Les électrons ne s’observent que dans des orlpsises” dans lesquelles ils ont
des énergies bien déterminées.

2- Quand I'électron décrit une orbite stationnair@tdme n’émet (ni n'absorbe)
aucun rayonnement. L’émission (ou I'observatiort) d&terminée uniquement par
le passage de I'électron d’'une orbite d’énergj@ ine orbite d’énergie plus petite

E,,(fig 1.5) la fréquencey,,,, du rayonnement émis (ou absorbé) est donnée par [8

Vnm = 7 (En=Enm) 5
Lo
N N T hv M }W
E&
Emission Absorption

Fig1.5: Emission et absorbation d’un photon par un atonije [8
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

1.3 Postulats de la mécanique quantique:

Les postulats de la mécanique quantigaet permettre de décrire :

L’état d’'un systeme physique a un instant donné.

Les grandeurs physiques associées au systemeeid@tion du résultat de leur

mesure.

L’évolution du systeme au cours du temps.

Les regles de quantification des grandeurs physique

Il faut remarquer que la validité de ces postukt par conséquent celle de la théorie
guantique est plus que largement confortée paesolgls expériences effectuées dans les

différents domaines de la physique microscopiqie [8
On commencera par énoncer les postulats
» Premier postulat : Etat d’'un systeme

L’état d'un systéme physique est completemefihidg tout instantt par la donnée d’'un
ket | ¢(t) ) appartenant a I'espace des étaty W (t) ) est appelé vecteur d’état [10].

» Deuxieme postulat : Description d’une grandeur phyisjue:

En mécanique quantiqgue les grandeurs physiques ratidssi sont représentées des

opérateurs hermétiques et linéaires.

A toute grandeur physiqu définie classiquement est associée une obsenAlabtenue

en remplagant dans I'expression convenablementtsigée deA, 7 et p par les opérateurs

RetP respectivement [10].
» Troisieme postulat : Mesure d’'une grandeur physique
1. Reésultat de la mesure

La mesure d’'une grandeur physigdene peut donner comme résultat que I'une des

valeurs propres de I'observalfdecorrespondante.

A cause de I'thermicité dé\ la mesure donnera toujours une valeur réelle stjler le

spectre dé est discret les résultats qu’on obtient sont gfiaat[10].
2. Prédiction de la mesure

A la différence de la mécanique classique ou Hultét de la mesure d’'une grandeur

physique est toujours certain et reproductibledoesla mesure se fait dans les mémes
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

conditions, la mécanique quantique introduit unétedminisme qui fait que la prédiction

de la mesure est de type probabiliste.

Cette probabilité dépend a la fois de l'état dutsye et de la nature du

spectre des valeurs propres.

Sil'état | ¥ ) du systeme se confond avec un vecteur prppe) deA correspondant a la

valeur proprea,, le résultat de la mesure deest certain, c'esdp.
S’il n’en est pas ainsi on ne peut prévoir quastigtiement le résultat de la mesure.

Les postulats qui suivent et qu’on appeltestulats de décomposition spectraldonnent

les regles qui permettent de calculer la prob&oilé cette mesure [10].
2.1. Spectre discret non dégénere

Lorsqu'on mesure la grandeur physiglesur un systéme dans I'ét8(t) ), la
probabilité d’obtenir comme résultat la valeur g non dégénérée de I'observalle
correspondante est :

P(ay) = [{(on|¥ >|2 (1.6)
| ¢, ) étant le vecteur propre norme Aeorrespondant a la valeur proge

2.2.  Spectre discret degénere:

Lorsqu’'on mesure la grandeur physigdiesur un systeme dans l'étft¥(t)) , la
probabilité d’obtenir comme résultat la valeur gre dégénérée de |'observable

correspondante est :
P(a,) = i’;ﬂ (on %l qj)lz (1.7)

O, est le degré de dégénérescence de la valeur pagete{|o, )} (@ =1,..,g,) un
systeme orthonormé de vecteurs propres assoejeed sous-tendant le sous-espace

dégénérescencs..
2.3.  Spectre continu non dégéneére.

Lorsqu’on mesure la grandeur physigusur un systeme dans I'éfa¥ ), la probabilité

dP () d’obtenir un résultat * compris entieta + da est :

dP(a) = [ (v, ¥)I*da (1.8)

| v, ) étant le vecteur propre correspondant a la vajgopre continue: de I'observabled

associée aA.
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

» Quatrieme postulat : Principe de réduction du paqued’onde :

Si la mesure de la grandeur physidusur le systeme dans I'étg® ) normé donné pour

résultat an (non dégénere), I'état du systeme immédiatemengisdp mesure (avant que le
systeme n’ait le temps d’évoluer) n'est p|UE ) mais|@,, ); |@.. ) étant le vecteur propre

associé a la vecteur propag
» Cinquieme postulat : Evolution dans le temps
L’évolution au cours du temps de I'éfd¥ (t)) d’'un systeme physique est décrite par

I'équation de Schrodinger :

Ou A est 'observable associée a son énergie tofdlest appelé opérateur hamiltonien.

Pour une particule, il s’écrit en représentafi€)n
A=-Ewiy@ (1.9)
= om r .
L’équation de Schrédinger s’écrit alors dansecegprésentation [10]:
ih

PED) [ W oo o .
2= [‘EV +V(r,t)] W7 t) (1.10)

[.4 .Equation de Schrodinger

[.4.1. Introduction

En physique classique, une particule est dégstesa positior (t). L'évolution de sa

position (la trajectoire de la particule) est dampér I'équation de Newtdd 1] :

d%r

m=l = F(# 1) (1.11)

En physique quantique, en vertu de la dualitieesorpuscule, la particule est maintenant
décrite par une fonction d’ondé(#, t)dont nous décrirons la signification et I'équatapn

donne son évolution (I'équation de Schrodingez).
1.4.2. Interprétation de la fonction d’onde :

Nous associons maintenant a une particule une igidintque nous appelons fonction

d’onde.¥ est un champ scalaire dépendant du temps :

Y=Y t) (1.12)
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

P(7,t) est en général une fonction complexe : ¥ (#,t) € ¢ (1.13)

Que représente¥ ? Nous donnons ici l'interprétation de Born. Cetterprétation relie la

guantité.
lP@I|? =Y@) P*(r) ®P*(@) conjugué complexe d&) (1.14)
A la notion dedensité de probabilitéde trouver la particule en
l¥(@)]|? : Densité de probabilité (1.15)
La probabilité de trouver la particule dans un volumeV = d3r autour dea est
P @II? d*r (1.16)

La connaissance d¥(7, t) permet alors (dans linterprétation de Born) ammaitre
I'évolution dynamique de la probabilité de troul@mparticule dans un volum#&r autour

de tout point en fonction du temps.
1.4.3. Equation de Schrédinger :

La question qui se pose est maintenant la stévasi on poursuit le parallele avec le
mouvement d’'une particule, il faut alors trouvereuéquation pour décrire la fonction

d’onde¥(7, t). Mais comment trouver la fonction d’'onde ¥(7, t)?

Ce fut le mérite du physicien autrichien E. ®dmger d’avoir posé I'’équation qui donne

I'évolution de¥(7, t), connue sous le nomédjuation de Schrodinger.

A un certain temps, I'état du systéme est entierement déterminé péretion d’onde
Y(7, to)

A un autre instant® t, le systéeme pourrait évoluer a un autre étatitdgar ¥(7, t) qu’

on peut déterminer a partir dg(¥',t,) a I'aide de I'équation de Schrédinger suivante :
Hwao:m%wmo A7)
Ou H est appelé Hamiltonien du systéme, et E la valeapre associée.

L’énergie du systeme E est la somme de I'énergiéticjue et énergie potentielle.

L’'opérateur Hamiltonien associé est donné par {13]

A= 40G0 (1.18)
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

L’opérateur impulsionp : p = —ihV (1.19)

2
Donc : q= Zh—mvz +V(#1t) (1.20)
En remplacent (1.20) dans (1.17) :

N BN h? —~ 5
i W, ) = [‘EVZ +V@ t)] Y7 t) (1.21)

e h=-2L=105457 - 1073]s

2T

« V2estle Laplacien,
* mlamasse de la particule,

« V (#1) I'énergie potentielle de la particule.

L’équation (1.21) est I'équation de Schrédingépendante du temps. C’est une équation
différentielle aux dérivées partielles linéairdnetnogene. S¥; etW¥, sont des solutions de
ces équations, toute combinaison linéair®; + A, ¥, de ces fonctions en est également
solution. Ainsi ces solutions possedent la pro@rigé superposition, caractéristique des

ondes en général [13].

L’équation de Schrodinger dépendant du tempsiestquation différentielle du premier
ordre par rapport au temps. En conséquence, laagzamce d& a un instant initial donné
permet de déterminer toute son évolution ultérieireette équation de Schrédinger son
spectre d’énergie [13].

|.4.4.Mesure de I'énergie :

L'équation de Schrodinger indépendante du ted#€r) = E W(¥), S'interpréte
mathématiquement comme une équation aux valeuwgres de I'hamiltonier! , c'est-a-
dire que I'action de cet opérateur sur la foncti§i¥)consiste en la multiplication de cette
méme fonction par un coefficien¥(7) est alors une fonction propre dgAinsi ,résoudre
techniquement I'équation de Schrodinger indéperdahi tempsevient a rechercher
I'ensemble des fonctions propr&&(r ) et les valeur propres d&

A chaque fonction propre est associée une valeuicpiaggte deE , qui est la valeur
propre de I'hamiltonien .Cette équation traduitdi physique important suivant :la mesure
de I'énergie dans un état stationnaire dohnéet cette mesure ne perturbe pas I'état de

I'objet physique [14].
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrédinger

L’ensemble des valeurs possibles de I'énergimént le spectre énergétique de I'objet.

Deux cas doivent étre envisagés.

i) Si une solutionW(7) existe quelle que soit la valedf de I'énergie ; le spectre
énergétique est alors continu (Fig.1.6) et lessé&tatrespondants sont libres.

i) Si une solution¥(7) n’existe que pour certaines vale#isE, _E, de I'énergie ; le
spectre énergétique est discret (Fig 1.6) atats €orrespondants sont libres états liés ou

confinés [14].

E E
4 A
E_\( A A S S S ———

'Es

O

E:z

77 1 I ————— )
a) b)

Fig 1.6 : Spectre énergétiqé4].

Notons queW¥(#) coincide avec la valeur de la fonction d’onde asktant initial
t=0:¥Y([7) = ¥(*,0)

A un instant ultérieut, la nouvelle de la fonction d'onde est simplemeééatluite de sa
valeur initiale en multipliant cette derniére parfacteur de phasep~iEY" |’évolution
de I'état de I'objet physique, décrite par I'éqoatide Schrodinger, s’exprime donc par un
simple facteur de phase .Ainsi, a tout instanthi@mp d’onde reste une fonction propre de
I'opérateurd :

Y@@ t) = [AY@)]|expLEYD = EW(#,¢) (1.22)

Ce résultat traduit bien I'obtention du méme t@&s$&, lors de la mesure de I'énergie,

pourvu que I'état soit stationnaire [14].
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

1.4.5.Solution de I'équation de Schrddinger pour de systemes conservatif :

Lorsqu’une particule se déplace dans un potemttpendant du temps donc [13] :
V@O =V@) (1.23)
H est indépendant du temps et le systéeme est msecaatif.
Nous utilisons la méthode de séparation des vasabl
Y@ t) = o) - A(b) (1.24)

En remplacent dans la relation (1.21)

i3 (0@ - AWD) = [~ =7 +ID] (0@ -A©®)  (125)

dA(t 2 2 o
. ® [_HV +V(T)]<P@)
ih dt —
A o@)

(1.26)

L’équation (1.26) représente une égalité dont kenper membre ne dépend que du temps
alors que le second membre ne dépend que de l@oposieci n'est possible que si les 2

membres sont égaux a une constante E [13] :

dA(t)

. a —
lhTi) =F
2o (1.27)
[T ®e@
(@) N
1 A . dA(t) — .
D'ou: l a0 E-dt (1.28)
Dont la solution suivante [13] :A(t) = e (1.29)
La seconde indépendant du temps, et ne dépendauhd gosition r :
2 o~ —s s -~
|- =72+ U@ | 0@ =E- () = Vo) + 2 [E+ V)] - 0() = 0 (1.30)
La solution globale de I'équation (1.21) est leqhui :
W) = oF) e 1.30)

Et sont appeléesolution stationnaires[1 3].
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

1.4.6. Exemples ou I'équation de Schrodinger est kdble exactement :

4+ Probléme a une dimension :

Si le mouvement de la particule est confiné wue droite, le potentiel est alors une
fonction a une seule variable de I'espace. Dansasel’équation de Schrodinger de la
particule ne dépend que d'une seule variable dpdlee. L’hamiltonien du type (1.20),
s’écrit alors [13]

H=-2% v (1.32)

2m dx?

Ce type de problemes de mécanique quantique a umension et d’'une importance

capitale en physique du solide ou de I'électronique
Parmi les potentiels les plus utilisés on citedeeptiel harmonique.

» Cas d'une particule libre:

Une particule libre n’est soumise & aucun potertigernd () = 0, I'équation (1.30)

devient :

V(@) +7E- () =0 (1.33)

Si on ne considere que la direction suivant x3jlcevient :

d?e(x) 2
d‘f{;‘ + h—‘;’E cp(x) =0 (1.34)
. d?ex) 2 1" 2
Ou bien: —= Tk p(x) =0 = @"+k-@=0 (1.35)
Ou k est le vecteur d’'onde :k = Zh—TE (1.36)

L’équation (1.35) est une équation différentiedie second ordre sans second membre. La

solution générale d’une telle équation est la suwva
@(x) = Ael®¥ 4 Beikx (1.37)

Elle est constituée du premier terAe ™ qui est une onde progressive (une onde qui se
déplace dans la direction positive), le second ¢eBeT** est une onde régressive (une

onde qui se déplace dans la direction négativg) [13
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrédinger

»  Cas d'une particule dans un potentieN(x) # 0 :

L’équation de Schrédinger reste de la forme (1:30)

a2 >
220+ 22 [E - V)] - 9(x) = 0 (1.38)
On peut la réécrire comme suit [13] : @” (x) + k? - @(x) =0 (1.39)
Avec : k? = Zh—lf [E — V(x)] (1.40) est toujours le vecteur d’onde demgas la.

» L’oscillateur harmonique :

L’exemple le plus classique d’'un oscillateurrhanique est celui d’'une massequi se

déplace le long d’'une droitex, sous l'action d’'une force de rapgek —kx, au voisinage

d’'une position d’équilibre stable qu'on peut prendlomme origine. Cette masse a pour

énergie potentielle :

V(x) = skx? (1.41)
De tres nombreux systemes physiques peuvent &iraiks, en premiére approximation, a
de tels oscillateurs harmoniques dits linéairessCle cas, par exemple, des atomes ou des
ions d’un cristal qui peuvent vibrer autour de Ipasition d’équilibre.
Les vibrations des atomes d’'une molécule diatomjperevent aussi étre modélisées, en

premiere approximation, par un oscillateur harmoeig une dimension [15].

Figl.7 : Potentiel harmonique.
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

a) Equation de Schrodinger :

L’équation de Schrddinger des états stationagimur une particule de massaes’écrit

compte tenu du potentiel parabolique [16] :
— =+ o kx*W = BV (1.42)

Introduisons, comme pour l'oscillateur harmonigee en meécanique classique, la

grandeur :
w= [— (1.43)

Multiplions les deux membres de I'équation (1.42rp/hw, de fagcon a obtenir des

coefficients sans dimension, et effectuons les ghanents de variables suivants :

mw 2E

y= |~ : A== (1.44)

hw

On obtient I'équation différentielle :
1 _ d? 2 —
H‘P—(——dy2+y Jw =2y (1.45)

Ou H' joue le réle d’'un hamiltonien « réduit »etine constante positive [16].

b) Niveaux d’énergie

Dans cette partie, nous allons développer unéhodé permettant d’obtenir le spectre
d’énergie de l'oscillateur quantique sans avoirobesle résoudre directement I'équation
(1.45).I''dée est de chercher a obtenir une décasitipm de H' facteurs, analogue a un
celle qui intervient dans la différence de deuxé&srla dérivée seconde étant assimilée a

un carré. Pour cela, introduisons les deux opémateu

d _ _d
A——d—y+y ; B—dy+y (1.46)

Appliquons I'opérateur B a une fonctié puis I'opérateur A a la fonctioBY’:

On obtient ;

2

ABY) = (—diy +y) <(diy+ y) ‘P) = (—dd—yz +y?-1)¥ (1.47)
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

Selon (1.45), on peut écrire I'équation de Schrgdmsous la forme :

H'Y = (AB + ¥ = ¥ (1.48)
L’opérateur hamiltonien n’est pas identique a ABisron a :
H =AB+1 (1.49)

On peut, avec une démarche analogue, interventléedes opérateurs A et B ,et parvenir

ala formule ;
H'Y = (BA—1)¥ = ¥ (1.50)

Montrons a présent queBiest une solution de I'équation de Schrdodingeresmondant a
I'énergie E, alorgl¥ en est une également correspondant a I'énérgichw pour cela,
faisons agir a gauche l'opérateur A sur chacun rdembres de I'équation (1.50), on
obtient [16]:

(AB — 1)(4A¥) = A(A¥) (1.51)
Rajouton2A¥Y a chaque membre de cette derniere équationenit :
(AB + 1)(A¥) = (1 + 2)(4A¥) @y

L’opérateur qui figure dans le premier membre d&2{l étant, selon(l.49) I'hamiltonig’,

la fonction ¥’ = AY¥ est une fonction propre de H'.la valeur propreveiee a¥’'est égale

a(A+ 2) = A ,soit ,compt tenu dé = 2E /hw, A' = 2E" /hw :
E'=F +hw 1.58)

On arrive ainsi a construire par action de I'opgmatA sur une solutio® d’énergie E, une
solution d’énergie?’' = AY d'énergieE’ = E + hw. Il suffit donc de trouver la solution
de trouver la solution de plus basse énefgide I'oscillateur pour obtenir toutes les autres

par cette méthode récursive[16].

Pour obtenir, faisons agir a gauche I'opérateust® chacun des membres de I'équation

(1.48).0n obtient I'expression suivant, analogyé%?) :
H'(B¥Y) = (BA—1)(B¥) = (1 — 2)(BY) (1.54)

Cette derniere équation est vérifiée lorsgd€est fonction propre non nulle de I'opérateur

H' pour la valeur proprg — 2, mai également pour le cas trivie = 0 Or, la profondeur
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

du potentiel harmonique étant finie, il existe wageur propre dél’ plus petite que toutes

les autres, soit,. Sa fonction propr#,obéit nécessairement a la relation :

SinonA, — 2 serait une valeur propre @€ inférieure al,, ce que contredirait I'hypothése
gueAl, est la plus petite valeur propre Hé.puisquei,fait partie du spectre de I'opérateur

H', avec comme fonction prop¥g, on aH'¥, = 1, ¥, I'expression (1.49) donne alors :

PuisqueB¥, = 0, selon (1.55) , et que la fonctidfest non nulle, on en déduily = 1

soit encore :

E, = (1.57)

Les autres énergies sont obtenues en ajoutant ssivesent un quantuhw a la

précédente.les niveaux d’énergie de 'oscillaternfonique ont donc pour valeur :
1
E, = Ey + nhw = (n + E) hw (1.58)

Avecn = 0,1,2,...Si les atomes et les molécules qui constituentdsiare, peuvent étre
considérés comme des oscillateurs harmoniquesatontoins en premiere approximation,
'expression (1.58) montre que les échanges aweddiieur ne peuvent s’effectuer que par
des multiples d'un quantum de valéws. Lorsque ces échanges s’effectuent par
lintermédiaire du rayonnement électromagnétique, retrouve I'hypothése de Planck

relative au corps noir.
c) Fonctions d’onde

Le calcul des fonctions peut s’effectuer parligpfions successives de I'opérateur A sur
la solution de plus basse énergie. Cette derniebtient en utilisant I'équation (1.55) qui,

compte tenu de la définition de I'opérateur B, stéc
d
(d—y +y)¥ =0 (1.59)

Cette équation a pour solution :

2 mwxz)

¥, = Nexp (— y?) = N exp (— - (1.60)

Page 19



Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrodinger

Le coefficient N s’obtient par normalisationldedensité de probabilité. On écrit :

o) 2
J__ N?exp (— %) dx =1 (1.61)

On obtient N = (mw/mh)/*. La fonction d’ondé¥;correspondant au niveau d’énergie
suivank; = E, + hw, s’obtient en appliquant s, I'opérateur A, d'ou, a la constante de

normalisation pres :
: d 2
Y, =AY, = (— = + y) exp (— y?) (1.62)

Apres calcul de la constante de normalisationoftrent :

¥ () = V2 (w)” 2 (ﬂ)” " x exp (- e (1.63)

h th 2h

La solution généralisée peut étre obtenue parméace ; on a:

¥ () = (Vazrn) "% exp(=y2/2) Hy () (1.64)

Ou les fonctiongi, (y)sont des polyndmes d'ordre n, connus sous le ngmolgiebmes

d'Hermite, et définis par:
Hn() = (~1)" exp(y?) 7 exp(~=y?) (1.65)

La fonction d'onde (1.61), correspondant au plas niveau d'énergie de vibration, donne

pour expression de la densité de probabilité degoee:

|‘P0(x)|2 = (%)1/2 exp (— m(;xz) (1.66)

Cette expression est celle d'une courbe de Ghagsobabilité de présence maximale de
la particule fictive de masse se situe en sa position d'équilibre x=0, au fomgbuits de
potentiel [16].

Probléme a 3 dimensions :

» Particule dans une boitg17] :

Le Probleme d’'une particule dans une boite niséléln systéme dmolécules d’'un gaz
dans une enceinte fermée. Un gaz est constitué alécules qui sont animées en
permanence d’'une vitesse de déplacement relativeéimrée, de I'ordre de 500 nisi la

température ambiante. Pour un gaz parfait, on dersique les molécules n’interagissent
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Chapitre | Appariation de la mécanique quantique et I'équatiorde Schrédinger

pas avec leurs voisines et on peut donc déternmgéparément I'énergie cinétique de

chaque molécule.

Considérons une molécule placée dans une eageanallélépipédique de cétasb, c
(fig 1.8). Supposons que son énergie soit uniquérmieetique et qu’elle ne soit soumise a
aucun champ a l'intérieur de I'enceinte. Lorsquemialécule s’approche d’'une paroi de
I'enceinte, les interactions des atomes constitgatte paroi repoussent la molécule qui
« rebondit » sur la paroi. Il existe donc un pa&n¥(x, y, 2 qui augmente tres

brusquement au voisinage de la paroi.

v

X a

/ b

Fig1.8: une boitfermég17].

On peut schématiser ce potentiel sur chacuraxies ; considérons, par exemple, I'axe
desx ou le potentiel devient brusquement tres grana en0 etx = a alors qu’il est nul
dans l'intervalle [0 & (Fig 1.9). On dit que la molécule est confinédrerdeuxmurs de
potentiel; ce potentiel ayant une valeur trés élevée, or peunsidérer que les murs de
potentiel sont infiniment éleves.

Cherchons les états quantiques stationnairésmelécule dans I'intervalle [@]. Son

équation de Schrodinger indépendante du temps est :
—%A‘P(x, y,z) =E¥(x,y,2) (1.67)

Oum est la masse de la molécule ; I'énergie potentiéli@nt supposée nulle dans &)
elle ne figure donc pas dans I'équation. Puisquedéécule est confinée a l'intérieur du
récipient, sa fonction d’'onde est nulle a I'extarieAinsi la détermination d¥ (x, y, 2 et
E se ramene a la résolution de I'équation d’onde7)l.6dans un domaine intérieur a
I'enceinte, avec les conditions aux limites : 1.68)
¥(0,y,z) =¥(a,y,z) =0 ; ¥(x,0,2) =¥(x,b,2) =0 ; ¥(x,y,0) =¥(x,y,¢c) =0
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Méthode de séparation des variables :

L’hamiltonienH qui figure dans I'équation (1.67) se décompose $atdigsrme de trois

termes indépendant$d:= Hx + Hy + Hz ; on peut donc chercher des solutions sous la

forme :
Y(x,y,2) = XX)Y(Y)Z(z) 1.60)
Portant cette derniére expression dans I'équato8ahrodinger (1.67), on obtient :
1d?x  1d?r  1d?z 2m
xae tyor Tzaz - WL (1.70)

Chaque terme figurant dans le membre gauche d¥ (ie/dépend que d’une seule variable
indépendante. Pour que leur somme soit une coestardque terme doit lui méme étre

égal a une constante, d’ou :

AT +o,
7 272
77 zZzA
72 V(x) %%
7 Zzz
7 777
g// 5://;
TS o A
77 7
7 277
% 227
07 z
07 z z
Z 2
G4 747
0] a X
Fig 1.9: potentiel V(x)17]
1d%x 2m 1d%y 2m ., . 1d*z 2m
Xd2 T WX yap T T REyl gapT T b (1-71)

Avec :E = Ex+ Ey+ Ez L'équation aux dérivées partielles (1.67) essastindée en trois
équations différentielles a une seule variablesO@méthode de séparatiates variables
Les trois équations (1.71) sont analogues et out polution des sinus ou des cosinus. Les

conditions aux limites (1.68) imposent les solugon

X,,(x) = N sin (nnx) (1.72)

a
Ou n est la suite des nombres entiers relatiffletn coefficient de normalisation qu’on
détermine en écrivant :
Sy Xn G012 dx = INI?2 =1 (1.73)
Puisque la fonction d’'onde est définie a une constae phase prées, on peut choisir la
valeur positive d&\, d'ou :

Xp(x) = \Esin (%) (1.74)
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Reportan¥,, (x)dans I'équation différentielle, on obtient les wakede I'énergie :

ﬂzhz nz
XM 2ma?

On obtient une suite discréte de valeurs dest@ie, caractérisées chacune panambre

(.75)

quantique navecn = 1, 2, 3, . . . A chaque valeur d€, , correspond une seule fonction
propre X,,(x) de plus, la valeun = 0 est a exclure car elle conduit a la solutioviaie
Xo=0 [17].
Fonctions d’onde et niveaux d’énergie d’une molécal

Les fonctions d’'onde de la forme (1.69) sont obt=nen multipliant entre elles les
solutions (1.74) avec celles analoguey etz soient :

1/2
8 . MTX . NLT . N3z
) sin = 2 : (1.76)

Tnl,nz,n3(x;y;z):(a . sin ) sin "

Avecny,n,,n;=1,2 3, ...Ces troismombres quantiquesaractérisent un état d’énergie
cinétique de la molécule. Les niveaux d’énergid gonnés par :

282

n? nZ2 n?
Enmans = g (a3 + 32+ 53) (1.77)

2m

Poura, b, c tels que les rapports: b : ¢ soient des nhombres irrationnels, a chaque niveau
d’énergie correspond une seule fonction d’'onde.cBatre, si 'on considere, par exemple,
une enceinte cubique, telle gae b = ¢, a certains niveaux correspondent alors plusieurs
fonctions d’onde. Ainsi, les trois fonctions d’ontdg1, Wi21, W211 ONt le méme niveau

d’énergie. On dit que le niveau d’énergiedsgenérdgl7].
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[l Introduction :
La résolution exacte de I'équation de Schrodimge généralement difficile.

Certains modeles simples, quoique non parti@rient conformes a la réalité,
peuvent étre résolus analytiquement et s'averetityl&rement utiles [13] :

« particule libre (potentiel nul).
« oscillateur harmonique (potentiel quadratique).

« particule dans un réseau unidimensionnel (potepégabdique).
Dans les autres cas, il faut faire appel auerdies techniques d'approximation [18]:

- lathéorie des perturbations apporte des expressiaalytiques sous la forme
de développements asymptotiques autour d'un prehem perturbé
précisément soluble.

- l'analyse numérigue permet d'explorer des situatioaccessibles par la

théorie de perturbation.

De ne nos jours, les problemes de mécanique iquan& une dimension et d’'une

importance capitale dans le domaine de la phygigusolide ou de I'électronique.

On va comparer par la suite les différentes smigtnumériques avec cette solution

exacte pour certains cas simple.

[1l.1. Application de méthode différentielle finie a équation a 3 points :

L’équation de Schrédinger est donné par :
W' () + (E- V() Z¥(E) =0 (I1.1)
Eéme

e C’est une équatio ordre de la forme :

y"'(x) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = c(x) (1.2)
Pour identification (lll.1) et (1ll.2); ona:

b(x) = (E— V()37 = P (x) + b()¥(x) = 0 (111.3)
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On applique la méthode différentielle :

( a(x)=0
2m
ib(x) =(E- V(x))h—2
c(x)=0

Tel que :

Wiy1—Wi—q

W= (4).

Wip—2Wi+Wig

11
g = —

(111.5)
On remplace ces équations (I1.4) et(l11.5) daigjtiation (111.3) :
W, — 2% +¥,_; + h2b(x)¥; = 0
=  W_, 4 (h*K) -2)¥+¥,, =0 (111.6)
On obtient le schéma récursif suivant :
= Y., =-¥_,— (h*b(x) —2)¥; (111.7)
On peut obtenu notre scheme récursif : Algorithme d Numerov[20]
P (x) = —k?¥(x) (111.8)

() = (W) = - (—K2W () (111.9)

f(x) = f(xg) + hf'(x) + ’;—Tf”(x) + ’;—Tf”’(x) + Z—Tf””(x) Développent de Taylor

0O = Flxg) + (x = x0)f (xg) + S0 )f”( BY Cnt Ol )f"( o)

= YiafO(x)  avec q; = &

i!
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Pourx, = x,, :

(x _xn)z (x _xn)3

P(x) = W) + (2 = 2) ¥ (n) + ¥ 00n) +

4
X —X
-I—%HU””( n) + .

Wlll(xn)
hy* hy® ho*
llU(x) - llu(xn) + holp (xn) + _llun(xn) +— llum( n) + llU””(xn) + -

hy = (x — x,) = Ax

l}/(xn 1) - n 1

(x - xn—l)z
=¥ 0) + (0 = x-) ¥ C) + —— 77— ¥ (xn)
+ (x — ;C!n—l) ‘P”’(xn) + (.X,' _:!71—1) l,U””(xn) + ..
Y(xn+1) = Yo
= W) + G = g ) (1) + g
(x B xn+1)3 ‘P”’(xn) + (.X,' — xn+1)4 l,U””(xn) + ...

3! 4!
Telque: x —x,_1 = —(x — x41) = hy

h 4
Yy + ¥ =2¥ + [(x - xn—l)(x - xn+1)] nt hO l‘U + l‘U””

12
h 4
:> llln_l + Wn-l'l qu -_ hO lIJ + EW””
. "’"-1“:";1‘2"’ p, " + ‘I’”” (111.10)
0
En remplace (l11.8) et (111.9), on trouve :
2
qlllll ( kn+1lpn+1) 2( k (Iln)+( kn 1(IlTl 1) (“Ill)

h2

En remplace (I11.11) dans(l11.10), on obtient :

5 2, 2 1 2 2
2(1-3ho kn® ) ¥n—(1-73ho k1% ) ¥n1
1 2 2
1+—12h0 kn+1

= P, = (I1.12)
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111.2. Résultats

1. Particule libre :

¥ix)

919

[

A

FigI11.1 Résultat numérique par MDF

2. Oscillateur harmonique :

- L’état fondamental (n=0)

Y

7

/

|

Fig 1.2 Résultat exact de la fonction
¥(x) = cos(x)

Fig I11.3 Résultat numérique par MDF
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N 2éme

état excité (n=1)

| ¥

FigI11.5 Résultat numérique par MDF Fig111.6 Résultat exact de la fonction
100 = (x =~ 5;) e/

N 3éme

état excité (n=2)

Y(x) Y(x)
L ’\ /\ l’\

Fig I11.7 Résultat numérique par MDF Fig111.8 Résultat exact de la fonction
2\? -
() = (x = 5;) exp/2)
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Les résultats obtenus sont satisfaisants car unpa@ison avec les solutions

exactes montre un trés bon accord avec les résualianériques
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Chapitre I Résolution numérique de I'équation différentielle @r MDF

[l. Introduction

Parmi les méthodes de résolutions courammentiqpées, la méthode des
différences finies (MDF) est la plus facile d'accés, puisqu'elle repose dsurx
notions : la discrétisation des opérateurs de diéon/différentiation (assez intuitive)

d'une part, et la convergence du schéma numérigsieadtenu d'autre part.

[I.1. Définitions de la Méthode des differences fies (MDF) :

Cette méthode est basée sur la technique duop@enent en séries de Taylor qui
permet d’approximer la valeur d’une fonction en pwint donné si on connait la
valeur de la dite fonction ainsi que toute ceswd®$ en un point voisin. Cette
technique permet de développer des schémas poptaen les dérivées premiéres et
secondes d'une fonction [18].

Une différence finie est une expression de lm@raf (x) = f(x) — f'(x)
[1.1.1. Opérateurs de difféerences finis :

On notey; = f(x;) C’est la valeur de la fonctiofx) au pointx;

- Opérateur différence avant :
Af(x) = f(x + k) — f(x) Ouh estle pas
Af () = f(xien) — f(x2)
Ay; =y —yi 00y = f(x)
« Opérateur différence arriére :
VF) =f(x)—fx—h)
V() = f () = fxi-1)
VYi =Yi— Vi
«  Opérateur différence centrées :
Sf)=flx+h)— f(x—h)
6f Cer) = f(xivn) — f(xi-1)

8Yi = Yiv1 — Vi1
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[1.1.2. Relation avec la dérivée d’'une fonction :

f(x+h)—f(x)_l. f(x)—f(X—h)_l. fx+h)—f(x—h)
h = Ao h = A5 2h

f(x) = lim

_fGHR) = £ _ AF(x)

Froo =52 E
o @)= flx—h) Vf(x)
fo=2 TR
ooy fxe+h)—f(x—h) 6f(x)
[ = 2h Y

Il.2.Résolution des équations différentielles pard méthode de différence finie :

Résolution des équations différentielles pamkthode de différence finie repose

sur deux étapes [19].:
- La discrétisation: choix d’'un nombre finie de points équidistantansl
lintervalle [a,b] , (xo = a) ...x1, x5, X3, .... (X, = b)

Xo=a ,X1=Xp+h ,x;=x1+h=xy+2h ceer Xp=Xxg+IXh

Avec :hestlepas h=x;,1—Xx;
- Ecriture de I'équation différentielle en chaque pint Xx; :

En remplacent les dérivées pour leur expressiotenabs par application de

la méthode de des différences finies
11.2.1 Equation différentielle d’ordre 1 :
La forme générale d’'une équation différentiellerdre 1 : Méthode Euler[19].)
y' () + a(x)y(x) = b(x) 1.7
Qu’on peut écrire aussi sous la forme :
y' () =gy avec
y(0) =y, Condition initiale X € [a, b]

Aprés discrétisatiof, = a) ... x4, X3, X3, ... (X;, = b)
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On écrit I'équation différentiellg’ (x) = g(x,y) en chaque point; x

yi = g y)
Ay; i+1=Yi
= g(x ) > T 2=g(x,y)
Vi1 = h X 9(x;,¥:)+y; Schéma récursif (11.2)

Ce schéma permet de connaitre la valeur approahéesblutiory;en chaque poirk;
On calculey, connaissanyg, puis on calcul, connaissang, et ainsi de suite.
11.2.2 Equation différentielle du 2™ ordre :
La forme générale d’'une équation différentiellerdre 2 :
y"'(x) +a(x)y'(x) + b(x)y(x) = c(x) (1.3)

* Probleme avec Condition initiale

x € [a, b]
y(a) =y,
y'(a) = yo
r r Azy
y (xi)z)/i = hzl

Ay, =A () = A Wier — i) = Ayier — Ay
= Witz = Yi+1) — Wiv1 — Vi)
A%y = Y2 — 2V + Vi (11.4)
On a une notre possibilité :
A(Vy) = Ay —yi-1) = Ay — Ayioy = Vigr —Yi) — Vi — Yi—1)
A(Vy:) = ¥it1 — 2Yi + Yiaa (11.5)

En cherche le schéma récursif :

y"'(x) +a(x)y'(x) + b(x)y(x) = c(x)

On cherche la valeur approchée de y en tout leddix, = a, x;, x5, X3, .... X, = b]
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A%y,

20 ale) =+ by (x) = c(x;)

i -2 i + i i —Ji
2SI 4 ) P b(x)y () = e(x)

Ce qui donne le schéma récursif suivant :

= yir2 = h%*¢; +[2 — ha;] y;41 + [ha; — h®b; — 1] y; Schéma récursif (11.7)
On peut calculey; apartir :

y(a) = o y'(a@) =y,

o =" =220 Sy = hyj+y, (11.8)
2éme possibilité :

. AWy Yier —2Yi+Vic1 | Yier — Vi
i =T T 2 TaTy

+biy(x) = ¢
= [1+ ha;lyiq = h*c; + [2 + ha; — h*bly; — yiq

[h2c;+[2+ha;—h?b;]y;-yi-1 |
Yier = (11.9)
L

On peut calculey_, apartir :

yo="2=022 oy = —hy+Y, (11.10)
* Probleme avec Condition initiale

y" () +al)y'(x) + b()y(x) = c(x)

Avec: x € [a,b] ; y(a) =6, ; y(b) = 6,
' P,
y; = Yi+1 h};l+yl 1 (”11)
r_ Ay i+1=Yi
y; 2%2 y+;l y
yl{ — }’i+12—h}’i—1 (”.12)
r_ Vi i~Yi-
En remplacant dans (I1.3) :
i+1~2YitYi- i+1~Yi-
= Yit1 h); +YVi-1 +a [y +12hy 1] +bi}I(xi) = ¢ m)
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En rassemblant les termes :

qiYi-1 +PiYi 1 Vier = d; (1.14)
9 =2—hag
p;=2h*b; — 4
rnn =2+ha;
d; = 2h?¢;
Q1Yo+ Py +ny, =d; Yo =Y(xo) =y(a) =6,

P1Y1+ 1y, =d; —q16;
QY1+ DP2Y2 +12y3 =d;

q3Y2 + P3ys + 134 = d3
1

[

An-1Yn-—2 + pnl—l Yn-1tTh-1Yn = dn_1
An-1Yn-2 + Pn-1Yn-1 = dp—q1 —Th—16n
On écrit se forme matrice[A][Y] = [F]

P1 ™ 0 0 e V1 Fl
qz D2 T2 0o .. Y2 F,

0 g3 p3 T3

__det(4;)

On recherche les "y" par : i ~ det(a)

I1.3 Résolution d’équation aux dérivées partielles

ou ou 0d%u
)=0

f (u(xl,xz, ...xn),a—xl,(,}—xz,ax12 (11.15)

Page 29
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Exemple I'équation de Laplace A(u(x,y,z)) = 0

Soitu(x,y) une fonction de deux variable x. € [a,b] et y € [c,d], expression

approchée des dérivés partielles [18]:

ou _ u(x+hy)-u(x,y)

ax h

ou _ ulxy+k)-u(x,y)
dy — k

IR

%u _ @ (au) - ?,—Z(x+h.y)—g—1;(x.y)
0x2 ox \ox/) — h
Quand on utilise le dérivé arriére, on trouve :

%u _ ulx+hy)-2(ulx,y))+u(x—hy)
0xz h2

On discrétisé l'intervalle des x € [a, b]
Xo=a, Xy =xg+h.. ,x;=x9+1ih...
Puis on discrétisé l'intervalle desy € [c, d]

Vo=¢C, V1 =Y+ k.. ,yj=y0+jk....

Doncona:
2%u _ u(xi+1'yj)_z(u(xi'Yj))"'u(xi—l'yj)
-z Ko yj) = =
92u _ u(xi'Yj+1)_z(u(xiﬁVj))"'u(xi'Yj—l)
22 (xirYj) = 2
yn:d [ ]
u(xl-,yj)
[ ]
[ ]
Yo=C T

Xo=a )

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)

(11.21)
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On a:

. b—a
xX; =x9+ih , h:T

. —-d
Vi=Yo+jk ., k===

azuij _ ui+1j—2u,-j+ui_1j

-z oz (1.22)
On méme chose pour:
0wy  wyj—2u+ug i (11.23)

ay? k2
11.3.1. Exemple de I'équation de la propagation dehaleur :

On chauffe un extrait d’'une barre métallique [18].

t=0

du(x,t)  ,0%u(x,t)
ot T ox?
Avec a? le coefficient de propagation correspond au méithsé.

Ujjp1—Ujj Uiy j—2u+Ui—q
L) = g2 M ST (1.24)

u(x,0) = ¢(x)
u(L,t) = ¥1(0)
u(0,6) = ¥,(t)

t
Noeuds
U1 TJA/uU/ ,Ji+1j
[ ] [ ] [ ]
Uy
]
1 2 3 4 L
Donc :
ka? 1 2a?
u,-]-+1 =hiz[ui+1]- +ui_1]-] + [;_h;‘zjl ui]- (”25)

La connaissance des valeursude, t) aux pointy(u;,1 ), (u;-1;), (u;;) permet de

calculer la valeur da(x, t) au poin{i,j + 1).
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Conclusion générale

Le travail de notre mémoire est concerné a laluésn de I'’équation de
Schroédinger par la méthode de différentielle fima a testé le
programme élaboré pour différents cas, particuteeliet oscillateur
harmonique les résultats obtenus sont satisfaisartune comparaison
avec les solutions exactes montre un tres bonréd@eec les résultats

numeriques.

Comme perspective il serait intéressant de géserdk programme pour
des cas plus complexes spécialement des problenw=uxa et trois

dimensions

Page 39



Références

[1] C .Chauvin, J. Math : Les ondelettes comme fonctions de base dans kel cialc

structures électroniques. N. Pol. de Grenobl, 2005.
[2] H. Lowen, J.Phys.: CondendMatter 15, V1 ,2003.
[3] R. J. Furnstahl, J. Phys.G 31, S1357 ,2005.

[4] J.V. Lill, G.A. Parker, and J.C. Light, Chem. Phys Lett. 89, 483 (1982);
J.Chem. Phys. 85, 900 (1986).

[5] S. L. Altmann, C. J. Bradley, Proc Phys Soc. London 86, 915 ,1965.

[6] M. Kossow, Annal.Phys: Quantum field theory and composite fermiorse
fractional quantum Hall effecl8N5, 285-377, 20009.

[7] R. M. Martin , Electronic Structure: Basic Theory and Practical tiads
Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

[8] Bouchriha Habib. Introduction a la physique quantique, cours et &ailon
[Cours], Alger, 2002, p978.

[9] Najib.H . Généralités sur la quantification du rayonnemg@ours], Maroc, Feév,
2005.

[10] Christophe Texier. Mecanique QuantiqueP™¢édition, DUNOD, 5 Novembre
2014, p358.

[11] P. Amiot, L. Marleau. Mecanique Classique,W.Laval, 2006.
[12] L. Landau et E. Lifchitz. Mécanique quantique, EMIR, Moscou, 1966.

[13] C. Cohen-Tannoudiji, B. Diu, F. Lalog§ Mécanique quantigyedermann, Paris,
1977, p1509.

[14] Pérez, Carles, PujalQuantique fondements et applicatipds boeck, Paris,
Septembre 2013, p136.



[15] Jeam Hladik, Michel Chysoss et AIMECANIQUE QUANTIQUE Atomes et
noyaux Application technologique #3°édition, Dunod, Paris, 2009, p79.

[16] Jeam Hladik, Michel ChysossIntroduction a la mécanique quantique cours et

exercices corrigésl®™ édition, Dunod, Paris, 2000, p119-122.

[17] Jeam Hladik, Michel Chysoss et AIMECANIQUE QUANTIQUE Atomes et
noyaux Application technologique £3°édition, Dunod, Paris, 2009, p14-15.

[18] Jean-Morc Huré. METHODES NUMERIQUS Elémentmijoremier
parcours,p232.

[19] Franck.Jedrzejenski. Introduction & la méthodmérique, 9" édition, Paris,
P167.

[20] Numerov, Boris Vasil'evich, A method of extrapolation of perturbations, 1924.



