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Introduction générale

Introduction générale

Les équations de Maxwell et la force de Lorentz décrivent les interactions
électromagnétiques a I'échelle macroscopique. A I'échelle atomique, il faut introduire la
quantification du champ électromagnétique, c'est-a-dire le concept de photon. Le principe de
cette quantification constitue la théorie dite de 1'électrodynamique quantique. Cette derniére
fut la premiére théorie quantique des champs dans laquelle les difficultés pour élaborer un
formalisme purement quantiques permettant la création et ’annihilation de particules ont été

résolues de facon satisfaisante.

Richard Feynman et autres avaient développé 1’électrodynamique quantique relativiste,
a savoir 1’étude des interactions électromagnétiques entre particules (chargées) relativistes. On
doit a Feynman une formulation lagrangienne de I’¢lectrodynamique quantique, ainsi qu’une
technique perturbative, permettant de calculer les sections efficaces d’interaction entre
particules. Pour calculer sans se tromper chaque terme du développement perturbatif,
Feynman proposa une technique di-agrammatique (les diagrammes de Feynman) utilisée de

nos jours dans de nombreux domaines.

Nous nous intéressons dans ce mémoire a la description théorique de I'effet Compton.
L’interaction entre le photon et 1'électron étant purement électromagnétique, ce probléme fut
rapidement résolu et sa solution est fréquemment citée pour illustrer le succes de cette
nouvelle mécanique. Cette interaction se traduit par une série de réactions qui peuvent étre

représentées par le schéma appelé graphe de Feynman.

La probabilit¢ du phénoméne en fonction de I'angle de diffusion du photon est
calculable a l'aide des régles de Feynman. C'est une suite de conventions mathématiques qui
permet d'associer a ce graphe une amplitude (qui est en général un nombre complexe) en
donnant le carré du module qui est proportionnel a la probabilité cherchée, permet d’obtenir
la section efficace différentielle du processus qui est connue par "l'¢quation de Klein -
Nischina®, et qui a une forme trés simple lorsque photon incident et photon sortant ne sont pas

polarisés.
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l. INTERACTION REYONNEMENT- MATIERE

1.1 Introduction

L’interaction du rayonnement avec matiére est un sujet qui recouvre la plupart des
domaines de la physique et chimie mais aussi de nombreuse autre discipline. A ce vaste
champ d’étude s’ajoutent la variété et le grand domaine des rayonnements disponibles, et
I’importance relative que prennent les divers processus d’interaction en fonction du domaine

énergetique.

Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes interactions élémentaires
responsables de tous les phénoménes observés dans 1’univers en se concentrant spécialement

sur les différents types d’interaction des photons avec la matiére.

1.2 Le modeéle standard

Modele standard de la physique des particules est une théorie qui décrit les interactions
forte, faible et électromagnétique, produites par I'ensemble des particules élémentaires qui

constituent la matiére.

1.2.1 Les constituants élémentaires

La physique des particules décrit les constituants élémentaires de la matiere et leurs
interactions. A partir du spin de ces particules, deux grandes catégories peuvent é&tre
distinguées, les fermions, de spin s = 1/2, qui représentent les particules de matiere, et les
bosons de spin s = 1, qui sont le transmetteur des différentes interactions entre les particules

elles-mémes.
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1.2.1.1 Les fermions

Les fermions sont composés de deux sous-catégories : les leptons et les quarks. Ils sont
classés en trois familles (Génération) de fermions : la premiere génération comportent les
particules élémentaires de la matiere les plus connus, qui sont stables et les plus légeres. Les
particules appartenant a la deuxiéme et a la troisieme famille les plus massiques et tres rares.
L’univers est presque constitué de la premicre génération. Pour toute la particule 1l existe une
antiparticule (anti-leptons et antiquarks) de charge opposée a la charge de la particule initiale.

La table 1.1 résume les caractéristiques principales des fermions.

Matiere
Familles | | Il
v, (neutrino électronique) | v, (neutrino muonique) v, (neutrino tauonique)
Leptons e (électron) © (muon) T (tau)
u (up) ¢ (charm) t (top)
Quarks d (down) S (strange) b (bottom)
fermiou
leptons anti-Quarks
Quarks anti-leptons

Table. 1.1- caractéristique principales des fermions du modéle standard.
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1.2.1.2 Les bosons

L’interaction entre les particules de la matiére (les fermions) se fait via I’échange de la
particule (Bosons de jauge). Les interactions décrites par le modele standard connues

aujourd'hui sont au nombre de quatre :
v P’interaction électromagnétique :

Le photon est associe a 1’interaction électromagnétisme qui se déplace a la vitesse de la

lumiere.
v I’interaction faible

L'interaction faible, responsable de [I’instabilit¢ ou la désintégration (exemple
désintégration B~ : 1l s’agit de I’émission d’un électron et d’un antineutrino selon réaction
I.1). Les bosons vecteurs de cette interaction sont au nombre de trois : les bosons chargées W+

et le boson neutre Z,, Elle est aujourd'hui décrite par la théorie électrofaible.
AX - 4y + e + 3o (1.1)

¥ : anti-neutrino (anti-particule du neutrino)
4 Pinteraction forte

Le Gluons est associe a I’interaction forte, elle est décrite par la théorie de la

chromodynamique quantique qui fut formulée dans les années 70.

L’interaction gravitationnelle, qui régit I’attraction entre deux corps massifs, n’est pas
décrite par le modéle standard. Aucune théorie a 1’heure actuelle n’est capable d’inclure cette
quatrieme interaction fondamentale dans un formalisme qui englobe la description des trois
autres forces. La table 1.2 résume les caractéristiques principales des bosons en accord avec

les prédictions du modéle standard.
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Bosons
Particule
d’échange
Photon
Higgs
w*, z0
Gluon
Interaction BOSONS
FORTE GLUONS
ELECTROMAGNETIQUE PHOTON
FAIBLE Z°, W +, W-

Table. 1.2- caractéristique des bosons des trois interactions décrites par le modéle standard.

1.3 Interaction photon dans la matiére

Le rayonnement électromagnétique y ne posséde pas de charge électrique peut étre
représente comme une onde électromagnétique. Il interagit dans la matiere suivant trois
processus principaux : l’effet photoélectrique, I’effet Compton, et la création de paires.
L’importance relative de ces trois effets dépend de 1’ “energie du y et du numéro atomique Z

du milieu (fig. 1.6).
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I-']uorcsccncx

Photoelectric absorption

Compton scattering Pair production

Fig. I.1- Principaux processus d’interaction photon-matiere

1.3.1 L’effet photoélectrique

L’effet photoélectrique fut découvert par Hertz en 1887 et interprété par Einstein en

1905.

Photon gamma incident Electron éjecté

Fig. I.2- I’effet photoélectrique.

Lors du processus d’absorption photoélectrique, représenté Figure 1.2, le photon
incident est intégralement absorbé par un atome de la matiére. Un électron qui est éjecté

emportant une énergie cinétique égale la différence entre 1’énergie hv du photon incident et

son énergie de liaison U;:

E.=E - U; (1.2)
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L'effet photoélectrique ne peut avoir lieu que si I'énergie du photon incident est

supérieure a I'énergie de liaison de I'électron

1.3.2 Effet Compton

1.3.2.1 Historique

Le rayonnement électromagnétique est diffusé lors de son passage a travers la matiére.
En 1921, A.H. Compton a observé que les rayons X diffusés dans la matiére possédaient une
fréquence plus petite que les rayons incidents. En décrivant 1’interaction sous forme de
collision entre le photon de rayonnement X et un électron de la matiére diffusante, I'énergie et

la quantité de mouvement devant étre conservees.

Le changement observé de la longueur d'onde dépend seulement de I'angle de diffusion,
pas du matériau du corps diffuseur. Du fait de lI'absorption réduite dans le corps diffuseur, les
matériaux appropriés pour des études sur l'effet Compton doivent avoir un numéro atomique

faible comme par exemple I'aluminium.

1.3.2.2 Cinématique

Au cours d'un effet Compton, un photon incident d'énergie hv entre en collision avec
un électron considéré comme libre. Contrairement 1’effet photoélectrique, le photon ne

disparait pas, il est diffusé élastiquement selon la réaction :

ye —vye” (1.3)

w
Electron Compton

photon incident

Photon diffusé i

Fig. 1.3 — Cinématique de I’effet Compton.
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La conservation de la quantité de mouvement et de 1’“energie totale lors de la diffusion

du photon d’’energie hv sur un électron au repos permet de calculer 1’énergie hv' du photon

diffusé a I’angle 6 (fig. 1.3) :

a(1l — cosH) (1.4)

hv = hv 1+ a(1— cos0)

Et I’énergie cinétique de 1’¢électron

1 (1.5)
1+ a(l—cosB)

T, =hv

. h L .
Ola = m—vfz,mec2 est I’énergie de masse de électron (511 keV).

La relation (1.4) montre qu'en cas de rétrodiffusion, (i.e. lorsque le photon est diffusé

avec un angle supérieur a 90°), I'énergie du photon diffusé est toujours inférieure a 511 keV.

En ce qui concerne la formule de Compton donne la variation de longueur d'onde du photon

en fonction de son angle d'observation 6 :

, h 1.6
A—1 = — (1 —cosB) relation de Compton — Debye (16)
0

ﬁ Est appelée longueur d’onde de Compton-Debye et vaut 2,426 pm.
0

La probabilité pour qu’un photon y interagisse avec un atome est donc proportionnelle
au nombre de charge Z du milieu pour un matériau donné, la probabilité pour qu’un photon

interagisse est proportionnel a la densité d’électrons.

1.3.3 Création de paires

L'effet de production de paire ou matérialisation est un mécanisme par
lequel un photon, dans le champ coulombien du noyau, se converti en un paire électron —

électron (fig. 1.4):

y > e +e’ (1.7)
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Incident Photon

&P <

Fig. 1.4 — créations de paires.

L'électron et le positon crées ont la méme masse m, et la méme énergie cinétique T,. Si

T, est I'énergie incidente du photon, la conservation de I'énergie s'écrit
T, = 2m,c* + 2T, (1.8)

Cette équation (1.8) montre que la création de paire est une réaction a seuil
qui n'est possible que lorsque I'énergie du photon incident a une valeur supérieure a deux fois
la masse de I'électron. L’excédent d’énergie étant emporté par electron et positron sous forme

d’énergie cinétique :
E, =2m,c®*+E,- + E+ (1.9)

Ou, m,c? = 511MeV est équivalent énergétique de la masse de 1’électron et du positron,

E.- et E,+ sont énergie cinétique de 1’électron et positron respectivement.

1.3.4 Section efficace des interactions

1.3.4.1 Définition et notation

En physique nucléaire ou en physique des particules, la section efficace est une
grandeur physique reliée a la probabilité d'interaction d'une particule pour une réaction
donnée. L'unité de section efficace est une unité de surface ; on utilise traditionnellement le
barn (b) :

1b = 107%*cm? = 100 x 1073%m? (1.10)
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A chacun de ces modes d’interaction est associée une section efficace, qui dépend de
I’énergie des photons incidents et du numéro atomique Z du matériau traversé. L’importance
relative de ces trois modes en fonction de E et Z est représentée sur la fig.1.6, avec
Ophy Oc, Opair 165 sections efficaces des effets photoélectrique, Comptons et création de paires

respectivement.

L’interaction des photons avec la mati¢re a comme section efficace la somme de toutes

les sections efficaces des différents processus. Elle est donnée par :

0, = Opp + ;. + Opgir (1.12)

1.3.5 Atténuation dans la matiere et absorption de photon

Dans le cas un faisceau mince unidirectionnel de photons mono énergétiques traverse un
milieu matériel, une partie des photons est arrétée, une autre déviée (diffusée) et une autre
transmise restant dans la méme direction de propagation du faisceau sans étre deviée. Ainsi,

L’énergie totale du faisceau sera diminuée ou atténuée.

No M N—dIV N

dx

Fig. 1.5- atténuation d’un faisceau incident de photons dans une épaisseur de matiére dx.

L’étude de probabilités d’interaction des photons avec la matiere conduit a la définition
des lois d’atténuation d’un faisceau de photons, Si on considére un écran d’épaisseur X
caractérisé par un coefficient d’atténuation linéique p et recevant Ny photons, il n’en laissera

passer un nombre N tel que (fig. 1.5)

10
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N = Nye#x) (1.12)

Tel que si I’épaisseur X est en cm, le coefficient d’atténuation linéique p est mesuré en cm™.

L’atténuation que subit un faisceau de photons en traversant la matiére résulte trois
interactions que peuvent subir les photons, chaque type d’interaction étant caractérisé par un
coefficient d’atténuation. Ainsi le coefficient est la somme de trois d’interaction avec la

matiére.
u= :uph + Ue + .upair (|13)

De méme Le coefficient massique d’atténuation, proportionnel a la probabilité
d’interaction totale (c’est a dire pour toutes les interactions) d’un faisceau de photons est une

grandeur additive vis a vis :

v" des diverses interactions : le coefficient d’atténuation massique total p/p est la somme des
coefficients massiques d’atténuation pour chaque interaction photon - matiére. Compte tenu

des diverses interactions décrites, on peut donc écrire :

%=“ﬂ+&+m (1.14)

P p P

1.3.6 L’importance relative des trois effets

La figure 1.6 nous montre clairement I’importance des trois effets en fonction de
I’énergie hv du photon incident et du numéro atomique Z, ceci permet définir trois zones de

prépondérance pour chacune des trois interactions fondamentales.

v’ Faible énergie < 100 KeV des photons et haut Z : prédominance de 1’effet photoélectrique.
v’ Energie moyenne (100 -1 MeV) et Z moyen : prédominance de 1’effet Compton
v' Energie élevée >1.02 MeV et Z élevé : prédominance de la production de paires

11
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=z
100 I
effer
photoélectrique
7S5
£ creéation
=z de
paires
SO ‘
2s —4
d effet
- |- '.Con-'\pton 5
e b S ) Eo(MeV)
0,01 oa 1 10 100 -

Fig. 1.6- Prédominance des interactions photon — matiére en fonction de I'énergie du
photon incident (h v) et du numéro atomique (Z).

12
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1. Electromagnétisme et relativite restreinte

I1.1  Introduction

L’¢électromagnétisme a contribuée a la naissance de la relativité restreinte ; il est donc
logique de reformuler ses lois dans un contexte quadridimensionnel .Nous allons donner un
une breve description de ce formalisme dans le cadre de la théorie de la relativité restreinte
par I’utilisation du calcul tensoriel. Dans la suite, nous utilisons des indices (w,v, g, etc.) pour

numéroter des composantes spatio-temporelles (0, 1, 2, 3) des tenseurs.

1.2 L’électromagnétisme équation de maxwell

11.2.1 Introduction

Bien que les phénomeénes électromagnétiques soient connus depuis 1’Antiquité, les
premicres expériences sur 1’"electricité et le magnétisme remontent seulement au XVII éme
siecle. L’analyse scientifique de ces phénoménes commence avec les travaux de Coulomb sur
I’"electrisation, qui furent publiés en 1785, et qui conduisaient & la théorie dynamique du
champ électromagnétique de Maxwell, publiée en 1864. Cette théorie fut validee en 1888 par
Hertz, qui avait découvert des ondes électromagnétiques se propageant a la vitesse de la
lumiére. Par la suite qu’il était possible d’étudier tous les phénomenes électromagnétiques a
partir des équations de maxwell faisant intervenir le concept de champ électrique, champ

magnétique, densité de charge et de densité de courant.

11.2.2 Equation de Maxwell dans le vide

L’¢électromagnétisme repose sur les équations de maxwell et la force de Lorentz. Ces

équations sont (sous forme locale).
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divE=" ()
€o
divB= 0 (11.2)
- 0B (1.3)
1otE = ——
at

—

rot B = po (j+ SOE) (11.4)

Dans ces équations g, (permittivité électrique) et p, (perméabilité magnétique) qui
satisfont a la relation py 5 = ¢, ou c est la vitesse de la lumiére qui est une constante

fondamentale de la physique.

A ces équations, il convient d'ajouter que toute particule de charge g est soumise a la

force de Lorentz si cette charge se déplace un champ magnétique :

F=qE+ V A B) (11.5)

La relation qui exprime la conservation locale de la charge électrique se déduite a partir

les équations de Maxwell (11.1) et (11.4), on tire :

ap (1.6)
divi + —=0
SRNFT:
Dans le vide, en 1’absence de charge électrique et de courant électrique, ces équations

prennent la forme suivante

div Ez 0
divB= 0
tE = 0B
Tro = at
o F (11.7)

T0t§= Ho SOE
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Puisque la divergence du champ magnétique est nulle, celui-ci est le rotationnel d’un
autre champ vectoriel. On note donc :

B =rotA (11.8)

Et I’on appelle Ale potentiel vecteur. On en déduit

-

o5 (rocd) (zm)
—rot

e T T at

E=-VV-— (11.9)

11.3  L’invariance sous transformation galiléen

Considérons un référentiel galiléen R et un autre référentiel R’ en mouvement de
translation uniforme a la vitesse v par rapport a R dans la direction X, la transformation de

coordonnées qui en résulte est la transformation de Galli Ié:

X’ =X —Vpt, y =y, 2z =z t'=t (1.10)
R R’
A A
y y
M Ve
(@] O’ X X
z z’

Fig. I1.1 -Représentation schématique des deux référentiels galiléens R et R’ en translation rectiligne

uniforme de vecteur vitesse v, ou bien v dirigé selon I’axe O x.
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D’un référentiel inertiel (R) a un autre référentiel inertiel (R’), la représentation des
grandeurs physiques, et donc de leurs composantes, est différente : les grandeurs m, v, t, F,
etc. .... dans (R) deviennent respectivement m’, v’, t, F’ dans (R’). La théorie de la relativité
restreinte permet d’expliciter les relations qui existent entre les représentations de chaque
grandeur physique du référentiel (R) et du référentiel (R’), Considérons alors une loi
physique, écrite dans le référentiel (R), disons la loi fondamentale de la dynamique projetée

suivant I’axe des x, pour fixer les idées :
F=ma (11.11)
Puisque cette loi physique doit étre invariante par changement de référentiel, elle doit
prendre la forme suivante dans le référentiel (R’) :

F=md (11.12)

Les équations de Maxwell dans R s’écrivent :

tE = 0B
ro = ot
div B=0 (11.13)
tB= OE
rotb = Hp& ot
div E=0

Si les équation de maxwell sont invariantes par la transformation de Lorentz elle auront

dans R’, la méme forme. Ces équations sont s’écrites alors dans R
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—

oz _ 0B
Tro = at
div B =0 (1.13)
OE

rot B' = e T

divE =0

Cependant, il apparait que ce n’est pas le cas

4B div © 9B, 0B, (11.14)
ivE = div E + v, ( 3y - aZ,)

Il apparait alors que les équations de maxwell n’est pas conservée (invariant) par la
transformation de galiléen. Le principe de Galilée (les lois de la mécanique sont invariantes
par changement de référentiel galiléen). Pour cela deux hypothéses ont été émises a

I’époque :

Hypothésel : Les équations de Maxwell sont fausses. Les équations correctes restent a

étre découvertes et devront étre invariantes sous une transformation Galiléenne.

Hypothese 2 : L'invariance Galiléenne est fausse. Il y a une transformation plus

générale, qui reste a découvrir, qui préserve la forme des équations de Maxwell. La
mécanique classique doit étre reformulée telle qu'elle soit invariante sous cette nouvelle

transformation.

11.4  Les postulats de la Relativité (Einstein 1905)

Historiqguement, Einstein a construit la Relativité Restreinte a partir des deux postulats

suivants :

v Postulat 1 ou principe de relativiste

Tous les référentiels galiléens sont équivalents pour décrire les lois fondamentales de la
nature, qui conservent donc la méme forme dans tout changement de référentiel galiléen. Ce

principe est également appelé principe d’invariance.
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v Postulat 2 ou L’invariance de la vitesse de la lumiére

La lumiere se propage toujours dans le vide avec une certaine vitesse ¢ qui est
indépendante de I’“etat de mouvement de la source lumineuse. Cela peut se traduire par le fait
que la vitesse de la lumiére dans le vide est une constante indépendante du référentiel d’inertie

d’observation.

I1.5 Transformation de Lorentz

La transformation de Galilée étant incapable de satisfaire au principe de relativité en ce
qui concerne les équations de Maxwell, la question est de savoir quelle transformation on doit
utiliser pour transformer les coordonnées d’un référentiel galiléen en les coordonnées d’un
autre référentiel galiléen. Afin de régler la question de la transformation des équations de
Maxwell, Hendrix Antoon Lorentz a dérivée une nouvelle forme de transformation
(transformation de Lorentz) rendant invariante les équations de Maxwell, il faut modifier les

Formules de changement de référentiel.

2 b

x=y(x —-vt), y=y, z=2, c’t’zy(ct—%x’) (1.15)
avec : le facteur de Lorentz = —
X, Y, z et t étant les coordonnées spatio-temporelles d’un événement dans référentiel R, x’,

y’, z’ et t’ les coordonnées spatio-temporelles méme événement dans le référentiel R’.

La transformation de Lorentz est identique a la transformation de Galilée lorsque la
vitesse relative v est faible par rapport a la vitesse de la lumiére (v << c). On peut donc
affirmer que la transformation de Galilée est une approximation a basse vitesse de la

transformation de Lorentz.
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11.6 Formulation quadri—dimensionnelle en électromagnétisme

Comme on I’a mentionné plus haut, les équations de maxwell ne sont pas invariantes
dans transformation galiléenne, mais elles le sont dans une transformation de Lorentz. Cela
suggeére que 1’¢lectromagnétisme possede une structure naturellement compatible avec la

formulation quadri-dimensionnelle de la relativité, comme nous allons voir ci-dessous.

11.6.1 L’écriture tensorielle des équations de Maxwell

Les équations de Maxwell portent sur les dérivées partielles liées a ce tenseur, il suffit
d’expliciter les quatre équations, et de synthétiser la forme qu’elles prennent lorsqu’on y

introduit les composantes tensorielles.

11.6.1.1 Les équations de Maxwell dans le vide

Ecrire les lois de la physique sous forme covariante démontre explicitement qu’elles
obéissent au principe de relativité. On a déja vu que les équations de Maxwell en termes de

potentiels créés par les sources peuvent étre formulées sous forme covariante :

9, F" = pg j¥ (11.16)

Dans la suite, on va écrire ces mémes équations sous forme covariante en termes de

champs E et B, c’est a dire sous forme tensorielle avecF,.

E, =V,A,—V,A

w =" (11.17)

U

Ici, le tenseur F,,, , qui est, precisons-le, anti symetrique, Tous ses termes diagonaux

sont nuls F,, =0, On peut donc s’exprime sous cette forme

X y z
P -Ex 0 -B, B, (11.18)
wol-E, B, 0 =B,

-E, -B, B, 0
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En fait, avec ces équation, nous disposons déja de 1’électromagnétisme au complet
(sans compter la force de Lorentz) puisque les lois liant le champ électromagnétique aux
sources, autrement dit les équations de maxwell, que nous allons maintenant réécrire sous
forme covariante résultent de celles-ci. Opérateurs de dérivation spatiales et temporelles y
sont séparés comme champ électrique et magnétique.il est possible le construire un
formalisme qui ne distingue plus entre temps et espace, et entre électrique et magnétique.
Premiérement on note x°=ct,x! =x, x? =y ,x3 =2z, et On peut aussi définir la

dérivation par rapport aux coordonnées contra variantes:

5 =V = -] 0x° (11.19)

Un calcul élémentaire montre que :

05Ey + 8, Fyy + 0,F,, = 0 (11.20)

La représentation des champs physiques en termes de potentiels nous fournit donc les

équations manquantes.

Vérifions qu’on retrouve les équations de Maxwell (le cas systéme naturel ¢ = 1)
div E = p

- G
rotB= G+—

ot (11.21)
divB = 0
tE = 0B
Tro = at
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On réécrit I’ "equation (I1.16) en termes de E et B de I’indice p, v :

a#Fuvzjv=>60FU0+61FU1+62FU2+63FU3:jv (”22)

On prend v=1

= doF% + 0, F11 + 0, F12 + 9; F13 = j! (11.23)
= 0oF'" + 0, F1? + 0; F3 = j!

0Ey 0B, 0B,

"%t oy oz

= Jx

0B, 0B J0E
0z ay Jt

On retrouve la seconde équation du systeme (11.21) :

(11.24)

- J0E
tB= G+—
ro G 3

On prenant v=0, I’équation (II.16) s’ ecrit :

0,F' = j% = 9,F% = 0;F° 4+ 0,F% 4 0;F% = j°
(11.25)

0Ey JE, OE,

“ox Ty "oz F

On retrouve donc la premiére équation de Maxwell du systéeme (11.21) :

divE=p (11.26)
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On peut vérifier que 1’ “equation (I1.20) donne les deux derniéres équations de Maxwell.

En prenant les 3 indices (o =1, p =2 et v = 3), on obtient :

01F,3 + 0,F3; + 03F. —653+mﬁ+ﬁﬂz_ 0B, O0E, OE,
PE TSI T I T 9x Ty 0z T 9x 9y 0z

On retrouve donc la troisieme équation de Maxwell du systeme (11.21) :

divB= 0

En prenant les 3 indices (6 =0, p =1 et v = 2), on obtient :

0F12 OFZO 0F01 aBZ aEy aEx
doFi2 + 01Fz0 + 0,Fy; = - ot ax
of12 + O1F20 + O2F01 6t+6x+ay gt ox Oy

On retrouve donc la quatrieme équation de Maxwell du systeme (11.21) :

tE = 0B
TOLE= T or

Nous venons donc de montrer que les équations de Maxwell prennent la forme.

divﬁzp
9, F" =jv" = S =
g rotB=aa—f+j

—

= 0B
aa'[:['u; + a,quo + aUFo.’u = O = rOtE = —E
divB =0

(11.27)

(11.28)

(11.29)

(11.30)

(11.31)
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Chapitre 111 théorie des champs quantique

I1l. THEORIE QUANTIQUE DESCHAMPS

I11.1 Introduction

L'outil théorique principal qui sert le mieux actuellement a comprendre le
comportement des objets fondamentaux qui composent notre univers physique
est la théorie des champs. Par ce formalisme, le concept de champ quantique est appliqué a la
description des particules élémentaires et de leurs interactions. La théorie quantique des
champs est une brillante construction qui fait le pont entre les résultats importants de la
relativité et ceux de la mécanique quantique. En plus de traiter les interactions entre particules
de facon covariante (invariance des lois physiques lors du passage d'un référentiel a un
autre) comme l'exige la relativite, la théorie des champs permet aussi d'expliquer

les processus de création et d'annihilation des particules.
On quantifie des champs les particules sont alors les excitations de ces champs (quanta).
@ (x) — Associé a une particule sans spin.
(champ scalaire)
A" (x) — Associé a une particule avec spin 1.

(champ vectoriel)
f 7N . .1
Y(x) — Associé a une particule avec spin:.

(champ spinoriel)

111.1.1 L’équation de Klein-Gordon :

La premiere idée fut de chercher un substitut a I'equation de Schrodinger qui soit
compatible avec les transformations de Lorentz, sans changer le formalisme. Schrddinger
avait d'abord trouvé une équation relativiste, mais elle ne donnait pas les bons résultats pour
I'atome d'hydrogene. Cette équation de Schrodinger a été reprise depuis et porte le nom
d'équation de Klein-Gordon, du nom des physiciens Oskar Klein et Walter Gordon.
L’équation de Klein-Gordon décrit I’évolution du champ scalaire associe a une particule de

spin nul. Cette equation a été obtenue par le principe de correspondance de la mecanique
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quantique (a toute grandeur physique correspond un opérateur ) mais en utilisant 1’expression

relativité de H .

p = —ihV (1.1)
0 .
E - ih— (1-2)
ot
E? = p?c? + m%c* (111.3)

D’abord, nous avons utilisé le systéme d'unités naturel (c = A = 1) pour simplifier les
notations. Ainsi, Le passage aux opérateurs (I11.1) et (I11.2) a la relation relativiste (111.3)
Permet de construire une équation différentielle du second ordre régissant 1’évolution d’une

fonction d’onde v, 1’équation dite de Klein-Gordon :

(E? - p®)y = m’y

0%y .
—flz W - —th)z = mzw
_<a_2+vz> 2y = 0 (111.4)

cette equation (I11.4) est invariante sous transformations de Lorentz, mais au contraire
I’équation de Schrodinger ne 1’est pas. La relation énergie-impulsion relativiste
dispose de deux solutionsE = + m ce qui veut dire contient qu’il existe aussi une
solution d’énergie négative pour chaque solution d’énergie positive. Mais 1’équation ne

permet pas de définir une probabilité de présence toujours positive.

Les solutions générales de Klein Gordan c’est une superposition

d’p m . . (111.5)
)= | =—=—=(ae ™ +a*e?*
v = | s )
Nous présentons maintenant les opérateurs qui connectent des états avec des nombres
différents de particules. Il suffit de se concentrer sur les états | 0, >, | 1, >, | 2, >,...| Ny >
avec une valeur fixe de k, introduire les opérateurs de connexion, puis généraliser a tout k.

Nous définissons donc un opérateur d'annihilation et création de particules a;, et a;* par
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ag| e >= g — 1>,
ap | >= Yy +1ny + 1> (111.6)

Ces propriétés de a, a " peuvent étre résumées par les régles de commutation

[a,a] =0, [at,at] =0, [a,a™]=1 (1.7)

Avec les regles de commutation

[ay,a;]1=0, laf,a] =0, lay,a] = 6 (111.8)

111.1.2 L’équation de Dirac

Dirac a introduit son équation pour remédier aux problémes posés par 1’"équation de
Klein-Gordon: solution d’énergie négative et densité de probabilité négative. Comme, I’a fait
remarquer Dirac en 1927, la source des problémes de 1’équation de Klein-Gordon était due a
la présence de derivées de second ordre conduisant fatalement & une ambiguité de signe.
Dirac cherche donc a écrire une équation du premier ordre par rapport au temps, et donc aussi

par rapport aux variables d’espace a cause du principe de relativité:

0 -0 1.9
H1p=ig¢=(—ialﬁ+ﬁ.m)¢ ( )

(Sommation sur i)

H=adp+mp (111.10)

Les parameétresaet B sont determinés en imposant que le carré du hamiltonien sont

équivalent a I’expression du carré de 1’energie relativiste :
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H B at2¢ (alpl_l_mﬁ)( p]+mﬁ)lp

= [(aia; + aja)p;p; + m(a;p:B + Bayp;) + m?B2|yY

1
= [E{ai,af}pmj +mia;, B} +m*p 2] ¥
.11
= (p* + mHy o

Cette relation impose donc, comme on peut le voir, des conditions anti commutation

sur les coefficients o;et B. Ces conditions sont:
{ai; aj} = 261’]'1 {ai;ﬁ} = 0' ﬁz =1 (|”12)

De plus, Les paramétres a; et f ne peuvent donc pas étre des nombres ; il faut prendre
i p p p
des opérateurs linéaires, qu’on peut donc représenter par des matrices.

L'équation de Dirac peut étre écrite plus élégamment en introduisant quatre matrices

gamma de Dirac:
y'=8, v'=Ba, v*=Ba, V’=pa, (11.13)

Premierement, I'équation de Dirac (I11.9) par

d (1n.14)
[‘ (” a0 TV o ) m] v=0
En utilisant 9, = (61: P a )Cela peut étre écrit de maniére compacte comme suit:
(iy*9, —myyp = (y¥p, —m)yp =0 (11.15)

Les matrices y* sont appelées "matrices de Dirac". Sous forme encore plus condensée

(en utilisant le « slash de Feynman»4 =y*A, = y,A*) I'tquation de Dirac s'écrit :

P-myp=0 (111.16)
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L’equation (111.15) et (111.16) est la forme la plus commune de 1’équation de Dirac il

s’agit d’une équation matricielle ou y appelé bi-spineur posséde quatre composantes.

2} (111.17)
_ | ¥2
V=1 v
Yy

Les y*(u = 1,2,3 ) sont les 4 matrices de Dirac, de dimension 4 x 4 et | représente la
matrice identité 4 x 4. Les matrices de Dirac utilisent dans leur définition les matrices de

Pauli.

0o_(0 1 i_( 0 cn) (111.18)
_ i 0 i 0 0;
B - (0 —I) @ = (O'l' 0)
L’’équation de Dirac (I11.16) d"écrit le comportement des fermions (spin 1/2). Deux

composantes représentent une particule, les deux autres I’antiparticule correspondante.

On chercher des solutions de (111.16) sous la forme d’ondes planes. La notation traditionnelle

consiste a écrire

PP (x) = e™* u(p) Solution de 1’énergie positive
(111.19)
P (x) = e v(p) Solution de I’énergie négative

Etant entendu que p° > 0, et que p? = m?. Le quadrivecteur p* est en effet 1’’energie

impulsion de la particule. Les spineur u et v satisfont

(;J -m)u(p) =0 (1/ + m)v(p) =0 (111.20)

Pour construire explicitement u(p) et v(p), on se place dans le référentiel ou la particule

(de masse m > 0) est au repos : p = (m, 0). Les équations ci-dessus se réduisent a

(y° = Du(m,0)=0 (y°+ Du(m,0) =0 (111.21)
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Et une base de solution , dans la réprésentation dirac (111.18 ),est donnée par

(111.22)

0
u®(m,0) = u@(m,0) = vD(m,0) = (1) v@(m,0) =
0

oo O

1 0
0 1
0 0
0 0

Les solutions a p quelconque s’obtiennent alors les solutions au repos, ou plus

simplement en écrivant

(@) _ Mm@ (@) e AL 7)) 11.23
u'®(p) e ¥ (m,0) v (p) e (m,0) ( )

Qui sont bien solutions (111.20) puisque (¥ — m)(p + m) = p?> —m? = 0 leurs normalisation
puisq p

est choisie de facon que (avec a, £=1,2)

2@ ) u® (p) = Sap 7@ () v® (p) =0 (11.24)

7 @) v P (p) = —b4p 7@ u® (p) =0,

Ou « et 8 sont des indices de spin et §,5 est le symbole de Kronecker.

Comme pour les particules sans spin, le champ quantifié associé aux particules de Dirac
se présente sous la forme d'un développement complet avec coefficients exprimés en terme

d'opérateurs création et annihilation.

Finalement, les solutions générale de Dirac s’écrit

dPp m D@ @ (111.25)
Vo) = | Gy g Zl[baoo)wp + Az
¢é+)(a)()€) = g—ipx 4 (@) (), lng—)(fl)(x) = etipx (@) (). (111.26)

Les nombre b, (p) et d} (p) sont les coefficients de la superposition linéaire d’ondes planes,

et le champ electromagnetique.
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Avec les régles d’anti-commutation

{dk'a’dl-l:ﬁ} = 0’ {d:f-,k'dg,l} = O) {aa,k, aE,l} = 6kl 6(1,3
{brabitg} =0, (b} =0, {bajbi)} = 6ubag (111.27)

111.1.3 Quantification du champ électromagnétique

L’équation de mouvement est 1’équation de Proca

0"0,V, —0,(0,V¥) + m?V, = 0

(111.28)
o*[0#9,V, — 9,(8,V") + m?V,| = 0*m?V, = 0
Impose bien la contrainte 9*V;,=0 qui élimine la composante de spin 0. Elle est donc
équivalente a
9,V¥(x) =0 (champ spin 1), (111.29)
(0,0* + m*)V*(x) =0  (klein gordon)

Pour un seul champ de jauge A, (x).pour déterminer I’ensemble des solutions, considérons
des ondes planes de la forme

a,(x) = g,eP* (111.30)
Ce sont deux vecteurs de genre espace. On le voit immédiatement dans référentiel ou

n=(1, 0, 0,0). Leurs normalisations sont fixées par les conditions

eDeD(p) = e@D(P)e@(p) = —1 (11.31)

M@ (p) =0
Si p est de la forme

r = (11,0,0,1p1) (111.32)
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Dans un référentiel ou n= (1, 0, 0,0), alors on peut prendre

£V (p) = (0,1,0,0),eP(p) = (0,0,1,0). (111.33)

Il reste & définir deux vecteurs linéairement indépendants dans le plan sous tendu par n et p.
on choisira ¢ orthogonal & et normalisé :

ne® () =0,ePPe®(p) = —1. (111.34)

Finalement &@est choisi egale & n .avec n(1,0,0,0)et (111.32), on a simplement

e () = (0,0,0,1),e@(p) = n = (1,0,0,0) (111.35)

En ne retenant que les solutions physiquement significatives, I’expansion en onde planes du

champ de jauge libre sera donc

d3p 2 , , (111.36)
l/)(X) = W 2_p() Z[a(p)(p)gﬁe—lpx + a(p)+(p)gﬁelpx],
=1
Avec
p® =0, p“eﬁp) =0, elfp) #p, p=12 (11.37)
111.1.4 Section efficace de diffusion

L'interaction entre deux particules peut étre décrite quantitativement en utilisant la

notion de section efficace de diffusion.

(nbr de particule dif fusées /seconde ) (111.38)
? (nbr de particule incidente /seconde )( nbr de centres de dif fusées /m?)

On voit que o est une mesure de quantité de surface par centre de diffusion. On peut la
définir comme étant une grandeur de surface effective ayant la capacité de faire dévier une

particule incidente lorsqu'elle se dirige vers une cible.
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La raison pour laquelle cette quantité est si importante en théorie des champs est qu'elle
représente & peu pres la seule grandeur physique qu'on peut mesurer directement au
laboratoire. Connaissant les propriétés de la cible et du faisceau incident on peut compter et

identifier les particules qui sortent.

L’expression générale sections efficace différentielles est calculée directement a partir
des amplitudes de diffusion, de telle sorte que nous pouvons les évaluer dans les cas des
collisions. Les sections efficaces différentielles pour une diffusion élastique ou une transition
inélastiques d’un état initial i vers un état final f est (le cas processus Compton).

L _ <k> (11:39)
64 w2mk(k + m — k cos@) 64m*m2\k )’

do
d_.Q. (lab) =

k et k’ est le photon incident et photon diffusé.

111.1.5 Les regles de Feynman

Une méthode efficace et originale pour obtenir rapidement I'expression de I'amplitude
Pour toute forme d'interaction a été développée en 1949 par R.P.Feynman. A partir de
diagrammes qui permettent de schématiser les interactions a étudier, Par exemple, le

processus d'interaction et e~ - e e~ qu'on étudie présentement.

Fig.l111.1- Exemple de diagramme de Feynman.
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Les particules qui relient deux vertex x;,x, sont appelées des
propagateurs. A l'origine, on calculait I'amplitude associée a un tel processus en
Considérant les propagateurs comme des particules réelles. Pour cela, on imposait

a son quadri-impulsion de respecter la condition
E? = p? + m? (111.40)

Méme si, par cette contrainte, I'énergie et I’impulsion associée au propagateur peuvent

ne pas étre localement conservés.

L'expression finale qui décrit I'amplitude doit cependant satisfaire a la condition que
I'énergie et impulsion soient conservées de facon globale au cours du processus d'interaction.

Proposée par Feynman, pour construire I’amplitude basée sur les regles suivantes

A chacune de ces particules, entrant ou sortant, I'on doit alors associer l'un des facteurs

suivant:

Pour chaque fermions entrant, il faut écrire le facteur u(p,s),

o Pour chaque fermions sortant, il faut écrire le facteur u (p’,s"),

« Pour chaque anti fermions sortant, il faut écrire le facteur v(p,s),
o Pour chaque anti fermions entrant, il faut écrire le facteur v (p’,s"),
« Pour chaque photon entrent, il faut écrire le facteur &,

o Pour chaque photon sortant, il faut écrire le facteur *.
A chaque vertex on associant le facteur.
—iey* (1n.41)
Pour chaque ligne interne représentant un photon virtuel, il faut écrire le facteur :

PGy (111.42)
q2

Pour chaque ligne interne représentant un fermion, il faut écrire le facteur :

(11.43)
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111.1.6 Diffusion Compton

Les deux diagrammes de Feynman de diffusion Compton sont représentés sur la figure
(11-2)

B il
o= &

e

[ar) &)

Fig.111.2 -les diagrammes de Feynman de diffusion Compton.

En choisissant les diverses fonctions, associées aux électrons et photons, les techniques

habituelles de calcul de graphes de Feynman conduisent a :

NS (Mfi)254 (Z pi — Df) (111.44)

Ou la forme explicite de I'élément de matrice Mg; est utilisée pour calculer la section
efficace différentielle du processus Compton.
Il est important de noter ici que I'tlément de matrice Si; n'est différent de zéro que

lorsque les lois de conservation de I'énergie et de I'impulsion sont satisfaites.

La quadri-implusion de 1’¢lectron e~ virtiuel dans les diagrammes est g=p+k

(diagramme (a)) et q’=p-k’ (diagramme (b) ).alors les amplitudes s’écrit respectivement

My = T (p ey (—iey) L2 (—iey)e,u ()

—_ szk G () (¢ + m)fuw (p), (111.45)
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M, = @(p’)eu(—iey“)lq—(% (—iey")e,w(p)

s () + ) ui(p), (111.46)

¢ et & Les vecteurs de polarisation.

Pour mieux comprendre cette derniére relation, il est intéressant d'observer I'ordre
chronologique de chacun des termes la composant et de le comparer (l'ordre) au diagramme
de Feynman suivant, qui représente exactement l'interaction étudiée, soit la collision entre
électron et photon. De plus, il est intéressant de constater comment cette derniere relation est

similaire a I'équation (111.45) trouvée plus tét.

EJI‘II':I\I

K ki (k)
! I I, I ¥

T 3 v AL} (g) —ley* &

1 Pk ! | v ’ .
§ i ¢ é
F P i () (P)

Fig. 111.3 - Interaction entre électron et photon.
Pour une amplitude totale
_ it ey | G-k
Ms; = —ie“us| 2ok + ok u;
(11.47)

_oo— I MK
= ie“us [m-l_ﬂ]ui =M; + M,

En sommant sur la derniére et la moyenne sur les spins d’¢lectron initial, nous pouvons

4 H 2 1 - 1 H
écrire |[My;|” comme d'habitude en termes d'une trace comme suit
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M = = Ser [p +m) (L + M) ¢ +m )(%/sé fey) (111.48)

2p.k

Les propriétés des traces de matrices y : (a4 ... a,, Quadri -vecteur)
tr(fi1¢2ﬁ(3?{4) = 4[(a1az2)(azaq) + (a1a4)(aza3) — (a1a3)(aza4)].

tr(dy }l{n) = (aya)tr(s .. ) — (a1az)tr(gady . fin) + - + (ay @) tr(dy .. frn 1)

(111.49)
Tr (nombre impaire de y) = 0.
Cette propriété qui permet d’obtenir les relations suivant :
Ty =tr[(y + m)g ¢k + m)kfe ]
=tr[p ##ﬁk#] (m?*terme contient k k=k? = 0)
= 2(k.p)tr[ f it ] (f ¥ =(kp-pR¥=2(p.k)K)
= 2(k.p)tr[y' ¢ k] (fkE = Kt =—ke* =)
=8(k.p)[2(p.€)(ke) + (p".k)] en utilisant (111.49)
= 8(k.p)[2(ke")? + (k'.p)] (en utilisent p'.e' = ek +p— k)  (11:50)
=e.kk=k.p
De méme, nous pouvons déduire
T, = tr[(f + m)EF K (p + m)f'¢ #1 = 8(k".p)[-2(k'e)* + (k.p)] (111.51)
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Ensuite, nous évaluons les termes croisés avec les facteurs dénominateurs 4 (p - k)

(p - k").Premiérement,

T; = [(F + m)E kG +mK'¢'¢]

= tr[(p -+ m)F pRGp+ mOR F A+ e[ — BDFRGp+ mORF §) (111.52)

En écrivantMy; = M; + M, dans (111.47), alors T et T, sont proportionnels a M; M, et

M M, respectivement, et ce sont égale, on tire

Ty = tr[(f + M ¥ (f + k¢ = T (111.53)
La collecte de ces termes ensemble donne
2_ 4lkp kp N (111.54)
|Mfl| =e k.p+k'.p+4(8'£) 2|.

Si le photon incident n'est pas polarisé, et si la polarisation du photon sortant n'est
pas observée, la formule bien connue de Klein-Nishina donne la section efficace différentielle

par rapport a dQ:
do - 2 N2 T Kk o (111.55)
E(a)——zmz E E+F—sm .

Avec ces processus ¢lastiques, le photon conserve son énergie ( k =k’), il s'agit de la

diffusion Thomson.

e (111.56)
m[l + cos?6].

do lab

— a ]

70 (ab)
La section efficace totale obtenue intégrale de la section efficace précédente, on obtient

_87‘[
K

(111.57)

Gy = (%)2 = 0.665 10~2*cm ~2

Ceci est I’expression de la section efficace totale de Thomson qui est un résultat purement

classique.
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La figure 111.4 montre comment varie la section efficace différentielle du processus

ye —-ye

20 +

15 -+

1.6 4+

14 -+

section efficace differentielle

1.0 } |

0
I'angle de diffision (radian)

Fig.l11.4- Variation de la section efficace différentielle en fonction de 1’angle de diffusion 6

—T T
entre7< 7] <5 .
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Conclusion générale

Dans ce travail on a calculé la section efficace différenticlle et totale de l’effet

Compton dans le cadre mécanique quantique relativiste (théorie des champs quantiques).

Dans cette théorie la description ’interaction différe radicalement de celle classique de
sorte que D’interaction ¢lectromagnétisme est décrite par 1’échange d’un quanta qui est le
photon Cette hypothése proposée par Einstein en 1905 pour expliquer 1’effet photoélectrique
a permis de résoudre plusieurs problémes de certains  phénomene aux quels étaient

Oeme

confrontés la physique classique du début du 2 siécle comme I’effet Compton.
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