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Résumé

Le but de ce travail est l�étude du problème de solvabilité de systèmes di¤érentiels li-
néaires à dérivées non entières dits aussi systèmes fractionnaires. Nous considérons la classe
des systèmes singuliers pour dériver des solutions sous certaines contraintes. Nous utilise-
rons dans ce cadre l�inverse généralisé. La décomposition de Weierstrass pour des faisceaux
réguliers est aussi utilisée pour étendre les résultats à cette classe de systèmes
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Introduction

Le monde connait actuellement un énorme développement technologique sous l�e¤et de la
concurrence et des besoins de plus en plus exigeants du point de vue qualité et performance.
En grande partie, ce progrès est dû au développement qu�a connu la recherche fondamentale
dans divers domaines tels que ceux de l�analyse numérique et de la théorie des systèmes. Tout
ceci a permis de mettre en �uvre des méthodes et des approches très complexes pour l�iden-
ti�cation et la commande des systèmes. Le développement des mathématiques en général a
été et sera toujours nécessaire pour la résolution des problèmes de plus en plus complexes
posés par la physique et les sciences de l�ingénieur. L�une des théories qui peut être consi-
dérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connaît actuellement une grande popularité
parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales et en ingénierie est celle du Calcul
Fractionnaire qui étend la dérivation et l�intégration aux ordres fractionnaires, ainsi que la
dérivation d�ordre fractionnaire
Au début, c�était presque un jeu d�esprit pour certains mathématiciens de renommée.

Le 30 septembre 1695, Leibnitz adresse une lettre à l�Hospital dans laquelle, il aborde le
problème de dérivation fractionnaire. Ce dernier lui demande quelle pourrait être la dérivée
d�ordre "un demi" d�une fonction x. Leibnitz lui répond que cela mène à un paradoxe dont
on tirera un jour d�utiles résultats. De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette
question, en particulier Euler(1730) ; Fourier(1823) ; Liouville(1832) ; Riemann(1847) ;etc...
Di¤érentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres

non-entiers.
Durant presque plus de 300 ans, la théorie du Calcul Fractionnaire a été développée

uniquement en tant que théorie pure utile juste pour les mathématiciens. Ce n�est qu�au
début des années 1950 que Vanderziel [28] dans ses recherches sur les spectres de bruit des
semi-conducteurs, puis Davidson et Cole [27] dans leurs travaux sur la relaxation diélectrique
dans certains liquides ont pu modéliser des phénomènes naturels en faisant appel à la dérivée
d�ordre fractionnaire.
Depuis ces découvertes, beaucoup de contributions autant théoriques que pratiques ont

montré l�importance des systèmes d�ordre fractionnaire et leurs intérêt dans di¤érentes disci-
plines telles que : l�électricité, la chimie, la biologie, l�économie, l�automatique, le traitement
de signal et dans di¤érentes applications telles que : la modélisation, l�identi�cation et la
commande. En e¤et, il a été montré qu�un nombre important de systèmes physiques ont un
comportement qui peut être mieux décrit en utilisant des modèles mathématiques d�ordre
fractionnaire
Nombreux sont les chercheurs scienti�ques dont l�attention est attirée par la classe des

systèmes di¤érentielles d�ordre fractionnaire tels que : le circuit de Chua d�ordre fraction-
naire [29], le système de Du¢ ng d�ordre fractionnaire [38], le système de Rössler d�ordre
fractionnaire [30].
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Les publications dans ce domaine sont considérables : D. Matignon (1994) [31], D. Ma-
tignon et B. Andréa-Novel (1996) [32],Y. Peng , X. Guangming et W. Long (2003) [33], S.
Guermah, S. Djennoune et M. Bettayeb (2008) [34], T.Kaczorek(2008) [35], B. M. Vinagre,
C.A.Monjeet A. J. Caldero(2002) [36], J. Tenreiro Macchado (2011) [37], [38] et la liste reste
longue.
Les systèmes sur lesquels on va se pencher sont les systèmes linéaires standards d�ordre

fractionnaires à temps continu dé�nis par les équations d�état,�
CD�

t x(t) = Ax(t) +Bu(t) N � 1<� � N (N 2 N�)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

Les systèmes linéaires discrets singuliers ont été pris en compte dans de nombreux articles
et livres [1-15]. Les valeurs propres et les vecteurs propres, problèmes d�a¤ectation représentés
par des équations d�état, d�entrées et de sorties ont été étudier dans [7, 10, 16, 17] et de
contrôle des systèmes linéaires discrets dans [18,19]. Le calcul par la forme canonique de
Kronecker des faisceaux réguliers à été analysé dans [14]. Les systèmes linéaires positifs
di¤érentiels d�ordre fractionnaires ainsi que leur commandabilité ont été traitées dans [20].
Le traitement de ces systèmes par l�inverse de Drazin est étudié dans [1-3, 9 ,13, 22, 23] tandis
que la décomposition des systèmes fractionnaires sous forme matricielles a été introduite dans
[12]. L�inverse de Drazin est appliqué pour trouver la solution de systèmes linéaires à temps
discrets et à faisceaux réguliers voir [23-26].
Un chapitre introductif regroupant les résultats fondamantaux est introduit pour ré-

pondre aux questions posées.
Dans le chapitre 2 on introduit la notion de l�inverse généralisé qu�on utilisera pour la

résolution de nos systèmes.
Le chapitre 3 reppelle les notions du calcul fractionnaire et quelques propriétés. Des

exemples d�applications sont exposés.
En�n, le problème de solvabilité des systèmes di¤érentiels d�ordre fractionnaires et sin-

guliers par l�inverse de Drazin est introduit dans le chapitre 4.
Nous proposons ensuite une approche de décomposition par Weierstrass pour résoudre

cette classe de systèmes.



Chapitre 1

Rappels d�algèbre linéaire

L�étude des matrices est tout à fait ancienne. Leibnitz est l�un des fondateurs de l�analyse
qui a développé la théorie des determinants en 1693 pour faciliter la résolution des équations
di¤érentielles.
Les matrices sont maintenant utilisées pour de multiples applications et servent notam-

ment à représenter les coe¤cients d�équations et systèmes linéaires.

1.1 Notions de base

1.1.1 l�inverse d�une matrice

On appelle inverse de la matrice carré A toute matrice B telle que :

AB = BA = I

la matrice B est alors notée :
B = A�1

Remarque

Une matrice et l�inverse de cette matrice ont nécessairement les mêmes dimensions

Propriétés

- Il su¢ t qu�une matrice B véri�e l�une des relations,

AB = I

et

BA = I

pour qu�elle véri�e l�autre.
- Si deux matrices A et B sont inversibles, leur produit est inversible et l�inverse du

produit est le produit des inverses e¤ectués dans l�ordre inverse.

7
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(AB)�1 = B�1A�1

- L�inverse de la transposée d�une matrice A est égale à la transposée de l�inverse

(AT )�1 = (A�1)T

- Determinant de l�inverse d�une matrice :��A�1�� = 1

jAj

1.1.2 Rang d�une matrice

Le rang d�une matrice est égale au nombre de lignes linéairements indépendantes , en
d�autre terme le rang d�une matrice est égale à la dimension de la plus grande matrice carré
extraite dont le déterminant est non nul.

1.1.3 Polynôme caractéristique d�une matrice

Soit A une matrice carrée à coe¢ cients dans un corps R (ou C), Le polynôme caracté-
ristique de A est le polynôme PA(�) à coé¢ cients dans R dé�ni par,

PA(�) = det(A� �I)

1.1.4 Noyau d�une matrice

-Le noyau d�une matrice A 2 Rn�m, notée Ker(A) est le noyau de l�application linéaire
canonique associée à A et on a :

Ker(A) = fx 2 Rm; Ax = 0Rng

1.1.5 L�image d�une matrice

L�image d�une matrice A 2 Rn�m;notée Im(A); est l�image de l�application linéaire cano-
nique associée à A et on a :

Im(A) = fy 2 Rn : 9x 2 Rmtel que Ax = yg

1.1.6 Représentation de Jordan

En algèbre linéaire la forme canonique de Jordan, d�un opérateur linéaire, dans un espace
de dimension �ni, est une matrice triangulaire supèrieure telle que les élements diagonaux
sont des valeurs propres de la matrice à diagonale superieure égale à 1,
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0BBBBBBBBBBBBBB@

�1 1 0 0 0 � � � 0 0
... �1 1 0 0 � � � 0 0
... 0 �1 0 0 � � � � � � ...
... 0 0 �2 1 0 � � � ...
... 0 0 0 �2 0

...
...

...
...

...
...

...
. . .

... 0

0
...

...
...

... �n 1
0 � � � � � � � � � � � � � � � 0 �n

1CCCCCCCCCCCCCCA
telle que les �i sont les valeurs propres de la matrice A.
P est la matrice de passage de coé¢ cients PI formés par les vecteurs propres associés à

�i.

Exemple 1.1 Considérons l�exemple suivant

B =

2664
5 4 2 1
0 1 �1 �1

�1 �1 3 0
1 1 �1 2

3775
Les valeurs propres de B sont 4, 4, 2 et 1. De plus, on remarque que :

dim ker (B� I) = 1; dimker (B�2I) = 1; dimker (B�4I) = 1; etdimker (B�4I)2 = 2:

Nous en déduisons que la matrice de Jordan sera (à permutation près des trois blocs) de la
forme.

J =

24 J2(4) 0 0
0 J1(2) 0
0 0 J1(1)

35 =
2664
4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

3775

ker(B � 4I)2 = vect

0BB@
0BB@

0
0

�1
1

1CCA ;
0BB@
�1
0
1

�1

1CCA
1CCA

Nous en déduisons une matrice de passage P telle que P�1BP soit égale à la matrice de
Jordan J :

P = ((B � 4I)V j V j W j X) =

2664
�1 0 1 �1
0 0 �1 1
1 �1 0 0

�1 1 1 0

3775
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1.1.7 L�adjoint d�une matrice

Une matrice adjointe (aussi appelée matrice transconjuguée) d�une matrice M aux co-
e¢ cients complexes est la matrice transposée de la matrice conjuguée de M. Dans le cas
particulier où M est à coe¢ cients réels, sa matrice adjointe est donc simplement sa matrice
transposée.
La matrice adjointe est traditionnellement notée M *.

M� = tM

0BB@
3 + i 5

2� 2i i

1CCA
�

=

0BB@
3� i 2 + 2i

5 �i

1CCA
1.1.8 L�auto-adjointe d�une matrice

La matrice auto-adjointe d�une matrice M à coe¢ cients réels, est la matrice M�

telle que :

M� =M

1.1.9 L�inverse de Moore-Penrose :

Pour une matrice à coe¢ cients réels ou complexes (pas nécessairement carrée), ou pour
une autre application linéaire entre espaces euclidiens ou hermitiens, il existe un unique
pseudo-inverse satisfaisant certaines conditions supplémentaires, appelé pseudo-inverse de
Moore-Penrose (ou pseudo-inverse).
Etant donné une matrice A à coe¢ cients réels ou complexes avec n lignes et p colonnes,

son pseudo-inverse noté A+est l�unique matrice à p lignes et n colonnes véri�ant les condi-
tions suivantes :

AA+A = A (1.1)

A+AA+ = A+(A+ est un inverse pour le semi-groupe multiplicatif) (1.2)

(AA+)� = AA+ (AA+ est une matrice hermitienne) (1.3)

(A+A)� = A+A (A+A est également hermitienne) (1.4)

Dans ce cas, la notion M� désigne la matrice adjointe à M, c�est à dire, la transposée
pour le cas réel de cette matrice peut s�obtenir comme une limite :

A+ = lim
�!0
(A�A+ �I)�1A� = lim

�!0
A�(AA� + �I)�1

elle existe, même si les matrices produits (A�A) et (AA�) ne sont pas inversibles.
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Propriétés

(A+)+ = A

(AT )+ = (A+)T

(A�)+ = (A+)�

L�inverse de Moore-Penrose (pseudo-inverse) est :
1- Involutive (une involution est une application bijective qui est sa propre réciproque )
2- Commutative avec la transposition et la conjugaison .
Cependant, la pseudo-inverse n�est pas continue en e¤et, elle est inversement linéaire par

rapport à la multiplication par un scalaire.
Pour tout � 6= 0;

(�A)+ =
1

�
A+

Soit AB un produit de deux matrices. Si l�une au moins est unitaire, ou si les deux
matrices sont de rang maximal égal a leur dimension commune, alors la pseudo-inverse
est anti-commutative sur le produit.

(AB)+ = B+A+

si A est auto-adjointe, alors A+ est aussi auto-adjointe, car de la relation (4) on déduit :

A+ = (A+)�

Pour les matrices auto-adjointes (A = A�) les relation (1) et (2) :

AA+ = A+A , A+ = A+AA+

A+A2 = A

En e¤et, de (2) et (4) on aura :

AA+ = (AA+)� = (A+)�A� = A+A

1.1.10 Faiseau de matrice :

Un faiseau de matrices noté (Es�A) ou encore (E;A) est une matrice dont les coe¢ cients
sont des polynômes de degré égale à 1. Il est dit régulier si
1- det(Es� A) 6= 0 pour un certains s 2 C:
2- E et A sont des matrices carée de même ordre.
Notons que dans le cas où det(Es� A) = 0, le faiseau est dit singulier
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1.1.11 Théorème de Weistrass : Cas d�un faiseau régulier

Tout faisceau régulier A + �B peut être réduit en une forme quasi-diagonale canonique
(stictement équivalante) : 2666664

J + �I � � � � � � ...
... N�1

...
...

...
. . .

...
...

...
... N�s

3777775
où la forme normale du permier bloc diagonal J + �I est déterminée d�une façon unique

par les diviseurs élémentaires de A+�B et les s derniers blocs diagonaux correspondent aux
diviseurs élémentaires in�nis �1; :::::::::; �s:avec,

N�1 = I�1 + �1H

=

266664
1 � � � � � � ...
... 1

...
...

...
...
. . . 0

0 � � � � � � 1

377775+
26664
0 1 � � � 0
... 0 1
...

... 0 1
0 � � � � � � 0

37775

=

266664
1 1 � � � ...
... 1

...
...

...
...
. . . 1

0 � � � � � � 1

377775



Chapitre 2

Une introduction à l�inverse de Drazin

Il a été récemment montrè que l�inverse de Drazin d�une matrice carrée a de multiples ap-
plications qui peuvent être très intéressantes. Il est utilisé pour trouver une solution aprochée
de systèmes linéaires et de systèmes d�équations di¤érentielles réspectivement avec des ma-
trices singulières. L�inverse de Drazin dépend généralement de l�index de la matrice. Toutes
les dé�nitions connues sur cette inverse sont dans les éspaces de dimension �nie qui sont les
réstrictions de l�éspace de tout les opérateurs.

2.1 Matrice inverse de Drazin

On appelle matrice inverse de Drazin, la matrice carrée A d�ordre n, la matrice notée AD

qui véri�e le système d�équations suivant :

ADA = AAD (2.1)

AD = ADAAD

(I � ADA)Ak = 0 (2.2)

(AB)DA = A(BA)D

où k = indA; c�est à dire le plus petit entier positif tel que :

rangAk+1 = rangAk

La matrice inverse de Drazin existe toujours pour toute matrice carrée, et elle est unique
et a un sens simple
soit :

A = N

�
J0 0
0 J1

�
N�1 (2.3)

La representation Jordanienne pour A, J0 est l�ensemble de tous les blocs nilpotents
(non inversibles), J1 est l�ensemble des blocs (inversibles), alors,

13
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AD = N

�
0 0
0 =�11

�
N�1 (2.4)

comme =k0 = 0 , il s�ensuit

Ak = N

�
0 0
0 =k1

�
N�1 (2.5)

En particulier, si k = 1, il vient

A = N

�
0 0
0 =1

�
N�1 (2.6)

C�est à dire pour chaque bloc B, il existe un m 2 N telle que Bm = 0:
Dans ce cas A ne contient pas de blocs nilpotents d�ordre superieure à 1. On appelle ces

matrices les matrices de structure simple. D�après (2.5) As (s � k) sont des matrices de
structure simple:
Et de même chaque matrice inversible est de structure simple (car les blocs nilpotents

sont absents) et k = 0, suite à,

rgA0 = rgI = n = rgA

donc :
AD = A�1



Chapitre 3

Dérivation et intégration fractionnaire

3.1 Dérivation et intégration fractionnaire

L�objectif dans cette partie dans un premier temps est de mettre en évidence les bases
théoriques des dérivées d�ordre fractionnaire, et les principales propriétés de l�opérateur de
dérivation fractionnaire. Plusieurs approches et dé�nitions ont été le fruit de contributions
de mathématiciens de renommée. Dans ce chapitre, on va se limiter aux deux approches les
plus populaires et les plus pratiquables qui sont celles de Riemann-Liouville et l�approche de
Caputo.

3.1.1 Notions de base sur le calcul fractionnaire

La fonction Gamma

Une des fonctions de base pour le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d�Euler
notée �(z) dé�nie par l�intégral :

�(z) =

Z 1

0

exp(�t) tz�1dt Re(z) > 0:::(1)

Citons quelques propriétés :

1) �(z + 1) = z�(z) z � 0

2) 8n 2 N;�(n+ 1) = n!
Preuve :
1) Par une intégration par partie :

�(z + 1) =

Z 1

0

exp(�t) tzdt

= [� exp(�t) tz]10 + z
Z 1

0

exp(�t) tz�1dt

= z�(z)

15
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2) En e¤et dans (1), si on prend z=n tel que n2 N� :

�(n+ 1) = n�(n) (3.1)

= n(n� 1)�(n� 1)
= n(n� 1)(n� 2)
= n!

3.1.2 L�intégral fractionnaire

L�histoire du calcul fractionnaire constitue l�une des plus belles aventures de l�esprit
humains sur la quelle se sont engagés plusieurs mathématiciens aussi que des physiciens.
les spécialistes s�accordent pour faire rementer le début de cette histoire à la �n de

l�année 1695 quand Leibniz dans une lettre à l�hopital a voulu engager une re�exion sur une
possible théorie des derivées d�ordre non entier dans sa réponse, l�hopital c�est intérogé sur
la signi�cation qu�on peut donné à la dérivée d�ordre 1

2
, la réponse de Leibniz contenait la

phrase suivante : "cela conduirait à un paradoxe à partir du quel, un jour on pourra tirer
des conséquences utiles ."
Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaître les premières conséquences.
les premiers travaux sont dus à Liouville entre 1832-1837. Indépendament, Riemann pro-

pose une approche qui s�est averée celle de Liouville, cette théorie porte le nom de Riemann-
Liouville. Plus tard d�autres théories on fait leurs apparitions .

Dé�nition : Soit f : [a; b]! R continue. On appelle intégrale fractionnaire d�ordre �
au sens de Rimman-Liouville, l�intégrale suivante :

(J�a f)(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� �)��1f(�)d� tel que � � 0 (3.2)

3.1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Intégrale fractionnaire sur l�intervalle [a; b]

Soit une fonction continue sur l�intervalle [a; b]

f (�1)(x) =

Z x

a

f(t)dt

f (�2)(x) =

Z x

a

Z t

a

f(�)d�dt

=

Z x

a

(x� t)f(t)dt

par réccurence, on peut montrer la formule de Cauchy pour tout entier naturel :
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f (�n)(x) =

Z x1

a

Z x2

a

::::::

Z xn�1

a

f(xn)dxn::::dx2dx1 (3.3)

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt

Depuis la généralisation du factoriel par la fonction Gamma, Riemann se rendit compte
que le second membre de (3.3) pouvait avoir un sens même si n prenait une valeur non
entière. Il dé�nit alors l�intégrale fractionnaire comme suit,
Dé�nition : La dérivée fractionnaire d�ordre � au sens de Rimann-Liouville d�une fonc-

tion continu sur [a; b] est dé�nit par :

RLD�p
a f(t) =

1

�(p)

Z x

a

(x� t)p�1f(t)dt pour � > 0

Dérivée fractionnaire sur [a, b] au sens de Riemann-Liouville

Dans la formule de Cauchy :

f (�n)(x) = Jnf(x) =
1

�(n)

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt

Pour k entier (k � 0), on peut obtenir :

f (�k�n)(x) =
1

�(n)
D�k

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt

où le symbole D�k (k � 0) désigne l�intégration d�ordre k.
D�un autre côté, si on �xe n, pour tout entier k (k � n) la dérivation d�ordre (k � n) de

la fonction f peut s�écrire :

f (k�n)(x) =
1

�(n)
Dk

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt (3.4)

où le symbole Dk (k � 0) désigne la dérivation d�ordre k:
A partir de la formule (3), on peut prévoir une extension pour la dérivée d�ordre non

entier.
On va �xer dans la formule (3.4) l�entier k (k � 0) et remplacer l�entier n par un réel �

tel que k � � > 0 ; ceci donne :

Dk��f(x) =
1

�(�)
Dk

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt 0<� � 1

En posant p = k � �; on aboutit alors à,
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Dé�nition :

Soient f : [a; b] une fonction continue et � 2 R�+, on appelle dérivée fractionnaire d�ordre
� au sens de Riemann-Liouville de f
la fonction suivante :

RLD�
a f(t) :=

dn

dtn
Jn��a f(t) = Dn

aJ
n��
a f(t) n-1<�<n

RLD�
a f(t) = Dn

aJ
n��
a f(t)

= Dn[
1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1f(�)d� ]

avec n� 1 < � < n ; n 2 N�:
Cas particulier : 0 < � < 1

RLD�
a f(t) : =

d

dt
(

1

�(1� �)

Z t

a

(t� �)1���1f(�)d� ]

= Dn|n��f(t)

Limites formelles :

Soit � 2 R�+ , n� 1 < � < n

a) lim�!n�1
RLD�

a f(x) =
dn�1

dxn�1
f(x)

b) lim�!n

RLD�
a f(x) =

dn

dxn
f(x)

Résultats importants :

RLD�
ax

� =
�(� + 1)

�(� + 1� �)x
���

J�x� = x�+�

3.1.4 Dérivée de Caputo cD�
a

Nous avons vu dans la partie précedente que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann
-Liouville d�ordre � 2]n - 1 ; n[ ; n 2 N s�obtient par une application de Jn�� suivie d�une
dérivation classique d�ordre n.
La dérivée au sens de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérateurs.
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Dé�nition :

Soient � 2 R�+, n� 1 < � < n et f 2 Cn[a; b]; on appelle dérivée fractionnaire d�ordre �
au sens de Caputo de f, la fonction dé�nie par :

cD�
a f(t) := J

n��Dnf(t) n-1<� < n

en d�autres termes :

cD�
a f(t) :=

1

�(n� �)

Z x

a

(x� u)n����1f (n)(u)du

3.1.5 La relation entre dérivée Caputo et dérivée Riemann-Liouville

soient � 2]n� 1; n[ ,n 2 N�; et f : [a; b]! R tels que f 2 Cn([a; b]), on a :

CD�f(x) =RL D�
a [f(x)�

n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)]

Démonstration :

Le développement de f au voisinage de a d�ordre n est donné par :

f(x) =
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a) +
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1f (n)(t)dt

=
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a) +
1

�(n)

xZ
a

(x� t)n�1Dnf(t)dt

=
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a) + JnDnf(x)

Par application de Jn��, on obtient,

Jn��f(x) = J2n��f (n)(x) + Jn��

 
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!
Puis, on applique une dérivation classique d�ordre n

DnJn��f(x) = DnJ2n��f (n)(x) +DnJn��

 
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!

= DnJnJn��f (n)(x) +DnJn��

 
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!

= Jn��f (n)(x) +DnJn��

 
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!
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Alors,

Jn��f (n)(x) = DnJn��f(x) +DnJn��

 
n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!

= DnJn��

 
f(x) +

n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!

Finalement,

cD�
a f(x) =

RL D�
a

 
f(x) +

n�1X
j=0

(x� a)j
j!

f (j)(a)

!
Comme exemple illustratif, on prend un circuit éléctrique, qui peut être représenté par

un système linéaire fractionnaire.
Considérons un cicuit éléctique linéaire composé de résistances, super condensateurs (ul-

tra capacité), bobines et tension (source de courant), comme variables d�états (composantes
des vecteurs d�états) la tension à travers les supers condensateurs, et le courant dans les
bobines sont habituellement choisis. Il y�a lieu de savoir que le courant i(t) dans les super
condensateurs est relié avec sa tension par la formule suivante :

i(t) = C
d�uc(t)

dt�
pour 0 � � � 1 (3.5)

Lorsque C est la capacité du condonsateur.
De même, la tension uL(t) dans la bobine avec son courant : iL(t); sont liées par la formule

ci-dessous.

uL(t) = L
d�iL(t)

dx�
pour 0 � � � 1 (3.6)

Lorsque L est l�inductance de la bobine.
En utilisant les relations (3.5) et (3.6) et les lois de kirchho¤ on aboutit au système

linéaire fractionnaire qui modélise notre circuit :

� d�xC
dt�

d�xL
dt�

�
=

0BB@
A11 A12

A21 A22

1CCA� xC

xL

�
+

� B1

B2

�
e

tel que les composantes de xc 2 Rn1 sont les tensions à travers les super condensateurs,
les composantes de xL 2 Rn2 sont les courants dans les bobines et les composantes de e 2 Rm
sont les tensions du circuit.
On passe maintenant au model suivant, qui n�est rien d�autre qu�un circuit éléctrique

linéaire représenté par la �gure 1, avec des résistances connue R1; R2 et R3 et capacités C1
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et C2, inductances L1 et L2 et sources de tension e1 et e2:

figure1

En utillisant les relation (3.5) et (3.6) ainsi que la loi de kirchho¤; on obtient les équations
suivantes :

i1 = C1
d�1u1
dt�1

, i2 = C2
d�1u2
dt�2

(3.7)

e1 = (R1 +R2)i1 + L1
d�1i1
dt�1

+ u1 �R3 i2 (3.8)

e1 = (R2 +R3) i2 + L2
d�2i2
dt�2

+ u2�R3 i1 (3.9)

les équations (3.7)-(3.8) et (3.9) peuvent s�écrire sous la forme suivante :26664
d�1u1
dt
�1

d�2u2
dt
�2

d�1 i1
dt�1
d�2 i2
dt�2

37775 = A
2664
u1
u2
i1
i2

3775+B � e1e2
�

où

A =

�
A11 A12
A21 A22

�

=

2664
0 0 1

C1
0

0 0 0 1
C2

� 1
L1

0 �R1+R2
L1

R3
L1

0 � 1
L2

R3
L2

�R1+R2
L2

3775
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et,

B =

�
B1
B2

�
=

2664
0 0
0 0
1
L1

0

0 1
L2

3775 .

Il s�agit d�un modèle à dérivées d�ordre non entiers.



Chapitre 4

Résolution des systémes di¤érentiels
d�ordre fractionnaires linéaires à
temps continu par inverse de Drazin

Nous exposerons dans ce chapitre une approche liée à [38 ] tout en proposant une autre
approche par la décomposition de weierstrass. Nous traitons le cas de faisceaux réguliers.
Notre intérêt maintenant porte sur la question suivante : Quelle solution, pour une telle

classe de systèmes.
Nombreux sont les papiers qui ont soulevé ce problème tout en donnant la forme de la

solution. Citons [38], [39]
On considère le système linéaire à temps continu décrit par une équation di¤érentielle

d�ordre fractionnaire

E CD�
t x(t) = Ax(t) +Bx(t); 0 � � � 1; (4.1)

� est l�ordre fractionnaire, x(t) 2 Rm est le vecteur de contrôle, E 2 Rn�n, A 2 Rn�n; B 2
Rn�m et

CD�
t x(t) =

1

�(1� �)

tZ
0

1

(t� �)�
dx(�)

d�
d� (4.2)

est la dérivée de Caputo d�ordre � fractionnaire de x(t) et

�(�) =

1Z
0

exp�t t��1dt (4.3)

étant la fonction Gamma
On suppose que detE = 0, mais le faisceau (E;A) de (4.1) est régulier, c�est à dire,

det [Es� A] 6= 0 pour s 2 C (4.4)

On assure que pour un choix de s 2 C; det [Es� A] 6= 0 et en multipliant (4.1) par
[Es� A]�1, on obtient alors,

E CD�
t x(t) = Ax(t) +Bu(t) (4.5)

23
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tel que :

E = [Es� A]�1E (4.6)

A = [Es� A]�1A

B = [Es� A]�1B
Il est à noter que les équations (4.1) et (4.4) ont la même solution x(t).

Dé�nition 1 :

Le plus petit entier positif non nul q est appelé l�index de la matrice E 2 Rn�n si

rangE
q
= rangE

q+1
(4.7)

Dé�nition 2 :

la matrice E
D
est appelée la matrice inverse de Drazin de E 2 Rn�n si elle satisfait les

conditions suivantes :

E E
D
= E

D
E (4.8)

E
D
= E

D
E E

D
(4.9)

E
D
E
q+1

= E
q

(4.10)

Où q désigne l�index de E et est dé�nie en (4.7).
Véri�ons ces propriétés

Preuve. 1) E E
D
= E

D
E

On a :
E
D
E = [(Es� A)�1E]D[(Es� A)�1E]

d�après (2.2)

= [(Es� A)�1E I ]D[(Es� A)�1E]

= [(Es� A)�1E][(Es� A)�1E]D

= E E
D

2) E
D
= E

D
E E

D

Sachant que :

E
D
E E

D
= (E

D
E) E

D

= (E E
D
)E

D
(d�après 4.8 )
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On pose,

E = A

E D = AD

AAD = N

�
J0 0
0 J1

�
N�1 N

�
0 0
0 J�11

�
N�1

= NN�1

= I ...........(*)

d�après (*), on obtient,

E
D
E E

D
= I E

D

= E
D

3) E
D
E
q+1

= E
q

vu que,

E
D
E
q+1

= E
D
E E

D
E
q+1

il s�ensuit alors,

E
D
E
q+1

= E
D
E E

D
EE

q

et suite à (4.8), nous aurons,

= E E
D
E E

D
E
q

puis en utilisant (4.9), il s�ensuit,

= IE
q

= E
q

Remarque :
1- L�index de Drazin de E

D
de la matrice carrée E existe toujours et il est unique.

2- Si det E 6= 0 alors ED = E�1:
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Lemme 1 :

Les matrices E et A dé�nies en (4.5) véri�ent les égalités suivantes :

1. A E = E A (4.11)

A
D
E = E A

D

E
D
A = A E

D

A
D
E
D
= E

D
A
D

2. kerA \ kerE = f0g (4.12)

3: E = T

�
J 0
0 N

�
T�1 (4.13)

E
D
= T

�
J�1 0
0 0

�
T�1

detT 6= 0, J 2 Rn1�n1 est non singulière, N 2 Rn2�n2 est nilpotente et n1 + n2 = n

4: (In � E E
D
)AA

D
= In � E E

D
(4.14)

(In � E E
D
)
�
E A

D
�q
= 0

Remarque
Il est à noter que les conditions 1 et 2 du lemme assure la solvabilité du système.
On dira dans ce cadre que le système et consistent .

4.1 Solution de l�équation d�état par inverse de Dra-
zin :

Dans cette section, on va utiliser l�inverse de Drazin de la martice A et E comme outil
pour trouver la solution de l�équation d�état (4.1).
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Théorème 1 La solution de l�équation (4.1) est donnée par,

x(t) = �0(t)E E
D
v+E

D

tZ
0

�(t��)Bu(�)d�+(E ED�In)
q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Bu(k�)(t) (4.15)

Lorsque :

�0(t) =
1X
k=0

(E
D
A)ktk�

�(k�+ 1)
; �(t) =

1X
k=0

(E
D
A)kt(k+1)��1

�[(k + 1)�]
(4.16)

u(k�)(t) =C Dk�
t u(t) (4.17)

et le vecteur v 2 Rn est arbitraire.

Preuve :

Pour prouver ce théorème, on doit montrer que (4.15) satisfait l�équation (4.5). En rem-
plaçant (4.15) dans la partie latérale de l�équation (4.5), et en utilisant (4.16), la dé�nition
2 et le lemme 1, on obtient,

E CD�
t x(t) = E

CD�
t

266666664
�0(t)E E

D
v + E

D

tZ
0

�(t� �)Bu(�)d�

+(E E
D � In)

q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Bu(k�)(t)

377777775

= E CD�
t [E E

D
v +

1X
k=0

(E
D
A)ktk�

�(k�+ 1)
v + E

D

tZ
0

(t� �)��1
�(�)

Bu(�)d�

+E
D

tZ
0

1X
k=0

(E
D
A)k+1(t� �)(k+2)��1
�[(k + 2)�]

Bu(�)d�

+(E E
D � In)

q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Buk�(t)]

=
1X
k=0

E(E
D
A)k+1tk�

�(k�+ 1)
v + E

D
Bu(t) + (E

D
)2A

tZ
0

�(t� �)Bu(�)d�

+(E E
D � In)

q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Bu(k�)(t)
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= A[�0(t)E E
D
v + E

D

tZ
0

�(t� �)Bu(�)d�

+(E E
D � In)

q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Bu(k�)(t)] +Bu(t) (4.18)

Moyennant la propriété 2 du lemme 1, il s�ensuit,

CD�
t E E

D
v = 0 ,E

D
(E

D
A)k+1 = A

k+1
(E

D
)k; (4.19)

�(t) =
1X
k=0

(E
D
A)kt(k+1)��1

� [(k + 1)�]
=
t��1

�(�)
+

1X
k=0

(E
D
A)k+1t(k+2)��1

� [(k + 2)�]

Une conséquence du théorème est ce pendant dérivée.
Corollaire
Supposons les conditions 1 et 2 du lemme 1 satisfaites, alors il existe une solution de

l�équation (4.5) si et seulement si :

x(0) = x0 = E E
D
v + (E E

D � In)
q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Bu(k�)(0) (4.20)

Dans ce cas, la solution est unique .
Pour que u(t) soit admissible, il faut que les conditions initiales véri�ent (4.20). Pour le

cas particulier où u(t) = 0 on a : x0 = E E
D
v et x0 2 Im(E E

D
) lorsque cela représente

l�image de E E
D
:

4.2 Exemple :

On considère le système (4.1) avec les matrices

E =

�
1 0
0 0

�
; A =

�
�1 0
0 �2

�
; B =

�
1
2

�
; 0 � � � 1 (4.21)

Le couple de (4.21) est régulier car

det [Es� A] =
���� s+ 1 0

0 2

���� = 2(s+ 1) 6= 0
On choisit s = 1 et les matrices (4.6) prènent les formes suivantes :

E = [Es� A]�1E =
�
2 0
0 2

��1 �
1 0
0 0

�
=

�
0:5 0
0 0

�
; (4.22)
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A = [Es� A]�1A =
�
2 0
0 2

��1 � �1 0
0 �2

�
=

�
0:5 0
0 �1

�
;

B = [Es� A]�1B:

=

�
2 0
0 2

��1 �
1
2

�

=

�
0:5
1

�
:

En utilisant (4.9) et (4.23) on obtient

E
D
=

�
2 0
0 2

�
& A

D
=

�
�2 0
0 1

�
: (4.23)

Il est facile de véri�er que les matrices de (4.23) véri�ent les conditions (4.8), (4.10),
(4.11) et (4.13)

En utilisant (4.28) et (4.16) on obtient,

�0(t) =
1X
k=0

(E
D
A)ktk�

�(k�+ 1)
(4.24)

=
1X
k=0

tk�

�(k�+ 1)

�
�1k 0
0 0

�
et

�(t) =
1X
k=0

(E
D
A)kt(k+1)��1

�[(k + 1)�]
(4.25)

�(t) =
1X
k=0

t(k+1)��1

�[(k + 1)�]

�
�1k 0
0 0

�
qui donne

E
D
A =

�
2 0
0 0

� �
�0:5 0

0 �1

�
=

�
�1 0
0 0

�
(4.26)

de (4.15) et (4.16), nous aurons la solution souhaitée sous la forme

x(t) = �0(t)E E
D
v+E

D

tZ
0

�(t� �)Bu(�)d� +(E ED� In)
q�1X
k=0

(E A
D
)kA

D
Bu(k�)(t) (4.27)

=

1X
k=0

24 tk�

�(k�+ 1)

�
�1k 0
0 0

�
v +

1

�[(k + 1)�]

�
(�0:5)k
0

� tZ
0

(t� �)(k+1)��1u(�)d�

35
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+

�
2

1

�
u(t)

on a alors

E E
D
=

�
1 0
0 0

�

E E
D � I2 =

�
�2 0
0 1

�
; q = 1

et

A
D
B =

�
�0:5 0

0 �1

��1 �
0:5
1

�
(4.28)

=

�
�1
�1

�
pour un v 2 R2arbitraire.

4.3 Systèmes linéaires invariants à temps continu sin-
guliers unidimensionnel

Le système, �
E _x(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

est utilisé pour décrire certain type de processus. Notons que cette classe de systèmes
d�écrit les modèles représentant les systèmes interconnectés entre eux dont on cite par
exemple les circuits RLC, les réseaux, etc....
Ce dernier est appelé système linéaire invariant à temps continu (sous l�hypothèse que le

temps t dans lequel évolue le système est continu).
Il est parfois utile de considérer aussi un temps k discret, ou k 2 N: De tels systèmes

linéaires sont dits à temps discret, et veri�ent généralement l�équation de réccurence de
type : �

E x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)

avec A 2 Rn�n la matrice d�état, B 2 Rn�m la matrice d�entrée, C 2 Rp�n la matrice de
sortie, D 2 Rp�m la matrice de couplage ou de transmission et E 2 Rn�n généralement est
singulière .
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4.4 Cas des systèmes Fractionnaires singuliers à fais-
ceaux réguliers

Considérons le système fractionnaire LTI singulier à temps continu suivant,�
E CD�

t x(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(4.29)

1- Dans le cas où E �1 existe
Le système s�écrit sous la forme,�

CD�
t x(t) = E

�1Ax(t) + E�1Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)�
CD�

t x(t) = Â x(t) + B̂ u(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(4.29�)

qui est un système explicite (pour E = In; le système est aussi appelé standard ):
A ce stade là, on peut déterminer facilement la solution du système en tenant compte de

plusieurs travaux citons [21], [38].
Fonction de Mittag-Le­ er
La fonction de Mittag-Le­ er est une généralisation de la fonction Exponentiel. Elle joue

un rôle important dans le recherche des solutions des équations di¤érentielles fractionnaires.

Dé�nition :
La fonction de la variable complexe z dé�nie par

E�(z) =
1X
k=0

zk

�(�k + 1)

est appelée la fonction de Mittag-Le­ er à un paramettre.

Exemple 4.1 Pour � = 1, on obtient

E1(z) =

1X
k=0

zk

�(k + 1)
=

1X
k=0

zk

k!
= exp(z)

Une autre fonction dite de Mittag-Le­ er à deux paramettres est dé�nie par,

E�;�(z) =
1X
k=0

zk

�(�k + �)

La solution de (4.29�) est donnée par [21] dans le théorème suivant,
Théorème :
La solution de (4.29�) est de la forme ;

x(t) = �0(t)x0 +

tZ
0

�(t� �)B̂u(�)d� , x(0) = x0
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où,

�0(t) = E�(Ât
�) =

1X
k=0

Âkt�k

�(�k + 1)

et

�(t) =
1X
k=0

Âkt(k+1)��1

�[(k + 1)�]

avec E�(Ât�) est la fonction de Mittag-Le­ er et �(z) la fonction Gamma.
Pour prouver le théorème, on utilide [21] ou encore, moyennant [38], on donnera la solution

sous forme :
Théorème [38]
La solution du système (4.29�) est donnée par

x(t) =
1X
i=0

n�1X
k=0

ti�+k

�(i�+ k + 1)
(E�1A)ix

(k)
0

+

Z t

0

1X
i=0

(E�1A)i
(t� �)(i+1)��1
�((i+ 1)�)

E�1Bu(�)d� .

2- Dans le cas où det E = 0;
Le système (4.29) est singulier, il satisfait alors la condition (4.4), alors il existe deux

matrices non singulières P 2 Rn�n et Q 2 Rn�n telles que le système (4.29) peut être
décomposer en deux sous systèmes :
A- Un sous-système lent, qui aura la forme,�

CD�
t x1 = A1x1 +B1u

y1(t) = C1x1

B-Un sous-système rapide

�
NCD�

t x2 = x2 +B2u

y1(t) = C2x2

où, �
x1
x2

�
= Q�1x x1 2 Rn1 ; x2 2 Rn2 ;

E = PEQ =

�
In1

N

�
; N 2 Rn2�n2 ;

A = PAQ =

�
A1 0
0 In2

�
; A1 2 Rn1�n1 ;
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B = PB =

�
B1
B2

�
; B1 2 Rn1�m; B2 2 Rn2�m;

C = CQ =
�
C1 C2

�
; C1 2 Rp�n1 ; C1 2 Rp�n2 ;

y = y1 + y2; n1 = deg det [Es� A] ;
N est nilpotente d�indice de nilpotente �, c-à-d N��1 6= 0 et N� = 0 avec � = rgE �

deg det [Es� A] + 1:
On peut donc, déterminer facilement les solutions des deux sous-systèmes en utilisant

l�inverse de Drazin, par suite,

Le sous-système lent :

�
CD�

t x1 = A1x1 +B1u

y1(t) = C1x1

En faisant les mêmes démarches qui on été faite dans la preuve précédente, on aboutit à,

x1(t) = �0(t)x0 +

tZ
0

�(t� �)B1u(�)d� , x(0) = x0

�0(t) = E�(A1t
�) =

1X
k=0

�Ak1t
�k

�(�k + 1)

et

�(t) =
1X
k=0

A
k

1t
(k+1)��1

�[(k + 1)�]
:

Le sous-système rapide �
NCD�

t x2 = x2 +B2u

y2(t) = C2x2

Pour touver la solution du sous-système rapide, on va suivre la même procédure

N CD�
t x(t) = N

CD�
t [ �0(t)N N

D
v +N

D

tZ
0

�(t� �)B2u(�)d�

+(N N
D � In)

q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

(k�)(t) ]
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= N CD�
t [N N

D
v +

1X
k=0

(N
D
In2)

ktk�

�(k�+ 1)
v +N

D

tZ
0

(t� �)��1
�(�)

B2u(�)d�

+N
D

tZ
0

1X
k=0

(N
D
In2)

k+1(t� �)(k+2)��1
�[(k + 2)�]

B2u(�)d�

+(N N
D � In)

q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

k�(t)]

=
1X
k=0

N(N
D
In2)

k+1tk�

�(k�+ 1)
v +N

D
B2u(t) + (N

D
)2 In2

tZ
0

�(t� �)B2u(�)d�

+(N N
D � In)

q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B1u

(k�)(t)

= [�0(t)N N
D
v +N

D

tZ
0

�(t� �)B2u(�)d�

+(N N
D � In)

q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

(k�)(t)] +B2u(t)

En utilisant la propriété 2 du lemme 1

CD�
t N N

D
v = 0

N
D
(N

D
In2)

k+1 = In2
k+1
(N

D
)k;

�(t) =
1X
k=0

(N
D
In2)

kt(k+1)��1

� [(k + 1)�]

=
t��1

�(�)
+

1X
k=0

(N
D
In2)

k+1t(k+2)��1

� [(k + 2)�]

pour condition initiale,

x(0) = x0 = N N
D
v + (N N

D � In)
q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

(k�)(0)

d�où la solution

x2(t) = �0(t)N N
D
v+N

D

tZ
0

�(t��)B2u(�)d�+(N N
D�In)

q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

(k�)(t)
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lorsque :

�0(t) =

1X
k=0

(N
D
In2)

ktk�

�(k�+ 1)
;

�(t) =
1X
k=0

(N
D
In2

D
)kt(k+1)��1

�[(k + 1)�]

u(k�)(t) =C Dk�
t u(t)

et le vecteur v 2 Rn est arbitraire.
La solution du système singulier (4.29) est,

x(t) =

�
x1(t)

x2(t)

�
Ceci est par conséquent caractérisé, par le théorème suivant,
Théorème :
le système fractionnaire singulier (4.29) admet une unique solution de la forme,

x(t) =

�
x1(t)

x2(t)

�
avec,

x1(t) = �0(t)x0 +

tZ
0

�(t� �)B1u(�)d�

x2(t) = �0(t)N N
D
v+N

D

tZ
0

�(t� �)B2u(�)d� +(N N
D� In)

q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

(k�)(t)

où,

x(0) = x0 = N N
D
v + (N N

D � In)
q�1X
k=0

(N In2
D
)k In2

D
B2u

(k�)(0)

Pour toutes conditions de consistence,

CD�
t N N

D
v = 0

N
D
(N

D
In2)

k+1 = In2
k+1
(N

D
)k:



Chapitre 5

Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons abordé et illustrè de manière simple certains aspects d�une
nouvelle théorie nommé "La résolution des systèmes linéaires fractionnaires a temps continu
par l�inverse de Drazin". L�étude que nous avons mené dans ce travail est organisée en deux
parties, nous avons commencé par rappeler la solution d�un système linéaire fractionnaire à
temps continu, pour ensuite entamer l�object de notre travail qui est l�utilisation de l�inverse
de Drazin pour trouver une aproche. a�n de dérive cette solution qui s�avère nouvelle et qui
attire l�attention d�un grand nombre de chercheurs .
Cette étude nous à aussi permis de dégager une analyse sur les problèmes d�inversion des
marices d�états. Tout au long de ce mémoire une analogie entre un système linéaire stan-
dard et un système linéaire fractionnaire tout deux à temps continu à été faite. Malgré les
devellopements, certains axes méritent des ré�éxions plus approfondies.
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