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Résumé

Le but de ce travail est I’étude du probléme de solvabilité de systémes différentiels li-
néaires a dérivées non entiéres dits aussi systémes fractionnaires. Nous considérons la classe
des systémes singuliers pour dériver des solutions sous certaines contraintes. Nous utilise-
rons dans ce cadre l'inverse généralisé. La décomposition de Weierstrass pour des faisceaux
réguliers est aussi utilisée pour étendre les résultats a cette classe de systémes
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Introduction

Le monde connait actuellement un énorme développement technologique sous 'effet de la
concurrence et des besoins de plus en plus exigeants du point de vue qualité et performance.
En grande partie, ce progrées est dit au développement qu’a connu la recherche fondamentale
dans divers domaines tels que ceux de I'analyse numérique et de la théorie des systémes. Tout
ceci a permis de mettre en ceuvre des méthodes et des approches trés complexes pour 'iden-
tification et la commande des systémes. Le développement des mathématiques en général a
été et sera toujours nécessaire pour la résolution des problémes de plus en plus complexes
posés par la physique et les sciences de l'ingénieur. L’une des théories qui peut étre consi-
dérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connait actuellement une grande popularité
parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales et en ingénierie est celle du Calcul
Fractionnaire qui étend la dérivation et I'intégration aux ordres fractionnaires, ainsi que la
dérivation d’ordre fractionnaire

Au début, c’était presque un jeu d’esprit pour certains mathématiciens de renommée.
Le 30 septembre 1695, Leibnitz adresse une lettre a 'Hospital dans laquelle, il aborde le
probléme de dérivation fractionnaire. Ce dernier lui demande quelle pourrait étre la dérivée
d’ordre "un demi" d’une fonction x. Leibnitz lui répond que cela méne & un paradoxe dont
on tirera un jour d’utiles résultats. De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette
question, en particulier Euler(1730) ; Fourier(1823) ; Liouville(1832) ; Riemann(1847) ;etc...

Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres
non-entiers.

Durant presque plus de 300 ans, la théorie du Calcul Fractionnaire a été développée
uniquement en tant que théorie pure utile juste pour les mathématiciens. Ce n’est qu’au
début des années 1950 que Vanderziel [28] dans ses recherches sur les spectres de bruit des
semi-conducteurs, puis Davidson et Cole [27] dans leurs travaux sur la relaxation diélectrique
dans certains liquides ont pu modéliser des phénoménes naturels en faisant appel & la dérivée
d’ordre fractionnaire.

Depuis ces découvertes, beaucoup de contributions autant théoriques que pratiques ont
montré I'importance des systémes d’ordre fractionnaire et leurs intérét dans différentes disci-
plines telles que : 1’électricité, la chimie, la biologie, ’économie, I’automatique, le traitement
de signal et dans différentes applications telles que : la modélisation, I'identification et la
commande. En effet, il a été montré qu’un nombre important de systémes physiques ont un
comportement qui peut étre mieux décrit en utilisant des modeéles mathématiques d’ordre
fractionnaire

Nombreux sont les chercheurs scientifiques dont I’attention est attirée par la classe des
systemes différentielles d’ordre fractionnaire tels que : le circuit de Chua d’ordre fraction-
naire [29], le systéme de Duffing d’ordre fractionnaire [38], le systéme de Rossler d’ordre
fractionnaire [30].



Les publications dans ce domaine sont considérables : D. Matignon (1994) [31], D. Ma-
tignon et B. Andréa-Novel (1996) [32],Y. Peng , X. Guangming et W. Long (2003) [33], S.
Guermah, S. Djennoune et M. Bettayeb (2008) [34], T.Kaczorek(2008) [35], B. M. Vinagre,
C.A.Monjeet A. J. Caldero(2002) [36], J. Tenreiro Macchado (2011) [37], [38] et la liste reste
longue.

Les systémes sur lesquels on va se pencher sont les systémes linéaires standards d’ordre
fractionnaires & temps continu définis par les équations d’état,

“Dex(t) = Az(t) + Bu(t) N—-1l<a <N (N € N¥)
{ y(t) = Cax(t) + Du(?)

Les systeémes linéaires discrets singuliers ont été pris en compte dans de nombreux articles
et livres [1-15]. Les valeurs propres et les vecteurs propres, problémes d’affectation représentés
par des équations d’état, d’entrées et de sorties ont été étudier dans [7, 10, 16, 17] et de
controle des systémes linéaires discrets dans [18,19]. Le calcul par la forme canonique de
Kronecker des faisceaux réguliers a été analysé dans [14]. Les systémes linéaires positifs
différentiels d’ordre fractionnaires ainsi que leur commandabilité ont été traitées dans [20].
Le traitement de ces systémes par I'inverse de Drazin est étudié dans [1-3, 9,13, 22, 23] tandis
que la décomposition des systémes fractionnaires sous forme matricielles a été introduite dans
[12]. L’inverse de Drazin est appliqué pour trouver la solution de systémes linéaires a temps
discrets et a faisceaux réguliers voir [23-26].

Un chapitre introductif regroupant les résultats fondamantaux est introduit pour ré-
pondre aux questions posées.

Dans le chapitre 2 on introduit la notion de l'inverse généralisé qu’on utilisera pour la
résolution de nos systémes.

Le chapitre 3 reppelle les notions du calcul fractionnaire et quelques propriétés. Des
exemples d’applications sont exposés.

Enfin, le probléeme de solvabilité des systémes différentiels d’ordre fractionnaires et sin-
guliers par l'inverse de Drazin est introduit dans le chapitre 4.

Nous proposons ensuite une approche de décomposition par Weierstrass pour résoudre
cette classe de systémes.



Chapitre 1

Rappels d’algébre linéaire

L’étude des matrices est tout & fait ancienne. Leibnitz est I'un des fondateurs de I'analyse
qui a développé la théorie des determinants en 1693 pour faciliter la résolution des équations

différentielles.

Les matrices sont maintenant utilisées pour de multiples applications et servent notam-
ment & représenter les coeffcients d’équations et systémes linéaires.

1.1 Notions de base

1.1.1 D’inverse d’une matrice

On appelle inverse de la matrice carré A toute matrice B telle que :

AB=BA=1

la matrice B est alors notée :
B=A"

Remarque

Une matrice et l'inverse de cette matrice ont nécessairement les mémes dimensions
Propriétés
- Il suffit qu’une matrice B vérifie I’'une des relations,
AB =1
et
BA=1

pour qu’elle vérifie I'autre.
- Si deux matrices A et B sont inversibles, leur produit est inversible et 'inverse du
produit est le produit des inverses effectués dans ’ordre inverse.

7



(AB) ™' =pBtA™!

- L’inverse de la transposée d’une matrice A est égale a la transposée de 'inverse
(AT)fl — (Afl)T

- Determinant de I'inverse d’'une matrice :

1
A7 = =
A7 =13

1.1.2 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice est égale au nombre de lignes linéairements indépendantes , en
d’autre terme le rang d’une matrice est égale a la dimension de la plus grande matrice carré
extraite dont le déterminant est non nul.

1.1.3 Polynoéme caractéristique d’une matrice

Soit A une matrice carrée a coefficients dans un corps R (ou C), Le polynéme caracté-
ristique de A est le polynome P4()) & coéfficients dans R défini par,

Pa(N) = det(A — AI)

1.1.4 Noyau d’une matrice

-Le noyau d’une matrice A € R™" notée Ker(A) est le noyau de l'application linéaire
canonique associée a A et on a :

Ker(A) ={z € R™, Az = Ogn }

1.1.5 L’image d’une matrice

L’image d’une matrice A € R™™ notée I'm(A), est 'image de 'application linéaire cano-
nique associée a A et on a :

Im(A) ={y € R": 3z € R"tel que Az =y}

1.1.6 Représentation de Jordan

En algebre linéaire la forme canonique de Jordan, d’un opérateur linéaire, dans un espace
de dimension fini, est une matrice triangulaire supeérieure telle que les élements diagonaux
sont des valeurs propres de la matrice & diagonale superieure égale a 1,



A1 0 0 0 - 0
M1 0 0 - 0
0 A O 0 -
0 0 X 1 0
0 0 0 X O
L 0
0 An
0 0 A

telle que les \; sont les valeurs propres de la matrice A.
P est la matrice de passage de coéfficients P; formés par les vecteurs propres associés a
i

Exemple 1.1 Considérons l’exemple suivant

5> 4 2 1
0 1 -1 -1
B = -1 -1 3 0
1 1 -1 2

Les valeurs propres de B sont 4, 4, 2 et 1. De plus, on remarque que :

dim ker (B—1)=1,dimker (B—2I)=1,dimker (B—4I) =1, etdimker (B—4I)* = 2.

Nous en déduisons que la matrice de Jordan sera (& permutation prés des trois blocs) de la
forme.

4100
So(4) 0 0 0400
/= 0 A(2) ~ 10020
0 0 A1) 0001
0 ~1
ker(B — 41)* = vect _? , (1)
1 ~1

Nous en déduisons une matrice de passage P telle que P~!BP soit égale a la matrice de
Jordan J :

-1 0
0 0 -
P=(B-4DV|VIW|X)=| | _|
1

—1

— O = =
S O ==
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1.1.7 L’adjoint d’une matrice

Une matrice adjointe (aussi appelée matrice transconjuguée) d’une matrice M aux co-
efficients complexes est la matrice transposée de la matrice conjuguée de M. Dans le cas
particulier ot M est a coefficients réels, sa matrice adjointe est donc simplement sa matrice
transposée.

La matrice adjointe est traditionnellement notée M *.

M* =tM

*

3+1 5 3—1 2+ 21

2—-2 l ) —1

1.1.8 L’auto-adjointe d’une matrice

La matrice auto-adjointe d’une matrice M & coefficients réels, est la matrice M*
telle que :

M*=M

1.1.9 L’inverse de Moore-Penrose :

Pour une matrice a coefficients réels ou complexes (pas nécessairement carrée), ou pour
une autre application linéaire entre espaces euclidiens ou hermitiens, il existe un unique
pseudo-inverse satisfaisant certaines conditions supplémentaires, appelé pseudo-inverse de
Moore-Penrose (ou pseudo-inverse).

Etant donné une matrice A a coefficients réels ou complexes avec n lignes et p colonnes,
son pseudo-inverse noté Atest 'unique matrice a p lignes et n colonnes vérifiant les condi-
tions suivantes :

AATA = A (1.1)

ATAAT = AT(AT est un inverse pour le semi-groupe multiplicatif) (1.2)
(AA*)" = AAT (AA" est une matrice hermitienne) (1.3)
(ATA)* = ATA (AT A est également hermitienne) (1.4)

Dans ce cas, la notion M* désigne la matrice adjointe & M, c’est a dire, la transposée
pour le cas réel de cette matrice peut s’obtenir comme une limite :

At = lim (A”A + SI)TA* = lim A"(AA" + §I)!

elle existe, méme si les matrices produits (A*A) et (AA*) ne sont pas inversibles.
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Propriétés
(A*)* = A
(AT>+ — (A+>T

(A7) = (A7)

L’inverse de Moore-Penrose (pseudo-inverse) est :

1- Involutive (une involution est une application bijective qui est sa propre réciproque )

2- Commutative avec la transposition et la conjugaison .

Cependant, la pseudo-inverse n’est pas continue en effet, elle est inversement linéaire par
rapport a la multiplication par un scalaire.

Pour tout a # 0,

1
A)F = —AF
(ad) 5

Soit  AB un produit de deux matrices. Si 'une au moins est unitaire, ou si les deux
matrices sont de rang maximal égal a leur dimension commune, alors la pseudo-inverse
est anti-commutative sur le produit.

(AB)* = B+ A*

si A est auto-adjointe, alors A1 est aussi auto-adjointe, car de la relation (4) on déduit :
At = ( A+)*
Pour les matrices auto-adjointes (A = A*) les relation (1) et (2) :

AAT=ATA | AT =ATAAT

ATA2=A
En effet, de (2) et (4) on aura :

AAT = (AAT) = (AT)"A* = AT A

1.1.10 Faiseau de matrice :

Un faiseau de matrices noté (Es—A) ou encore (£, A) est une matrice dont les coefficients
sont des polyndémes de degré égale & 1. Il est dit régulier si

1- det(Es — A) #0 pour un certains s € C.

2- E et A sont des matrices carée de méme ordre.

Notons que dans le cas ou det(Es — A) = 0, le faiseau est dit singulier
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1.1.11 Théoréme de Weistrass : Cas d’un faiseau régulier

Tout faisceau régulier A + AB peut étre réduit en une forme quasi-diagonale canonique
(stictement équivalante) :

J+ A
CONH

NHs

ou la forme normale du permier bloc diagonal J + Al est déterminée d’une fagcon unique
par les diviseurs élémentaires de A+ \B et les s derniers blocs diagonaux correspondent aux
diviseurs élémentaires infinis jiq, ......... , [Lg.avec,

N1 = [ +M1H

1 eee oo o 1 --- 0
:0 1
= 1 + . .
0 : 01
0 1 0 - )
1 1
_ 1
: 1
_O 1_




Chapitre 2

Une introduction a ’inverse de Drazin

Il a été récemment montre que 'inverse de Drazin d’une matrice carrée a de multiples ap-
plications qui peuvent étre tres intéressantes. Il est utilisé pour trouver une solution aprochée
de systémes linéaires et de systémes d’équations différentielles réspectivement avec des ma-
trices singuliéres. L’inverse de Drazin dépend généralement de I'index de la matrice. Toutes
les définitions connues sur cette inverse sont dans les éspaces de dimension finie qui sont les
réstrictions de I'éspace de tout les opérateurs.

2.1 Matrice inverse de Drazin

On appelle matrice inverse de Drazin, la matrice carrée A d’ordre n, la matrice notée A"
qui vérifie le systéme d’équations suivant :

AP A = AAP (2.1)
AP = AP AAP
(I — APA)AF =0 (2.2)

(AB)P A = A(BA)P

ou k =indA, c’est a dire le plus petit entier positif tel que :

rang A" = rang A"

La matrice inverse de Drazin existe toujours pour toute matrice carrée, et elle est unique
et a un sens simple
soit :

B Jo O .
e (B0 ) o3

La representation Jordanienne pour A, J est 'ensemble de tous les blocs nilpotents
(non inversibles), J; est I’ensemble des blocs (inversibles), alors,

13
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comme 3§ = 0 , il s’ensuit

Ak—N(O 0 )Nl

ok
0 S

En particulier, si k£ = 1, il vient

B 0 0 )
a=n (5 3w

C’est a dire pour chaque bloc B, il existe un m € N telle que B™ = 0.

(2.5)

(2.6)

Dans ce cas A ne contient pas de blocs nilpotents d’ordre superieure a 1. On appelle ces
matrices les matrices de structure simple. D’apres (2.5) A® (s > k) sont des matrices de

structure simple.

Et de méme chaque matrice inversible est de structure simple (car les blocs nilpotents

sont absents) et k = 0, suite a,

rgA® = rgl =n =rgA

donc :
AD — A—l



Chapitre 3

Dérivation et intégration fractionnaire

3.1 Dérivation et intégration fractionnaire

L’objectif dans cette partie dans un premier temps est de mettre en évidence les bases
théoriques des dérivées d’ordre fractionnaire, et les principales propriétés de 'opérateur de
dérivation fractionnaire. Plusieurs approches et définitions ont été le fruit de contributions
de mathématiciens de renommeée. Dans ce chapitre, on va se limiter aux deux approches les
plus populaires et les plus pratiquables qui sont celles de Riemann-Liouville et I’approche de
Caputo.

3.1.1 Notions de base sur le calcul fractionnaire
La fonction Gamma

Une des fonctions de base pour le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
notée I'(z) définie par l'intégral :

['(2) :/ exp(—t) t*'dt  Re(z) > 0...(1)
0
Citons quelques propriétés :
1) I'(z+1) ==zI'(2) z>0

2) Vne N, T'(n+1) =n!

Preuve :
1) Par une intégration par partie :

'z+1) = /OO exp(—t) t*dt

= [—exp(—t) tz]8°+z/ exp(—t) t*1dt
0

= zI'(2)

15
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2) En effet dans (1), si on prend z=n tel que ne N* :

I'(n+1) = nl'(n) (3.1)
= n(n—-1I'(n—-1)
= nn—-1)(n—-2)
n!

3.1.2 L’intégral fractionnaire

L’histoire du calcul fractionnaire constitue I'une des plus belles aventures de 1’esprit
humains sur la quelle se sont engagés plusieurs mathématiciens aussi que des physiciens.

les spécialistes s’accordent pour faire rementer le début de cette histoire & la fin de
I’année 1695 quand Leibniz dans une lettre & ’hopital a voulu engager une reflexion sur une
possible théorie des derivées d’ordre non entier dans sa réponse, ’hopital c’est intérogé sur
la signification qu’on peut donné a la dérivée d’ordre %, la réponse de Leibniz contenait la
phrase suivante : "cela conduirait & un paradoxe & partir du quel, un jour on pourra tirer
des conséquences utiles ."

Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premiéres conséquences.

les premiers travaux sont dus a Liouville entre 1832-1837. Indépendament, Riemann pro-
pose une approche qui s’est averée celle de Liouville, cette théorie porte le nom de Riemann-
Liouville. Plus tard d’autres théories on fait leurs apparitions .

Définition : Soit f: [a,b] — R continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre «
au sens de Rimman-Liouville, 'intégrale suivante :

(J&f)(z) = ! ] /am(x — 1) f(r)dr  tel que a >0 (3.2)

N
3.1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Intégrale fractionnaire sur l’intervalle [a, b]

Soit une fonction continue sur U'intervalle [a, 0]

F ) = / " pn)di

1w = [ [ s

- /(a:—t)f(t)dt

a

par réccurence, on peut montrer la formule de Cauchy pour tout entier naturel :
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Fo @) = / h / . / " b dusda, (3.3)

1 v 1
- oo oo
Depuis la généralisation du factoriel par la fonction Gamma, Riemann se rendit compte
que le second membre de (3.3) pouvait avoir un sens méme si n prenait une valeur non
entiere. Il définit alors l'intégrale fractionnaire comme suit,
Définition : La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Rimann-Liouville d’'une fonc-
tion continu sur [a, b] est définit par :

RL D= f(f) = ﬁ /$(x — 0P (1)t pour a > 0

Dérivée fractionnaire sur [a, b] au sens de Riemann-Liouville

Dans la formule de Cauchy :

F@) = () = s [ (o=t ey
Pour k entier (k > 0), on peut obtenir :
F) = D [

ot le symbole D=* (k > 0) désigne I'intégration d’ordre k.
D’un autre coté, si on fixe n, pour tout entier k£ (k > n) la dérivation d’ordre (k —n) de
la fonction f peut s’écrire :

)y — L e [T et
P4 ) = D / (o — ) f (1)t (3.4)
otl le symbole D* (k > 0) désigne la dérivation d’ordre k.
A vpartir de la formule (3), on peut prévoir une extension pour la dérivée d’ordre non
entier.
On va fixer dans la formule (3.4) entier k£ (k > 0) et remplacer I'entier n par un réel «
tel que £k — a > 0; ceci donne :

k—a _L k xx_ a—1 Q
D (@) = P /G( Helf(dt 0<a < 1

En posant p = k£ — «, on aboutit alors &,
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Définition :

Soient f : [a,b] une fonction continue et v € R , on appelle dérivée fractionnaire d’ordre
a au sens de Riemann-Liouville de f
la fonction suivante :
dn

DL f () = 2 i (1) = DT f(f) n-l<a<n

"EDRf(t) = Dy ()

1 t
— Dn t— n—a—1 d
o [ =
avecn —1<a<n ,neN*.
Cas particulier : 0 < a < 1
WD) ¢ = e [ € ]
“ ' dt'I'(l—a) J,
= D"y f(t)
Limites formelles :
Soita € R ,n—1<a<n
) RL dnfl
a) llma—»nfl DCL f('r) - Wf(x)

b) lim,,_,, "D f(x) = %f (x)

Résultats importants :

F(ﬁ + 1) B—a

RLDa[L"B: T
© T(B+1-a)

Joxl = gfte

3.1.4 Dérivée de Caputo “D;

Nous avons vu dans la partie précedente que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann
-Liouville d’ordre o €]n - 1; n[; n € N s’obtient par une application de J*~¢ suivie d'une

dérivation classique d’ordre n.

La dérivée au sens de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérateurs.
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Définition :
Soient « € RY, n—1<a <net feC"a,b], on appelle dérivée fractionnaire d’ordre o
au sens de Caputo de f, la fonction définie par :
DYf(t):=J" D" f(t) n-l<a<n
en d’autres termes :

L et ) ()
o L @

3.1.5 Larelation entre dérivée Caputo et dérivée Riemann-Liouville]

‘D f(t) =

soient a €|n — 1, n[ ,n € N* et f:[a,b] — R tels que f € C™([a,b]), on a :

n—1

CDef(a) =R Dolf(x) — Y (z—a) f(j (a)]

j=0

Démonstration :

Le développement de f au voisinage de a d’ordre n est donné par :

T

g [ =

a

flz) = . .f(j)(a)—l—

1 . z

I S O T YRR S (P
- S @+ s [0 D

a

- TS @) + D" ()

j=

Par application de J"~, on obtient,

n—1
J"_O‘f(x) _ J2n—af +Jn o (Z l’—.a f(J ))

7=0

Puis, on applique une dérivation classique d’ordre n

R by <I_a>jf(”(a)>

(33 — Cl)j f(j)(a)>

1
1
=

n—

Jn—af(n)(l,) + pngna (



20

Alors,
JEFO ) = DU f) D (i = g >)
7=0
— prjne (f([)’])—f—z( Ja,J ( ))
§=0
Finalement,

n—1
D2 f(x) =" Ds( i a))
7=0

Comme exemple illustratif, on prend un circuit éléctrique, qui peut étre représenté par
un systéme linéaire fractionnaire.

Considérons un cicuit éléctique linéaire composé de résistances, super condensateurs (ul-
tra capacité), bobines et tension (source de courant), comme variables d’états (composantes
des vecteurs d’états) la tension & travers les supers condensateurs, et le courant dans les
bobines sont habituellement choisis. Il y’a lieu de savoir que le courant i(t) dans les super
condensateurs est relié avec sa tension par la formule suivante :

d®uc(t)
dt>
Lorsque C est la capacité du condonsateur.
De méme, la tension uy,(¢) dans la bobine avec son courant : iy, (), sont liées par la formule
ci-dessous.

i(t) =C

pour 0<a <1 (3.5)

dPip(t)
dx?
Lorsque L est I'inductance de la bobine.
En utilisant les relations (3.5) et (3.6) et les lois de kirchhoff on aboutit au systéme
linéaire fractionnaire qui modélise notre circuit :

ur(t) =L pour 0<3<1 (3.6)

o A A

ddtxac 11 12 Zo Bl
(") ()=

ds;%L A21 A22 xr B2

tel que les composantes de x. € R™ sont les tensions a travers les super condensateurs,
les composantes de x;, € R™ sont les courants dans les bobines et les composantes de e € R™
sont les tensions du circuit.

On passe maintenant au model suivant, qui n’est rien d’autre qu'un circuit éléctrique
linéaire représenté par la figure 1, avec des résistances connue Ry, Ry et R3 et capacités C
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et (5, inductances L; et Lo et sources de tension e; et es.

figurel

En utillisant les relation (3.5) et (3.6) ainsi que la loi de kirchhoff ; on obtient les équations
suivantes :

3 dalul 3 dal’UQ
11 = Ol diot y 19 = Cz dioz (37)
Ry Ry L, E Ry i 3.8
e1 = (Ry + Ry)iy + 1ﬁ+ul— 3 12 (3.8)
. d’Bziz .
€1 = (R2 + R3) 19 + L2 + UQ_Rg 11 (39)

dtB2

les équations (3.7)-(3.8) et (3.9) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

d*luq
1L (51
2 u e
a2
g | =A| 2|l +B| "
1 (31 ()
dtP1
dP2io 1
dtP2 2
ou
A — Ay Ao
Ay Ay
- 1
0 0 c (1)
0 0 0 ron
- _1 Ri+Ry Ra
Ly L1 L1
0 _1 R3 _Ri+Ry
L Lo Lo Lo
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et,

0
B 0
B: =
HNE
0

Sro oo

Il s’agit d’'un modele & dérivées d’ordre non entiers.



Chapitre 4

Résolution des systémes différentiels
d’ordre fractionnaires linéaires a
temps continu par inverse de Drazin

Nous exposerons dans ce chapitre une approche liée a [38 | tout en proposant une autre
approche par la décomposition de weierstrass. Nous traitons le cas de faisceaux réguliers.
Notre intérét maintenant porte sur la question suivante : Quelle solution, pour une telle

classe de systemes.

Nombreux sont les papiers qui ont soulevé ce probléme tout en donnant la forme de la
solution. Citons [38], [39]

On considére le systéme linéaire & temps continu décrit par une équation différentielle
d’ordre fractionnaire

E “D¢x(t) = Ax(t) + Ba(t), 0<a<1, (4.1)

a est Pordre fractionnaire, x(t) € R™ est le vecteur de controle, £ € R"*" A € R™*" B €
R™™ et

CDop(t) = — / L de(r), (4.2)

't—a)) (t—71)> dr

est la dérivée de Caputo d’ordre « fractionnaire de z(t) et
INa) = /exp_75 teldt (4.3)
0
étant la fonction Gamma

On suppose que detE = 0, mais le faisceau (F, A) de (4.1) est régulier, c’est a dire,
det[Es — A] #0 pour se€C (4.4)

On assure que pour un choix de s € C, det[Es— A] # 0 et en multipliant (4.1) par
[Es — A]™", on obtient alors,

E “D¢x(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.5)

23
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tel que :

E=[Es— A 'E (4.6)
A=[Es—A'A

B=[Es—A'B

Il est & noter que les équations (4.1) et (4.4) ont la méme solution x(¢).
Définition 1 :
Le plus petit entier positif non nul q est appelé I'index de la matrice £ € R™ " si
rangE" = rangE""" (4.7)

Définition 2 :

la matrice I/ est appelée la matrice inverse de Drazin de EE € R™*" si elle satisfait les
conditions suivantes :

EE’=E"E (4.8)
EP=E"EE" (4.9)
BB = E (4.10)

Ou q désigne I'index de E et est définie en (4.7).
Vérifions ces propriétés
Preuve. 1) E E’ =E"E
On a:
E"E = [(BEs — A)'EP[(Es — A)'E]

d’apres (2.2)

=[(Es—A)'ET1]P|(Es— A)E]

=[(Es — AT E][(Es — AT E]”

—EE"
9) E'=E"EE"
Sachant que :

= (EE)E" (dapres 4.8)
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On pose,

AAP = N(JO 0>N—1N(0 0 )N—1

0 0 Jt
= NN1
= I (*)
d’apres (*), on obtient,
E'EE" = IE’
- E°
3) BB = E
vu que,
E'E" =E"EE'E"™
il s’ensuit alors,
E'E™ = E" EE"EE’
et suite & (4.8), nous aurons,
—EE'EEE
puis en utilisant (4.9), il s’ensuit,
= IE’
— E

Remarque :

1- L’index de Drazin de E" de la matrice carrée E existe toujours et il est unique.
2- Si det £ # 0 alors EP=FE "
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Lemme 1 :

Les matrices F et A définies en (4.5) vérifient les égalités suivantes :

.LAE=EA (4.11)
A"E=E A"
E'A=4E"
AE” =E"A"
2. ker ANker E = {0} (4.12)
[T 07,4
3ET[0 N]T (4.13)
—D . Jil O -1
E =T { 0 0 } T
det T # 0, J € R™*™ est non singuliere, N € R"2*"2 est nilpotente et ny +ny =n
4.(I,-EEYAA" =1, -EE” (4.14)

(I, —EE") (E ZD)" —0
Remarque

Il est & noter que les conditions 1 et 2 du lemme assure la solvabilité du systeme.
On dira dans ce cadre que le systéme et consistent, .

4.1  Solution de I’équation d’état par inverse de Dra-

zin :

Dans cette section, on va utiliser I'inverse de Drazin de la martice A et £ comme outil
pour trouver la solution de ’équation d’état (4.1).
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Théoréme 1 La solution de I’équation (4.1) est donnée par,

t g1
2(t) = Bo(VE E v+ E" / ®(t—r)Bu(r)dr+(E E ~1,) Y (B A7V A Bu*(t)  (4.15)
0 k=0
Lorsque :
& ( ktka x E A kt (k+1)«
4.16
uk) (1) =C DFeu(t) (4.17)

et le vecteur v € R" est arbitraire.

Preuve :

Pour prouver ce théoréme, on doit montrer que (4.15) satisfait ’équation (4.5). En rem-
placant (4.15) dans la partie latérale de I’équation (4.5), et en utilisant (4.16), la définition
2 et le lemme 1, on obtient,

E “Dx(t) = E °D

q—1
HEE” - 1,)S (E A7) A" Butk) (1)
L k=0 h
BBy E A B [ g
= Z U —+ W U(T) T

k=0

~ (E Ak+1 + — ) (k+2)a—1
+ D/Z (t—7) Bu(r)dr

— [(k+2)a]

—1
(E AV A Buko(t)]

k=0

»Q

t
k+1tka

Z E( f =L BB + (5774 / (t — 7\ Bu(r)dr
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= A[@)E E v+ E” / O(t — 7)Bu(r)dr

q 1
(E AV A" Bu*) (1)) + Bu(t) (4.18)
k:O

Moyennant la propriété 2 du lemme 1, il s’ensuit,

D

CDCEE v =0 E” (EVA)F = AT E), (4.19)
o0 E A kt(k—l—l - 0 E k+1t(k+2)
+
0= S e T T2

Une conséquence du théoréme est ce pendant dérivée.

Corollaire

Supposons les conditions 1 et 2 du lemme 1 satisfaites, alors il existe une solution de
I’équation (4.5) si et seulement si :

2(0)=2g=EE v+ (EE" -1,y (EA Bu®)(0) (4.20)

Dans ce cas, la solution est unique .
Pour que u(t) soit admissible, il faut que les conditions initiales vérifient (4.20). Pour le

cas particulier ot u(t) =0 ona:xg = F E%v et 2 € Im(E ED) lorsque cela représente
'image de E.

4.2 Exemple :

On considére le systéme (4.1) avec les matrices

10 -1 0 1
e [10] a7 Om=[i] vxasr e
Le couple de (4.21) est régulier car
det [Bs— 4] = | °T 0 0 | =2(s 4+ 1) #0

On choisit s = 1 et les matrices (4.6) prénent les formes suivantes :

potms-ate=[2 8] [0 S]=[% 5] (122
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-1
— L, 20 -1 0] Jo5 0
A=[Es—A] A‘[o 2} { 0 —2}—{ 0 —1}’
B=[Fs— A" B.
[2077'[1
10 2 2
Jo5
=177
En utilisant (4.9) et (4.23) on obtient

—=D 2 0 —D -2 0
Po20] o[ 2] 2
Il est facile de vérifier que les matrices de (4.23) vérifient les conditions (4.8), (4.10),
(4.11) et (4.13)
En utilisant (4.28) et (4.16) on obtient,

oo [ =D—
(E A)ktka
Oo(t) =Y ———r (4.24)
kZ:O I'(ka+1)
i o { —1% 0 ]
~T'(ka +1 00
et
oo E A kt k+1
Z (4.25)
— Ll(k+1) ]
o0 tk+1 —1k 0
2% Il(k+1Da { 00 ]
qui donne
—=D— 20 -05 O -1 0
wa-[28)[ % 2)- [
de (4.15) et (4.16), nous aurons la solution souhaitée sous la forme
¢ -1
2(t) = Bo()F B v+ B / O(t— 1) Bu(r)dr+ (F B — 1) S(F A°VF A Bul) (1) (4.27)
0 k=0
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on a alors

et —— [ _0.(5) _(1) r { o.i } (4.28)

pour un v € R2arbitraire.

4.3 Systémes linéaires invariants a temps continu sin-
guliers unidimensionnel

Le systéme,

E &(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

est utilisé pour décrire certain type de processus. Notons que cette classe de systéemes
d’écrit les modeles représentant les systémes interconnectés entre eux dont on cite par
exemple les circuits RLC, les réseaux, etc....

Ce dernier est appelé systéme linéaire invariant a temps continu (sous ’hypothése que le
temps t dans lequel évolue le systéme est continu).

Il est parfois utile de considérer aussi un temps k discret, ou &k € N. De tels systémes
linéaires sont dits & temps discret, et verifient généralement ’équation de réccurence de
type :

{E z(k +1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
avec A € R™" la matrice d’état, B € R™™ la matrice d’entrée, C' € RP*" la matrice de

sortie, D € RP*™ la matrice de couplage ou de transmission et £ € R"*" généralement est
singuliere .
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4.4 Cas des systémes Fractionnaires singuliers a fais-
ceaux réguliers

Considérons le systéme fractionnaire LTI singulier & temps continu suivant,

{E “Dya(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.29)

y(t) = Ca(?)

1

1- Dans le cas ol £ ' existe

Le systéme s’écrit sous la forme,

{ “Dex(t) = E~*Ax(t) + E-1Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

{ CDog(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

qui est un systéme explicite (pour E = I,,, le systéme est aussi appelé standard ).

A ce stade 1a, on peut déterminer facilement la solution du systéme en tenant compte de
plusieurs travaux citons [21], [38].

Fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction Exponentiel. Elle joue
un role important dans le recherche des solutions des équations différentielles fractionnaires.

(4.29)

Définition :
La fonction de la variable complexe z définie par

00 k
z
E.(z) = e I
kZ:O I'(ak +1)
est appelée la fonction de Mittag-Leffler & un paramettre.

Exemple 4.1 Pour a =1, on obtient

o

La solution de (4.29’) est donnée par [21
Théoréme :
La solution de (4.29) est de la forme;

ans le théoréme suivant,

2(t) = ®o(t)xo + / O(t — 7)Bu(r)dr,  z(0) =z

0
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ou,
o0 Aktak
Dy (t
o(t) = =) Tah T I'(ak+1)
k=0
et
o Akt(kﬂ)aq
o) =N
2= T[(k+ 1)al

avec E,(At*) est la fonction de Mittag-Leffler et T'(z) la fonction Gamma.

Pour prouver le théoréme, on utilide [21] ou encore, moyennant [38], on donnera la solution
sous forme :

Théoréme [38]

La solution du systéme (4.29’) est donnée par

( ) i”l tia+k ( 1 ) (k)
x(t) = — (E7A)'x
i=0 k=0 Plia+k+1) "
t 00 (f— 7_)(i+1)0¢—1
E'A Z(—E’_lB
+/0 Z( ) T+ Do) u(r)dr

2- Dans le cas ou det E =0,

Le systeéme (4.29) est singulier, il satisfait alors la condition (4.4), alors il existe deux
matrices non singulieres P € R™™ et Q € R"*" telles que le systéme (4.29) peut étre
décomposer en deux sous systémes :

A- Un sous-systéme lent, qui aura la forme,

{CDa = Zlfl + Elu
5:(t) = Ci

B-Un sous-systéme rapide

{NCD;% = Ty + Bau
71(t) = Cay

ou,

T
|: 1:| = Q_IZL’ T1 € R™ Ty € R™2,

1 ng Xn9
N], N € Rm2xm2

=
I
o
53]
O
I
S

} ., A e R
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By
GZCQ:[Ul 62}, UleR”Xm,UleR”X”Q,
Yy =y1 + ya2,n1 = degdet [Es — A],

B=PB= {&}, B, € R™*™ By € R"™7™,

N est nilpotente d’indice de nilpotente p, c-a-d NA~!1 #£ 0 et N* = 0 avec u = rgFE —
degdet [Es — A] + 1.

On peut donc, déterminer facilement les solutions des deux sous-systémes en utilisant
I'inverse de Drazin, par suite,

Le sous-systéme lent :

{CD?fl = Zlfl + Flu
75 (t> =01y
En faisant les mémes démarches qui on été faite dans la preuve précédente, on aboutit &,

t

() = Bg(t)o + / T(t— NBu(r)dr,  2(0) = o

. N e Aktock
o(t) = Alt :zgl“ak~l—1

et
A t(k+1)a 1

Z

k=

Le sous-systéme rapide -
{NCD?EQ == fg + BQU

75(t) = Co

Pour touver la solution du sous-systéme rapide, on va suivre la méme procédure

N CDea(t) = N CD0 ()N N v+ NV / Bt — 7Y Byu(r)dr
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00 7D t
— — N I,,)ktk —p [(t—T)1=
=N D[N ND (# N /—B d
t [ U+Z P(k’Of—Fl) U+ F(Oé) QU(T) T

k=0
qg—1
+(N N~ L)Y (N T,")* T,” Byu*(1)]
k=0
% N(NDI_)k-Htka e , t
= 12 N Bayu(t NI, | ®(t—71)B d
> S+ N Bau(t) + (V) T, [ 80t = 1 Bautr)
k=0 0
qg—1
+(NN” - 1)S (N T, T, " Briu®™) (1)
k=0

+(N N
En utilisant la propriété 2 du lemme 1
°DIN N'v=0
N (NPT = T

)kt(k—i—l)a 1

Da]

8 OMg

tafl N I )k’+1t(k+2)a71

+Z T[(k +2)a]

pour condition initiale,
— —D
z(0)=x20=N N v+ (N N
d’ou la solution

T5(t) = Bo()N NDHND/@@—T)EU(T)CZTHNN DS (N B,
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lorsque :

o0 N [ng)ktka
['(ka+1

)
k=0

i _ )kt(kJrl)a 1
— k: + 1)
uk) (1) =C DFeu(t)

et le vecteur v € R" est arbitraire.
La solution du systéme singulier (4.29) est,

(t) = E(t) }

T2(t)
Ceci est par conséquent caractérisé, par le théoréme suivant,
Théoréme :
le systéme fractionnaire singulier (4.29) admet une unique solution de la forme,

T1(t)

“{f) = [m_z(t)}

avec,

ou,
2(0)=2g=NN v+ (NN —1)S (N T, ) T,” Bau(0)
Pour toutes conditions de consistence,
CDeN Nv =0

N (NPT = TS



Chapitre 5

Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons abordé et illustré de maniére simple certains aspects d’une

nouvelle théorie nommé "La résolution des systémes linéaires fractionnaires a temps continu
par I'inverse de Drazin". I’étude que nous avons mené dans ce travail est organisée en deux
parties, nous avons commencé par rappeler la solution d’un systéme linéaire fractionnaire a
temps continu, pour ensuite entamer l'object de notre travail qui est I'utilisation de I'inverse
de Drazin pour trouver une aproche. afin de dérive cette solution qui s’avére nouvelle et qui
attire I’attention d’un grand nombre de chercheurs .
Cette étude nous a aussi permis de dégager une analyse sur les problémes d’inversion des
marices d’états. Tout au long de ce mémoire une analogie entre un systéme linéaire stan-
dard et un systéme linéaire fractionnaire tout deux a temps continu a été faite. Malgré les
devellopements, certains axes méritent des réfléxions plus approfondies.
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