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Notation
: Ensemble des entiers relatifs.

7
R : Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres complexes.
(-) : Produit scalaire de L?.

| fIl : Norme de f.

@ : La somme directe

® : Produit tensoriel.

L' (R) : Espace des fonctions définies et intégrables sur R.

L? (R) : Espace de Hilbert des fonctions définies sur R & carrés intégrables.

) :Un ouver de R"

ABREVIATIONS UTILISES

TOC : Transformation en Ondelette Continue.
TOD : Transformation en Ondelette Discréte.
AMR : Analyse Multi-Résolution.
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INTRODUCTION

Les ondelettes constituent une famille relativement recente de fonctions permettant une bonne
représentation des fonctions de carré sommable sur R. L’émergence aux début des années 80
de cette classe de fonctions a fourni un outil efficace pour le traitement du signal.

Leur utilisation a été plus tard étendue a d’autre domaines de l’analyse numérique, no-
tamment ’approximation numérique d’équations aux dérivées partielles. Leurs propriétés
remarquables, orthogonales, régularités arbitraire, bonne localisation(elles sont de support
compact ou tendent exponentiellement vers 0 en dehors d’un compact) etc...enfont une base
bien adaptée pour des situations raides ot les méthodes classiques Fourier, Différences Finies
ne réussissent pas. Lapproximation numérique des équations aux dérivées partielles par les les
ondelettes ropose couramment sur la projection Galerkin ([2], [3]). Le but de cette note est de
présenter une approche du type collocation pour la solution numérique des EDP. La méthode
repose sur ’expression des opérateurs différentiels en fonction des valeurs des dérivées de la
fonction d’échelle aux points entiers. De ce fait une régularité suffisante des ondelettes est
demandée.

Ce mémoire comporte trois chapitres qui se présentent comme suit : Dans le premiér chapitre
nous allons présenter notions préliminaires et une introduction historique sur le développe-
ment de la théorie des ondelettes. Le deuxiéme chapitre est totalement consacrée & base
d’ondelette et ’analyse multi-résolution, dans le troisiéme chapitre nous présentons une mé-
thode de collocation a une base d’ondelettes.

Enfin, nous terminerons par une conclusion.



Chapitre 1

Notions preliminaires

Définition 1.0.1 (support d’une fonction)
soit la fonction ¢ : Q — R.On définit le support de © par

support(ip) = {z € R/p(a) £ 0}.

Définition 1.0.2 (Produit de convolution) :
Soient f, g deux fonctions de caré sommable, on définit le produit de convolution de ces deux

fonctions par

@)+ (o) = [ F(O)g(a - )t

1.1 Base de Riez

Une famille de vecteur {¢,,}, . est appelé une base de Riez d'un espace de Hilbert H si :

1. Elle est linéairement independent.

2. S’il existe deux constantes A, B > 0 tel que :

Vfe H:AIfIP <Y el < BIFIP

1.2 Meéthode de Galerkine

cette méthode introduite par le mathématicien et ingénieur Boris Grigoryevich Galerkine en

1915. Dans cette méthode les fonctions de pondérations sont les fonctions de base F;; de la
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solution approximative :
VY =Pyi=1,....n, ;7=1.,ny,

ou ng, n, représente le nombre des points de collocation sur ’axe des = et I'axe des y respec-

tivement.

1.3 Les opérateurs différentielles
1.3.1 Dérivées du premier ordre

Pour simlifier les écritures, on note usuellement la dérivées partielle premiére par rapport a

la coordonnée z; par le symbole

g, =2

ox k ’
on est également amené & introduire 'opérateur différentiel D, du premier ordre défini par

. o,
Dk = —Zak; = —Za—xk,

dans cette définition ¢ est la racine de 'unité complexe :
i?=—1

Y

I'intérét de définir cet opérateur D, apparaitra plus tard, en relation avec la transformée de
Fourier.

On utilise les notation sous forme de multi-indices : un multi-indices « est un n-uplet d’entiers
a= (a1, ag,...,0), a €N,

sa longueur | « | est définie comme la somme de ;.

1.3.2 Dérivées d’ordre plus élevés

La dérivée partielle d’ordre «y, par rapport a la coordonnée xj, correspond au symbole : 9;*

On définit alors les dérivées partielles, d’ordre global | « |
0% =o..0om,
et les opérateurs différentille D* d’ordre globale | « |

D* = D .. Do
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Définition 1.3.1 un opérateur différentielle linéaire d’ordre m est définie par :
P = Z aq(z) D,
|a|=0
ot les aq(x) sont des fonctions de n variables, appellées coefficent de l'opérateur P.

1.4 Généralité sur les ondelettes

D’un point de vue historique, ’analyse d’ondelette est une nouvelle méthode, aprés la théorie
de base de Joseph Fourier au dix-neuviéme siécle. Fourier a créé les bases avec ses théories
d’analyse de fréquence, qui se sont avérées énormément importtantes.

La terminologie ondelette a été utilisée par Morlet en 1975, bien que la premiére base d’on-
delette connue date de 1910, crée par Haar. II est intéressant de remarquer que les premiers
travaux sur les ondlettes ont été réalisés dans le formalisme de la physique théorique par
Morlet et Grossman.

La transformée en ondelettes permet d’exprimer, sans perte les informations d’un signal
dans une base dans laquelle on obtient la contribution locale de chaque fréquence au signal.
Mallat et Meyer créérent un environnement, appelé analyse multi-résolution, permettant une

construction systématique de bases d’ondelettes, associées & une transformée discréte rapide.

Définition 1.4.1 une ondelette est une petite onde qui a un début et une fin c’est la si-
gnification physique. Mathématiquement une ondelette est une fonction oscillante de valeurs

réelles, de carré intégrable et de moyenne nulle

/ Y(t)dt = 0.

Et de norme 1

HwHiQ(R) = / [p(t)|* dt = 1.
R
1 est ausst dite ondelette meére.

Remarque 1.4.1 on a :

1. 9 est de moyenne nulle veut dire v € L' (R).
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2. 1) est une ondelette = ¢ € L' (R) N L*(R).
Proposition 1.4.1 Soit ¢ € L'(R) :

+oo
1. Si 9 est admissible, alors ;D(O) = / P(&)dE = 0.
) A

A
2. Si(0) =0, ¢ € L*(R) et si la dérivée de 1) est bornée, alors ) est admissible.

Définition 1.4.2 Les ondelettes filles sont obtenues par translation et dilatation (contrac-

tion) de l'ondelette mére ¢ et ont la forme :

o
u € R : est la tanslation temporelle.

s € R* : est l’échelle de dilatation (s > 1) / contraction (s < 1).

Définition 1.4.3 (Moments nuls d’une ondelette) On dit que l'ondelette 1) est a m

moments nuls si

/ﬁmwﬁzaogk<m,
R

cela revient o dire que 1 est orthogonale o tous les polynomes de degré inférieur a m.

Example 1 Ondelette de Haar

Nous définissons sur Q = L?[0,1] la fonction suivante :

1 si0<t <3
Pty =4 -1 sit<t<l
0 sinon

Example 2 Ondelette de Morlet :

Elle est définie comme suite :

m2a?

)

b(t) = V2exp <_t2) [exp(—mf) — exp(—

a2
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Example 3 Chapaux Mexicane

(a) Undelette (b} Transformeée de Fonrier

1.5 La transformation en ondelette

On peut classer les transformés en ondelettes selon la famille & laquelle appartiennent les
fonctions analytique choisies. Les transformée obtenues sont suivant les cas continues, dis-
crétes.

Les transformés continues sont obtenues en prenant le facteur d’échelle s et le pas de transla-
tion u dans I’ensemble des nombres réels. Ces transformés sont évidemment trés redondantes
car 'espace temps-fréquence est parcouru contintiment, ce type de transformation ne peut,
dans la pratique, étre effectué que de fagon approximation et il ya toujours en fait une dis-

crétisation du calcul qui est opérée.

1.5.1 La transformation en ondelette continue :

Pour bien comprendre la transformation en ondelette continue, on revient a la transformation

de Fourier :

#(6) = / f(tye i,

Définition 1.5.1 La transformation en ondelette continue (TOC) d’une fonction f € L*(R)

est définie comme la somme sur tout le temps du signal multiplie par des échelles :
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t—u

)dt

S

W f(u,s) = / f(t)%w

La transformation en ondelette continue est une analyse temps échelle, elle permet d’avoir

des transformations d’une fonction au voisinage du point u et a l’échelle s.

Remarque 1.5.1 On peut interpréter cette expression comme une projection du signal sur

une famille de fonction (1) c-a-d :

Wf(u,s) = (f. %)

La TOC peut se réécrire comme un produit de convolution
Wfus) = (f0,) (),

Définition 1.5.2 avec

1.5.2 Construction de la fonction originale

Pour pouvoir reconstruire la fonction originale f , 'ondelette 1) doit nécessairement vérifier

la condition d’admisibilité suivante :

“+o00

c— |
0
A

ot (&) est la transformée de Fourier de 1. Cette reconstruction s’effectue par :

2
d
£ oo

»(€) ¢

f(x) = C% / W F ()t () 2 ds.

u

1.5.3 La transformation en ondelette discréte

La transformation en ondelette discréte (TOD) est une technique utilisée dans la compression
de données numériques avec perte. La compression est réalisée par approximation successives
I'information initiale du plus grossier au plus fin.

Notons par s = s et ©u = nugs? avec sg, ug € Z.
0 020 0, Y0
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On définit la transformation en ondelette discréte par :

_m

W f(m,n) = s, * /f(t)w(somt — nug)dt, (so, up) € (R%)?, (m,n) € Z?,
R

ou

sq" Iéchelle et nugs® représente la translation.

Remarque 1.5.2 On parlera de transformation en ondelettes dyadique dans le cas ot sqg = 2

et ug =1

Wimm) 2% [ foue -

le signal décomposé f(x) est reconstruit par la formule suivante :

F@) =" WEG 0w, ().

J



Chapitre 2

Base d’ondelettes et analyse
multi-résolution :

2.1 Base d’ondelettes
2.1.1 Base d’ondelettes dans D1

Définition 2.1.1 Une base d’ondelette est une base préhilbertienne de L*(R) de la forme

¥, obtenue par translation et dilatation dyadique de l’ondelette mére 1 :

V;(t) = 23277t — k), j k€L

Example 4 La base d’ondelettes de Haar est définie par :

Définition 2.1.2 Une base d’ondelettes 1, ,(t) est dite orthonormales si
<¢j,k7¢i7l> = /%,k(@%,z@)dx =0(j —i)o(k —1),
R

ot § est la matrice de Kroneker

.o 1 sig=1 |1 sik=1
5(j_l)_{05ij7éi’5(k_l)_{051k7él'
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Théoréme 2.1.1 Soit (V;);ez une analyse multirésolution de L*(R), alors il existe une

unique fonction ¢ € L*(R), telle que la famille :
0i4(t) =2726(277t — k), j k € Z,

soit une base orthonormale de V;.

2.2 Analyse multi-résolution(AMR)

Les AMR (analyse multi-résolution) d’ondelettes, sont des espaces d’approximation générés
par des bases de fonctions introduites par Stéphan Mallat en 1986. Cette thématique
permet de calculer des approximations successives d’une fonction & des résolutions spatiales
de plus en plus grossiéres. L’approximation multi-résolution calcule ’approximation d’une

fonction f & diverses résolutions par sa projections orthogonales sur une famille des espaces
(Vidjez-

Définition 2.2.1 Une analyse multi-résolution (AMR) de L*(R) est une suite de sous es-
paces vectoriels fermés (V;) ez de L*(R) vérifiant les conditions suivantes :

1. (V;)jez constitue une suite d’espaces emboités :
\V/] € Z,Uj C ‘/}4_1.

2. lim V; = {0}, lim V; est dense dans L*(R).
j——00

j—+oo

3. Une fonction f(x) appartient a V; si et seulement si sa dilatée f(2x) appartient a V4.

4. 1l existe ¢(x) € L*(R), appelée fonction d’échelle ou I'ondelette pére telle que

{p(x — k), k € Z} forme une base orthonormale de Vj.
Remarque 2.2.1

1. La premiere condition signifie que V; est un sous espace de V, et donc la projection
J J+

d’une fonction sur V; constitue une moins bonne approximation que sa projection sur

V1. Cette inclusion montre que I'approximation sur Vj;, contient toute I'information

nécessaire pour calculer I'approximation sur Vj.
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2. Les secondes montre que quand j — 400 on prend toutes les informations sur la fonc-
tion,alorsque quand j — —oo approximation est asymptotiquement égale au foncton
d’origine .

3. De troisiéme condition, on peut passer de V; a V1 en multipliant par le facteur d’échlle

2.

Les espaces d’approximations, détails

Les espaces V; sont appelés les espaces d’approximation et le complémentaire orthogonale de

V; dans V;41 noté par W; est appelé espace de détails et on écrit :
Vien =V © W,

ou & désigne la somme directe de sous espaces vectoriels.
Ainsi la projection orthogonale d’une fonction f sur Vj,; peut se décomposer comme la
somme de sa projection orthogonale sur V; et W.

Les familles

{650(t) = 273(27t — ), n € Z} et {9, (t) = 2739(2't — n),m € Z},

étants les bases orthonormales des espaces V; et W respevtivement.

la projection de f sur Vji; est donnée par

Pujaf(t) = Po; f(t) + Pw; f(1),

ou

Puif(t) = a;[n] 272(27 — n),

Puw;f(t) = ¢;[n] 2759 (27t — n),

n

et
aj In] = (J(1),27 3002t = n)) , ;0] = (F(),2 302t =) )
les coefficients a; [n] et ¢; [n] sont appelés coefficients d’approximation et coefficients d’onde-

lettes ou de détails du fonction au niveau de résolution j.
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2.3 Base d’ondelettes bidimensionnelles :
2.3.1 Analyse multi-résolution bidimentionnels

Considérons (V) jez une anlyse multi-résolution de L?(R), on définit I’analyse multi-résolution
séparable de L?(R?) par

V=V =V;®V,
si ¢(z) est la fonction d’échelle associer & PAMR (V});ez alors on peut donné une base

orthonormale de (V);ez par

{bnm(z,9) =276(2772 —n)p(277y —m), (n,m) € Z°}.

Remarque 2.3.1 L’AMR dans le cas bidimentionnelle a les mémes propriétés que dans le
cas monodimentionnel.
Suposons l’espace de détails W; est le complémentaire orthogonale de Vi1 dans V.

Dans le cas 2D, on a besoin de trois espaces de détails W?, W;l, W de tels sorte que
Vj+1 — V]' EBW;L @W?@ij

ot W? est l’espace de détails horizontauz, W;l est l'espace de détails diagonaur et W7 est
l’espace de détails verticauz.

Si1)(t) est l'ondelette meére associer a 'AMR (V) ez on pose les trois fonctions :
Y (2,y) = d(2)e(y),
Vi(x,y) = U(@)Y(y),
V' (x,y) = P(x)e(y),
par translatoin et dilatation de ces bases, on obtient des bases orthonormales de 3 espaces de
détails
{279 " (2792 — n, 279y —m) (n,m) € Z*} base orthonormale de W?,
{277 " (2772 —n, 277y —m) (n,m) € Z*} base orthonormale de W,
{277 Y2790 —n, 277y —m) (n,m) € Z*} base orthonormale de WY,

ces ondelettes extraient les détailes d’une fonction a différente échelles et orientations.
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Définition 2.3.1  Une base d’ondelette séparable de L?(R?) peut étre associer a toute base

d’ondelettes orthonormées de L*(R)
J1,J2

[ (,y) = le,kl (x)¢j2,kz<y)}j1,j2,k1,kzez4a

les fonctions 1, . (2);, 1, (y) mélangent informations a deux échelles différentes 27, 272

le long de x et y, ce qui souvent nous voulons éviter.



Chapitre 3

Méthode de collocation a base
d’ondelettes

3.1 Formule de passage d’un espace a un autre

Nous utilisons les ondelettes de Daubechies [1] pour illustrer notre technique. Elles constituent
une base de fonctions & support compact pour 'espace des fonctions de carré sommables
sur R. Elles sont engendrées par translation et dilatation d’une simple fonction d’échelle ¢

satifaisant la relation dite d’échelle
o)=Y hp(2z—k), (1)

les coefficients hy sont telsque le support ¢ est contenu dans I'intervalle [0, N — 1]. La fonc-
tion ¢ induit alors une analyse multirésolution sur L? (R), c’est a dire une suite omboitée
d’ensembles {V;},_, dont la réunion est dense dans L? (R) et pour chaque j la famille de

fonctions {gpj7k} rey définies par
in =20 (272 — k), (2)

constitue une base de Riesz de V;. Notons u; I’approximation de la fonction u sur 'espace
Vj, u; s’écrit alors dans la base des fonctions ¢,
i (1) =Y expyy (2), (3)
keZ
les coefficients ¢, définissent la fonction u; dans I'espace des ondelettes. Dans le cas pério-

dique, ces coefficients s’obtiennent facilement & partir des valeurs de la fonction aux points
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dyadiques 277k, k = 0,...,27 — 1 au moyen de FFT [2]. Pour ce faire oneffectue tout d’abord

un changement de variable en posant
y=2x, Uy =u ()= aply—k)), (4)
k

avec ¢, = 2/¢;. Si maintenant u; est une fonction périodique de période 1, alors « (y)
ainsi que les coefficients ¢; sont périodiques de période 27. Les valeurs de la fonction @ aux
points entiers 0, ..., 27 — 1 définissent la fonction u; aux point dyadique 2774, ¢ = 0,...,2/ — 1.
Développons la relation permettant de passer de ’espace des ondelettes a 1’espace physique

et inversement. Pour cela on écrit (4) aux points entiers
W)=Y apli—k), i=0,..2 -1, (5)
k

comme ¢ est a support dans |0, N — 1], la somme (5) se réduit a

i—1

Uj = Z /Cvkrgoifka L= 07 SaS) 2j - 17 (6)

k=2+i—N
avec U = (i) = u; (z;), p;_, = ¢ (i — k). Compte tenu de la périodicité des coefficients &,
on déduit de (6) un systéme de 27 équations liant les coefficients ¢, aux valeurs physiques ¢

de la fonction, systéme qui se met sous forme d’un produit de convolution
U=K,x*C, (7)
ou U = (4, ..., Ugi 1), C = (Co,...,C2i_1) et le noyau de convolution K, est donné par

k(p: (07¢17"'7¢N—2707”'70)7 (8)

un produit de convolution se traduisant par un produit terme & terme dans I’espace de Fourier,

la relation (7) s’écrit tout simplement dans 1’espace de Fourier
U=K,C soit C=U/K,, (9)

le signe chapeau faisant référence aux coefficients dans 1’espace de Fourier. Enfin en prenant

la transformée de Fourier inverse de (9) on obtient U ou C.
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3.2 Approximation d’opérateurs différentiels

La précédente technique peut étre généralisée aux opérateurs différentiels. Considérons en

effet la dérivée d’ordre n. En dérivant n fois la relation (4), on obtient
uj (@) = 20 (y) = 27 G ™ (y — ), (10)
k

ecrivans maintenant (10) aux points entiers :

i—1

uf? (i) =2 " Ge™ (i k), (11)

k=i+2—N
ot 'on a utilisé le fait que les dérivées de ¢ sont nulles & 'extérieur de 'intervalle |0, N — 1].
Evoquant de nouveau la périodicité des coefficients ¢, on déduit de (11) une relation similaire

a (7) liant les valeurs phisiques U™ de la dérivée aux coefficients des ondelettes
UM = KM« C, (12)
avec le noyau de convolution défini par

Kfpn) = (()7@”), ...,gogf,l)_g,o, ...,0) . (13)

La représentation (8) est valable a condition que la fonction ¢ soit suffisamment réguliére.

Dans le cas des ondelettes de Daubechies, la régularité croit avec le support. Pour des valeurs
de N suffisamment petites (N < 20) , ’éstimation de régularité montre que ces fonctions sont
dans C*N (R) avec le paramétre o voisin de 0.15 (voir [1]) . Ansi pour N = 14, la fonction ¢
est au moins dans C? (R) . De fait pour I'opérateur dérivée seconde, I’approximation (12) a

tout a fait un sens dés que N > 14.

3.3 Solution d’équations aux dérivées partielles

Nous utilisons ici les ingrédients développés précédemment a la résolution d’équations aux
dérivées partielles. Classiquement I’approximation de tels problémes par des ondelettes repose
sur la méthode de projection Galerkin. L’équationest exprimée et ensuite projetée dans la
base des ondelettes en utilisant comme fonctions tests les éléments de la base, ce qui conduit

a un systéme d’équations donnant les coefficients de la solution dans la base. Cependant,
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des études récentes ont montré qu'une approche collocation peut étre envisagée. La présente
méthode est du type collocation. L’équation exprimée dans la base est ensuite écrite en un
certain nombre de poits discrets(les poits dyadiques).

Comme dans le cas le cas Galekin, un systéme d’équations est alors obtenu pour les coefficients
des ondelettes. Pour illustrer la méthode, considérons comme probléme modéle ’équation de

Helmholtz monodimensionnelle
u —ou=f dans[-1,1], (14)

avec des conditions aux limites périodiques. On se place a ’échelle j et 'on discrétise 'inter-
valle [—1, 1] suivant les points dyadiques z; = 2774, i = 0,...,277 — 1. On considére alors la
projection de I’équation (14) sur ’éspace V; que l'on écrit aux points discets z; :

i—1 i—1

Y @i —opi) = Y G 0<i<2 -1, (15)
k=i+2—N k=it+2—-N

¢ et g étant les coefficients de u; et f respectivement dans la base. Ici encore la périodicité

des coifficients ¢, et g, permet d’écrire (15) sous forme d’un produit de convolution
Kyp+(C =G, (16)

est défini par ou C' et G sont les vecteurs des coifficients ¢ et g, respectivement, et le noyau

de convolution Ky est défini par
Ky =4'K, — 0K, (17)

avec K, et K, donnés par (8) et (13) respectivement. La résolution de (16) se fait alors par

des FFT. En prenant la transformée de Fourier de I’équation (16) on obtient

~

Ky.C =G, (18)

par ailleurs de (7) on a

C=U/K,et G=F/K,, (19)

ou U et F' contiennent les valeurs physiques de u; et de f respectivement aux points discrets.

Injectant (19) dans (18) on obtient

Ky.U =F..20, (20)
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d’ou les valeurs de U dans 'espace de Fourier
U=F/Ky. (21)

Finalement en prenant la transformée de Fourier inverse de (21), obtient la solution dans
lespace physique. La résolution du probléme (16) s’est donc ramenée en gros a une 2FFT,

probléme moins cotiteuse qu’une inversion directe.

Remarque 3.3.1 Dans le cas ot le coefficient o s’annulle, l'opérateur Ky est singulier. En
conséquence le mode constant (Kp)o est nul. La solvabilité du probléme (18) implique Gy = 0
et, de (19) on a Ey = 0. Pour éviter une une division par zéro dans (21), on pose alors

Uy = 0,ce qui revient & prendre la solution dont la moyenne est nulle sur l'intervalle [0, 1].

CONCLUSION

Nous présentons une méthode du type collocation pour I'approximation numérique d’équa-
tion aux dérivées partielles par les ondelettes. Les opérateurs différentiels sont exprimés en
fonction des valeurs de la fonction d’échelle aux poits entiers. Nous utilisons les ondelettes
de Daubechies pour illustrer la méthode. Les résultats numériques obtenus sur ’équation
de Helmholtz monodimensionnelle montrent qu’une précision du type spectrale est obtenue
pourvu que les fonctions de base soient suffisamment réguliére.

Comme perspectives de ce travail, nous tachrons de voir le cas non périodique, en utilisant

des bases d’ondelettes sur 'intervalle.
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