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Introduction

L’objectif de ce travail est de montrer la régularité maximale de la solution stricte d’une
famille de probléme aux limites et de transmission (P6)0< s<1 ¢ Tégls par des équations dif-
férentielles abstraites de type elliptique & coefficient opérateurs, dans les espaces de Holder.
Notre probléme s’écrit sous la forme d’une équation différentielle abstraite d’ordre deux.

On considére le probléme suivant :

()" (z) + A () = ¢° (z) sur |—-1,0],

avec des conditions aux limites

{ ué(l—l) = f_
(w) (0) = f2,

et des conditions de transmission

{ u® (07) = u® (0)
p- (u’) (07) =py

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans
un espace de Banach complexe E, § un paramétre dans|0, 1], f_ et ffL dans E et ¢° €
C([-1,6],FE), p— et py sont des coefficients positifs lies aux deux corps |—1,0] et ]0,d[
respectivement dépendent de 9.

Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur les problémes de transmission.On cite,par exemple
K Lemrabet|[7] et [8]dans le cadre Hilbertient. A Favini, R Labbas, K Lemrabet et
Maingot S[5] dans les espaces L” (1 < p < 00), O Belhamiti dans sa these de doctorat|2]
a étudié le probléme(P‘s) avec des conditions non homogénes dans le cadre des espaces de
Holder.

Dans notre travail on va présenter une syuthese d’une partie de I'article O Belhamiti, R
Labbas, K Lemrabet, A Medeghri[5]. La méthode utilisée dans ce travail et décomposer
le probléme (P5) en deux problémes intermédiaires : le probléeme (Pji) sur la couche mince
(0,d) qui nous permettra de construire une condition d’impédance, en suite le probléme (Pf)
sur le domaine fixe (—1,0), qui est représenté par

(u')" (0%),

(u)" (z) + Aud (x) = ¢} (x)  sur 10,0
(P2) < ud (0) =’ (0)
(wd) (0) = f2,

u’, représente la solution u® sur [0, 4], et
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( 5)// (z) + Aud (z) = ¢ (z) sur |—1,0]
(P2) Wl (1) = /-
p- () (0) =py (u2) (0),

u’ représente la solution u° sur [—1,0].

Ce mémoire comporte 4 chapitres

Le chapitre 1 est consacré aux rappels et définitions.On commencera par donner des
résultats sur la théorie des semi-groupes, ensuite quelques définitions sur les espaces de Holder
et certains résultats classiques sur les espaces d’interpolation, on terminera ce chapitre par
quelques lemmes techniques qui sont trés utiles pour la suite de notre travail.

Au chapitre 2, on commence par 1’étude du probléme dans le cas scalaire, qui nous
permettra d’avoir une idée claire sur I’écriture de 'opérateur d’inpédance Ty, et passer au cas
opérateur. Dans ce dernier cas on donne la représentation des solutions de (Pji) et (Pf) , en
utilisant le calcul opérationnel de Dunford.On terminera par montrer la couvergence absolue
des intégrales des solutions (u +) et ( ) et pour dire que les deux solutions sont bien définies.

Le chapitre 3,servira pour les résultats de régularité maximale des solutions (u +) et ( _) .

Théoréme 0.1 soit g% € C** ([0,6]; E) avec 0 < 2a9 < 1,4 € D (A) et f0 € D (v/—A)alord
["unique solution stricte ui du probléme(Pji) a la propriété suivante :

Au, [ ()" € €2 ((0,0); B)|
si et seulement st
A — g% (0) € Dy (ag, +00) et (—A)2 f° € Dy (o, +00) .
Pour la régularité maximale de le solution (ui ), on obtient le théoréme suivant

Théoréme 0.2 soit g5 € C?* ([0,6]; E),g— € C?** ([0,6]; E)avec 0 < 2a9 < 1, f- € D (A)
et f_‘i eD (\/ —A) alors Uunique solution stricte u’ du probléme(Pf) a la propriété suivante :

Al [(u?)" € c2 (1-1,0); )]
si et seulement si
Af-—g (=1) € Dy (a, +00) et g (0)—g5 (0) € Dy (ag, +00) et (—A)2 f2 € Dy (ag, +o0) |

Enfin, le chapitre 4 contient un exemple d’application concrétes en EDP.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les semi-groupes

Définition 1.1 A est un opérateur linéaire sur E si est seulement si c’est une application
linéaire définie sur un sous espace vectorielle D (A) de E a valeur dans E, A : D(A) C
E— E.

Définition 1.2 A est dit fermé si : G(A) = {(&, A&)\¢ € D (A)} est un fermé de X x X.

Définition 1.3 soit E un espace de Banach complexe, muni de la norme ||.||, et L(E)
l’espace des opérateurs linéaines bornés sur F,

A étant un opérateur linéaire fermé sur E ,définie I’ensemble de résoulvant de A et on
note p (A)

p(A)={ e C:R\A) =(A- )" €L(B)},

et pour spectre de A
o (A) = C\p(4).

1.1.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 1.4 Une famille G (t),0 <t < oo, d’opérateur linéaire bornée de E dans E
est un semi-groupe d’opérateur lineaire bornés si :

1.G(t +s)=G(t)G(s)pour t>0ets>0

2.G(0) = I, (I est l'opérateur identité) .

Remarque 1.1 Lorsque la proprieté 1 est vrai pourt, s € R alors on dit que G (t)est un
groupe.

Définition 1.5 On dit qu’un semi-groupe G (t) d’opérateurs linéaires bornés est uniformé-
ment continu St

lim |G (t) = I,z = 0.
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Définition 1.6 On appalle générateur infinitésimal du S — G {G (t)} ,l’opérateur lineaire
non borné A défini par

D(A) = {gp ekb: limwexiste} ;

t—0

, pour ¢ € D (A).

ou Ap = —G’(t)f—go

Théoréme 1.1 Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un semi- groupe
uniformémet continu si est seulement si A est borné.

Remarque 1.2 1l est clair qu’un semi-groupe définit au plus un générateur infinitésimal.

1.1.2 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.7 On appelle semi-groupe fortement continu ot vérifiant la condition Cy
lapplication
a.G(0)=1
b.G(t+s)=G(t)G(s),Vt,s >0
cYo € E Uapplication R, — E, t — G (t)p
fortement continue en 0

Voel  Im||G(t) e — ¢l =0
Remarque 1.3 Sit € R: {G (1)} est dite groupe.
Proposition 1.1 La condition ¢ n’implique pas que :yn& |G (t) —I]|z =0.

Proposition 1.2 Soit{G (t)},-, un Co — S — G sur E, alors :

1. t — ||G (t)|| est bornée sur tout intervalle compact [0, o ;
2. Yy € E, la fonction G (t)¢ est continue sur Ry ;
3. Jw; M >1:VteR, |G(t)|| < Met.

Théoréme 1.2 (Hille-Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur
fermé A a domaine dense dans E, soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu, est qu’il existe deux réels w et M tels que YA € R et A > w, on a

Aep(A)et|(A=AD)T"]| < $7

pour tout n > 1.



8 CHAPITRE 1. RAPPELS

1.1.3 Semi-groupe analytiques

Théoréme 1.3 Soit G (z) est un semi-groupe fortement continu uniformément borné.Soit
A est un générateur infinitésimal de G (z) et 0 € p (A) .Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. G (z) se prolonge en un semi-groupe analytique sur le secteur ¥y = {z € C : |arg 2| < 0}
et |G (2)|| est uniformément borné sur tout sous secteur Xz de ¥y avec § < 6.

2. 1l existe une constante C' telle que pour tout o > 0 et 7 # 0

IR(0+1+ir, A)| < g

3. 1l existe ¥ € }0, 5 [et M > 0 tels que

{/\GC:|argz] <g+19}U{O}Cp(A)

et M
R )\7A S IEVE
IROA) <

pour A € {A € C: |argz| < T+ 9} U{0} et X # 0.
4. G (z) est différentiable pourt > 0 et il y a une constante C' telle que

C

4G (1)l < 5

pour t > 0.

1.2 Les espaces de Holder
Soit (£, .|| ;) un espace de Banach complexe et v € ]0, 1| un nombre fixé.

Définition 1.8 Soit I un intervalle quelconque de R, on désigne par
-B (I; E) ,l’espace des fonctions bornées, muni de la norme

1 55y =sup 1f (@) -
zel
-C (I, E) lespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme
”.fHC’(I;E) = ||f||B(I;E) :

-C*(I; E) avec k € N, l’espace deqs fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

k
HfHC’“(I,E) = Z ||f(Z)HB(I,E) ’
1=0

-C*® (I; E) lespace des fonctions indéfférentiable.
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Définition 1.9 Les espaces de Hélder des fonctions continues C (I; E) et C**t (I; E) avec
k € N sont définis par

If (@) = FWlls _ +OO}

C*(; F) = {f € B(LE): [floagpy = sup

zyelx>y (z —y)

munt de la norme

||f||ca(1;E) = ||f||B(1;E) + [f]Ca([;E)
et

CHe(LE)={feC*(;E): f® e C*(I;E)}

muni de la norme

k
HfHC’H'Q(I;E) = Hf”C’“(I;E) + [f( )]Ca([;E)'

Dans le cadre continu , le probléme de la densité des domaines de certains opérateurs
linéaires fermé se pose (ne se pose pas en général dans le cadre LY p € ]1, 00]).

1.3 Les espaces d’interpolation

Soient (Ey, ||.|l,) et (£41,].]|;) deux espaces de Banach s’injectant continment dans un
espace topologique séparé F. En posant

{ ol gynm, = el + llel

E
lellzyen, =, pinf (oo, + llealls) sie € o+ B

11 est alors connu que les espaces (Ey N Ey, ||. | Fon 5) €t (Eo+ By, |||l Fot 5, ) sont des espaces
de Banach.

Définition 1.10 Pour p € [1,4+o00] et 0 € ]0,1[, on définit l’espace intermédiaire noté
(Eo, El)o,p entre Eg N Ey et Ey + Ey, par

SO € (E07 El)e,p 9

st et seulement si
Vt > 0, Jug € Eo; Juy € B tels quep = ug () + uix

t=%ug € LY (Ry, Ey) et t'%u; € LT (R, E;). Avec la modification usuelle pour le cas
p = oo.

Proposition 1.3 Posons

= inf ( t=f
{ Iello, =, nf (It "uol
St (2 € (E07E1)9’p'

LP(Ry Eo) T ||t1_6“1HLf<R+,E1>)

Alors
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Définition 1.11
(E[), El)ap ) H'“H,p )

est un espace de Banach vérifiant

EyoNE; C (EO, El)g,p C Ey+ En,

(avec ingjections continues).

1.4 Lemmes techniques
Dans cette section on va énoncer quelques lemmes qui sont trés utiles pour ce travail

Considére A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), et pour le secteur

Yo, ={z:|z| >roet Oy <argz < 2w —by},

ou rg > 0 fixé, 0 € [0,%].

Lemme 1.1 I existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € Xgy,, on a

™ 1
x_% _p2 = _ 9% .
5-%) 1 —¢e 70 cos(§ -7 )) > 0, avec roest assez petit.

> Cp, = min (1 —e 2=

‘1 +e VTF
Lemme 1.2 I existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € ¥q,, on a

_ 1
[ .32 x_ 9o .
P) 1 - erieos(3-3 )) > 0, avec roest assez petit.

‘1 — e V7F > ¢y, = min (1 —e 2en(3- ,

Remarque 1.4 II existe une constante Cy, independent de § € |0, 1] telle que

> Ogo > 0,

‘1 j:e—25\/jz

pour z € Xg,.

Lemme 1.3 pour tout 6 € 0,1] et z € Xy,,0n a

2
A, (~1,8)] > <CZ°> sin (9—) eReV=2(+1) 5

2
A, (£,0) = cosh /—z€ cosh v/ —2z0 — psinh /—2z€ sinh /—2zs,

pour ¢ € [—1,0].
Lemme 1.4 pour tout { € [-1,0],0 €]0,1] etz € X, , on a
AL (£,0)] < (1+p)elev=2079),

et
10\, (€,8)] < (1+p) 2|2 eReV20-0),
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Lemme 1.5 Il existe une constante C' independent de 6 € |0, 1] telle que

( ya _ —2v/—=2(6—x) 1.
cosh z (5 [L’) _ ‘67 —zz l+e < Cefm|z‘2 Sln(%))
cosh \/—2z0 14 e2vV-20
: — —2v/—z|z
sinh v—zz| ’e—\/fzw—m) 1te - Clo—(-lal)lz1? sin(%)
cosh /—z0 14e2vV=2 | =
— 2yl
cosh/—zx _ ‘e*\/TZ(%III) 1+e < Ce*(éflx\)lz\% sin(%o)’
cosh v/—z6 14 e2vV-20

\
pour tout x € [—1,0].

Remarque 1.5 pour z € v, |z| > rg,6 >0 et x € |—1,0[U]0,4[ ,on a
Re (v/=20) =6 |z|2 cos (5 — %) =4 |2|2 sin (%) .

Lemme 1.6 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense
alors

Proposition 1.4 soit

a —a a —a

e et —e
cosha = ——— et sinha =
2 2

cosh (a + b) = cosh a cosh b — sinh asinh b
cosh (a — b) = cosh a cosh b + sinh a sinh b
sinh (@ + b) = sinh a cosh b + cosh a sinh b

sinh (a — b) = sinh a cosh b — cosh a sinh b,

et de plus

coshRea Va
coshRea Va.

|cosh a

VANVAN

|sinh a|



Chapitre 2

Le probléme de transmission

Considérons le probléme de transmission suivant :

()" () + (Auf)mf: g’ (x) sur ]-1,]
(P5) (CL) { (1;6()0/(;5) _ {%OJF)
(1) { p_ () (07) = py () (0*),

ot A est un opérateur linéaire fermé sur le domaine D (A) non nécessairement dense , inclus
dans un espace de Banach complexe E, f_ et fi sont données dans 'espace de Banach
complexe E et g’est donnée dans C ([—1,6], E), vérifiant des conditions compatibilités qui
seront indiquées dans la suite, p_ et p, sont des coefficients positifs liés aux deux corps
|—1,0[ et ]0,d[ respectivement dépendent de 6.

On supposera 'unique hypothése d’ellipticité de 'opérateur A suivante :

e
HE T L AP

p(A) D [0,00[ et IC > 0: VA >0, [[(A—AI)~ (2.1)

ou p (A) est 'ensemble résolvant de A.
Il est bien connu que 'hypothése (2.1) implique I'existence de 6 € ]0, %[ et rg > 0 telle
que

p(A) D Sp, = {z€C :|arg(z)| < o} UB@ro)

et (2.1) reste vraie dans Sy, .

Remarque 2.1 D’aprés Balakrishnan A.V.[7] et Martinez [’hypothése (2.1)implique
1

— (—=A)2 est générateur infinitésimal d’un semi-groupe anlytique pas nécessairement for-

tement continu en zéro.

Dans ce travail on traitera le cadre Holdérien .On supposera

- € C?* ([-1,0]; E)
{ i}i e C? ([0,6]; E), (2.2)

0<2ap<1.Notons que ’hypothese d’Holderianité dans (2.2) implique que :

12
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g° € C* ([~1,8]; E) si et seulement si g (0) = g_ (0). (2.3)

En effet,pour x, 2’ proche de zéro,(par exemple z < 0 < z’) ,on a

¢’ (x) — ¢’ ()|, = Hg‘s(fr) 9’ (0)+ ¢ (0) - 95 ’HE
< o' @ —¢ 0>|IE+H9 —¢" ()|,
< lg-(z) — g-(0) ||E+Hg+ ) — g5 ()|,
< (=2 (@)™
< Cl(a+a) + (o - a)™]
< O — )™,

Le probleme (P‘S) est équivalent au probléme suivant :

( (ué_):: () + Aud () = ¢° ()  sur (—1,0)
(W) (z) + Au’ (z) = ¢ ()  sur  (0,0)
() (1) = f-

(uf) (8) = /1
(0= )
5 (68) 0) = ps () 0)

2.1 Probléme de transmission : cas scalaire

Soit 3, fixe dans l'intervalle |0, 7| et #pdans I'intervalle }0, 5 [, on définit 6y par

Bo= 2 —

Bo
o

bo | 3

On pose

{260 ={AeC*: |arg )| > [,}
Sy ={AeC: |arg)| < Oy} .

Sized g,
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51

Le secteur S1

alors —z € {A € C* : Jarg \| <7 — [y},

Re?

et /—z € Sgo.

Le secteur S2
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imz

Re?

Sec

Le secteur Sy,

On considére le probléme aux limites et de transmission suivants :

(u‘i)” () +2z W) (z)=¢" () sar (—1,0)
(W) () + 2 (u}) () = g5 (x)  sur  (0,0)
uh) (0) = f9
ul (0) =S (0) ,

o () )= e (1) 0),

avec 2 € ) 5 .

Notre méthode conssiste a résoudre le probléme (Pji) sur la couche mince (0, d), dans le
but d’obtenir explicitement 'opérateur d’inpédance T , on résoud ensuite le probléme (Pf)
sur le domaine fixe (—1,0).

2.1.1 La résolution du probléme (P5)

Le probléme aux limites (P‘S sur [0, 0] s’écrit :

)
ul)" (@) + 2wl (x) = g} (¥)  sur 0,0
(P2) (0,) w

() (5) = f2,

ol § un paramétre dans |0,1], z € > By’ fo | est donné dans un espace Banach complexe

E, g5 € C([0,6],F) et ¢ est un paramétre auxiliaire dans E.
La solution générale d’une équation différentielle d’ordre 2 est

u (z) = A(z)eV ™ + B(z)e vV ™, (2.4)
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d’apres la méthode de variation de constante, on a

{ A (z)eV=** + B' (z) e V=" =0
VA () VT — IR (x) eV = gf (a).

On utilisant la méthode de Gramer, on obtient

A(x) = 2\/1_7 Jy e V=g (s)ds + Ay
B(z) = —2\/1?2 fox e Vg5 (s)ds + By.

En remplagant les expréssions de A (x) et B (z) dans (2.4), on a

5 1

= xsin —2(x —35) g% (s)ds
ug (z) = \/—_Z/o h\/_( ) g5 (s)d

"‘Aoe\/jzx —+ B()ei\/jzx.

La dérivée de ul, () est donnée par :

(ui), () = /ff»’ coshv/—z (z — s) ¢’ (s) ds

0

/=2 ApgeY ™ — /=2 Bpe V7.
Maintenant on va calculer les constantes Ay et By, en appliquant les conditions aux

limites
=y
(ud) (9) = f2,
et
f05 cosh /=2 (6 — 5) g% (s)ds + /=2 Age¥ ™ — \/=2Boe V=20 = fI

ce qui implique

{ V=2 AoV — \/=2Boe V7 = )

V—zAgeV " — \/=zBge V7 =)
V—2AgeV™F — \/=2Bye V7 = 0 + f0§ cosh /=2 (0 — s) ¢ (s) ds,

en utilisant la méthode Gramer, on obtient

coshy/—2z (0 — s 1 e V20
Apg=—J) ( )gi(s)dsJr i+ (8
2v/—z cosh/—zd 2y/—zcosh\/—20 2 cosh \/—z6
cosh/—2z (5 — s 1 e V20
Bo= [ VRO (s
24/ —2z cosh \/—20 2y/—zcosh+/—2z0 2 cosh \/—z6

La solution du probléme (Pji) s’écrit
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ul (z) = \/1__2 /0 sinhv/—z (z — s) ¢, (s) ds
/5 sinh y/—zz coshy/—z (0 — s) (s)d
- s)ds
0 v/ —zcosh/—z0 I+
N sinhv/—zz g N cosh /—z (0 — z)
v—zcosh/—z0"* coshy/—20

En découpant 'integrale sur [0, 4] (0 < z < 0)

1.

ud (z) = \/1__2 /0 sinhv/—z (z — 5) ¢’ (s) ds
B /m sinh /—zz cosh /—z (0 — s)
0 v —zcoshy/—zd
% sinh /—zx cosh /=2 (§ — 5)
— / g5 (s)ds
- Vv —zcoshy/—zd
N sinh /—zx I coshy/—z (0 — :1:)¢
V—zcosh/—z6" cosh /—2z0
1 s sinhy/—zzcosh/—2z (6 —s)\
= — hy—z(x—s)— — d
— /0 (sm z(x —s) b33 g% (s)ds
/5 sinh /—zzx coshv/—z (0 — s) (s) ds + sinh /—zx £ cosh /—z (0 — z)
— s)ds
- Vv —zcosh/—zd I+ V—zcosh/—z6" " cosh /—z0
1 /x sinh /—zz cosh/—2 (6 — s) —sinh/—z (z — s) cosh/—20\ (s) ds
B V=2 )0 cosh \/—2zd I+
% sinh /—zx cosh /=2 (§ — 8) sinhy/—zz 5 coshy/—z (0 — x)
_ / g5 (s)ds + Iy + (G
. V/—2zcosh /=20 V/—2zcosh /=20 cosh /=20

9% (s)ds

(8

/I sinh y/—zscosh/—z (6 — z) (s)d
— s)ds
0 Vv —zcoshy/—zd I+

B /5 sinh \/—zx cosh/—2z (6 — s) 5

d
v/ —zcoshv/—z0 9+ (s)ds

sinh v/ —zx

N cosh /—z (0 — z)
v —zcosh/—z0

P
fi+ cosh \/—z6

.

Par conséquent,

é
o) = = [H @) (s

sinhy/—zz s
* \/—zcosh /=20 I+
+cosh V—2(6 — )

cosh \/—z6

¥,
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ol, le noyau de Green est donné par

sinh /—zs cosh /—z (0 — z)
() = V/—zcosh\/—2z6
2z sinh /—zz cosh /—z (0 — s)
v/—zcosh/—z6

2.1.2 L’opérateur d’impédance

si0<s<zx

stz <s<94.

La dérivée de ui , pour x dans |0, §| est donnée par

5N/ ?sinh/—zssinh/—z (§ — ) ,
= d
(u}) () /0 cosh =23 g5 (s)ds
% cosh \/—zx cosh /=2 (6 — 5)
- g5 (s)ds
- cosh \/—2zd
+cosh V—zx V—zsinh/—z (0 — z)
cosh \/—zd cosh /—2z0

fi- .

La dérivée de u‘i en 0

® coshy/—2 (6 —s)

5\ _
()0 = = | = s 9 ()
1 1
+cosh\/—_z5er

V—z sinh \/—zéw
cosh v/—z6 ’

donc l'opérateur d’'impédance Ty défini par

(gi’fj’w) - (Ui)/(O) = T5 (gi,fi,?,b) )

avec

% cosh /=2 (6 —
T (o) = - | ng_é gt (s)ds

n 1 f5 V=2 sinh v/—z6
cosh/—26° " cosh v/—z0

b,

2.1.3 La résolution du probléme (Pf)

Le probléme (Pf) avec condition d’ impédance s’écrit

(u‘s_)” x)+ 20’ (1) =¢° () sur ]—1,0]
) ) =1
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comme pour (Pj), la solution du probléme(Pf) s’écrit

J = ! Isin —2(x—35) ¢’ (s)ds
u’ (z) = \/—_z/_l hv/=2 ( )92 (s)d

“’1406\/_7”C + Boe_ s

et

5),(x) = /lcosh\/_(x—s) _(s)ds
+v=zAge¥V ™ — \/=2Bge V7,

d’ou
(u‘i)’ (0) = ffl cosh/—zs g_ (s)ds + /—zAy — /—2By
u® (0) = _\/%7 ffl sinh/—zs ¢° (s)ds + Ag + Bo.

On a d’aprés la condition d’impédance

(u2)'(0) = pT (gl 1.2 (0)) (2.5)
% coshy/—2 (0 —s) §
= - d
p/o cosh /—z0 g (s) ds
P 5 V—zsinh/—z0 ;
— - 0
T eosh \/—zéer P coshi/ =20~ ©),
on a pour la condition u® (—1) = f_

(2.6)

Age V"% 4 BoeV 7 = f_,

en résolvant (2.5) et (2.6), on obtient

cosh /—z9 (1 B sinh \/—25> f oy coshy—20 cosh \/—25 N

T 9A. (—1,6) U Peoshy/—20 2N, (—1,0)"
By — cosh /—z0 (1+psinh\/—z(5> r cosh /—2z0 el
2A, (—1,0) cosh \/—z0 2A, (—1,6)
avec
o - cosh\/—z( s) 5 gl (s) ds
\/ zcosh\/ 20
+\/ zcosh\/ 6
n / sinh v/— 24 sinh v/ —2zs — cosh v/—26 cosh v/— 20 g (s)ds
b 1 /—2z cosh \/—29 '

A, (&,0) = cosh /—z€ cosh v/ —2zd — psinh /—z¢ sinh /—2zs,
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pour £ € [—1,0].
Par conséquent, la solution du probléme (Pf) s’écrit :

uw (v) = / K _(z,8)g-(s)ds + Mf_

+psinh\/—_z(x+1)f5
V—zcoshy/—z0 °F

_/5pcosh\/—_z(5—s)sinh\/—_z(:c+1)
0 \/__ZAZ (_175)

g5 (s) ds,

ou

K (n,5) = -1 {Az(x,é)si{lh\/—_z(sjtl)si. -1
SR V—=2A,(=1,0) | A.(s,0)sinhy/—z(z+1)si <

Remarque 2.2 On utilise la méthode de résolution du probléme a coefficient scalaire pour
nous permettre de passer au cas opérateur.

s<ux
< 0.

2.2 Probléme de transmission cas abstrait

Dans se chapitre on va étudier le probléme de transmission dans le cas abstrait, en se
basant sur la construction explicite de la solution sous la forme d’intégrale de Dunford.
On considére le probléme de transmition :

(ua_)” () +AW) () =g-(z) sur ]-1,0]
(u)" (z) + A (u)) () = g5 (¥)  sur  [0,0]
() (1) -

(w}) (6) = f2

[ p (u2)'(0) = py (u})'(0),

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans
un espace de Banach complexe F, § un paramétre dans|0, 1], f_ et fi des données dans E
et g%, g vérifies I'hypothese Holderianté (2.2) .

Comme le cas scalaire , en considére d’abord le probléme

Eui%” (z) + A (u)) (z) = g% (x) sur ]0,4]
(P2) § (u}) (0) =2
(uh) (8) = 1,
ou ¢ est une donnée auxillaire dans F.
On définit 'opérateur d’impédance

(Ui),(O) = T (g—éi-’f-(is-7¢)
= T5 (95, /2, us (0)).
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Ceci nous permettra de construire la condition d’impédance

() (0) = p(u?) (0)
= pTls (giafiaui (0))7

et ensuite, résoudre le probléme

<p6>{ Gl o=de e L
() (0) = pTs (g3, £, 0 (0)).

2.2.1 Représentation de la solution du (Pji)

On considére le probléme

en utilisant le calcul opératinnel de Dunford comme dans [6], [4] et [10], la solution du
probléme (Pji) est donnée formellement par

5 e )
ul (x ~57 // 2I)"" g% (s)ds dz (2.7)
1 sinh \/—zx 1 s
A—zl d
i 7\/—zcosh\/—ch( ) e
LB cosh /—z (0 — z) (A— 2D de,
2mi J,  cosh/—20

ot k% , représente le noyau de Green

sinh /—zs cosh /—z (0 — z) )
si 0<s<zx
K (2,5) = v/ —zcosh/—2zd
st sinh /—zz cosh /—z (0 — s) _
si oz <s<9.
v —zcosh /—zd

2.2.2 L’opérateur d’impédance Tj

La dérivée de u‘i est donnée par



22 CHAPITRE 2. LE PROBLEME DE TRANSMISSION

(W) @) = o / [ S0 s s (29)

cosh /—zz cosh /—z (0 — s) 1
A—zI
- 2mi /w/x cosh /=26 (A—zD)" g} (s)ds dz
1 cosh/—zx

A—zI)tFd
+2m - cosh /— 5( ) fid
v/ —zsinh v/—z0

o . cosh v/—z0

= > I (2.9)

(A—zD)" 4 dz

pour dire que (ui), est bien défini on montre la couvergance absolue des integrales.

Pour I + I
Soit g5 € C([0,6],E),z € yetx € [0,d]

B sinh v/—zssinh /—z (§ — ) 1
L+1, = 27”// cosh V=33 (A—2I)"" g% (s)ds dz

2mi // — \/__fzi:l:i;l—_\/z? — (A==D"

g5 (s)ds dz

d’aprés le lemme (1.5) et 'hypothése d’ellipticité,on obtient

@ |sinh /—zs| [sinh /=2 (§ — ) -
I+ 2l < C// | |C(|)s|h\/—_6| ‘”A—ZIHEngi <8)||C([0,5],E)d5|dz|
cosh\/—zx cosh\/_ —5) -
// | ‘cos|h\/_5‘ |||A_ZIHE1 [ (S)HC([O,a],E)dS|dZ|

eae\/?zs n efRe\/jzs) <6 ev/=2(0-2) 4 64&@(&@)

= C/v/o 2] eRe V=50 |1 4 e=2V=20| 95 (s Hc 0.5, 451471
eRev=7e 4 o~ Re Ffﬂ) (eRe VTEO=) 4 e~ Re ﬁ(éfs)) 5
—i—C’/y/x 2| eRe V=20 ‘1 + 6_2\/ng| H9+ (S)HC([O,é},E) ds |dz|
» eRevV=2(s+0—a) <1 + 672Re\/jzs) (1 I 672Re\/jz(67x)> 5
= C[y/o 2] eRe V=30 |1 4 e=2V=20| 9% (S)HC([o,(s},E) ds |dz|
5 eRev—z(a+5—s) (1 | ¢—2Re —zm) (1 4 6—2Re\/_7(5_5)> y
s |dz|

wef | e Rt I Oogons
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= // ]zH_lR:-ez;\:/izq g% (s HC(oa]E)dsldzl
o~ Rev/—z(s—)
+O/7 o 2] |1+ e 25| lgt (s Hc(oa]E)dsfdﬂ
= C/:df| ” 9+ >HC([0,5],E)
< Cllgt Ol eqosr
pour I3
I3 cosh/—zx (A—=21)! £ de.

- i ~ cosh\/—z0
Soit f_‘i eD (\/—A) et \/—Afi € D(A),on a

on utilise le lemme(1.5) et ’hypothése d’ellipticité, on obtient

1]l

1 Sinh\/—_zx . % 5
‘2_7” . V/—z cosh /=20 (A= zI) <\/—_A> fldz

E
|sinh v/=zz|
C A(A—zI)” d
- /\/E}cosh\/—_é‘ A== f+”E’ ?
< /| E V_Af+H |dz|
z 2
< C||f+HD(\/7
Pour I,,0on a
I, = V/=zsinh y—20 (A—2I)"" dz.

o cosh v/—z0

Soit z € yet z € [0,0], ¥ € D(A).
On utilise le lemme(1.5) et 'hypotheése d’ellipticité, on obtient

/—zsinh y/—2z0 1
Iy = A—zI d
: C/W cosh \/—2z0 ( ) ydz
. ~1
_ O/\/—zsmh\/—zé AA—=) I s
cosh \/—z0 z z

Adz,

C/ V—zsinh /=26 (A — 2)™"
cosh v/—zd z
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d’ou

\/—zsinh /=20
zcosh/—z0
C’/ |Slnh\/—z5‘

7| z|%‘cos h /=20
¢ [ 1del |4l

v 2|2

CllYllpay

N

Hallp < (A= 2) 7| 5 4% ]| 2]

IN

1A | 5 =]

IN

IN

L’opérateur d’impédance Ty défini par

(g5, f2,9) — (ud) (0) = T; (g, f2. %),

d’ou

Ts (9%, 1. 0) = 27?2// cosh V=2 (9 )(A—zl)flgi(s)ds dz

cosh v/—z6
A—z] 0d
+2m/cosh\/ (5( ) frdz
vV —zsinh v/—z0 (A—z])_lw D,
27m cosh v/—z6

2.2.3 Représentation de la solution du (Pf)

On considére le probléme de valeurs aux limites avec condition d’impédance sur U'intervalle]—1, 0[]

<p5>{ W=t o L
_ (7;6 ) (0) = pTs (g%, £2,us (0)) .

Comme pour le probléme (Pj) , en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford la représen-
tation de la solution de ce probléme sur 'intervalle]—1, 0] est donnée formellement par

uw (z) = 27”// k‘s (z,8) (A—2I)"" g_(s)ds dz (2.10)
i _AAZ((—:UL(S;) s

1 psinh /—z (z + 1) »
+% —zcoshy/—20 (A=2D) fy
27”// pcosh\/_\/_—AS)(smh\g_z(erl) (A— 2D g (s)ds d,
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ou
K (n5) = -1 {Az(x,é)s'inh\/—_z(s—l—l) si —l<s<uw
; V=2, (=1,0) | A.(s,0)sinhy/—z(z+1) siz <s<0.
et
A, (&,0) = cosh v/—z€ cosh v/—20 — psinh /—2€ sinh /—zs,
pour ¢ € [—1,0].

2.2.4 La convergence des integrales

Dans cette partie on montre la convergance absolue de ui et ul .

La représentation de ui

Pour I,

Soit ¢§ € C'([0,6],E), z € yet x € [0,6], d’aprés le lemme(1.5) et I'hypothese d’ellipticit,
on a

5
Mz = ’QLM// k2 (z,9) (A—2D)"" g5 (s) ds dz
v /0 B
. C/‘/x ‘sinh\/—_zscosh\/—_z(é—:cﬂds @162 |
a v Jo |2] |[v/=z cosh /=26 +llc(o.6),E)
ro [ [/ lemy et VR0 ol
vz |2] [v/=z cosh /=26 +lle(os).6)
= C/v/ox coshite /= os coshRey 20 CC)ds |dz| Hgi“C([o,a],E)

|z|% |cosh /=26
—1—0//6 sinh Re y/—zx coshRe /—2 (§ — s)
v Ja |z|% |cosh /= 24|

2| ds|dz| HgiHc([o,é],E)
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: C//x 3€Re e e ds|dz] ¢ |
vJo |z|2 eRev/—=28 |1 +e—2\/—75‘ ([0,6],E)
+C//5 3€R6\/TZ%R6\/TZ(675) ds |dz| HQiH
vJz |z]2 eRev=20 |1 + 6—2\/—75’ C([0,6],E)
<me el \/?Z(S_"E)ds> 5
= O/7 2[5 14 2V |dz] H9+HC([0,5],E)
(fgf eReﬁ(x_s)ds) 5
C/v Bk |14 e-2v=50| 421 9l e o,
< 0 f e 1)
v Iz ‘1 + 6_2\/_75| sin (%0) C([0,9],E)
_ —Rey—i(6-s
e 5 2P ‘11 +€@—2\/—75}(Sin)(%o) |dz] HgiHC’([O,zS},E)
9 — e WEr _ o~ Rev=2(5—s)
: /7 e o @) el
= m/v# |dz] HgiHC([U,zS},E)
<

¢ HgiHC([O,(S},E) :

Pour I,
Soit z € yet x € 0,4], f0 € D ((—A)
(1.5), on obtient

N

) , en utilisant ’hypotése d’ellipticité et le lemme

1 coshy/—zx 1 s
I = ||z— | ———=(A—2zI d
Ity = |5 | S g (40 |
1 coshv/—zx 1 1
— A=z (=A): fid
’2%@' W\/—zcosh\/—zé( Dy (A fide .
coshy/—zx 1
<cf ‘3 T
7 |2]2 |cosh /=24 E
<

stz

Pour I3

Soit ¢ € E, z € v et Yz € [0,4], d’aprés le lemme(1.5) et 'hypothese d’ellipticité, on
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obtient

1]

3

IA

IN

IN

IN

si z € [0,0[,on a

1
271

J
°J

°J

13l

/ cosh/—z (§ — )
|cosh /=2 (6 — )|

cosh v/—z0

|2] |cosh /=24

(A— 20" 4 dz

191l g 1]

coshRey/—z (0 — x)
2] |cosh /=24

eRe\/jz(me) (1 + 672Re\/jz(57m)>

1401l g =]

| 2| eRe V=20 |1 + 6—2\/—75‘

—Rev/—zx

C/—e
’Y ya

IN

IN

IN

<

<

¢ L]
_— YA
M1 F
e—Re —zT
CllY| g Rev=z]7|
[ —Re+/—zx 1
e
C Yl g Fein )
- 2/
1
C [l ;
P | |2]2 sin (%)_
C g,

11l g 1]

E

11l g 1]

si x = 0,dans ce cas 'integrale est diverge, pour se la en pose que ¥ € D (A)

on a

d’ou

L, = ]

1

271

/cosh\/—_z(é—:zr)

cosh \/—z6

(A—2I)""4 dz

E
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donc

1 cosh /=2 (6 — z)

I = ||= A—zD)""yd
sl 27 ), cosh/—z0 ( A) 7y d 5
_ || 1 [coshy/—2(0—x) A(A—2)" I o do
2w 4 coshy/—2 z z .
1 coshy/—2 (6 —z) A(A—2)"
= || Y dz
2mi J, cosh/—20 z .
1 h+/— - A—2)1
_|[L [eos V=20 —x)( z) A o
2mi J,  cosh/—20 z .
eReJTz(J—x) (1 + €—2Re\/—7z(6—x))
< 0| e vl
TR L e
1
< ¢ [ Zadz vl
¥ |2]
< ClYlpm-

La représentation de u’

Pour J;

Pour z € v et Vz € [—1,0] .et soit g € C'([—1,0], E), par I'hypothése d’ellipticité et le
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lemme (1.5),0n a

1 0 -
15le = | [ [ 8 @ara—an o (s d:
vJ-1

C//x 1A, ( coshRew/_z(Sle)
|ZI2|A (—1,0)]
+C’// IAL ( coshRe\/—z(g;_Fl)

|Z|2|A (—1,6)|
o [ [ AR st |
ds |dz] || g-|| czao (-
v/l |Z|2 Oeo Sln( )eReW(éﬂ) C?0([-1,0],E)

// 1+p eRev/=z(0—s) ;Rev/—z(z+1)
|z|2 (Co,)” sin (%) eRev=z(3+1)

40 1 i T Re V—z(s—x)
J / / ——ds |dz| H9—||C([f1,o],E)
Coo sin (30) HE

4C' (1 + p) 0 eRe V—z(z— s)
Y IEVITINY |dz| Hngo(H,o],E)
(G sin (7) Nk

40 1 P —Re V—z(z+1) |d | || ||
z
Ce 5 3 9-llc(-1,00,E)

0 Rev— |Z2
10

) 1 — eRe\/—iz|:c|
) / 21 l9- o105,
(Coo)*sin (%) J5 Re /=2 |22

|
4C' (1 +p) 2 efRe\/jz(erl) _ eRe\/szr\
G . = 20 lg-Ne-r0.
0

c / PR |
0% ’Z|
¢ ||g—||C([—1,O]7E)'

E

IA

lg- Hc%o([_Lo],E) ds |dz|

||9—||02ao([—1,0],E) ds |dz|

IA

ds |dz] ||g—| g2e0((-1,0).5)

IN

IA

0_0

n
1+
sin

IA

IA

IN

Pour J,

1 Az (flj, 5) -1
Jo=— | ——(A—2z21 _.
27 o 7AZ(—1,5)( S
Soit z € y et Vo € [—1,0], soit f_ € E, d’aprés 'hypothese d’ellipcité et le lemme(1.5),
on a

o 1 AZ(.ZB,(S) -1
|l = ‘Z—M/m(fl zl) fodz i
< /=1 |d=
| e oy -l
(1 4 p) —Rev—zz,—Re V=268
< C/ f-lzldz|.
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Pour J;

Jy— b fpsibvER@ L) e g

\/—zcosh/—z0

Soit z € v et Vo € [—1,0], soit le lemme(1.5) et ’hypothese d’ellipticité, on obtient

N psinh/—z (z + 1) (A—2D)

2mi v —zcoshy/—2z0
/p‘smh\/ x+1|
v |z|2 |cosh /=26

o et

CHf+||E-

Lfdz

Wl = '
E

174 2

IN

IN

Pour Jy

(A—20)"" g (s)ds dz

// pcosh/—z (§ — s)sinhy/—z (x 4+ 1)
v J0 \/_ZA ( )

Soit z € v et Vo € [-1,0] et g} € C([-1,0], E),d’aprés I'hypothese d’ellipcité et le
lemme (1.5), on obtient

B pcoshy/—z (6 — s)sinh/—z (x + 1) _
[Jallz = 'zm// NI (A—zI)

cosh Re v/—z (§ — s) cosh Re V—z(z+1)
C// 217 1A (-1.9)|

Re\/jz(6 s)eRe\/jz(x+1) Py
// |z|2 Ceo sm( ) Re v/—2(6+1) S ’ Z|Hg+HC([_1,0LE)

g e—ReJTz(s x) 5
C/y/o Tds |dz| ||9+HC([—1,0],E)

e~ Rev—z(6—z) _ eRev—zz
c| . 2] A Ry

Y
1
O/—2 |dz| HgiHC([fl,OLE)
¥ 2]

¢ Hgi”C([—LO},E)'

Yg% (s)ds dz

E

IN

ds |dz| Hgincquo},E)

IN

IN

IN

IN

IN



Chapitre 3

Régularité maximale

3.1 Reégularité maximale pour (ui)

Dans le but de donner des résultats de régularité maximale de la solution ui, on écrit le

théoréme suivant :

Théoréme 3.1 soit g € C* ([0,0]; E) avec 0 < 209 < 1, € D (A) et f2 € D (vV—A)
alors ['unique solution stricte u‘i du probléme (Pji)

donne par la représentation(2.7) a la propriété suivante :
A, [(uh)" € C2 ((0,9]; B)]
si et seulement si

Ay — gi (0) € Dy (g, +00) et (—A)% ffr € Da (ag, +00) .

Preuve. pour z € [0,6], on a

) = o / / (A= 2Dy g (s)ds dz

L L sinh v/ —zx
27 J /=2 coshy/—2z0
1 cosh /—z (0 — z) 1
— A—zI d
+2m’ . cosh+/—z0 ( ) dz

(A—2D)"" fodz

31
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B 2m// (A—zD)" g} (s)ds dz+m’ (x, A) fI +wi (w, A) ¢

= mi A)f++w+x‘4w_2_m// (A—=2D)7" (g3 (s) — 65 ()] ds dz
1 cosh /=2 (6 — x) . 1 (A—=21)""
9w . 2 cosh /=20 (A —2I) 9 ()dZ—F% fgi(x) dz

= e Al ) w‘%// (A==D7[g} (s) — o (2)] ds d
1 cosh /=2 (6 —

?) 140 -1.6
2714 zcosh/—2z6 (A=2I)" g} (z) dze+ A" g (2),

Y

d’autre part,on peut écrire

A

uf (x
= 2m[y/0 A—z])_lgi(s)ds dz
+AmMS, (x, A) fS + Awd (z, A) 2

_L [ VRO 4yt g () de 4 g ()

271 zcosh /=28
T Tom // A(A=zD)7" g2 (s) — ¢ ()] ds dz + Am?. (w, A) f]

+wd (2, A) (62 (0) — g% () + w’ (A — g2 (0)) + ¢’ (x).

On commence par montrer que ui est bien la solution de I’équation

(u})" () + Add, () = g5 ()

On rapelle que

4110 = g [

cosh /—zx cosh /=2 (0 — s) s
27” // cosh \/—_Z(S (A - ZI) g+ (S) ds dz

cosh v/—zx 1 s
—_— ) ——— (A -2z d
+2m’/cosh\/ (5( 21) frdz
v/ —zsinh v/—zd

27rz cosh+/—z0

Un calcul formel de leurs dérivée sécond des premiers termes donne

(A— 20" dz.
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1 fsinhy/—zasinh/—z (6 — z) (A—2D)" gb (s)d
+

2mi J, cosh /—zd
+i. cosh /—zz cosh /—2z (0 — ) (A— 20y o (s)dz
2mi J, cosh /—z0
_ L sinh /—zx sinh /=2 (6§ — ) + cosh /—zx cosh/—z (§ — x) (A= 2D)t gl (s)dz
2mi J, cosh /—z0
- L (A—2D)"" ¢ (s)dz.

271 -

On remarque que ce dernier terme n’est pas bien défini, c’est la raison qui nous pousse a
adapter la méthode utilisée par Tanabe dans [12].

Soit ¢ est un nombre positif trés petit et = tels que

O<e<z<f—e<d.

Alors

(A—2D)"" g5 (s) dsdz

o], - g [
_L//é cosh /—zx cosh /—z (6 — s)

271 coshv/—z0 (4- Z])il gi (s)ds dz
L- cosh/—zx (A— z[)fl fj‘rdz
27i J, cosh/—20

1 \/—zsinh v/—2z6

N SNV (A~ D)y de,

2mi ),  cosh/—z0

et

fortement quant ¢ — 0.

La couvergence absolue des integrales déja cité dans le chapitre 2.

Un calcul fornel donne la dérivée de [(ui)/ (x)] ) (x)
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([(ui)’]e)' (x)
T om COS}clo\s/h_\/_(; ?) (A—z0)"" (Ay — 95 (0)) dz

1 sinh/—zx A (A —zI)” 1
- 2mi , cosh \/—2z6 \/—_z

fj‘r dz

2_m' [cosh @(\5/:—22; —¢) cosh ﬁ(j:_j&x +¢e)] A(A —Z zI)lgi (2)d>
5 | T e (0 0) o o)

tomi / / = \/__zosh_\/%sjsnh oAl \/_—Z ) [9% (5) = g5 (x)] dsdz
L /7 /m cosh\/_COSh— \;s_)_zlénh\/_ zr A ﬁ) ' () — & (o] dsd
+% 7cosh\/—_z (Coghx \/—_a)dcosh\/_ zx A ﬁ) (o (04 ¢) — ¢ (2)] dz
gy | SV DIEE O A Ay o)t )

= —Wi (2, A) (A — g (0)) — Am? (z, A) 2 —w’ (z, A) (g (0) — g ()

WL / /x ¢ cosh \/—_EOSh— \/x_)_zs;nh V—zs A( \/—_zf)—l 0 (5) — o (2)] dds
L /7 /m cosh\/_c 0 \/s_)_zlénh\/_ 2z A( V_) 1 () — & ()] dsd
+% 7 cosh \/—_zxcc;ilg< —z-¢)A (A\/—_ZZI) ! o) — g ()] ds

N % 7 sinh \/—z (xco_Sfl) juj—}; 5\/—_2 (6—xz) A (A\/—__ZI)_l (o) — g ()] do
+% 7 [cosh\éjl(j/:_jsx—@ B coshﬁ(j:_jsxm) A(A—Zz[)lgi (2)d>

les intégrales I, .., I5 sont absolument convergentes (cité dans le chapitre 2).

Pour I,
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1 cosh/—zzcoshy/—2 (6 —x — &) A(A — 2I)™"
el = |5 [ 0B (g ) - ol ()] d
2mi cosh /—z0 —z .
cosh /—zz cosh/—2 (6 —x —¢)]| 2
< o [ty vt [ —
cosh /=20 || 0l;
Rr
< O/ 1+ e Wz |z| H9+H02ao([051E)|dz|
2ag efRf/—iza 1)
< Ce Tl |dz| Hng”C?ao([O,é};E‘)
200
< Ce™ ||9+H02ao([o,5];E)'
On fait de méme pour I7, on obtient
7]l 5 < Ce H9+Hc2ao([o,6};E)‘
Pour Iy
1 coshy/—2(6 =2z —¢)  coshy/—z (6 =2z +e)] A(A—=z2D)""
sl = ||5= - g (z)dz
27 cosh \/—zd cosh /—zd z
2ete sinh /=2 (6 — s) A(A— 21)7"

_ // sinhy/—z (0 —s) A( 2I) o () dsdz

2i oy J2w—e cosh v/—z0 NE 5

sinhy/—z (0 — s)

= ds |dz| H9+||c ([0,6);)

2x+e

\/z cosh \/ 20

2x+-€ S
= C//2 |z|2 |1 +e 2F6‘ ds|d-| ”g*HC([Oﬂ;E)
2z+te e~ Rev—zs dz
< o[ e
sowe o 1oP i<y |21
| 2s - OO —osin( 22 1 1
= 0/2;5—5 sin (%) /1 e ()dg + 5 \/%] ds ”%Ho([o,a};;;)

2x+e 1 5
< 0/2 s ds H9+HC([0,6];E)

Tr—&

2z + ¢
< Ch <2$ — 5) 1921200 0612

D’autre part,on a

Al () = g ()
= —w} (,4) (A = g2 (0)) = Am], (z, A) f2 — wl (z,A) (¢} (0) - ¢ (v))

5
_//0 ki+ (x,S)A(A—ZI)fl [gi (s)—g+( )} dsdz.
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!/
Maintenant, on montre que ([(ui)/] 6) (z) + Al (z) — ¢ (x) — 0 quant € — 0.

Pour cela, écrire

([(ui)’] ) @)+ A () = 62 (2)

// cosh /=2 (6 — z)sinh /—zs A (A — 2I)™"

2 o S cosh y/—20 \/_
// ¢ cosh/—z (6 — s)sinh /—zx A (A — 21)~" [ 5

o cosh\/—2z0 \/_z
+2_m 7(3osh\/—_(Cogh:z:\/—__a)(Scosh\/_:I:A(A\/_i[) o (r+e)— gl
sinh/—z (z — ) sinh/—z (0 — ) A (A — 2I)™"
*% : \/_(coslgl)\/—_zé\/_( : (\/—_z) 9+ (v =€) — g}
+L [Cosh\/—_z(é—Zx—e)_Cosh\/—_z(5—2x+5) A(A—=zD)""

cosh \/—z6 cosh v/—z0 z 9+

7j=1
On a
3] p < Ce? Hngchao([O,é];E) =
[Jallp < O H9+H02ao ([0,6:E) *
et 9
Tr+e
el < O (355 oo
Pour J;
h/=2 (6 — z)sinh/—zs A (A — 2I)~"
Wl = // cos 2 ( x) sin zs A( 21) [gi (S)—gi (x)] dsdz
Comi cosh y/—zd V—z 5
. . — _ 200
< // cosh y/— x)sinhy/—zs| (z sl) ds|dz| ”giH e
COSh V—z0 2|2 e (03:E)
<

e~ Rev/—z(z—s) (.’13 _ 8)2040 5
[y/z e |1+ e 229 ‘Z|% ds |dz| H9+||c2ao([o,5];1~;)

,Re\/jz(:p s) |dZ|
< C/ / —d2+/ P20 (2= 9)*™ds |62 ]| mar i o
e [ 2> s)2 2|2 ! IZ\<(z_ls)2 ‘Z|é] ( ) H +||02 0(10.41:E)
< c / (2 = ) ds [0 | oo sm
r—E€
< Cet Hng”C?ao ([0,6;E)
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pour.J; on fait le méme calcul comme J; ,on obtient

[ Jo]| p < Ce? ||9+H02ao([0,6];E) ‘

I est clair que (J;),_, 5 tend vers 0 quand € — 0.

Donc

[(ui)/]g (x) — (ui)/ (x) fortement

et

quand ¢ — 0.

Maintenant on va montrer que Aud, € C?* ([0,4]; E) si et seulement si Ay — g5 (0) €
Dy (ap, +00) et (—A)2 fj‘r € Da (ag, +00).
En effet, pour z € [0, d]

Auf ()
= Am (2, A) f2 4w (z,A) (¢ (0) — g5 () + i (4y — ¢’ (0))

27”// k;s+ (z,5) A(A—zD)"" (95, (s) — ¢} (x)] ds dz

+g+

soit ¥ € Dy (ap, +00) et &, x € [0,6] tels que 0 < & < x < 4, alors

5 5 1 coshy/—z(6 —z) coshy/—2(0—&)] A(A—zI)""
wi(z, Ay —un (& A) Y = omi { coshy/—26  coshy/—z0 z Y dz
sinh /=2 (6 — ) A(A — 2I)~"
= 2 // cosh \/ (5 vV—z Yds dz,

d’aprés le lemme(1.5), on a



38 CHAPITRE 3. REGULARITE MAXIMALE
[wd (2, A)  — ' (€, A) ||,
< C// ‘Sllll Z( 8)| |’77DHDA(ao+OO)dS |dZ|
v 2|27 |cosh /=24 ,
7Re —z8
< / / e Vs 4 12
. 0// e [ el as
< s dz z S (0, +00
SEESNE LA el [2]2 e
3
e / S22 s [0 g o0
3
< C(«T2a0_£2a0) H¢||DA(OZO,+OO)
< C(x—¢&)>™ 191 b1 (ap,+00) -
on a

Soit £ € D ((—A)

on a

Wl (. A) (AY = g (0)) € 2 ([0,4] ).
>,et E,xe0,0] telsque 0 <& <z <4, ona

N|=

(A—zD)"" fodz

A 1 sinh+/—zx
271 ), \/—zcosh /=26

E

|sinh \/—zz|
< C (A—=z2I)" d
- /y \/\7||cosh\/—_z§| A f+HE| ?
e—Reﬁ(&—z)
< Am 14150 (300 4c) 142
1
< Clw\\fi\\pA(;+a0,+m) |dz]
<

¢ Hfj—HDA(%-l—ozo,—&—oo) ’

Am‘s+ (x,A) ffsF € C* ([0,6]; E) .

D’autre part, on pose

2 ’Y/U —20)" [gi (s) — g% (z)] dsdz

+w4 (9+ ) g+ (l‘)) )
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soient &, x tels que 0 < & < x < 0 et en réecrivant les deux derniérs termes, on a

h(z) - h(S)
= wl (:L" A) (4% (0) — gi (m)) —w (,€) (62 (0) = ¢ (€))
o [ E ) A= g 0 - (0] s

o // k2,+ (&,5)A(A— zI)_1 [gi (s) — gi (5)} dsdz

_ sinh /=2 (§ — s) cosh /—zp =
T 2mi // / cosh /=20 A(A =207 [g% (1) — g5 (§)] dudsdz

sinh /—zp cosh /—z (6 — p) 1
2m/// " A(A= =D g5 () — gl ()] dudsds
o | [ A S A = w1y [ 0~ o)

L / / sth—_ifZ Z(;SS};IV; ((;5 WA= =1) [ (0) = g8 (©)] dpdz

1 h+v/—
Lt cos 2 (6 —

—aa—n" [ @0 - ol ()] dz

2mi ), zcosh\/—_zé
zm/ [ TR A (o 0) - 5 )
— ; ;
[ L4l
B 'm/// Slnh\/__i:osh_j)_C(:SSh\/_uA(A—sz (6 (1) — g% (§)] dps ds dz )
5 C/ / / }Smw__zlcosw‘—‘c(;w_“' 19 (1) = 63 ()l o gy e s 12

V—2z(6—3s) 13
= // }Cosh\/—_zci‘ (/ coshRe v=zp (pu— &)™ dﬂ) H9+||cza ([0,0):F dS’dZ|

Grase a l'inégalité de Holder, on obtient
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¢ 2
/ coshRev—zpu (pn — &)™ du
0
rré 1=2a0 € 200
< / cosh Re \/—z,udu} {/ coshRev—zu (pu— &) dﬂ}
LJo 0
TsinhRe v—21]%] " [[ (n—¢) e 20
in —Z/ L .
S N Rev hv=zp| - hRev—zpu d
B { Rey/—2 u [Re\/_sm Z“} Re\/—_z/O s e v =z “]
< [sinh Re \/—_zf}l_zao cosh Re \/—_zf—l 0
= [ Rev=: (Rev=2)’
sinhRe/—z¢ [coshRe/—z¢ — 177%
(Re v/=2) 1200 sinh /—z¢
Csinh Re v/ —2¢
Ela
on a
A(A—zD)™" = (A—z+2)(A—zD)!
= A-—2)(A—z2D) " +2z(A—zD)"
= T+2(A-z2D)",
donc
|L1||E
vV=20=9)  [ginh Re /—z&
= = o ) 194 o2 o) 5142
}Cosh 25‘ 2|2
= // Ek 3+ d8|dz| HgJFHCM ([0,8);E)
efRe\/iz(sff) 1 T
< C/ / |d2|+/ |dz| ng‘;H J—
¢ [Jelgty  [27T f iy 2] 770 e (.a)
[ o~ Rev/=2(s—¢) 1 T .
= C/s /zl |20 e /z|< L, |g]7te0 [d2]{ ds [| 9] cea 0,51 (OV Rev=zls =0
- 7(§ 5)2 7(3—{)2 a
x_ 0o
€z 1 [e’¢) e—acos<§—7) s
= C’/5 (s — 5)1 200 /1 200 do ds ||9+H02a([0,5];5)
T (S . §)2a071 o T()%Jrao 5
+O/s 5 — Q0 ds [|95 || oz 0,615
<

C/5 (5 — €)™ ' ds HgiHCM([O,é];E) <C(x =™ HgiHOZQ([O,é];E) .
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pour les autres termes Lo, L3 et L4 sont traités de la méme maniére que L

HLNE

B /cosh\/ 2(0—x—¢)

2w zcosh/—z0
hy/—2z(6 —x —

o [tV O o o) o o

. |z |cosh \/—zé} 2

oReVz(-2-¢) )1 X 6-2@(5—x—5)‘

A(A=zD)7" g (2) — 9 (§)] d=

E

IN

(z — &)™ |dz| H9+||cza ([0,0];E)

IN
Q
S~

|z\ eRev/=z6 |1 =+ 672\55‘

e—Re\/—iz(Zc-‘rﬁ) 200
< O/—(:B— £) |dZ|H9+H02a ([0,6]:E)

T

= _ Y%
. 6—0605(5—7) 5
< C(x=¢) °/(w+£)deU||9+H02“([0,5];E)
200 eoes(5-%) s
o] T
< C(z—¢ MWWJWMMW>
et pour Lg
I Ls||
B sinh /=2 (6 — ) ) [0 —
- ‘m/ / \/_Zcosh\/—_z(SA(A )7 [ (0) = o (O] dpz))
< C// 2’”)dﬂldz| ||96+Hc2a([o,6];E)
—Rev—zp 1
SC// e—dz+/ 2201 [| 9 | o 0.5,
¢ ek 22 142 1< 2] el

< O/€ ;f“”_lduHﬁ”c%([Oﬁ];E)
< 0 [l g
< O (2?0 = &) Hg+||c2a ([0,6]:E)
< C(x—¢)*™ ||9+Hc2a([06]E)

La réciproque : par le calcul fonctionnel de Dunford ui (x) peut étre écrit comme suit
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uf, (x)

= Als! ([ + 6_2(_’4)%(5_’”)) 6_(_A)%I (A¢ — gi (0))

+571 <I + 6_2(_14)%90) 6_(_A)%(6_x) (—A)_% j‘r
5

_g-1 (I B €—2x(_A)%) (—A)

vl
h
/~
~

FATLS T (14 e 2 N20-0) =%l (),
Grace & A-Lunardi[9] l'opérateur

1\ —1
St = <I + 6_26(_A)§> ,
est bien défini. En utilisant Sineestrari-E[11], on déduit que

{ w (., A) (Ap — g3 (0)) € C* ([0,6]; E)

ul () € C* ([0,6]; E) alors (., A) (A 11 e C2 ((0,6); E)

alors
{ (—A)2 2 € D (200, +00) = Dy (9, +00)
A¢ — gi (0) € DA (ao, +OO) .
3.2 Reégularité maximale pour (ué_)

0

Pour la régularité maximale de le solution (u ),on obtient le théoréme suivant

Théoréme 3.2 soient g5 € C?* ([0,6]; E) et g € C?* ([=1,0]; E)avec 0 < 2ap < 1, f_ €

D (A) et fi eD (\/—A) alors l'unique solution stricte (u‘i)du probléme (Pf) donne par la
représentation(2.10) a la propriété suivante :

At {(u(S )" € ¢ ([~1,0] ;E)}
st et seulement si
Af-—g_ (~1) € D4 (a0, +00) et g (0)—g’ (0) € D (i, +00) et (—A)? f3 € Dy (g, +00) |

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme on utilise les mémes techniques que précedemment.
[ |



Chapitre 4

Exemple

On considére le probléeme aux limites suivante

%div (bgVU5) =G sur °
(P°) < UP=0 90\
0:U° =0 I,
oll § est un petit paramétre donné dans 0, 1],€? est le cylindre |—1,6] x A de R" des
variables (£,7), A est un domaine ouvert régulier de R"~!, T'® = {§} x A et bs est une fonction
définie par

1 si £€]-1,0]
b = 1
5() 5 s £€]0,0].
Ce probleme, représente par exemple,la propagation de la chaleur entre le corps fixe
Q_=]-1,0] x A,
et une couche mince
Q‘i =]-1,4] x A,

(suppossée avec condutivité infinie) .

On note par U® et G_ les restrictions respectives de U° et G? sur Q_, et par Uj‘r et Gi
les restrictions de U? et G° sur Q‘i.

La famille (p‘s) est équivalente au probléme aux limites et de transmission suivants

([ AU’ =G_ sur Q_
AU = G sur Q)
U =0 0Q_\I
() U2 =0 09\ (T°uTl?) (4.1)
U =0 T?
Ut =02 19
\ <Ct){ OU% = 10U T
ot ' = {0} x A et 9 sont les frontiéres de Q.
On consédére le cas £ = LP(A),1 < p < oco.Notre probléme (4.1) peut étre formulé
comme suit

43
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w (~1)=0et (u’) (9) ; ,
u® (07) = ud (0F) et (u‘s) 07)=p (u‘s) (01),

ou A est un opérateur liniéaire fermé défini par

(u?)" (€) + A (u®) (€) = ¢° (&) sur |—1,8[\ {0}
(") =

{ D (A) = W2 (A) N WP (A)
(Ap) (n) = Ap(n),

ot A est Laplacien sur A (sur la variable 1), on a

{ g- =9 li-19€ C* ([-1,0] ; LP (A))
9% =3¢ |jog€ C*™ ([0,6] ; LP(A)), (0 <2a9<1).

Théoréme 4.1 On suppose que(Zao — %) >0 et

G (.,.) € Ce ([0,6] ; Ly (A) et G° (.,m) € C**([0,9]) pour p.p.n € A.

Alors il existe une unique solution
U sur [0, ]

de (4.1) telle que
£— AZUi (&m) € C*([0,9]) pour p.pn € A
0
§— (9_£2Ui (&,m) € C? ([0,6]) pour p.p n € A.

Théoréme 4.2 On suppose que<2a0 — %) >0 et

{ G_ (.)€ Ce([-1,0] ; Ly (N)), G2 (.,n) € C* ([~1,0]) pour p.p.n € A
G () € Ce ([0,0] 5 L2 (M), G (m) € C20 ([0, 3]) pour p.pay € A,
Alors il existe une unique solution

U° sur [—1,0]
de (4.1)telle que

{ Er— AZUE (&,m) € C? ([-1,0]) pour p.pn € A

0
E— a—gsz (&,m) € C? ([0,0]) pour p.p n € A.
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