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Introduction

L�objectif de ce travail est de montrer la régularité maximale de la solution stricte d�une
famille de problème aux limites et de transmission

�
P �
�
0<��1 ; régis par des équations dif-

férentielles abstraites de type elliptique à coe¢ cient opérateurs, dans les espaces de Hölder.
Notre problème s�écrit sous la forme d�une équation di¤érentielle abstraite d�ordre deux.
On considère le problème suivant :�

u�
�00
(x) + Au� (x) = g� (x) sur ]�1; �[ ;

avec des conditions aux limites �
u� (�1) = f��
u�
�0
(�) = f �+;

et des conditions de transmission�
u� (0�) = u� (0+)

p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) ;

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans
un espace de Banach complexe E, � un paramétre dans[0; 1], f� et f �+ dans E et g� 2
C ([�1; �] ; E), p� et p+ sont des coe¢ cients positifs liés aux deux corps ]�1; 0[ et ]0; �[
respectivement dépendent de �:
Beaucoup d�auteurs ont travaillé sur les problémes de transmission.On cite,par exemple

K Lemrabet[7] et [8]dans le cadre Hilbertient. A Favini, R Labbas, K Lemrabet et
Maingot S[5] dans les espaces LP (1 � p <1), O Belhamiti dans sa thèse de doctorat[2]
a étudié le problème

�
P �
�
avec des conditions non homogènes dans le cadre des espaces de

Hölder.
Dans notre travail on va présenter une syuthese d�une partie de l�articleO Belhamiti, R

Labbas, K Lemrabet, A Medeghri[5]. La méthode utilisée dans ce travail et décomposer
le problème

�
P �
�
en deux problèmes intermédiaires : le problème

�
P �+
�
sur la couche mince

(0; �) qui nous permettra de construire une condition d�impédance, en suite le problème
�
P ��
�

sur le domaine �xe (�1; 0), qui est représenté par

�
P �+
� 8<:

�
u�+
�00
(x) + Au�+ (x) = g�+ (x) sur ]0; �[

u�+ (0) = u�� (0)�
u�+
�0
(�) = f �+;

u�+ représente la solution u
� sur [0; �] ; et
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�
P ��
�8<:

�
u��
�00
(x) + Au�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[

u�� (�1) = f�
p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ;

u�� représente la solution u
� sur [�1; 0] :

Ce mémoire comporte 4 chapitres
Le chapitre 1 est consacré aux rappels et dé�nitions.On commencera par donner des

résultats sur la théorie des semi-groupes; ensuite quelques dé�nitions sur les espaces de Hölder
et certains résultats classiques sur les espaces d�interpolation, on terminera ce chapitre par
quelques lemmes techniques qui sont trés utiles pour la suite de notre travail.
Au chapitre 2, on commence par l�étude du problème dans le cas scalaire, qui nous

permettra d�avoir une idée claire sur l�écriture de l�opérateur d�inpédance T�, et passer au cas
opérateur. Dans ce dernier cas on donne la représentation des solutions de

�
P �+
�
et
�
P ��
�
; en

utilisant le calcul opérationnel de Dunford.On terminera par montrer la couvergence absolue
des intégrales des solutions

�
u�+
�
et
�
u��
�
et pour dire que les deux solutions sont bien dé�nies.

Le chapitre 3,servira pour les résultats de régularité maximale des solutions
�
u�+
�
et
�
u��
�
:

Théorème 0.1 soit g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1;  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�
alors

l�unique solution stricte u�+du problème
�
P �+
�
à la propriété suivante :

Au�+

h�
u�+
�00 2 C2�0 ([0; �] ;E)i

si et seulement si

A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1) et (�A)
1
2 f �+ 2 DA (�0;+1) :

Pour la régularité maximale de le solution
�
u��
�
, on obtient le théorème suivant

Théorème 0.2 soit g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E),g� 2 C2�0 ([0; �] ;E)avec 0 < 2�0 < 1; f� 2 D (A)
et f �+ 2 D

�p
�A
�
alors l�unique solution stricte u�� du problème

�
P ��
�
à la propriété suivante :

Au��

h�
u��
�00 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)i

si et seulement si

Af��g�� (�1) 2 DA (�0;+1) et g� (0)�g�+ (0) 2 DA (�0;+1) et (�A)
1
2 f �+ 2 DA (�0;+1) :

En�n, le chapitre 4 contient un exemple d�application concrètes en EDP .



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les semi-groupes

Dé�nition 1.1 A est un opérateur linéaire sur E si est seulement si c�est une application
linéaire dé�nie sur un sous espace vectorielle D (A) de E à valeur dans E; A : D (A) �
E ! E:

Dé�nition 1.2 A est dit fermé si : G (A) = f(�; A�) n� 2 D (A)g est un fermé de X �X:

Dé�nition 1.3 soit E un espace de Banach complexe, muni de la norme k:kE et L (E)
l�espace des opérateurs linéaines bornés sur E;

A étant un opérateur linéaire fermé sur E ,dé�nie l�ensemble de résoulvant de A et on
note � (A)

� (A) =
�
� 2 C : R (�;A) = (A� �I)�1 2 L (E)

	
;

et pour spectre de A
� (A) = Cn� (A) :

1.1.1 Semi-groupe uniformément continu

Dé�nition 1.4 Une famille G (t) ; 0 � t � 1; d�opérateur linéaire bornée de E dans E
est un semi-groupe d�opérateur lineaire bornés si :
1.G (t + s) = G (t)G (s)pour t � 0 et s � 0
2.G (0) = I; (I est l�opérateur identité) :

Remarque 1.1 Lorsque la proprieté 1 est vrai pour t; s 2 R alors on dit que G (t)est un
groupe.

Dé�nition 1.5 On dit qu�un semi-groupe G (t) d�opérateurs linéaires bornés est uniformé-
ment continu si

lim
t!0

kG (t)� IkL(E) = 0:

6



1.1. LES SEMI-GROUPES 7

Dé�nition 1.6 On appalle générateur in�nitésimal du S �G fG (t)g ,l�opérateur lineaire
non borné A dé�ni par

D (A) =

�
' 2 E : lim

t!0

G (t)'� '

t
existe

�
;

où A' =
G (t)'� '

t
; pour ' 2 D (A) :

Théorème 1.1 Un opérateur linéaire A est un générateur in�nitésimal d�un semi- groupe
uniformémet continu si est seulement si A est borné.

Remarque 1.2 Il est clair qu�un semi-groupe dé�nit au plus un générateur in�nitésimal.

1.1.2 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 1.7 On appelle semi-groupe fortement continu où véri�ant la condition C0
l�application

a:G (0) = I
b:G (t+ s) = G (t)G (s) ;8t; s � 0
c:8' 2 E l�application R+ ! E; t! G (t)'
fortement continue en 0

8' 2 E : lim
t!0

kG (t)'� 'kE = 0:

Remarque 1.3 Si t 2 R : fG (t)g est dite groupe.

Proposition 1.1 La condition c n�implique pas que :lim
t!0

kG (t)� IkE = 0:

Proposition 1.2 SoitfG (t)gt�0 un C0 � S �G sur E; alors :

1. t �! kG (t)k est bornée sur tout intervalle compact [0; �] ;
2. 8' 2 E; la fonction G (t)' est continue sur R+ ;

3. 9!;M � 1 : 8t 2 R+ kG (t)k �Me!t:

Théorème 1.2 (Hille-Yosida) Une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un opérateur
fermé A à domaine dense dans E, soit le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement
continu, est qu�il existe deux réels ! et M tels que :8� 2 R et � > !; on a

� 2 � (A) et
(A� �I)�n

 � M

(�� !)n
;

pour tout n � 1:
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1.1.3 Semi-groupe analytiques

Théorème 1.3 Soit G (z) est un semi-groupe fortement continu uniformément borné.Soit
A est un générateur in�nitésimal de G (z) et 0 2 � (A) :Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. G (z) se prolonge en un semi-groupe analytique sur le secteur �� = fz 2 C : jarg zj < �g
et kG (z)k est uniformément borné sur tout sous secteur �~� de �� avec ~� < �:

2. Il existe une constante C telle que pour tout � > 0 et � 6= 0

kR (� + I + i� ; A)k � C

�
:

3. Il existe # 2
�
0; �

2

�
et M > 0 tels quen

� 2 C : jarg zj < �

2
+ #
o
[ f0g � � (A)

et

kR (�;A)k � M

j�j ;

pour � 2
�
� 2 C : jarg zj < �

2
+ #
	
[ f0g et � 6= 0:

4. G (z) est di¤érentiable pour t > 0 et il y a une constante C telle que

kAG (t)k � C

t
;

pour t > 0:

1.2 Les espaces de Hölder

Soit (E; k:kE) un espace de Banach complexe et � 2 ]0; 1[ un nombre �xé.

Dé�nition 1.8 Soit I un intervalle quelconque de R; on désigne par
-B (I;E) ;l�espace des fonctions bornées, muni de la norme

kfkB(I;E) = sup
x2I

kf (x)kE :

-C (I; E) l�espace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

kfkC(I;E) = kfkB(I;E) :

-Ck (I;E) avec k 2 N; l�espace deqs fonctions dont les dérivées jusqu�à l�ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

kfkCk(I;E) =
kX
i=0

f (i)
B(I;E)

:

-C1 (I;E) l�espace des fonctions indé¤érentiable.
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Dé�nition 1.9 Les espaces de Hölder des fonctions continues C� (I;E) et Ck+� (I;E) avec
k 2 N sont dé�nis par

C� (I;E) =

�
f 2 B (I;E) : [f ]C�(I;E) = sup

x;y2I;x>y

kf (x)� f (y)kE
(x� y)�

< +1
�

muni de la norme

kfkC�(I;E) = kfkB(I;E) + [f ]C�(I;E)
et

Ck+� (I;E) =
�
f 2 Ck (I;E) : f (k) 2 C� (I;E)

	
muni de la norme

kfkCk+�(I;E) = kfkCk(I;E) +
�
f (k)
�
C�(I;E)

:

Dans le cadre continu , le probléme de la densité des domaines de certains opérateurs
linéaires fermé se pose (ne se pose pas en général dans le cadre LP ; p 2 ]1;1[).

1.3 Les espaces d�interpolation

Soient (E0; k:k0) et (E1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continûment dans un
espace topologique séparé F: En posant(

k'kE0\E1 = k'kE0 + k'kE1
k'kE0+E1 = inf

'i2Ei;'0+'1='

�
k'0kE0 + k'1kE1

�
si ' 2 E0 + E1:

Il est alors connu que les espaces
�
E0 \ E1; k:kE0\E1

�
et
�
E0 + E1; k:k E0+E1

�
sont des espaces

de Banach.

Dé�nition 1.10 Pour p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[ ; on dé�nit l�espace intermédiaire noté
(E0; E1)�;p entre E0 \ E1 et E0 + E1; par

' 2 (E0; E1)�;p ;

si et seulement si
8t > 0; 9u0 2 E0;9u1 2 E1 tels que' = u0 (x) + u1x

t��u0 2 LP� (R+; E0) et t1��u1 2 LP� (R+; E1) : Avec la modi�cation usuelle pour le cas
p =1:

Proposition 1.3 Posons(
k'k�;p = inf

8t>0;u0+u1='

�t��u0LP� (R+;E0) + t1��u1LP� (R+;E1)�
si ' 2 (E0; E1)�;p :

Alors
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Dé�nition 1.11
(E0; E1)�;p ; k:k�;p ;

est un espace de Banach véri�ant

E0 \ E1 � (E0; E1)�;p � E0 + E1;

(avec injections continues).

1.4 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes qui sont très utiles pour ce travail.
Considère A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), et pour le secteur

��0 = fz : jzj � r0 et �0 � arg z � 2� � �0g ;

où r0 > 0 �xé, � 2
�
0; �

2

�
.

Lemme 1.1 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2 ��0, on a���1 + e�p�z��� � C�0 = min

�
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 ) ; 1� e�r

1
2
0 cos(�2�

�0
2 )
�
> 0; avec r0est assez petit.

Lemme 1.2 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2 ��0, on a���1� e�
p
�z
��� � C�0 = min

�
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 ) ; 1� e�r

1
2
0 cos(�2�

�0
2 )
�
> 0; avec r0est assez petit.

Remarque 1.4 II existe une constante C�0 independent de � 2 ]0; 1] telle que���1� e�2�
p
�z
��� � C�0 > 0;

pour z 2 ��0 :

Lemme 1.3 pour tout � 2 ]0; 1] et z 2 ��0,on a

j�z (�1; �)j �
(C�0)

2

4
sin
�
�0

2

�
eRe

p
�z(�+1) > 0:

�z (�; �) = cosh
p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�zs;

pour � 2 [�1; 0] :

Lemme 1.4 pour tout � 2 [�1; 0] ; � 2 ]0; 1] et z 2 �
�0
; on a

j�z (�; �)j � (1 + p) eRe
p
�z(���);

et
j@��z (�; �)j � (1 + p) jzj

1
2 eRe

p
�z(���):
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Lemme 1.5 Il existe une constante C independent de � 2 ]0; 1] telle que8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

����coshp�z (� � x)

cosh
p
�z�

���� = ���e�p�zx���
�����1 + e�2

p
�z(��x)

1 + e�2
p
�z�

����� � Ce�xjzj
1
2 sin( �02 )����sinhp�zxcosh

p
�z�

���� = ���e�p�z(��jxj)���
�����1 + e�2

p
�zjxj

1 + e�2
p
�z�

����� � Ce�(��jxj)jzj
1
2 sin( �02 )����coshp�zxcosh

p
�z�

���� = ���e�p�z(��jxj)���
�����1 + e�2

p
�zjxj

1 + e�2
p
�z�

����� � Ce�(��jxj)jzj
1
2 sin( �02 );

pour tout x 2 [�1; �] :

Remarque 1.5 pour z 2 ; jzj � r0; � > 0 et x 2 ]�1; 0[ [ ]0; �[ ,on a
Re
�p
�z�

�
= � jzj

1
2 cos

�
�
2
� �0

2

�
= � jzj

1
2 sin

�
�0

2

�
:

Lemme 1.6 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense
alors

D (A) = D
�p
�A
�
:

Proposition 1.4 soit

cosh a =
ea + e�a

2
et sinh a =

ea � e�a

2

cosh (a+ b) = cosh a cosh b� sinh a sinh b
:

cosh (a� b) = cosh a cosh b+ sinh a sinh b

:
sinh (a+ b) = sinh a cosh b+ cosh a sinh b

:
sinh (a� b) = sinh a cosh b� cosh a sinh b;

et de plus

jcosh aj � coshRe a 8a
jsinh aj � coshRe a 8a:



Chapitre 2

Le problème de transmission

Considérons le probléme de transmission suivant :

�
P �
�
8>>>><>>>>:

�
u�
�00
(x) + Au� (x) = g� (x) sur ]�1; �[

(CL)

�
u� (�1) = f��
u�
�0
(�) = f �+

(CT )

�
u� (0�) = u� (0+)

p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) ;

où A est un opérateur linéaire fermé sur le domaine D (A) non nécessairement dense , inclus
dans un espace de Banach complexe E, f� et f �+ sont données dans l�espace de Banach
complexe E et g�est donnée dans C ([�1; �] ; E) ; véri�ant des conditions compatibilités qui
seront indiquées dans la suite, p� et p+ sont des coe¢ cients positifs liés aux deux corps
]�1; 0[ et ]0; �[ respectivement dépendent de �:
On supposera l�unique hypothèse d�ellipticité de l�opérateur A suivante :

� (A) � [0;1[ et 9C > 0 : 8� � 0;
(A� �I)�1


L(E)

� C

1 + j�j ; (2.1)

où � (A) est l�ensemble résolvant de A.
Il est bien connu que l�hypothèse (2:1) implique l�existence de �0 2

�
0; �

2

�
et r0 > 0 telle

que

� (A) � S�0 = fz 2 C� : jarg (z)j � �0g [ B(0;r0);

et (2:1) reste vraie dans S�0 :

Remarque 2.1 D�aprés Balakrishnan A.V.[7] et Martinez l�hypothèse (2:1)implique
� (�A)

1
2 est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe anlytique pas nécessairement for-

tement continu en zéro.

Dans ce travail on traitera le cadre Höldérien .On supposera�
g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)
g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

(2.2)

0<2�0<1.Notons que l�hypothèse d�Hölderianité dans (2:2) implique que :

12
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g� 2 C2�0 ([�1; �] ;E) si et seulement si g�+ (0) = g� (0) : (2.3)

En e¤et,pour x; x0 proche de zéro,(par exemple x < 0 < x0) ;on a

g� (x)� g� (x0)

E
=

g� (x)� g� (0) + g� (0)� g� (x0)

E

�
g� (x)� g� (0)


E
+
g� (0)� g� (x0)


E

� kg� (x)� g� (0)kE +
g�+ (0)� g�+ (x

0)

E

� C
h
(�x)2�0 + (x0)2�0

i
� C

h
(�x+ x0)

2�0 + (x0 � x)
2�0
i

� C (x0 � x)
2�0 :

Le problème
�
P �
�
est équivalent au problème suivant :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + Au�� (x) = g�� (x) sur (�1; 0)�

u�+
�00
(x) + Au�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)�

u��
�
(�1) = f��

u�+
�0
(�) = f �+

u�+ (0) = u�� (0)

p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) :

2.1 Probléme de transmission : cas scalaire

Soit �0 �xe dans l�intervalle ]0; �[ et �0dans l�intervalle
�
0; �

2

�
, on dé�nit �0 par

�0 =
�

2
� �0
2
:

On pose

�P
�0
= f� 2 C� : jarg �j > �0g

S �0 = f� 2 C� : jarg �j < �0g :

Si z 2
P

�0
;
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Le secteur S1

alors �z 2 f� 2 C� : jarg �j < � � �0g ;

Le secteur S2

et
p
�z 2 S �0 :
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Le secteur S�0

On considére le problème aux limites et de transmission suivants :8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + z

�
u��
�
(x) = g�� (x) sur (�1; 0)�

u�+
�00
(x) + z

�
u�+
�
(x) = g�+ (x) sur (0; �)

u�� (�1) = f��
u�+
�0
(�) = f �+

u�� (0) = u�+ (0)

p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ;

avec z 2
P

�0
:

Notre méthode conssiste à résoudre le probléme
�
P �+
�
sur la couche mince (0; �) ; dans le

but d�obtenir explicitement l�opérateur d�inpédance T� , on résoud ensuite le probléme
�
P ��
�

sur le domaine �xe (�1; 0) :

2.1.1 La résolution du probléme
�
P �+
�

Le probléme aux limites
�
P �+
�
sur [0; �] s�écrit :

�
P �+
� 8<:

�
u�+
�00
(x) + z u�+ (x) = g�+ (x) sur ]0; �[

u�+ (0) =  �
u�+
�0
(�) = f �+;

où � un paramétre dans ]0; 1] ; z 2
P

�0
; f �+ est donné dans un espace Banach complexe

E; g�+ 2 C ([0; �] ; E) et  est un paramétre auxiliaire dans E:
La solution générale d�une équation di¤érentielle d�ordre 2 est

u�+ (x) = A (x) e
p
�zx +B (x) e�

p
�zx; (2.4)
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d�après la méthode de variation de constante, on a�
A0 (x) e

p
�zx +B0 (x) e�

p
�zx = 0p

�zA0 (x) e
p
�zx �

p
�zB0 (x) e�

p
�zx = g�+ (x) :

On utilisant la méthode de Gramer, on obtient(
A (x) = 1

2
p
�z

R x
0
e�

p
�zsg�+ (s) ds+ A0

B (x) = � 1
2
p
�z

R x
0
e�

p
�zsg�+ (s) ds+B0:

En remplaçant les expréssions de A (x) et B (x) dans (2:4) ; on a

u�+ (x) =
1p
�z

Z x

0

sinh
p
�z (x� s) g�+ (s) ds

+A0e
p
�zx +B0e

�
p
�zx:

La dérivée de u�+ (x) est donnée par :

�
u�+
�0
(x) =

Z x

0

cosh
p
�z (x� s) g�+ (s) ds

+
p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e

�p�zx:

Maintenant on va calculer les constantes A0 et B0; en appliquant les conditions aux
limites �

u�+ (0) =  �
u�+
�0
(�) = f �+;

et ( p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e

�p�zx =  R �
0
cosh

p
�z (� � s) g�+ (s) ds+

p
�zA0e

p
�z� �

p
�zB0e

�p�z� = f �+;

ce qui implique( p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e

�p�zx =  p
�zA0e

p
�z� �

p
�zB0e

�p�z� = f �+ +
R �
0
cosh

p
�z (� � s) g�+ (s) ds;

en utilisant la méthode Gramer, on obtient

8>><>>:
A0 = �

R �
0

cosh
p
�z (� � s)

2
p
�z cosh

p
�z�

g�+ (s) ds+
1

2
p
�z cosh

p
�z�

f �+ +
e
�p�z�

2 cosh
p
�z�

 

B0 =
R �
0

cosh
p
�z (� � s)

2
p
�z cosh

p
�z�

g�+ (s) ds�
1

2
p
�z cosh

p
�z�

f �+ +
e
�p�z�

2 cosh
p
�z�

 :

La solution du problème
�
P �+
�
s�écrit
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u�+ (x) =
1p
�z

Z x

0

sinh
p
�z (x� s) g�+ (s) ds

�
Z �

0

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+ +
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 :

En découpant l�integrale sur [0; �] (0 < x < �)

u�+ (x) =
1p
�z

Z x

0

sinh
p
�z (x� s) g�+ (s) ds

�
Z x

0

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

�
Z �

x

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+ +
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 

=
1p
�z

Z x

0

�
sinh

p
�z (x� s)� sinh

p
�zx cosh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

�
g�+ (s) ds

�
Z �

x

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds+
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+ +
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 

= � 1p
�z

Z x

0

�
sinh

p
�zx cosh

p
�z (� � s)� sinh

p
�z (x� s) cosh

p
�z�

cosh
p
�z�

�
g�+ (s) ds

�
Z �

x

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds+
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+ +
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 

= �
Z x

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z (� � x)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

�
Z �

x

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+ +
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 :

Par conséquent,

u�+ (x) = �
Z �

0

k�z;+ (x; s) g
�
+ (s) ds

+
sinh

p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+

+
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 ;
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où, le noyau de Green est donné par

k�z;+ (x; s) =

� sinhp�zs coshp�z (� � x)p
�z cosh

p
�z�

si 0 � s � x

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

si x � s � �:

2.1.2 L�opérateur d�impédance

La dérivée de u�+ , pour x dans ]0; �[ est donnée par�
u�+
�0
(x) =

Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

�
Z �

x

cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

f �+ �
p
�z sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 :

La dérivée de u�+ en 0�
u�+
�0
(0) = �

Z �

0

cosh
p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
1

cosh
p
�z�

f �+

�
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 ;

donc l�opérateur d�impédance T� dé�ni par�
g�+; f

�
+;  

�
!
�
u�+
�0
(0) = T�

�
g�+; f

�
+;  

�
;

avec

T�
�
g�+; f

�
+;  

�
= �

Z �

0

cosh
p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
1

cosh
p
�z�

f �+ �
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 :

2.1.3 La résolution du probléme
�
P ��
�

Le probléme
�
P ��
�
avec condition d�impédance s�écrit

�
P ��
�8<:

�
u��
�00
(x) + zu�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[

u�� (�1) = f��
u��
�0
(0) = pT�

�
g�+; f

�
+; u

�
� (0)

�
;

où p =
p+
P�

et z 2
P

�0
:
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comme pour
�
P �+
�
, la solution du probléme

�
P ��
�
s�écrit

u�� (x) =
1p
�z

Z x

�1
sinh

p
�z (x� s) g�� (s) ds

+A0e
p
�zx +B0e

�
p
�zx;

et �
u��
�0
(x) =

Z x

�1
cosh

p
�z (x� s) g� (s) ds

+
p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e

�p�zx;

d�où ( �
u��
�0
(0) =

R 0
�1 cosh

p
�zs g� (s) ds+

p
�zA0 �

p
�zB0

u�� (0) = � 1p
�z

R 0
�1 sinh

p
�zs g�� (s) ds+ A0 +B0:

On a d�aprés la condition d�impédance

�
u��
�0
(0) = pT

�
g�+; f

�
+; u

�
� (0)

�
(2.5)

= �p
Z �

0

cosh
p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
p

cosh
p
�z�

f �+ � p

p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

u�� (0) ;

on a pour la condition u�� (�1) = f�

A0e
�
p
�z +B0e

p
�z = f�; (2.6)

en résolvant (2:5) et (2:6) ; on obtient8>><>>:
A0 =

cosh
p
�z�

2�z (�1; �)

�
1� p

sinh
p
�z�

cosh
p
�z�

�
f� +

cosh
p
�z�

2�z (�1; �)
e
p
�zG

B0 =
cosh

p
�z�

2�z (�1; �)

�
1 + p

sinh
p
�z�

cosh
p
�z�

�
f� �

cosh
p
�z�

2�z (�1; �)
e
p
�zG;

avec

G = �p
Z �

0

cosh
p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+ (s) ds

+
pp

�z cosh
p
�z�

f �+

+p

Z 0

�1

sinh
p
�z� sinh

p
�zs� cosh

p
�z� cosh

p
�z�p

�z cosh
p
�z�

g� (s) ds:

�z (�; �) = cosh
p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�zs;
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pour � 2 [�1; 0] :
Par conséquent, la solution du probléme

�
P ��
�
s�écrit :

u�� (x) =

Z 0

�1
k�z;� (x; s) g� (s) ds+

�z (x; �)

�z (�1; �)
f�

+
p sinh

p
�z (x+ 1)p

�z cosh
p
�z�

f �+

�
Z �

0

p cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
g�+ (s) ds;

où

k�z;� (x; s) =
�1p

�z�z (�1; �)

�
�z (x; �) sinh

p
�z (s+ 1) si � 1 � s � x

�z (s; �) sinh
p
�z (x+ 1) si x � s � 0:

Remarque 2.2 On utilise la méthode de résolution du probléme à coe¢ cient scalaire pour
nous permettre de passer au cas opérateur.

2.2 Probléme de transmission cas abstrait

Dans se chapitre on va étudier le probléme de transmission dans le cas abstrait, en se
basant sur la construction explicite de la solution sous la forme d�intégrale de Dunford.
On considère le probléme de transmition :8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + A

�
u��
�
(x) = g� (x) sur ]�1; 0]�

u�+
�00
(x) + A

�
u�+
�
(x) = g�+ (x) sur [0; �[�

u��
�
(�1) = f��

u�+
�0
(�) = f �+

u�� (0) = u�+ (0)

p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ;

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans
un espace de Banach complexe E, � un paramétre dans[0; 1], f� et f �+ des données dans E
et g�+; g� véri�es l�hypothèse Hölderianté (2:2) :
Comme le cas scalaire , en considère d�abord le probléme

�
P �+
� 8<:

�
u�+
�00
(x) + A

�
u�+
�
(x) = g�+ (x) sur ]0; �[�

u�+
�
(0) =  �

u�+
�0
(�) = f �+;

où  est une donnée auxillaire dans E.
On dé�nit l�opérateur d�impédance�

u�+
�0
(0) = T�

�
g�+; f

�
+;  

�
= T�

�
g�+; f

�
+; u

�
+ (0)

�
:
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Ceci nous permettra de construire la condition d�impédance

�
u��
�0
(0) = p

�
u�+
�0
(0)

= pT�
�
g�+; f

�
+; u

�
� (0)

�
;

et ensuite, résoudre le problème

�
P ��
�8<:

�
u��
�00
(x) + Au�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[

u�� (�1) = f��
u��
�0
(0) = pT�

�
g�+; f

�
+; u

�
� (0)

�
:

2.2.1 Représentation de la solution du
�
P �+
�

On considère le probléme

�
P �+
� 8<:

�
u�+
�00
(x) + A

�
u�+
�
(x) = g�+ (x) sur ]0; �[�

u�+
�
(0) =  �

u�+
�0
(�) = f �+;

en utilisant le calcul opératinnel de Dunford comme dans [6]; [4] et [10], la solution du
probléme

�
P �+
�
est donnée formellement par

u�+ (x) = � 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) (A� zI)�1 g�+ (s) ds dz (2.7)

+
1

2�i

Z


sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz;

où, k�z;+ représente le noyau de Green

k�z;+ (x; s) =

� sinhp�zs coshp�z (� � x)p
�z cosh

p
�z�

si 0 � s � x

sinh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)p

�z cosh
p
�z�

si x � s � �:

2.2.2 L�opérateur d�impédance T�

La dérivée de u�+ est donnée par
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�
u�+
�0
(x) =

1

2�i

Z


Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz (2.8)

� 1

2�i

Z


Z �

x

cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2�i

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

=

4X
i=1

Ii; (2.9)

pour dire que
�
u�+
�0
est bien dé�ni on montre la couvergance absolue des integrales.

Pour I1 + I2

Soit g�+ 2 C ([0; �] ; E) ; z 2  et x 2 [0; �]

I1 + I2 =
1

2�i

Z


Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

� 1

2�i

Z


Z �

x

cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

d�aprés le lemme (1:5) et l�hypothèse d�ellipticité,on obtient

kI1 + I2k � C

Z


Z x

0

��sinhp�zs�� ��sinhp�z (� � x)
����coshp�z��� kA� zIk�1E

g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj
+
1

2�i

Z


Z �

x

��coshp�zx�� ��coshp�z (� � s)
����coshp�z��� kA� zIk�1E

g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj
� C

Z


Z x

0

�
eRe

p
�zs + e�Re

p
�zs
��

eRe
p
�z(��x) + e�Re

p
�z(��x)

�
jzj eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj

+C

Z


Z �

x

�
eRe

p
�zx + e�Re

p
�zx
��

eRe
p
�z(��s) + e�Re

p
�z(��s)

�
jzj eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj

� C

Z


Z x

0

eRe
p
�z(s+��x)

�
1 + e�2Re

p
�zs
��
1 + e�2Re

p
�z(��x)

�
jzj eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj

+C

Z


Z �

x

eRe
p
�z(x+��s)

�
1 + e�2Re

p
�zx
��
1 + e�2Re

p
�z(��s)

�
jzj eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj
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� C

Z


Z x

0

e�Re
p
�z(x�s)

jzj
��1 + e�2p�z��� g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj

+C

Z


Z �

x

e�Re
p
�z(s�x)

jzj
��1 + e�2p�z��� g�+ (s)C([0;�];E) ds jdzj

� C

Z


jdzj
jzj

3
2

g�+ (s)C([0;�];E)
� C

g�+ (s)C([0;�];E) :
pour I3

I3 =
1

2�i

Z


cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz:

Soit f �+ 2 D
�p
�A
�
et
p
�Af �+ 2 D (A),on a

on utilise le lemme(1:5) et l�hypothèse d�ellipticité, on obtient

kI3kE

�
 12�i

Z


sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�p
�A
� 1
2
f �+dz


E

� C

Z


��sinhp�zx��p
jzj
��coshp�z��� A (A� zI)�1 f �+


E
jdzj

� C

Z


1

jzj
3
2

p�Af �+
E
jdzj

� C
f �+D(p�A) :

Pour I4;on a

I4 = �
1

2�i

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz:

Soit z 2  et x 2 [0; �],  2 D (A).
On utilise le lemme(1:5) et l�hypothèse d�ellipticité, on obtient

I4 = C

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

= C

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

"
A (A� z)�1

z
� I

z

#
 dz

= C

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� z)�1

z
A dz;
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d�où

kI4kE � C

Z


����p�z sinhp�z�z cosh
p
�z�

���� (A� z)�1

E
kA kE jdzj

� C

Z


��sinhp�z���
jzj

3
2

��coshp�z��� kA kE jdzj
� C

Z


1

jzj
3
2

jdzj kA kD(A)

� C k kD(A) :

L�opérateur d�impédance T� dé�ni par�
g�+; f

�
+;  

�
!
�
u�+
�0
(0) = T�

�
g�+; f

�
+;  

�
;

d�où

T�
�
g�+; f

�
+;  

�
= � 1

2�i

Z


Z �

0

cosh
p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

+
1

2�i

Z


1

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2�i

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz:

2.2.3 Représentation de la solution du
�
P ��
�

On considère le probléme de valeurs aux limites avec condition d�impédance sur l�intervalle]�1; 0[

�
P ��
�8<:

�
u��
�00
(x) + zu�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[

u�� (�1) = f��
u��
�0
(0) = pT�

�
g�+; f

�
+; u

�
� (0)

�
:

Comme pour le probléme
�
P �+
�
; en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford la représen-

tation de la solution de ce probléme sur l�intervalle]�1; 0[ est donnée formellement par

u�� (x) =
1

2�i

Z


Z 0

�1
k�z;� (x; s) (A� zI)�1 g� (s) ds dz (2.10)

+
1

2�i

Z


�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�

+
1

2�i

Z


p sinh
p
�z (x+ 1)p

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+

� 1

2�i

Z


Z �

0

p cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz;
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où

k�z;� (x; s) =
�1p

�z�z (�1; �)

�
�z (x; �) sinh

p
�z (s+ 1) si � 1 � s � x

�z (s; �) sinh
p
�z (x+ 1) si x � s � 0:

et

�z (�; �) = cosh
p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�zs;

pour � 2 [�1; 0] :

2.2.4 La convergence des integrales

Dans cette partie on montre la convergance absolue de u�+ et u
�
�:

La représentation de u�+

u�+ (x) =

3X
i=1

Ii:

Pour I1
Soit g�+ 2 C ([0; �] ; E) ; z 2  et x 2 [0; �], d�aprés le lemme(1:5) et l�hypothèse d�ellipticit;

on a

kI1kE =

 12�i
Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) (A� zI)�1 g�+ (s) ds dz


E

� C

Z


Z x

0

��sinhp�zs coshp�z (� � x)
��

jzj
��p�z coshp�z��� ds jdzj

g�+C([0;�];E)
+C

Z


Z �

x

��sinhp�zx coshp�z (� � s)
��

jzj
��p�z coshp�z��� ds jdzj

g�+C([0;�];E)
� C

Z


Z x

0

coshRe
p
�zs coshRe

p
�z (� � x)

jzj
3
2

��coshp�z��� ds jdzj
g�+C([0;�];E)

+C

Z


Z �

x

sinhRe
p
�zx coshRe

p
�z (� � s)

jzj
3
2

��coshp�z��� jzj ds jdzj
g�+C([0;�];E)



26 CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE TRANSMISSION

� C

Z


Z x

0

eRe
p
�zseRe

p
�z(��x)

jzj
3
2 eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z���ds jdzjg�+C([0;�];E)

+C

Z


Z �

x

eRe
p
�zxeRe

p
�z(��s)

jzj
3
2 eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z���ds jdzjg�+C([0;�];E)

� C

Z


�R x
0
eRe

p
�z(s�x)ds

�
jzj

3
2

��1 + e�2p�z��� jdzjg�+C([0;�];E)
+C

Z


�R �
x
eRe

p
�z(x�s)ds

�
jzj

3
2

��1 + e�2p�z��� jdzjg�+C([0;�];E)
� C

Z


1� e
�Rep�zx

jzj2
��1 + e�2p�z��� sin � �0

2

� jdzjg�+C([0;�];E)
+C

Z


1� e�Re
p
�z(��s)

jzj2
��1 + e�2p�z��� sin � �0

2

� jdzjg�+C([0;�];E)
� C

Z


2� e
�REp�zx � e�Re

p
�z(��s)

jzj2
��1 + e�2p�z��� sin � �0

2

� jdzj
g�+C([0;�];E)

� C

sin
�
�0
2

�
C�0

Z


1

jzj2
jdzj

g�+C([0;�];E)
� C

g�+C([0;�];E) :
Pour I2

Soit z 2  et x 2 [0; �] ; f �+ 2 D
�
(�A)

1
2

�
; en utilisant l�hypotèse d�ellipticité et le lemme

(1:5), on obtient

kI3kE =

 12�i
Z


cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz


E

=

 12�i
Z


cosh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 (�A)
1
2 f �+dz


E

� C

Z


��coshp�zx��
jzj

3
2

��coshp�z���
(�A) 12 f �+

E
jdzj

� C
(�A) 12 f �+

E
:

Pour I3
Soit  2 E, z 2  et 8x 2 [0; �], d�aprés le lemme(1:5) et l�hypothèse d�ellipticité, on
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obtient

kI3kE =

 12�i
Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz


E

� C

Z


��coshp�z (� � x)
��

jzj
��coshp�z��� k kE jdzj

� C

Z


coshRe
p
�z (� � x)

jzj
��coshp�z��� k kE jdzj

� C

Z


eRe
p
�z(��x)

�
1 + e�2Re

p
�z(��x)

�
jzj eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� k kE jdzj

� C

Z


e�Re
p
�zx

jzj k kE jdzj

si x 2 [0; �[,on a

kI3kE � C

Z


e�Re
p
�zx

jzj k kE jdzj

� C k kE

"
e�Re

p
�zx

Re
p
�z jzj

#+1
0

� C k kE

"
e�Re

p
�zx

jzj
3
2 sin

�
�0
2

�
#+1
0

� C k kE

"
1

jzj
3
2 sin

�
�0
2

�
#

� C k kE ;

si x = 0;dans ce cas l�integrale est diverge, pour se la en pose que  2 D (A)

kI3kE =
 12�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz


E

on a

A (A� z)�1 = (A� z + z) (A� z)�1

= (A� z) (A� z)�1 + z (A� z)�1 ;

d�où

(A� z)�1 =
A (A� z)�1

z
� I

z
;
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donc

kI3kE =

 12�i
Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz


E

=

 12�i
Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

 
A (A� z)�1

z
� I

z

!
 dz


E

=

 12�i
Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

A (A� z)�1

z
 dz


E

=

 12�i
Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� z)�1

z
A dz


E

� C

Z


eRe
p
�z(��x)

�
1 + e�2Re

p
�z(��x)

�
jzj2 eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� kA kE

� C

Z


1

jzj2
dz kA kE

� C k kD(A) :

La représentation de u��

u�� (x) =

4X
j=1

Ji:

Pour J1

Pour z 2  et 8x 2 [�1; 0] :et soit g� 2 C ([�1; 0] ; E) ; par l�hypothèse d�ellipticité et le
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lemme (1:5),on a

kJ1kE =

 12�i
Z


Z 0

�1
k�z;� (x; s) (A� zI)�1 g� (s) ds dz


E

� C

Z


Z x

�1

j�z (x; �)j coshRe
p
�z (s+ 1)

jzj
3
2 j�z (�1; �)j

kg�kC2�0 ([�1;0];E) ds jdzj

+C

Z


Z 0

x

j�z (s; �)j coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj
3
2 j�z (�1; �)j

kg�kC2�0 ([�1;0];E) ds jdzj

� C

Z


Z x

�1

4 (1 + p) eRe
p
�z(��x)eRe

p
�z(s+1)

jzj
3
2 (C�0)

2 sin
�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1)

ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

+C

Z


Z 0

x

4 (1 + p) eRe
p
�z(��s)eRe

p
�z(x+1)

jzj
3
2 (C�0)

2 sin
�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1)

ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

� 4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z


 Z x

�1

eRe
p
�z(s�x)

jzj
3
2

ds

!
jdzj kg�kC([�1;0];E)

+
4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z


 Z 0

x

eRe
p
�z(x�s)

jzj
3
2

ds

!
jdzj kg�kC([�1;0];E)

� 4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z


1� e�Re
p
�z(x+1)

Re
p
�z jzj

3
2

jdzj kg�kC([�1;0];E)

+
4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z


1� eRe
p
�zjxj

Re
p
�z jzj

3
2

jdzj kg�kC([�1;0];E)

� 4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z


2� e�Re
p
�z(x+1) � eRe

p
�zjxj

jzj2
jdzj kg�kC([�1;0];E)

� C

Z


1

jzj2
jdzj kg�kC([�1;0];E)

� C kg�kC([�1;0];E) :

Pour J2

J2 =
1

2�i

Z


�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�:

Soit z 2  et 8x 2 [�1; 0] ; soit f� 2 E; d�aprés l�hypothèse d�ellipcité et le lemme(1:5),
on a

kJ2kE =

 12�i
Z


�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz


E

� C

Z


j�z (x; �)j
jzj j�z (�1; �)j

kf�kE jdzj

� C

Z


(1 + p) e�Re
p
�zxe�Re

p
�z�

jzj j�z (�1; �)j
kf�kE jdzj :
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Pour J3

J3 =
1

2�i

Z


p sinh
p
�z (x+ 1)p

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+:dz

Soit z 2  et 8x 2 [�1; 0] ; soit le lemme(1:5) et l�hypothèse d�ellipticité, on obtient

kJ3kE =

 12�i
Z


p sinh
p
�z (x+ 1)p

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz


E

� C

Z


p
��sinhp�z (x+ 1)��
jzj

3
2

��coshp�z��� f �+E dz
� C

Z


1

jzj
3
2

f �+E dz
� C

f �+E :
Pour J4

J4 =
1

2�i

Z


Z �

0

p cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

Soit z 2  et 8x 2 [�1; 0] et g�+ 2 C ([�1; 0] ; E) ;d�aprés l�hypothèse d�ellipcité et le
lemme (1:5), on obtient

kJ4kE =

 12�i
Z


Z �

0

p cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz


E

� C

Z


Z �

0

coshRe
p
�z (� � s) coshRe

p
�z (x+ 1)

jzj
3
2 j�z (�1; �)j

ds jdzj
g�+C([�1;0];E)

� C

Z


Z �

0

eRe
p
�z(��s)eRe

p
�z(x+1)

jzj
3
2 (C�0)

2 sin
�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1)

ds jdzj
g�+C([�1;0];E)

� C

Z


Z �

0

e�Re
p
�z(s�x)

jzj
3
2

ds jdzj
g�+C([�1;0];E)

� C

Z


e�Re
p
�z(��x) � eRe

p
�zx

jzj2
jdzj

g�+C([�1;0];E)
� C

Z


1

jzj2
jdzj

g�+C([�1;0];E)
� C

g�+C([�1;0];E) :



Chapitre 3

Régularité maximale

3.1 Régularité maximale pour
�
u�+
�

Dans le but de donner des résultats de régularité maximale de la solution u�+, on écrit le
théorème suivant :

Théorème 3.1 soit g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1;  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�

alors l�unique solution stricte u�+ du problème
�
P �+
�

donne par la représentation(2:7) à la propriété suivante :

Au�+

h�
u�+
�00 2 C2�0 ([0; �] ;E)i

si et seulement si

A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1) et (�A)
1
2 f �+ 2 DA (�0;+1) :

Preuve. pour x 2 [0; �] ; on a

u�+ (x) = � 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) (A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

+
1

2�i

Z


sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz

31
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= � 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) (A� zI)�1 g�+ (s) ds dz +m�
+ (x;A) f

�
+ + w�+ (x;A) 

= m�
+ (x;A) f

�
+ + w�+ (x;A) �

1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
ds dz

� 1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (x) dz +
1

2�i

Z


(A� zI)�1

z
g�+ (x) dz

= m�
+ (x;A) f

�
+ + w�+ (x;A)  �

1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
ds dz

� 1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (x) dz + A�1g�+ (x) ;

d�autre part,on peut écrire

Au�+ (x)

= � 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) A (A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

+Am�
+ (x;A) f

�
+ + Aw�+ (x;A)  

� 1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 g�+ (x) dz + g�+ (x)

= � 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) A (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
ds dz + Am�

+ (x;A) f
�
+

+w�+ (x;A)
�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
+ w�+

�
A � g�+ (0)

�
+ g�+ (x) :

On commence par montrer que u�+ est bien la solution de l�équation�
u�+
�00
(:) + Au�+ (x) = g�+ (:) :

On rapelle que

�
u�+
�0
(x) =

1

2�i

Z


Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) dsdz

� 1

2�i

Z


Z �

x

cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2�i

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz:

Un calcul formel de leurs dérivée sécond des premiers termes donne
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�
U �+
�

33

1

2�i

Z


sinh
p
�zx sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) dz

=
1

2�i

Z


sinh
p
�zx sinh

p
�z (� � x) + cosh

p
�zx cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) dz

=
1

2�i

Z


(A� zI)�1 g�+ (s) dz:

On remarque que ce dernier terme n�est pas bien dé�ni, c�est la raison qui nous pousse à
adapter la méthode utilisée par Tanabe dans [12].

Soit " est un nombre positif très petit et x tels que

0 < " � x � � � " < �:

Alors

h�
u�+
�0
(x)
i
"
=

1

2�i

Z


Z x�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) dsdz

� 1

2�i

Z


Z �

x+"

cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+ (s) ds dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�zx

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2�i

Z


p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A� zI)�1  dz;

et

h�
u�+
�0
(x)
i
"
(x)!

�
u�+
�0
(x) ;

fortement quant " ! 0:

La couvergence absolue des integrales déja cité dans le chapitre 2.

Un calcul fornel donne la dérivée de
h�
u�+
�0
(x)
i
"
(x)
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�h�
u�+
�0i

"

�0
(x)

= � 1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
A � g�+ (0)

�
dz

� 1

2�i

Z


sinh
p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

f �+dz

+
1

2�i

Z


�
cosh

p
�z (� � 2x� ")

cosh
p
�z�

� cosh
p
�z (� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

�
A (A� zI)�1

z
g�+ (x) dz

� 1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
dz

+
1

2�i

Z


Z x�"

0

cosh
p
�z (� � x) sinh

p
�zs

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+
1

2�i

Z


Z �

x+"

cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x� ") cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x+ ")� g�+ (x)

�
dz

+
1

2�i

Z


sinh
p
�z (x+ ") sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x� ")� g�+ (x)

�
dz

= �w�+ (x;A)
�
A � g�+ (0)

�
� Am�

+ (x;A) f
�
+ � w�+ (x;A)

�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
+
1

2�i

Z


Z x�"

0

cosh
p
�z (� � x) sinh

p
�zs

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+
1

2�i

Z


Z �

x+"

cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x+ ")� g�+ (x)

�
dz

+
1

2�i

Z


sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x� ")� g�+ (x)

�
dz

+
1

2�i

Z


�
cosh

p
�z (� � 2x� ")

cosh
p
�z�

� cosh
p
�z (� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

�
A (A� zI)�1

z
g�+ (x) dz

=

8X
i=1

Ii;

les intégrales I1; ::; I5 sont absolument convergentes (cité dans le chapitre 2).

Pour I6;
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kI6kE =

 12�i
Z


cosh
p
�zx cosh

p
�z (� � x� ")

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x+ ")� g�+ (x)

�
dz


E

� C

Z


����coshp�zx coshp�z (� � x� ")

cosh
p
�z�

���� "2�0jzj g�+C2�0 ([0;�];E) jdzj
� C

Z


����� e
�Rep�z"

1 + e
�Rep�z�

����� "2�0jzj g�+C2�0 ([0;�];E) jdzj
� C"2�0

Z


e
�Rep�z"

jzj jdzj
g�+C2�0 ([0;�];E)

� C"2�0
g�+C2�0 ([0;�];E) :

On fait de même pour I7; on obtient

kI7kE � C"2�0
g�+C2�0 ([0;�];E) :

Pour I8

kI8kE =

 12�i
Z


�
cosh

p
�z (� � 2x� ")

cosh
p
�z�

� cosh
p
�z (� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

�
A (A� zI)�1

z
g�+ (x) dz


E

=

 12�i
Z


Z 2x+"

2x�"

sinh
p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
z

g�+ (x) dsdz


E

� C

Z


Z 2x+"

2x�"

����sinhp�z (� � s)p
z cosh

p
�z�

���� ds jdzjg�+C([0;�];E)
� C

Z


Z 2x+"

2x�"

e�Re
p
�zs

jzj
1
2

��1 + e�2p�z���ds jdzjg�+C([0;�];E)
� C

Z 2x+"

2x�"

"Z
jzj> 1

S2

e�Re
p
�zs

jzj
1
2

jdzj+
Z
jzj< 1

S2

jdzj
jzj

1
2

#
ds
g�+C([0;�];E)

� C

Z 2x+"

2x�"

"
2s�1

sin
�
�0
2

� Z 1

1

e�� sin(
�0
2 )d� +

1

s
�pr0

#
ds
g�+C([0;�];E)

� C

Z 2x+"

2x�"
s�1ds

g�+C([0;�];E)
� C ln

�
2x+ "

2x� "

�g�+C2�0 ([0;�];E) :
D�autre part,on a

Au�+ (x)� g�+ (x)

= �w�+ (x;A)
�
A � g�+ (0)

�
� Am�

+ (x;A) f
�
+ � w�+ (x;A)

�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
�
Z


Z �

0

k�z;+ (x; s)A (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz:
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Maintenant, on montre que
�h�

u�+
�0i

"

�0
(x) + Au�+ (x)� g�+ (x)! 0 quant "! 0:

Pour cela, écrire

�h�
u�+
�0i

"

�0
(x) + Au�+ (x)� g�+ (x)

= � 1

2�i

Z


Z x

x�"

cosh
p
�z (� � x) sinh

p
�zs

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

� 1

2�i

Z


Z x+"

x

cosh
p
�z (� � s) sinh

p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x� ") cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x+ ")� g�+ (x)

�
dz

+
1

2�i

Z


sinh
p
�z (x� ") sinh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (x� ")� g�+ (x)

�
dz

+
1

2�i

Z


�
cosh

p
�z (� � 2x� ")

cosh
p
�z�

� cosh
p
�z (� � 2x+ ")

cosh
p
�z�

�
A (A� zI)�1

z
g�+ (x) dz

=

5X
j=1

Jj:

On a

kJ3kE � C"2�0
g�+C2�0 ([0;�];E) ;

kJ4kE � C"2�0
g�+C2�0 ([0;�];E) :

et

kJ5kE � C ln

�
2x+ "

2x� "

�g�+C([0;�];E) :
Pour J1

kJ1kE =

� 1

2�i

Z


Z x

x�"

cosh
p
�z (� � x) sinh

p
�zs

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz


E

� C

Z


Z x

x�"

����coshp�z (� � x) sinh
p
�zs

cosh
p
�z�

���� (x� s)2�0

jzj
1
2

ds jdzj
g�+C2�0 ([0;�];E)

� C

Z


Z x

x�"

e�Re
p
�z(x�s)��1 + e�2p�z��� (x� s)2�0

jzj
1
2

ds jdzj
g�+C2�0 ([0;�];E)

� C

Z x

x�"

"Z
jzj> 1

(x�s)2

e�Re
p
�z(x�s)

jzj
1
2

jdzj+
Z
jzj< 1

(x�s)2

jdzj
jzj

1
2

#
(x� s)2�0 ds

g�+C2�0 ([0;�];E)
� C

Z x

x�"
(x� s)2�0�1 ds

g�+C2�0 ([0;�];E)
� C"2�0

g�+C2�0 ([0;�];E) :
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pourJ2 on fait le même calcul comme J1 ,on obtient

kJ2kE � C"2�0
g�+C2�0 ([0;�];E) :

Il est clair que (Jj)j=1::5 tend vers 0 quand "! 0:

Donc h�
u�+
�0i

"
(x)!

�
u�+
�0
(x) fortement

et �h�
u�+
�0i

"

�0
(x) + Au�+ (x)� g�+ (x)!

�
u�+
�00
(x) + Au�+ (x)� g�+ (x) = 0

quand "! 0:

Maintenant on va montrer que Au�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) si et seulement si A � g�+ (0) 2
DA (�0;+1) et (�A)

1
2 f �+ 2 DA (�0;+1) :

En e¤et, pour x 2 [0; �]

Au�+ (x)

= Am�
+ (x;A) f

�
+ + w�+ (x;A)

�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
+ w�+

�
A � g�+ (0)

�
� 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s) A (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
ds dz

+g�+ (x) :

soit  2 DA (�0;+1) et �; x 2 [0; �] tels que 0 � � < x � �; alors

w�+ (x;A) � w�+ (�; A) =
1

2�i

Z


�
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

� cosh
p
�z (� � �)

cosh
p
�z�

�
A (A� zI)�1

z
 dz

� � 1

2�i

Z


xZ
�

sinh
p
�z (� � s)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1p
�z

 ds dz;

d�aprés le lemme(1:5) ; on a
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w�+ (x;A) � w�+ (�; A) 

E

� C

Z


xZ
�

��sinhp�z (� � s)
��

jzj
1
2
+�0
��coshp�z��� k kDA(�0;+1) ds jdzj

� C

Z


xZ
�

e�Re
p
�zs

jzj
1
2
+�0

k kDA(�0;+1) ds jdzj

� C

xZ
�

"Z
jzj� 1

S2

e�Re
p
�zs

jzj
1
2
+�0

jdzj+
Z
jzj� 1

S2

1

jzj
1
2
+�0

jdzj
#
ds k kDA(�0;+1)

� C

xZ
�

s2�0�1ds k kDA(�0;+1)

� C
�
x2�0 � �2�0

�
k kDA(�0;+1)

� C (x� �)2�0 k kDA(�0;+1) :

on a

w�+ (:; A)
�
A � g�+ (0)

�
2 C2�0 ([0; �] ;E) :

Soit f �+ 2 D
�
(�A)

1
2

�
, et �; x 2 [0; �] tels que 0 � � < x � �; on a

A 1

2�i

Z


sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 f �+dz


E

� C

Z


��sinhp�zx��p
jzj
��coshp�z��� A (A� zI)�1 f �+


E
jdzj

� C

Z


e�Re
p
�z(��x)

jzj1+�0 C�0

f �+DA( 12+�0;+1) jdzj
� C

Z


1

jzj1+�0
f �+DA( 12+�0;+1) jdzj

� C
f �+DA( 12+�0;+1) ;

on a

Am�
+ (x;A) f

�
+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) :

D�autre part, on pose

h (x) = � 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s)A (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+w+
�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
;
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soient �; x tels que 0 � � < x � � et en réecrivant les deux dernièrs termes, on a

h (x)� h (�)

= w�+ (x;A)
�
g�+ (0)� g�+ (x)

�
� w�+ (x; �)

�
g�+ (0)� g�+ (�)

�
� 1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (x; s)A (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (x)

�
dsdz

+
1

2�i

Z


Z �

0

k�z;+ (�; s)A (A� zI)�1
�
g�+ (s)� g�+ (�)

�
dsdz

=
1

2�i

Z


Z �

0

Z x

�

sinh
p
�z (� � s) cosh

p
�z�

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (�)� g�+ (�)

�
d�dsdz

� 1

2�i

Z


Z �

x

Z x

�

sinh
p
�z� cosh

p
�z (� � �)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (�)� g�+ (x)

�
d�dsdz

� 1

2�i

Z


Z x

�

sinh
p
�z� cosh

p
�z (� � x)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (�)� g�+ (x)

�
d�dz

+
1

2�i

Z


Z x

�

sinh
p
�z� cosh

p
�z (� � �)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (�)� g�+ (�)

�
d�dz

+
1

2�i

Z


cosh
p
�z (� � x� �)

z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (x)� g�+ (�)

�
dz

+
1

2�i

Z


Z x

�

sinh
p
�z (� � �)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (0)� g�+ (�)

�
d�dz

=
6X
i=1

Li

kL1kE

=

 12�i
Z


Z �

0

Z x

�

sinh
p
�z (� � s) cosh

p
�z�

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (�)� g�+ (�)

�
d� ds dz


E

� C

Z


Z �

0

Z x

�

��sinhp�z (� � s)
�� ��coshp�z�����coshp�z��� g�+ (�)� g�+ (�)


C2�([0;�];E)

d� ds jdzj

� C

Z


Z x

�

eRe
p
�z(��s)��coshp�z���

�Z �

0

coshRe
p
�z� (�� �)2�0 d�

�g�+C2�([0;�];E) ds jdzj

Grase à l�inégalité de Hölder, on obtient
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Z �

0

coshRe
p
�z� (�� �)2�0 d�

�
�Z �

0

coshRe
p
�z�d�

�1�2�0 �Z �

0

coshRe
p
�z� (�� �) d�

�2�0
�

"�
sinhRe

p
�z�

Re
p
�z

��
0

#1�2�0 "�
(�� �)

Re
p
�z

sinh
p
�z�

��
0

� 1

Re
p
�z

Z �

0

sinhRe
p
�z� d�

#2�0

�
�
sinhRe

p
�z�

Re
p
�z

�1�2�0 "coshRep�z� � 1�
Re
p
�z
�2

#2�0
� sinhRe

p
�z��

Re
p
�z
�1+2�0 �coshRep�z� � 1sinh

p
�z�

�2�0
� C

sinhRe
p
�z�

jzj
1
2
+�0

on a

A (A� zI)�1 = (A� z + z) (A� zI)�1

= (A� z) (A� zI)�1 + z (A� zI)�1

= I + z (A� zI)�1 ;

donc

kL1kE

� C

Z


Z x

�

eRe
p
�z(��s)��coshp�z���

 
sinhRe

p
�z�

jzj
1
2
+�0

!g�+C2�([0;�];E) ds jdzj
� C

Z


Z x

�

e�Re
p
�z(s��)

jzj
1
2
+�0

ds jdzj
g�+C2�([0;�];E)

� C

Z x

�

"Z
jzj� 1

(s��)2

e�Re
p
�z(s��)

jzj
1
2
+�0

jdzj+
Z
jzj� 1

(s��)2

1

jzj
1
2
+�0

jdzj
#
ds
g�+C2�([0;�];E)

� C

Z x

�

"Z
jzj� 1

(s��)2

e�Re
p
�z(s��)

jzj
1
2
+�0

jdzj+
Z
jzj� 1

(s��)2

1

jzj
1
2
+�0

jdzj
#
ds
g�+C2�([0;�];E)�CV : Rep�z (s� �) = � cos

�
�

2
� �0
2

��

� C

Z x

�

1

(s� �)1�2�0

Z 1

1

e�� cos(
�
2
� �0

2 )

�2�0
d� ds

g�+C2�([0;�];E)
+C

Z x

�

(s� �)2�0�1 � r
1
2
+�0

0
1
2
� �0

ds
g�+C2�([0;�];E)

� C

Z x

�

(s� �)2�0�1 ds
g�+C2�([0;�];E) � C (x� �)2�0

g�+C2�([0;�];E) :
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pour les autres termes L2; L3 et L4 sont traités de la même manière que L1

kL5kE

=

 12�i
Z


cosh
p
�z (� � x� �)

z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (x)� g�+ (�)

�
dz


E

� C

Z


��coshp�z (� � x� �)
��

jzj
��coshp�z��� (x� �)2�0 jdzj

g�+C2�([0;�];E)
� C

Z


eRe
p
�z(��x��)

���1 + e�2p�z(��x��)���
jzj eRe

p
�z�
��1 + e�2p�z��� (x� �)2�0 jdzj

g�+C2�([0;�];E)
� C

Z


e�Re
p
�z(x+�)

jzj (x� �)2�0 jdzj
g�+C2�([0;�];E)

� C (x� �)2�0
Z
(x+�)

p
r0

e�� cos(
�
2
� �0

2 )

jzj d�
g�+C2�([0;�];E)

� C (x� �)2�0
Z
"<(x+�)

p
r0

e�� cos(
�
2
� �0

2 )

jzj d�
g�+C2�([0;�];E)

� C (x� �)2�0
g�+C2�([0;�];E) :

et pour L6

kL6kE

=

 12�i
Z


Z x

�

sinh
p
�z (� � �)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+ (0)� g�+ (�)

�
d�dz


E

� C

Z


Z x

�

e�Re
p
�z�

jzj
1
2

�2�0d� jdzj
g�+C2�([0;�];E)

� C

Z x

�

"Z
jzj� 1

�2

e�Re
p
�z�

jzj
1
2

jdzj+
Z
jzj� 1

�2

1

jzj
1
2

jdzj
#
�2�0d�

g�+C2�([0;�];E)
� C

Z x

�

�2�0�1d�
g�+C2�([0;�];E)

� C

Z x

�

�2�0�1d�
g�+C2�([0;�];E)

� C
�
x2�0 � �2�0

� g�+C2�([0;�];E)
� C (x� �)2�0

g�+C2�([0;�];E) :
La réciproque : par le calcul fonctionnel de Dunford u�+ (x) peut être écrit comme suit
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u�+ (x)

= A�1S�1
�
I + e�2(�A)

1
2 (��x)

�
e�(�A)

1
2 x
�
A � g�+ (0)

�
+S�1

�
I + e�2(�A)

1
2 x
�
e�(�A)

1
2 (��x) (�A)�

1
2 f �+

�S�1
�
I + e�2(�A)

1
2 (��x)

�
(�A)�

1
2

Z �

x

�
I � e�2s(�A)

1
2

�
e�(x�s)(�A)

1
2 g�+ (s) ds

�S�1
�
I � e�2x(�A)

1
2

�
(�A)�

1
2

Z �

x

�
I + e�2(��s)(�A)

1
2

�
e�(s�x)(�A)

1
2 g�+ (s) ds

+A�1S�1
�
I + e�2(�A)

1
2 (��x)

�
e�(�A)

1
2 xg�+ (0) :

Grace à A-Lunardi[9] l�opérateur

S�1 =
�
I + e�2�(�A)

1
2

��1
;

est bien dé�ni. En utilisant Sineestrari-E[11], on déduit que

u�+ (:) 2 C2�0 ([0; �] ;E) alors
�
w�+ (:; A)

�
A � g�+ (0)

�
2 C2�0 ([0; �] ;E)

m�
+ (:; A) (�A)

1
2 f �+ 2 C2�0 ([0; �] ;E)

alors �
(�A)

1
2 f �+ 2 Dp

�A (2�0;+1) = DA (�0;+1)
A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1) :

3.2 Régularité maximale pour
�
u��
�

Pour la régularité maximale de le solution
�
u��
�
,on obtient le théorème suivant

Théorème 3.2 soient g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) et g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)avec 0 < 2�0 < 1; f� 2
D (A) et f �+ 2 D

�p
�A
�
alors l�unique solution stricte

�
u��
�
du problème

�
P ��
�
donne par la

représentation(2:10) a la propriété suivante :

Au��

h�
u��
�00 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)i

si et seulement si

Af��g� (�1) 2 DA (�0;+1) et g� (0)�g�+ (0) 2 DA (�0;+1) et (�A)
1
2 f �+ 2 DA (�0;+1) :

Preuve. Pour la preuve de ce théorème on utilise les mêmes techniques que précedemment.



Chapitre 4

Exemple

On considère le problème aux limites suivante

�
p�
�8<:

1
b�
div

�
b�rU �

�
= G� sur 
�

U � = 0 @
�n��
@�U

� = 0 ��;

où � est un petit paramétre donné dans ]0; 1] ;
� est le cylindre ]�1; �] � � de Rn des
variables (�; �), � est un domaine ouvert régulier de Rn�1; �� = f�g�� et b� est une fonction
dé�nie par

b� (�) =

(
1 si � 2 ]�1; 0[
1

�
si � 2 ]0; �[ :

Ce problème, représente par exemple,la propagation de la chaleur entre le corps �xe


� = ]�1; �]� �;
et une couche mince


�+ = ]�1; �]� �;
(suppossée avec condutivité in�nie) :
On note par U �� et G� les restrictions respectives de U

� et G� sur 
�; et par U �+ et G
�
+

les restrictions de U � et G� sur 
�+:
La famille

�
p�
�
est équivalente au probléme aux limites et de transmission suivants8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
�U �� = G� sur 
�
�U �+ = G�+ sur 
�+

(cl)

8<:
U �� = 0 @
�n�0
U �+ = 0 @
�+n

�
�0 [ ��

�
@�U

�
+ = 0 ��

(ct)

�
U �� = U �+ �0

@�U
�
� =

1
�
@�U

�
+ �0

(4.1)

où �0 = f0g � � et @
�+ sont les frontières de 
�+:
On consédère le cas E = Lp (�) ; 1 � p < 1:Notre problème (4:1) peut être formulé

comme suit
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�
p�
�8<:

�
u�
�00
(�) + A

�
u�
�
(�) = g� (�) sur ]�1; �[ n f0g

u� (�1) = 0 et
�
u�
�0
(�) = 0

u� (0�) = u� (0+) et
�
u�
�0
(0�) = p

�
u�
�0
(0+) ;

où A est un opérateur liniéaire fermé dé�ni par�
D (A) =W 2;p (�) \W 1;p

0 (�)
(A') (�) = �' (�) ;

où � est Laplacien sur � (sur la variable �) ; on a�
g� = g� j[�1;0]2 C2�0 ([�1; 0] ; Lp (�))
g�+ = g� j[0;�]2 C2�0 ([0; �] ; Lp (�)) ; (0 < 2�0 < 1) :

Théorème 4.1 On suppose que
�
2�0 � 1

p

�
> 0 et

G�+ (:; :) 2 C�
�
[0; �] ; Lp� (�)

�
et G�+ (:; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p.� 2 �:

Alors il existe une unique solution
U �+ sur [0; �]

de (4:1) telle que 8<:
� 7�! ��U

�
+ (�; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p � 2 �

� 7�! @2

@�2
U �+ (�; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p � 2 �:

Théorème 4.2 On suppose que
�
2�0 � 1

p

�
> 0 et

�
G� (:; :) 2 C�

�
[�1; 0] ; Lp� (�)

�
; G�� (:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) pour p.p.� 2 �

G�+ (:; :) 2 C�
�
[0; �] ; Lp� (�)

�
; G�+ (:; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p.� 2 �:

Alors il existe une unique solution

U �� sur [�1; 0]
de (4:1)telle que8<:

� 7�! ��U
�
� (�; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) pour p.p � 2 �

� 7�! @2

@�2
U �� (�; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p � 2 �:
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