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NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de changement,

T
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elles seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la partie.

la position, z € R",

I'impulsion, p € R,

la constante de planck,

espace de Schwartz,

I’ensemble des fonctions m fois continument différentiables,

I’ensemble des fonctions infiniment dérivable,

I’ensemble des fonctions C*°(R™) & support compact dans R”,

f mesurable sur R™ et /|f(x)|p dr < +00 p,1 <p < o0,
Rﬂ/
espace des symboles d’ordre m,
la norme de la fonction f dans L?,
champ Hamiltonien,

opérateur de Laplacien,

la différentielle au point x,
la différentielle au point x d’ordre «,
produit scalaire,



INTRODUCTION

Le cadre général de ce mémoire est celui de I’étude 'approximation semi classique de la
solution de I’équation de Heisenberg & terme h pseudo-différentielle et la liaison entre cette
solution et celle du systéme Hamiltonien correspondant.

Plus précisément, notre plan de travail est le suivant :

Au premier chapitre, nous donnons des définitions et quelques résultats utilisés dans
nos calculs.
Dans le second chapitre, nous donnons, dans un premier temps, le théoréme d’exis-

tence de la solution de Heisenberg, cette derniére est donnée par :

. th(t, S)
th—ar—

avec F(s,s) = CY(h'2x, h12D), Ap(t) = a*(h*2x,h'2D,t) et C est un symbole de poids

= [Fh(87 t)? Ah(t)] ) (001)

borné. Pour C' non borné, le probléme de domaine se pose. Notre étude de ({0.0.1]) est basée

sur la régularité de I’équation de Schrodinger ([8]) :

ih% = Ap(t)u(t,s) avec u(s,s) = f € S(R"). (0.0.2)

Aussi nous montrons que la solution de (0.0.1]) admet un développement semi-classique en
termes d’opérateurs h pseudo-différentiels dont le premier terme est un opérateur de symbole

Co @' ou @' = (z(t,s),p(t, s)) est la solution du systéme Hamiltonien donnée comme suit :

Ox(t,s) _ O, a(x(t 3) p(t S) t)'x(s S) =y
at p ) ) 5 5 ) s ) on
= i (y,q) € R 0.0.3
{ L) — §,a(a(t,s), p(t, s),t); p(s, ) = (¥,9) (0.0.3)

Le dernier chapitre consiste a étudier la limite classique de la fonction de corrélation

quantique et ’étude de "approximation semi-classique d’opérateur du type :
Wi (2o, po) * Un(t) exp(—ih'?(r -z + s - D)) Up(t)Wi(2o, o),
ot Wp,(xg, po) est opérateur de Weyl :

Wi (o, po) = exp(ih_ll2(p0 cx—xo - Dy)).



Dans notre cas, nous considérons les opérateurs du type :

Wi (2o, po) * Un(t) B(h)Up(t)Wh(20, po)-

ou B(h) est un opérateur pseudo-différentiel, généralement non borné dans L?*(R™). Donc
il s’applique au théoréme d’Ehrenfels et permet d’obtenir une correspondance remarquable

entre mécanique quantique et mécanique classique.




Chapitre 1

Préliminaire

Dans cette partie, On rappelle essentiellement des définitions et des résultats utilisés

dans nos calcules.

1.1 Les symboles

Définition 1.1.1 ([8]) On désigne par S™(h) la classe des symboles admissibles b(h) vérifiant

que pour tous o, 3 € N", il existe une constante C, g telle que :

m—|a|—|B]

0205b(x, p, h)| < Cap(1+ |2|+ [p|) , Vh €]0,1] (1.1.1)

Définition 1.1.2 ([8]) On désigne par ST'(h) la classe des symboles admissibles b(h) vérifiant

l’estimation :

C, , telque |0505b(x, p, h)| < Cops(l+ |z + |p )"0 v €0, 1) (1.1.2)

que pour tous «a, 5 € N".

Définition 1.1.3 ([§]) a(.,.;t), t €] =T, T] est une famille de symboles réels si pour tout T},

0<Ty <T, a,p € N" il existe une constante C' telle que :

020 a(e,p, )] < C (1 Jal +[p) ™", [t] < Thi (2,p) € R (1.1.3)
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1.2 Opérateur pseudo-différentiel par la formule de Weyl

Définition 1.2.1 ([3]) Soit a(.,.; h),une famille de symboles réels, on pose N(x,h) € R" x
0,1] :

O (a(h"2z, K2D; £) f)(x) = (a (W22, B2 D; 1) f) / / expi(e—y),p) a(h(e-4)12, K'2p; £) f(y)dy

R2n
(1.2.1)

ou f € SR™), dp = (2m)™" et h est un petit paramétre positive.

1.3 Systéme Hamiltonien et le flot Hamiltonien

Définition 1.3.1 ([4]) Le systéme Hamiltonien associé a a(y (t,s),q(t,s)) est de la forme :

50(t,5) = Qgaly(t, s),q(t, 5))
{ St ) = —8 L,a(y(t,s), q(t,s)) (1.3.1)

Si de plus, t = s alors,
y(s,s) =z et q(s,s) = p. (1.3.2)

Définition 1.3.2 ([&]) On appelle . = (y(t,s),q(t, s)) le flot Hamiltonien définit par ([1.3.1])
et (1.3.2), s’il existe 6(T1) > 0 tel que pour |t — s| < §(T1),0n a :

1+ |®(z,p)| = Co(1+ ||+ |pl) (1.3.3)

avec Cy > 0 indépendante (z,p) et de t, s tels que |t — s| < 6(Ty).

Lemme 1.3.1 ([8]) Soient (y(t,s),q(t,s)) associées au probléme (1.3.1)) et (1.3.2]). Alors

y(t,s) et q(t,s) sont C* par rapport a (x,p) et Clpar rapport at, et s.

De plus, on a :

1—|af-18]

‘8;“8%(15,8)’ < Cup(l+ x|+ |p|) (1.3.4)

0205q(t,s)| < Cap(l+ |z +[p) """

(1.3.5)

pour tout cv, B € N™ et pour tout t, s tel que |t — s| < 0 (T1).
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1.4 L’espace B*(h)
Définition 1.4.1 ([8])On définie l’espace B*(h) par :
B(h) = {f € L*(R") : (W"?2)*(h'* D)’ f € L*(R"),|a| + |B| < k} (1.4.1)

munt de la norme :
112

1k = Z H(hmx)o“(hmD)ﬁfH2 , pour f € B*(h) (1.4.2)
lal+|B8I<k

Lemme 1.4.1 ([8]) Soient t,s,|t — s| < 6(Ty). Alors pour tout b(h) € S™(h) :
0205 (@, h) € S™lel=IBl(p) (1.4.3)

Preuve. Utilisant les notations du lemme ([1.3.1)), notons v = (z, p). Alors, on peut écrire :

16
(L) =" Y Cyuy, (O50)(RL, BN PL.OPD, 10,y € N = {0}.  (1.4.4)

=1 y1+...+y;=0
Donc si b(h) € S™(h), on a :

16]
ohp(@L, n)| < e T (AR [ul) T < O [ul)m T sk — ] < 6(Th).
J=1 y1+...4+y;=0

(1.4.5)
O

Définition 1.4.2 ([§]) On dira que By, un opérateur uniformément continu de B*(h) dans

B™(h), s’il existe une constante Cy, telle que :
HBthm’h < (4 Hf||kh, pour f € B¥(h) et 0 < h < hy. (1.4.6)
Définition 1.4.3 ([&]) Posons :
A(Ty) ={(t,s),|t| < T, |s| <Ty: |t —s| <o(Th)}, (1.4.7)
pour (t,s) € A(Ty) introduisons les opérateurs pseudo-différentiels :

XI'(t,s) = Op“z;(t,s)=a¥(t, s;h'"Pz, h"?D), (1.4.8)

Pjh(t, s) = Op“p;(t,s)=pj(ts; hY2z hM2D), (1.4.9)
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j=12..n.
Alors, pour t = s la condition (1.3.2]) donne :

X]’?(t,t)f =z,f, Pjh(t, t)=D,f, pour f € S(R"). (1.4.10)

Proposition 1.4.1 ([§]) Pour (t,s) € A(Ty), soit C(t,s) l'un des opérateurs X'(t,s), P]'(t, s),
j=1,....,n. Alors, pour tout entier k > 0, il existe une constante C}, indépendante de t et s

telle que l'on ait :

[(XGCt ) fll, < CelflesIDCE ) £l < Crll ., (1.4.11)
ICE ) [l < Crllflljsr s pour f € S(RT). (1.4.12)

Corollaire 1.4.1 ([8]) X/'(t,s); P}'(t,s) se prolongent en des opérateurs bornés de B*(R™)
dans B*"'(R") pour k > 1, pour f € S(R"), X]'(t,s)f et P}'(t,s)f sont de classe C"dans
B¥(R™) par rapport a (t,s) € A(Ty).

Preuve. S (R") étant dense dans B* (R"), la premiére affirmation vient directement de

[A12).

Comme les symboles de X jh (t,s), P;(t,s) sont C' en ¢, s par la technique des intégrales

oscillantes, la deuxiéme se justifie facilement. O

Définition 1.4.4 ([8]) Soient Q"(t,s), G"(t,s) deux opérateurs pseudo-différentielles définies

par :
Ql(t,s) = %Xﬁ(t,s)ﬂ[Ah(s),Xj’?(t,s)] (1.4.13)
Gl(t,s) = %Pjﬁ(t,s)ﬂ'[Ah(s),Xf(t,s)} (1.4.14)

Les opérateurs Q?(t, s), G;L(t, s) se prolongement en des opérateurs bornés dans B*(R")

pour tout k > 0.

1.5 Probléme de Cauchy pour I’équation de Schrodin-
ger

Définition 1.5.1 ([8]) Soit l'opérateur de Schrodinger définit par :

P=—-hA+V.
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Le probléme de Cauchy d’opérateur de Schrodinger est définie par :

%f8<t) = Ah(t)fS(t)
{ fi(s) = f (1.5.1)

avec s,t € |=T,T[, f € S(R") et Ay, (t) = a* (h*/?x, h'/?D,t) .

Remarque 1.5.1 ([8]) Dans tout ce qui suit, on appelle solution de (1.5.1) toute application

absolument continue :

fs : |-T,T[— L*(R")
t — fi()

tel que : fs(t) € D(An(t)) pour tout t.

1.5.1 L’existence de la solution de probléme de Cauchy

Théoréme 1.5.1 ([§]) Sous les conditions (1.1.1)) et (1.1.3)), la solution du probléme (|1.5.1)

existe pour (t,s) € A(Th).
Si on désigne par Uy(t,s) Uapplication :

Un(t,s) : [ — fs(t).

Alors Uy(t, s) se prolonge en une famille d’opérateurs uniformément bornée de L*(R™)

dans L*(R") et de B*(R") dans B%*(R™) pour tout (t,s) € A(T}) et on a :
Un(t,0)Un(0,s) = Up(t, s) avece (t,0),(0,s) € A(T) (1.5.2)

Si Ap(t) vérifie de plus la définition (1.2.1)). Alors Uy(t,s) est un opérateur unitaire dans
L2(R™).

Preuve. Voir article Kitada et Kumano-go ([4]) O



Chapitre 2

Existence de solution de ’équation de
Heisenberg

Théoréme 2.0.2 ([§]) Le probléme de Heisenberg est donnée par :

{ ZhaF%—(tt’S) = [Fh(tv S)7Ah(t)]

(s s) = bo(hlizg, prizpy  dons ISR, SRY)) (2.0.1)

ot Ap(t) = a*(h*2z, h'2 D, t) est un opérateur pseudo-différentiel associe un symbole de Wely

et b un symbole de poids tempérés. Le probléme (2.0.1)) admet une solution unique définie par :

Fi(t; ) = Up(t, s)b" (h"2x, h*2 DU, (s, 1) (2.0.2)
avec Uy, (t, s) se prolonge en un propagateur unitaire dans L*(R), et vérifier :

Uh . U() — Uh(t,s).
Avant d’étudier Pexistence de la solution du probléme (2.0.1)), on rappelle un résultat sur la
régularité de la solution de I’équation de Schrodinger.
2.1 Reégularité de la solution de I’équation de Schro-
dinger

On considére 1'un des symboles dépondant du temps a(t) ,t € |-T,T|, on fera les

hypotheses suivantes sur a(t) : ([8])

i) a(z,p;t) est a valeurs réels et pour tous multi-indices «, 3, {8:‘58]?@(% D; t)| est continue en

te]-T,T].
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ii) Pour tout 0 <7y < T et pour tous a, 8 € N" tel que [a| + [3| > 2,3 C,_,, tel que:

‘8‘“8% x,p, h)| < Cup,t € [-T1,Th]; (z,p) € R*™

iii) Op“a(t) définie sur S(R™) se prolonge en un opérateur auto-adjoint dans L?(R"), que

I’on note Ap(t), ici on a noté Op™a (t) 'opérateur associe au symbole a par la formule

(1.2.1) avec h = 1.

Proposition 2.1.1 ([§]) Pour tout entier m > 0, il existe une constante C,, tel que pour

f € S(R™) et pourt,s tels que (t,s) € A(Ty) on a :
U"(t,s)f € B™(R")

et
1O, 8) fllg < Cn 1 f s (2.1.1)

uniformément par rapport a (t,s) € A(Th).
Pour prouver cette proposition nous commencerons par établir des lemmes et proposition.

Lemme 2.1.1 ([§]) Pour f € S(R"), on a :

%X?(t,s)f = —(0p“{a(.,.,s),x"(t, s, )N f (2.1.2)
OXUAS = (Op"(Daalt,s, 5),plt, 5., 01 2.13)

DPALS = ~(O0r als) s N (21.4)
%P}‘(t, s)f = —(0p"{0a(x(t,s,.;.),p(t, s;.,.), )} f (2.1.5)

Les égalités (2.1.2)(2.1.3)) ont lieu dans B*(R™) pour tout k > 0; {.,.} désigne le crochet

de Poisson donnée par :

Preuve. Par la définition des opérateurs X7'(t,s), P/(t, s); (1.4.7), (2.1.3) , (2.1.5)) sont im-

médiat.. On démontre (2.1.2]) et (2.1.4) se déduit de la méme maniére.
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En revenant aux intégrales oscillantes, on a facilement :
2Xh(t s)f = <a Myw(t,s;z, D) f, pour f € S(R™). (2.1.6)
ds s P o
Dong, il suffit de vérifier :
L att,5) =~ {als), 24(0,5)} (217
55 (1 s) = —als), zj(t,s) g . 1.
On note P, la solution (x(t, s), p(t,s)) du probleéme ([1.3.1)) et (1.3.2)).comme :
Pl od®® = 1; sur R*™ (2.1.8)
b
Dot = fa(t) b} o dL; pour be CX(R), (2.1.9)

on en déduit :

s

—o<I)t 0 boCIDtquTT s) oCIDt—— a(s boq)t o ddo Pt = — a( bo(I>t 2.1.10
a t s

En particulier, si on prend b = 2, on obtient . provient de (2.1.7) et (2.1.2)

d’apres le corollaire ([2.1.6)), cela finit la démonstration.

Lemme 2.1.2 Pour tout k > 0, il existe Cy, tel que :

IA

H%X;L(t,s)f + i[Ah<8)’X]h<t’ s)1f Ci |l fll; (¢, s) € A(Th)

k

< Cellfllys fe SIRY)

H%pjh(t, $)f +i[An(s), Ph(t, 5)]f
k

Preuve. Voir larticle de X. P. Wang ([]]).

Lemme 2.1.3 ([8]) Pour f € S(R"), on a dans L*(R") :

T

Un(7,0)Gl (¢, 0)Un(6, 5) f

T

U(7,0)Q"(t,0)Un(6, ) f

(PIMt, 7)Up(7,8) — Up(7, s) PPt 8))f =

(X;L(t, T)Un(7,8) — Up(T, S)X;L(t, s)f =

/
/

U

(2.1.11)

(2.1.12)

do (2.1.13)

o (2.1.14)
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Preuve. Par le théoreme , les premier membres de et sont bien
définis, puisque Uy(t, s)f.€ B*(R") et que XJ'(t,7); P}'(t,T) sont continues de B*(R") dans
BY(R™).

Pour ¥ € C®(R"), (Up(7, )P/ (t,r)Us(r,s) f,¥) est C* en r, donc on a la formule :

or
= [ <O, P+ 5 P DU > dr

< [Pt 7)Uw(T,5) = Un(7,8) P} (t, 8)| f, ¥ >= / 9 Un(,7) Pl (t, ) Up(r,s)f, ¥ > dr

or
= / < Uh<T,T)G§L(t,T)Uh<T,S)f,‘If > dr

<, > désigne le produit scalaire dans L*(R™).d’ott obtient (2.1.13).

De méme, on peut montrer (2.1.14)). 0
Maintenant, tous les outils sont préts pour montrer la proposition (2.1.1)) :

Preuve. [de la propostion (??7)] Pour m,0 < m < 2, est déja montré dans le théoréme

(1.5.1]). Supposons que l'on ait déja (2.0.1)) pour m,0 < m < k — 1.
On va le montrer pour m = k, Pronons ¢t = 2, (2.1.13]) et (2.1.14)) deviennent :

D;Un(7,8)f = Un(r,s)P(7,s)f + /T Un(7,0)Gh(t,0)Un(0,5)f db (2.1.15)

X'U(r,8)f = Uh(T,s)X]’-‘(t,s))f+/TUh(T,e)QgP(t,e)Uh(e,s)f de  (2.1.16)

Par le Lemme (2.1.1))et ’hypothése de récurennence, on déduit de (2.1.15)) et (2.1.16) que
D;Uy(7,s)f, XUy(1,s) f sont B¥"'(R") et vérifier :

1D;Un(7,8) flljoy = Cra H‘Pjh(tv S)fHk,l + Coca 1l (2.1.17)
||X_]}'LUh<T7S>f||k_1 < Gy HX;L(ta S)fHk;_1 +Ci s £l - (2.1.18)

Le lemmes (2.1.2)), (2.1.3) et (2.1.13]) impliquent que

Un(r,5)f € B*(R") avee [[Up(t, s)fll, < Cr |l f]l,.-
U

Remarque 2.1.1 ([8]) On remarque que par (1.1.1), on peut définir Uy(t,s) pour tous t, s

avec |t|,|s] < T3.
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Théoréme 2.1.1 ([§]) Si le symbole de Ap(t) vérifie les conditions (i) et (ii). Alors pour
t],|s| < T, Un(t,s) définit dans le théoréme (1.5.1)) est une application de S(R™) dans S(R™).
Si on suppose, de plus, que An(t) vérifie Uhypothése (iii), alors Up(t,s) est un isomorphisme

linéaire topologique de S(R™) dans S(R™).

Preuve. Par la proposition (?7) et une inégalité de Sobolev, U,(t,s)f € S(R™).
Lorsque f € S(R™), au moins pour |t — s| < 6(77). De plus application Uy(t,s) : S — S est

uniformément continue. Pour ¢, s quelconques avec |t|, |s| < T; on suppose t > s et :
s=tog<th1 <..<t =t

de sorte que [t; —t;_1| < 6(Th), j=1,..., 1
D’apres le théoréeme (1.5.1]),on a :

Uh<t, S) = Uh(t, tl—l)Uh(tl—h tl_g)...Uh(tl, S).

Donc Up(t, s) est continu de S(R™) dans S(R™).

Si Ay (t) veérifie Phypothese (ii7), Uy(t, s) est un opérateur unitaire dans L?(R"). Et comme
U, '(t,s) = Up(t,s) est continu de S(R") dans S(R™), alors, Uy(t,s) est un isomorphisme
topologique linéaire de S(R") dans S(R"). O

Corollaire 2.1.1 ([8]) Sous les condition (i) et (ii) et supposons que Ap(t) soit indépendant

de t c’est-a-dire

Alors, Ay, défini sur S(R™),est un opérateur essentiellement auto-adjoint .
De la proposition (??), découle le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2 ([8]) Fj,(t;s) = Ux(t, s)b* (h*2x, h*2D)Uy(s,t) est un application continue
de S(R™) dans S(R™).

F(t; s) vérifie l'équation de Heisenberg (2.0.1). Ici(2.0.1) s’interpréte au sens des opérateurs

linéaires continues de S(R™) dans S(R™), Ay(t) étant auto-adjoint dans L*(R™). La solution
de (2.0.1) est unique. Donc on cherche une solution : s — Fp(t;s) pour (2.0.1) o valeur

d’opérateurs h pseudo-différentielles.
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Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.4 ([8]) Avec les notations précédentes, le probléeme :

ih2 2l — (7 (2,p, 1), fulz, pit)]
{ e p.0) = b (W20 h112p) (2.1.19)

ot Z(x,p;t) une forme quadratique vérifier :
1 (0% (0%
Z@pt) = Y e p00a(a(t, ) plt, s)i1).
lal+|8]

Le systéme (2.1.19) admet une seule solution
fh<x7p7 t) = b(y(ta 'Tap)a Q<t7 Sap))'

Preuve. Soient ®le flot Hamiltonien définit par (1.3.1)) et f,(x,p,t) solution de ([2.1.19))

avec b = 0. Alors :

d O f (Bt
2 /(@0 1) = {—Z(<I>6,t), Fn(®h,1) + %} . (2.1.20)

Utilisant la condition initiale, il vient :

Comme ®f o ®(x, p) = (x,p), cela entraine que
fh(xvpa t) = O,V(l’,p) € R2nt S ]_T7T[

Donc 'unicité de la solution de (2.1.19)) est démontrée.
Par I'inégalité :

ab 0
Os b, = [87°

(bo®lo®l),_;] 0@ =—{a(s),bo®.} o®o®! =—{a(s),bo ®.}
On a fi(z,p,t) = bo ®?: Alors

afh(xvpu t)
ot

La condition entraine fy,(x,p,0) = b(z, p) cela fini la démonstration de lemme (2.1.4)).

= {Z(x,p, t),bo CIJ?}.
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D’apres le corollaire(2.1.2)) et comme i [F)(t,s), An(t)] admet pour symbole {Z(¢), fn(t)}
lorsque Fj,(t, s) a pour symbole fy(t, s). D’apres le lemme ([2.1.4)) ; 'opérateur pseudo-différentielle

associe au symbole b(y(t, x, p), q(t, x, p)) vérifie évidement (2.0.1)).
Donc 'unicité du probléme ([2.0.1]) entraine par :

Fi(s,t) =0 (y(t,z, D), q(t,xz,D)).

g

2.2 Développement semi-classique de solution de I’équa-
tion de Heisenberg

Théoréme 2.2.1 ([8]) D’aprés les définitions (1.1.1)), (1.1.2]) et les lemmes (1.3.1)), (1.4.1]),

il existe 6(11) > 0 tel que pour tout b(h) € S™(h); Fy(t,s) admet un développement au sens
susvant : pour tout N > 0 :

N
Fu(sit) = W Bj(t,s;h) + hN " Ry (t, 55 h); pour [t —s| < 6(Th)

=0
ou Bj(t,s;h) est un opérateur pseudo-différentiel de symbole b(.,.,t,s;h) € S™I(h), j =
1,....,n et Ryy1(t, s;h) application continument de S(R™) dans S(R™).

Pour tout k > 0, F), se prolonge en un opérateur continu de B*(h) dans B*="=™(h)
uniformément par rapport a h € 10,1], |t — s| < 6(T1) ,en particulier ,b°(t,s; h) est donnée
par :

b (z,p;t, s;h) = b(® (2, p); h)

ou D définit par (1.3.1)).

Remarque 2.2.1 ([§]) Dans le cas ou a(t) est indépendant de t, soit ®. la solution du

probléme (1.3.1)) avec s =0, alors le théoréme (2.2.1)) donne :
Fi,(s,t) = Bo(t,h) + hBy(t, h) + h*By(t, h) + ....;

ot Uy(t) est le groupe unitaire associe a A, = a®(h'2x, h''2D) et By(t, h)est un opérateur

pseudo-différentiel du symbole b(P, h).
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Avant d’aborder la démonstration du théoréme nous aurons besoin des lemmes
suivants :

Soit §(T3) donné dans le lemme (1.4.1)), |t — s| < 6(T1), définissions l'opérateur By (r)
par :

Bi(r)f = Un(s,r)opib(®5, h)Un(s,7)f, f € S(R™) (2.2.1)

Lemme 2.2.1 ([8]) Pour tout f € S(R™), Bi(r)f est continument différentiable dans L*(R"), et
on a :

B = Ul {5 [Anlr) (@t )] ot {ar). 0@t m} b U] (222
Lemme 2.2.2 Posons :

hRi(h,r,t) = h™" [Ay(r), opib(®L, h)] — opy {a(.,.,r),b(®L, h)} (2.2.3)

Alors Ry(h,r,t) admet comme symbole by(r,t;h) € S™2(h)
Preuve. D’aprés le lemme ,on a pour f € S(R") :
Un(t, B2, D) s, 0)f — opib@ ) = [ Ui, {E [Au(r), opib(@L 1)) — op {al.,.,m). 2

t
= h2/ Un(s,m)opyby(r,t, t)Up(r, s) fdr.

Par le lemme (2.2.1)), by(r,t,h) € S™2(h), donc V'opérateur Uy (s, r)op¥by(r,t; h)Up(r, s) est
uniformément continu de B¥*™~1(h) dans B*(h) pour tout entier k.

Appliquant (2.2.5)) successivement N fois, on obtient :

t
Un(t,s)b" (h"2z, W' D)U,(s,1) = opi’b(®L, h)f + h? / (op¥by(r,t,h) o ®L) fdry + ..
t r STN,l
...+h2N/ / / (0pp N (t, 71y iy b)) © @IV fdry..dry

t Ry N
+h2N/ / / Uh(S7TN+1)(Op;ZUbN+1<t,T1,7"2,....,TN+1;h))Uh(’I“]\,

D’ou ,il suffit de prendre :
V(... t,8,h) = b(®:, h),

et

t r Tji—1
bj(.,.s,t,;h):/ / / bi(t,r1,72, oy Tj_1; h) 0 DLdridry...dr;.
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Par une récurrence, il est facile & montrer b/(.,.,t,s;h) € S™2(h). et pour f € S(R")
Jt— s < 8(T3) on a: [hBusa (6l nmn < C f ]l spour b € 10,1]3k

Donc Ry 1se prolonge en une famille d’opérateur uniformément continus de B*(h) dans B*2V=m(h),

U
Théoréme 2.2.2 ([8]) D’aprés Uhypothése du théoréme (2.2.1)), pour a(t) . Posons
Fh(57 t) = Uh(sa t>bw(h1l2‘r7 h1l2D)Uh(t7 S)a

ou b vérifie lestimation (1.1.2)) ,«, 5 € N";Alors il existe 6 > 0 tel que l'on ait :

N
F(s;t) = Z hjb}”(hm:v, YD t,s) 4+ AN Ry 41 (t, 85 h); pour |t — s| < 6(TY) (2.2.6)
§=0
ot bjest symbole vérifiant : |0205V (z, p,t,s)| < Co(1+ x|+ |p|)tma=lel 80+ | — 5| < 6(Ty).
Pour j =1,..n et pour N > 0 assez grand .Ry.1(t, s; h) se prolonge en un opérateur unifor-
mément borné dans L*(R™).

En particulier on a :

bo(t,s) =bo .



Chapitre 3

Limite classique de fonctions de
corrélation quantique

Dans cette partie, nous allons montrer que les résultats obtenus dans([8]) se déduisent
facilement du théoréme du type Egorov. On se borne ici au cas ot a(t) est indépendant de ¢.
Pour des Hamiltoniens dépendant de ¢, on a le résultat analogue a ceux de([§]).

Soit (g, po) € R?*". Posons

Wi (0, po) = exp(ih™ " (x - py — o - D).

Alors d’apres ([4]), Wh(xo, po) est un opérateur pseudo-différentiel et on a :
Wi (o, po) * b (22, R*2 D)Wy, (w0, po) f = 0" (R*?x + x0, K**D +po) f; f € S(R™) (3.0.1)

ou b est un symbole de poids tempéré quelconque.

3.1 Asymptotique semi-classique autour des trajectoires
classiques

Soit @ un symbole vérifiant la condition suivante :

i) Si L(.,.) est une forme réelle linéaire sur R*", a(z, p) = expi(L(z,p)); alors expi (L(x, D))
défini par la théorie spectrale est un opérateur pseudo-différentiel de symbole de Weyl

a(z,p).



3.1 Asymptotique semi-classique autour des trajectoires classiques 16

Alors, la solution de I’équation de Schrodinger ((0.0.2)) existe. De plus application
Uh(t) . f — fh<t)
se prolonge en un groupe unitaire dans L*(R")

Théoréme 3.1.1 ([§]) Soit a vérifiant les conditions précédentes, soit b un symbole de poids
borné. On note B(h) lextension continue dans L*(R™) de l'opérateur pseudo-différentiel de

symbole b* (h*2x, K2 D). Notons (z(t),p(t)) la solution du probléeme (1.3.1) et (1.3.2). Alors,

s — hlim+ Wi (20, po) * Un(t) * b (h*2z, R*2 DYU,, ()W (0, po) f = b(a(t), p(t)) (3.1.1)

uniformément par rapport & t sur tout compact de | — T, T

Pour la démonstration de ce théoréme nous aurons besoin, de plus, des résultats ci-

dessous
Lemme 3.1.1 ([§]) Soit C' un symbole de poids tempéré vérifiant :
0205C (x,p, h)| < Cap(l+ |2|+ [p)" (3.1.2)

Pour tout N > 0.alors pour f € S(R™),on a :

|C*(h*s,n'2D) f — C(0,0)f||, , < Cch™? Z | (h*2z)* (D) £ ||, v (313)
| +]B=1]
avec Cy, indépendant de h €]0, hy.
Corollaire 3.1.1 ([§]) Soit B(h) vérifiant les conditions du proposition (?7). Alors :
s — lim B(h) = b(0,0), dans L*(R"™) (3.1.4)

h—04

Proposition 3.1.1 ([8]) Définissons opérateur By(t,s) comme suit :

t

Bi(t,s) = Wi (20, po) * U (L) * Up(t — s)U(s) Wi (0, po) exp (ih_l/ ao(Q)d6’> (3.1.5)

et désignons par Ay(t) Uopérateur pseudo-différentiel ,de symbole a(x+x(t),p+p(t),t) et par

Un(t,s) le propagateur de l’équation de Schrodinger associé Ay(t) alors pour , f € S(R™),on
a:

}llirr(l) Bi(t,0)f = Un(t,0) f; dans L*(R") (3.1.6)

la limite est uniforme en t dans tout compact de | — T, T7.
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Preuve. [Du théoreme (3.1.1)] Par la proposition (3.1.1]), on peut réécrire le premier membre
de (312) -

Wi(zo, po) * Un(t) % B(h)Uy(t)Wh(xo, po) = Bi(t,0) x b ("2 + x(t), k' D + p(t)) By(t,0)
(3.1.7)
avec By (t, s) défini par (3.1.1)). 0% (h'2x+xz(t), K12 D+p(t)) converge fortement vers b(z(t), p(t))

dans L?(R") et la convergence est uniforme par rapport a t, |t| < Tj. O
Théoréme 3.1.2 ([§]) Soit b un symbole de poids tempéré. Alors pour f € S(R™),on a :

s — ;}H& Wi (o, po) * Un(t) * b (R*2z, B*2DYU, ()W) (w0, po) f = b(x(t), p(t)) f; dans L*(R™)
(3.1.8)

La limite est uniforme par rapport a t,s dans tout compact de |—T,T7.

Preuve. On note par ®' la solution de ((1.3.1)) avec données initiales (x,p). Alors la dé-
monstration du théoreme (3.1.1]) donne :

|Un(t) * 6 (h"?x, B'2D)UL(t) f — (bo @) (A", kD) f|| < Cih, f € S(R")  (3.1.9)

D’apres le lemme (3.1.1)), on a :
|Wh(20, po) * (bo @) (h'*z, h'"> D)Wy (w0, po) f — bo @ (zo,po) f|| < C2h'?,  (3.1.10)

ou (] et Cy sont dépendants de f, mais indépendant de ¢ dans un compact de R. De (3.1.10))
et (3.1.9)), il vient

Wi (2o, po) * Un(t) % 0" (h'*z, K" D)U, (£) Wi (w0, po) f — b(x(t), p(t))|| < CR'?; f € S(R™)

O
Corollaire 3.1.2 ([§]) Sous les conditions du théoréeme (3.1.2)), on a pour tout f € B!,
hli%l Wi (20, po) * Un(t) * 22U ()W (20, p0) f = 2;(t)f (3.1.11)
—04

Jim Wi (20, po) * Un(t) * B2 D;U () Wi (20, 00)f = p;()f ,j=0,1,..n, (3.1.12)
—Ut

dans L*(R").



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté un rapide et partiel survol de I’étude de ’approxi-
mation semi-classique de solution d’équation de Heisenberg d’opérateur de terme h-pseudo-

différentielle.

Comme application de ces résultats, nous obtenons la limite classique des fonctions de

corrélation mécaniques de quantum pour une classe des choses observables non-délimitées.
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