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Introduction

Le but de ce mémoire est 1’étude de I’équation différentielle abstraite du second ordre de
la forme

W () + Au(t) = f(t), t € [0,1], (1)

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans
E (un espace de Banach), et f € C([0,1],E), avec les différents types de conditions aux

limites réguliéres
u(0)=fi
2
{ u(l) = fo. @

(cas traité par Labbas [4]), ou non réguliéres

u(0) = fi
{ u(1) + au/(0) = fa, (3)

(cas traité par Labbas-Maingot [5].0u f; et fo € E.

L’objectif est 1’étude de I'existence, I'unicité et la régularité de la solution obtenue, la
méthode utilisée est basée sur une construction de la solution sous forme d’une intégrale de
Dunford comme dans Da Prato Grisvard [2]et dans Labbas-Terreni [6].

Dans ce travail, nous considérons le cas elliptique qui est exprimé par ’hypothese (4)

<

p(A) DIet 3M >0,z € IL: [[(A—2) " T (4)

Ou
I1 = (C\P) UR,

Tel que P est le domaine parabolique définie par
P = {a:+iy:x<7r,|y[ < 27r\/7r2—a:}.

La deuxiéme condition au limite de (3) qui dépend dec, («r # 0) rend difficile ’étude de
notre probléme et crée une singularité.
La solution de (1) et (3) s’écrit sous la forme suivante

U(t) = UR(t) + U,g(t),

avec une partie réguliére ug(.) et une partie singuliére ug(.).

Ce mémoire est composé de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de base, quelques définitions sur les
opérateurs linéaires, 'intégrale de Dunford, les espaces d’interpolation et les espaces de
Holder et quelques lemmes principaux.



Au deuxiéme chapitre, on étudie I’équation différentielle abstraite du second ordre avec
conditions aux limites réguliéres de type elliptique de la forme

W (t) + Au(t) = f(t),t € [0,1]
u(0) = fi ()
u(l) = fa,

ce probléme a été étudié par Labbas [4].On suppose que A vérifie ’hypotheése suivante

Jep € R, M > 0, tels que p(A) D [—c2, +o0]

(6)
(A = A)_lHL(E) <

M
———— A
_1+|>\|7 E[ CO7+OO[7

ol p(A) est le domaine résolvant de A .

Grace a ’hypotheése (2.2) et en utilisant le calcul de Dunford, on donne une représentation
de la solution du probléme (2.1) quand f est une fonction holderienne et des résultats de
régularité de la solution stricte.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie le probléme (3.1) suivant

u’(t) + Au(t) = f(t); t €]0,1]
u(1) + au/(0) = fa,

ou feC([0,1],E), fi et fo € E et a est un parametre réel positif.
On suppose que A vérifie 'hypothése suivante

p(A) D 1I

3M>0:‘V’ZEH:H(A—zI)_ M (8)

1+ |z

o <

Grace a ’hypothese (3.2) et en faisant des calculs simples, on obtient une représentation
de la solution du probléme (3.1) quand f est une fonction holderienne et on trouve les
conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une solution unique du probléme (3.1).

Dans la méme section, on étudie le probléme spectral suivant

u’(t) + Au(t) — pl = f(t) ; t €]0,1]
u(0) = fi (9)
u(1) + au'(0) = fo,

ol & est un nombre complexe fixé et © est un nombre complexe tel que
Rep > 0.
Pour ce probléme, on suppose que A vérifie I’hypotheése
p(A) D Xg={z€C*argz| < dp}, do €10, 7|

IM >0, ¥z € o |[(A—2D) 7| < M



Avec f € C*([0,1],E) et n € ]0, %[, on obtient
U (t) = w,m(t) + us(t)

Cette représentation est une solution du probléme spectral (3.5) et vérifie les mémes
propriétés de la solution du probléme (3.1).

Le dernier chapitre est illustré par des exemples concrets ot on applique les résultats des
chapitres précédents.



Chapitre 1

Notions et rappels

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamentaux
sur les opérateurs linéaires, les espaces d’interpolation et quelques lemmes principaux.
Soit X un espace de Banach complexe,

1. A est un opérateur linéaire sur X si et seulement si c’est une application linéaire
définie sur un sous espace vectoriel D (A)de X dans X.

2. A est dit fermé si
o(A) ={(p, Ap) /¢ € D (A)}
est un fermé de (X.X),o : graphe de A.

3. A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on définiep(A) ’ensemble résolvante de
A par

p(A)={rAeC/ (AN -A)"eL(X)},

et le spectre de A est
o(A)=C/p(A).

1.1 Intégrale de Dunford :

Soit T un opérateur linéaire fermé et o(7") son spectre, notons F' (T") I'espace des fonctions
a variable complexe qui sont analytique dans un ensemble fermé contenant o (7).
On définit I'intégrale de Dunford par

16 = 5 [ FOVT = A0 an

ou f € F(T) et v une courbe entourant o (7).

1.2 Les espaces d’interpolation :

Définition 1.1 (Espace intermédiaire)



Soit {Xp, X7} un couple d’interpolation, X un espace de Banach tels que
XoNXy CX CXo+ Xy,
s’appelle espace intermédiaire entre Xy et X;.
Définition 1.2 (Espace d’interpolation)
Un espace intermédiaire X entre X et X; est dit espace d’interpolation si pour tout
KXo+ X; — Xo+ Xy,
I'implication suivante a lieu

K € L(Xy)
{ K e L(Xy),

= K e L(X).

1.3 Les espaces de Holder :

Soit (E, ||.|| ;) un espace de Banach complexe et o € ]0, 1] un nombre fixé, I un intervalle
de R.

Définition 1.3 Les espaces de Holder C* (I, E) sont des fonctions continues sur I définie

par
If @) = fWlle _
-y }

C*(I,F) = {f € B(L,E) : [flca(z,p) = sup

muni de la norme
[ fllcoa,my = 1l rmy + lcoq m s

avec :
B (1, E) : 'espace des fonctions bornées, muni de la norme

1,8 = sup [l £(@)lls-

On considére les espaces :

C([0,1],E)={f:]0,1] = E, f continue} = C(FE).

C?([0,1],E) = {f € C(E), f holdérienne d’exposant 6} .

muni des normes usuelles suivantes

Fllesgey = max | £(2)] + max ”JC(;;)_——;';(SW

e = max|[f()]g-



1.4 Inégalité de Holder :

Soit
felrr
g e Lp,
avec
1<p<
1 < g < oo,
alors
fgelLl
et

/ 1Fal < 11w Nl e

¥ Dy (0, +00) ={z € B, sup,,||t’A(A— t)leHE <K}.
1.5 Les relations

sinh v/—z(a + b) = sinh /—za cosh v/ —2zb + cosh /—za sinh v/ —2zb
coshv/—z(a + b) = cosh v/—za cosh /—2zb + sinh /—za sinh v/—2zb

Lemme 1.1 Pour chaque t € )0, 1[, on a

sinh v _)‘(1 — t) ‘ <K (’Y) €—|>\\% cos(g—g)t
sinh v/ —A\

Preuve. On a

‘eﬂuﬂe) _ VA1)

sinh /—A(1 —?) ’
sinh v/ —A\

eV (1= eV
o~ Rev=x (eRe\/—T(l—t) | oRe ﬂ(l—t))

< |(1 _6—2Reﬁ>|

(e_ Rev=Xt e—Reﬁ@—t))
<
= ‘(1 _ e—QRe\/TA)}

2 —Rev/—X
S e
2 —Rev/—At

< (1 —2005(2—3)\/«%)6 )
< K (8)e c(F-)N



Lemme 1.2 Pour chaque t € 10, 1],

K
<

1
H/ Kt —s) M = A7 f(s)ds|| < 5 [ flleem
0 5 Al

Preuve. On a

/Ot sinh VAL = )sinh V=As g g

v —Asinh v —A\
N /1 sinh v/ —Atsinh v/ —\(1 — s)
¢ v —Asinh v —A\

—c|A| 3 (t—s)

t@
2MK(5)/ S
o A2

1 —clAl2
FoMEK () /
t

n Kt 5) (M — ) f(s)ds

(M — A7 f(s)ds

IN

ds || flle(e)

(s—t
Y

Al

1
— 2
e c|A20o

IN

t
MK (5) / 4 | flleqe,

L
1-t —c]Al3o
BMEE) [ ol
o A
K K K
- + - —_

Lemme 1.3 On a :

1. Ae C/Tlp = 6, (A) # 0.
2. 30, € |0.7[ tel que 0, (A) # 0 dans le secteur : S (0,,e0) = {A € C: || > &g et |arg(N\)| > 0.} |
preuve

1. Soit z = x + 1y avec x > 0 et on suppose que az + sinh z = 0,

alors on a
{ az +sinhz =0

x>0,
si et seulement si
a(x + iy) + sinh(x 4 iy) =0
x>0,

si et seulement si
ax +sinhzcosy =0

ay + cosxsinhy = 0
x> 0.



Nous voyons que pour
(z,y) €10, +oo[ + i [—m, 7],

az +sinh z # 0,

donc
2 ¢ 0.+ oo[ +i[—m, 7. (1.1)

Maintenant si
A € C T,

alors

V=X €10, +oo| + i [, 7],

et en utilisant (1.1), on obtient

0o # 0.
2. On fixe
T

00 - ]0, 5 [,
et soit

z =+ 1y,
avec

|arg(2)| < 0o,

on a pour x suffisamment grand

|az + sinh z| > |sinh 2| — a|2| > sinhz — a——,
cos by

et
ey = (o, 0p),

tel que
Rez =2 > ¢, = |az +sinh 2| > 0.

Maintenant dans le secteur compact
{z:Rez=1u <c,,larg(z)| <0y},
la fonction analytique
z +— az + sinh z,

a un nombre fini des zéros, de plus, ces points n’appartiennent pas a l’axe réel strictement
positive, c’est & dire
36!, €10.00],

tel que pour toute z € C* avec
larg z| < 0,

az + sinh z # 0.

En posant
O, =m— 20,
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alors pour chaque

on a :

avec

A c S(@a,éo),

vV—-\AeC*

arg v _)" S 0/00

aVvV =X+ sinhv—X\ # 0.



Chapitre 2

Etude de ’équation différentielle
abstraite du second ordre avec
conditions aux limites réguliéres

2.1 Position du probléme et hypothéses :

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D, non nécessairment dense dans E
considere alors le probléme abstrait suivant

W(t) + Aut) = [(1); 1€ [0, 1
u(0) = fi (2.1)
U(l) = f27
oufiet b e E, feC([0.1],E).
On suppose que A vérifie I'hypothese (2.2) suivante

Jdeg € R, M > 0, tels que p(A) D [—c2, +o00]

» M , (2.2)
(A = A) HL(E) < T\ VA € [—cg, +ool.

Si fi = fo = 0, alors le probléme (2.1) est un cas particulier de la théorie des sommes
d’opérateurs dévloppées dans Da-Prato-Grisvard.

On se propose dans ce chapitre d’étudier I'existence, 'unicité et la régularité maximale
pour la solution stricte de(2.1) lorsque f est assez réguliére et fietf, vérifient certaines
conditions de compatibilité naturelles liées a ’équation.

La méthode utilisé ici pour I’étude du probléme (2.1) est basée essentielement sur une
construction explicite de la solution sous la forme d’intégrale de Dunford comme dans Da-
Prato-Grisvard et dans Labbas-Terrani et sur la caractérisation des espaces d’interpolation
D 4(0,4+00) faite par Grisvard.

2.2 Construction de la solution

Considérons le probléme

11
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V(1) + Mot = £(1)
v(0) = fi
U(1> = f27

ou fi,fo€ B, feC(E)et A€ C\R,.

La solution générale de ce probléme homogene est

u(t) = creV M 4 cpe VA

La racine carrée de —A\ est la détermination analytique définie sur C privé de ’axe réel
négatif.

La solution de ce systéme est alors

D’ou
¢
1
v(t) = PWas __)\/e‘/:\(t_s)f( )ds ——/ VA sf( )ds—i—KeFt—i-Ke VA

sinh vV=\(t — s)f(s)ds + KieV™ 4 Kye V1,
e

Les conditions aux limites donnent

v(0) = Ky + Ky = fi,

et
v(1) /smh\/ (1= s)f(s)ds + KieV™ + Kye V7 = f,
\/_
on a
Ki+Ky=fi
Kle\/j)\‘i‘ng_\/j:fg—\/—_ Slnh\/ (1—3) ( )d
donc
-1
Ky = hv/=X(1— ds — fo +e VA }
! 2sinh v/ =\ \/_/ s ) (s)ds = fa+e f

- QSinhl\/—_ \/_/

D’ou la solution du probleme :

sinh v—=\(1 — s)f ()ds—f2+e‘/7’\f1}.
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vt

F/81nhft—s> (5)ds

1

 2sinhv/—\ |:\/_

1
2smh\/_ {\/_

sinh V=\(t — 5)f(s)ds

-7

B sinh /—\t 1
v/ —Asinh v/—

4 sinh \/_tf smh \/—_)\(1 — t)f
sinh v/ =\ 2t sinh /=X !
\/—/ sinh v=\(t — ) f(s)ds

_ sinh v/ —\t
v/ —Asinh /=X

n sinh /= A\t sinh /= \(1 — t)f
simhy/=X " sinhyV/=X

1
B v/—Xsinh v—X

sinh v/=X(1 — s) f(s)ds

sinh vV=A(1 — 5)f (s )d5f2+€ﬂf1] eV A

sinh V=X(1 = 5)f(5)ds — fo + eV fl] VN

{/Ot sinh v/ =\(1 — 5)f(s)ds + /1 sinh v =\(1 — S)f(s)ds]

t

X /Ot [sinh v/ =Xsinh v=\(t — s) — sinh /=t sinh v/ = (1 — s)] f(s)ds

sinh /=t i

V= Xsinh V=X J,
sinh v/ =\t sinh v/ = \(1 — t)
i sinh v/—\ ft sinh v/—\ h
B / sinh v/—As sinh v/=A(1 — t)

0 V= Asinh v—\
/ sinh v/ =t sinh /= A(1 — s) F(s)ds
¢ V= Asinh v—=\

sinh /=t
sinh v/—\

f(s)ds

. sinh v/—\(1 — t)

+
sinh v/—\ h

f2

d’ou

sinh \/—_)\(1 —t)

vy=x(t) =

sinh v/=A(1 — s) f(s)ds

_I_
sinh v/—\ S VA

sinh v/ =\t
fa

+ [ Kyste= 956
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avec :
sinh v/—A(1 — t) sinh /—As 0<s<t
v —Asinh v/—A\
K\/j)\(t.S) = —
sinh /=t sinh v/ —A(1 — s)
it <s<1
vV —=Asinh v —A\

soit v une courbe simple joignant +oo exp(—id) a —ooexp(id); (§ € 0, dp]) tel que v C
p(A) — Ry

La solution de (2.1) est donnée formellement par

u(t) = - / (AT — A) v (t)dA

T 2mi
1 [sinhv/=X(1—¢)
"~ omi ,  sinhy/=X\
1 sinh /=t
%/7 sinh v/—\
L / / K s {ts) (M — ) (s)dsd.
~Jo

211

(AL — A) " frd)
(A — A)~! fod
+

Les intégrales précédentes sont absolument convergentes (voir chapitre 01).
Pour X dans E, on pose

(A — A)~ fd

S(t AVf, L/Sin};i\:}?))(_l_)\— t)

2m
1. 3 K ne dépendant que de v tel que Vt > 0: |[S(., 4A) fillz < K(6) || f1ll 5 -
2. Tapplication S(., A)f; € C([0,1], E) si et seulement si f; € D4.
3. f1 € Da(f,+00) si et seulement si S(., A)f; € C*([0,1], E).
4. f1 € Dy (0, +00) si et seulement si S(.,A)f1 € B(Da(6,+00)).

Remarque 2.1 on obtient les mémes résultats pour les termes en fs.

2.3 Conditions nécessaires

On dira que u € C([0,1], E) est solution stricte du probléme (2.1) si

U€C2<E)HC(DA),

et u vérifie les conditions du probléme (2.1).

Lemme 2.1
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Soit u la solution stricte du probléme (2.1) alors :

preuve
11 suffit d’écrire que u” (0) et u” (1) existent. En effet on a :

w(2t) —2u(t) +u(0)  ——

u’ (0) = £ (0) = Afy = lim e e D(4),
et

On va étudier les propriétés de I’éventuelle solution u(t) donnée par :

1 sinh v —A(1 —t) . 1 /sinh VAt 1
t) = — M —A AN+ — | ———\-A dA
ul?) 2mi J,  sinhv/—A ( ) 2m J, sinh\/—/\( )"
1
+% / / K 5t — s)(A — A)™f(s)dsd.
i ), Jo

2.4 Reégularité de la solution
Theoréme 2.1 On suppose que f € C*([0,1],E), n € ]0,%[615 f1, f2 € D(A) alors :

1. u(t) e D(A).
2. Au(.) € C([0,1],E) <= f(0) — Afi et f(1) — Afo € D(A).

3. Au() € C(0,1], E) <= £(0) — Afy, (1) = Afy € Da (1, +0).
4.

Au() = f() =" () € B(Da(n, +0)) <= f(0) = Afy, f(1) = Afa € Da(n, +00).

2.4.1 Solution stricte

Proposition 2.1 On suppose f € C*'([0,1],E), fi, fo € Da, Afy — f(0) et f(1) — Afy €
D 4, alors la représentation donnée par

1 [sinhv=X(1-1¢) .
u(t) = o v (A — AL frdA

1 / sinh v/ =M\t
¥

(A — A)~ fod

2mi sinh v/ —A
1
+L// K = (t.s)(M — A)~" f(s)dsdA
2mi )., Jo

est solution stricte du probléme (2.1) .



Chapitre 3

Etude de ’équation différentielle
abstraite du second ordre avec
conditions aux limites non réguliéres

3.1 Position du probléme et hypothéses

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D4 non nécessairment dense dans F, on
considere alors le probléme abstrait suivant

W(0) + Ault) = F(1) 1t €]0,1]
u(l) + au/(0) = fo,
oun f € C([0.1],F), fi et fo € E et a est un parametre réel positif, on suppose que A
vérifie I’hypothése suivante

{p(A)DH

EIM>O:‘V’Z€H:H(A—zI)_ M (3.2)

1+ 2|

o <

Soit g > 0, ¢ > 0, ¢, € }0, 5 [, alors ’hypothése (3.2) implique ’hypothése suivante

c
<

Vz € No: [[(A—2D)7 | < (1+]z])’

{ p(A) D Ao ={z€C :arg(2)] < @o} U{z: |z < o}

et
p(A) DIy = (C\P)UAg, et IM >0
M
i ol
Vz €l [[(A—2D) " || < upEt

ou P est un domaine parabolique qui est définie par

P:{x+iy:x<7r, |y|<27T\/7T2—I}.

16
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On pose
do (A) = avV =X +sinh vV =\,

ol v/ —A\ est la détermination analytique définie par

Rev—-\>0.

On s’intéresse a 'existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution obtenue.

3.2 Construction de la solution

Considérons le probléme

")+ A w(t) = f(t) ;te€]0,1]
(0) = fi
w(l) + aw'(0) = fo,
ou firet o e E, feC([0,1],F) et A € C\R,.
La solution de

w
w

w(t) + Mw(t) =0,

est

V=t —\/—7)\75‘

w(t) = e + coe

La variation de la constante a

w(t) = ey (t)eY M + ep(t)e VN,

donne
)Y + (e VN =0
N (t)emt — \/—_)\Cé(t)e_\/jt = f(t),
A, — e~V 0
T Ve —ft) |
et
A eV At 0
% YA ()
Donc

1 -1

chH(t) = 2\/—__/\Ac/2 = SN

la solution de ce systéme est alors

_ L[ v Teps)ds + K
(1) 2¢——A/oe F(s)ds + K,

:__1 tex/j\s ds - K.
CZ(t) 2\/_—)\ /0 f(S) S+ 2
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d’ou

wt

-7

les conditions aux limites donnent

sinh V=A(t — ) f(s)ds + KyeV™™ + Kye VM,

w(0) = Ky + Ky = fi,

et
w'(t) :/0 cosh V(= ) f(s)ds + V=AKeV ™ — V=AKpe VN,
donc
w'(0) = V=AK; — V—=)\K>,
et )
w(l) = —— [ sinhvV=A(1 = s) f(s)ds + K1eV > + Kye V7,
=2
on a
aw'(0) +w(l) = « <\/—_)\K1 \/_Kg /smh\/_ (1= s)f(s)ds + KieV™ + Kpe V7
= J2

donc

Ki+Ky=fi

1

(a\/_—l—e )Kﬁ—( av—\+e” >K2—|— 1_)\/Osinh\/—_)\(1—s)f(s)ds

= fa.
On pose

1 —f1
A 'a\/_)\+e - \/_/ sinh v/=A(1 — s) f(s)ds — fa,
et ) ;
Ao av—=\+e \/_/ sinh v/ =\(1 — 8) f(s)ds — fa,
donc _q
M= v s sy
K2 = 1

2 (a\/—_)\ + sinh \/—_/\) A
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—1

S N T )

1

R = av/—\ + sinh v—X \/_/

D’ou la solution du probléme est

sinh v/=A(1 — 5) f(s)ds — fo + (a\/—_)\—l—em) fl} )

w(t) = \/_/smh\/_t—s) (s)ds
1 1 . .
_ N YO S ey [smh V=Xtsinhv—=\(1 — 5) f(s)ds
1 .
+a\/—_)\ b Vo [smh V=1 = t) + av/=Xcosh vV =Mt| fy
1 :
+oz\/—_—|— b v sinh(vV=\t) fa
= \/_/smh\/_t—s) (s)ds
B 1
V=A(ayv/ =X + sinh /=)
X {/ sinh /=Xt sinh v —X\(1 — s) f(s)ds + / sinh v =\t sinh vV—=\(1 — s) f(s)ds
1 :
+oz\/—_)\ v [Slnh V=1 —t) + a/=XcoshvV=)\t| f1
1 .
oV sy YA e
B sinh /=Mt
V= Mav=X +sinh /=)
av/—=\ + sinh v/=\
X/o l R v snh\/_(t—s)—smh\/_(l—s)} f(s)ds
1 . .
_ T T T s V) /t sinh v/ =\t sinh v—A(1 — s) f(s)ds
1 .
+a\/—_)\ b Vo [smh V=1 —t) + a/=Xcosh \/—_)\t} fi
L sinh(vV—=At) fo

+
ay/ =\ +sinhv/—A\
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sinh v/—\t
\/_/ sinh v/=A(t — s) f(s)ds + V=X(a/=X 4 sinh /=X)
av/=A + sinh — cosh v/—\t sinh /= \s)
/ [smh v—A(sinh v/ =\t COSl'l \}f:i)\t hv=X
X sinh v/—
B e p—
1 / sinh v/ X sinh v AL - ) f(s)ds
- sinh v =) J;
\/__/\(a\/l__/\ o E:m_h)\/_)\(l —t) + av/=\cosh \/—_At} fi
+a\/—_)\ + sinhv/—\
1 sinh(vV=\t) fa,
+a\/_ A + sinh /=X
F/ sinh V/=A( = s) f(s)ds
sinh
Oz\/_‘i‘ X /- sinh v/ sinh \/__)\(1 — ) f(s)ds
B vV=Aay/ =\ + sinh /=) J;
sinh v/ =\t
- M ay/=X + sinh /=)
715_{( sinh v/—\ cosh v/— At sinh /= \s + cosh vV/—\sinh \/_8} f(s)ds
X sinh v/ =\t
" 1 [smh V=X(1 —1t) + av/=Acosh \/—_)\t} fi
+oz\/—_)\ + sinh v/—\
1 sinh(\/—_)\t)
+a\/_ A + sinh v/—\
\/_/smh\/_t_s) f(s)ds
sinh
W 1 / sinh v/ =t sinh V= (1 — s) f(s)ds
V=Aav =X +sinhvV=X) J;
sinh v/ =\t
+ — A/ =X +sinh /=) i ,
7t_si(nh\/_5( Slnh\/_)\coslr;l\/\/:i—i—cosh\/_)\ hv/—Xt) F(s)ds
X sin
’ 1 [sinh V=1 —t) + a/=Xcosh vV—=Xt| f
+a\/—_)\ + sinh v=\
1 sinh(vV=\t) fa

+Om/_)\ + sinh vV —-A



a\/_+51nh\/_/81nh\/_t_8) (s)ds

1 . .
V=XV =X+ sinh V=) / sinh /=tsinh V=A(1 = 5) f(5)ds

1 t .
VX VA + sinh V=) / sinh v/=s sinh =A(1 — 1) f(s)ds

1 .
+oz\/—_)\ + sinh /=X [smh V=M1 = 1) + av/=Acosh V=Mt| fi
sinh(\/—_)\t) fa

1
+
ay/ =\ +sinhv—A\

Donc
1

av/ —\ + sinh v/ —A\
1

+
ay/ —\ + sinh v/ —

w(t) =

[Sinh V=X(1 —t) + an/=Xcosh \/—_At] J1
sinh(\/—_/\t)

sinh vV—A(t — s) f(s)ds

a\/_ A + sinh \/_/
i / K 3.0t 8)f (s)ds,

avec

sinh v/=A(1 — t) sinh v/=\s 0< s
V=A(ay/=\ + sinh /=) T
K\/j/\@(t, S) = —

sinh /= At sinh v/=A(1 — s) e
vV=Aayv/—=X+sinh/=X) =

La solution du probléme (3.1) est donnée formellement par

<t

<1

u(t) = - [ ovaA- A0

2m

f/gma (L= t)(A=AD)™" fudA

o [ Kmnaltsa = a0 ssyas) a

211
+2—m S\/_—A,a( YA =AD" frdA
+% : (/ sinh @(; =) (A=) f(s)ds) dA

= ag(t) +ug(t) + as(t) +us(t),
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o T(t) = ﬁ / 7 ( / ; K ot 5)(A — D) f(s)ds) i\
) = 5 [ ([ A an s an

{ ug(t) = R(t)f + R(1 —t)fi
US( ) ( )fla

oll ¥ = 7,., est la courbe sectorielle de frontiere du S(f,,c0) U P\Aq orientée négative-
ment,
et pour ¢t € ]0,1[et A € v

sinh v/—\t
Iy =a(t) = A
Smnalt) = YN

On remarque qu'il existe deux constantes ¢ = c(y)et Ko = Ky () tels que :
VAeyettel01],ona

On pose
RO = g [ 0ma®A =AD"
et
R(1-t)f1 = - gﬂa(l —t)(A = X))t fid),
et
S0 = 57 [ Smald(A =AD"

Toutes ces intégrales sont absolument convergentes grace aux (3.4), mais S(1) f; n’est pas
convergente puisque

[Sy=a(D)] =0 (1017).

3.3 La régularité de la solution

1

Proposition 3.1 On suppose que l'opérateur A vérifie (3.2), et soit n € ]0, 3 [, alors

L. Vfa € E, t— R(t)f, € C*([0,1]; D(A)).
2. t— R(t)f, € C([0,1]; E) <= f, € D(A).
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3. t— R(t)fo € C*"([0,1]; E) <= f2 € D4 (n,+00) i fo € D(A), alors.
4.V te[0,1], R(t)f, € D(A).
5. t — R(t)fo € C*([0,1]; E)NC([0,1]; D(A)) <= Afy € D(A).
t— AR(t)f2 € C([0,1]; E) <= Afy € D(A).
6. t— R’(t)fo € C>1([0,1]; F) <= Af, € D4 (0, +0).
t— AR(t)fy € C*([0,1]; E) <= Afy € D4 (0, +0).
preuve
On va poser pour fo € E et t € [0, 1]

1 /sinh\/—)\t
2w J., sinhv/—\

Puis, en utilisant les mémes techniques que dans [1] et [8], nous montrons que la propo-
sition précédente est vrai pour

’U(t)fg (A — /\[)_1 de)\

t — v(t) fo.
Maintenant, en écrivant
R(t)fo = v(t) fa + w(t) fo,
avec

w(t) f2 (A=Y fod),

B L/ —ay/—Asinh v/ =\t
~2mi ), 8, (\)sinh /=X
et l'inégalité (3.4), on obtient

t— w(t)f2 € C*([0,1]; D(A)).
6. D’apres 3) on a
R'(t)fo = —R(t)Afo € C*([0,1]; E) <= Afz € Dy (1, +00).

Remarque 3.1 on obtient les mémes résultats pour R(1 — t)fi quand on remplace t par

(1-1).

Proposition 3.2 On suppose que l'opérateur A vérifie hypothése (3.3) et soit n € ]O,%[
alors :

1.Vfie B, t—s(t)f1 € C*([0,1]; D(A)) quand f, € D(A), alors :

2. s(t)f, € C'([0,1]; E) <= Af, € D(A).
3. s(t)f1 € CH21([0,1]; E) < Af, € D (n,+00).

preuve

1. Il résulte de (3.4).

2. C’est une conséquence de la proposition (3.1) puisque

s'(t)fi = —aR(t)Af;.
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3. Nous utilisons la proposition (3.1) et le faire que
s(t)fi € CH21([0,1]; E) <= s'(t) fr € C*([0,1]; E).

On pose

Proposition 3.3 On suppose que A vérifie (3.3), f1 et fo € D (A) .Soit f € C*1([0,1]; E),

776}0,%[, alors :

1. ug € C2(]0,1[; EYNC(]0,1[; D(A)).

2. ug”(t), Aup € C([0,1]; E) <= f(0) — Af1, f (1) — Afz € D(A).

3. up’(t), Aur € C*"([0,1]; E) <= f(0) — Afy, f(1) — Afy € Dy (n,+0).
preuve

On pose

or() = —— [ g ro(®)(A =AD" fodd

271 .

1
tor [ 9ol = DA = A fuda
T ~

L b 7 (/01 K =t 8)(A = AT) ™! f(s)ds) dA.

271

Puis, par les mémes techniques que dans [4], vy satisfait & toutes les hypothéses de la
proposition (3.3) et

VR() + Mog(t) = f(t) 5t €]0,1]
vr(0) = fi
vr(1) = fo.
On écrit
UR = UR + WR,
avec
wall) = QLm (9yxa(t) = 9y=x0(O)(A = AD)™H fadA
*2%- (9y=xa(l =) = gy=xo(1 = 1)) (A = AI)7" frdA
1
o ( /0 (K y=xat-5) = K =5 0(t.5))(A = AD) ™! f(s)ds) dx.

Pour tout ¢, ¢, s € [0, 1] nous avons

1 1.1
19y 3.0(®0) = 9y=50(@)| =0 <|)\|% o—cAl3 g—clA|2C w)

K mralts) = Kymso(t5) = 0 (N2 M) K myots)]
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Ainsi VK > 1, nous obtenons
wr € C**1([0,1]; E)NC ([0,1]; D (A¥)) .
Pour le comportement de
us = g + Us,
il suffit de préciser celui de ug.

Proposition 3.4 On suppose que A vérifie (3.3), f1 et fo € D (A). soit f € C*([0,1]; E),
n e }0,%[, alors :

1. Ts(t) € C2([0,1]: E) N C ([0, 1[; D(A)).
2. us(t) € C'([0,1]; E) <= f(0) € D(A).
3. us(t) € CH*1([0,1]; E) <= f(0) € Da (15 +00) .

preuve

el Nl gl

1. Il est évident.

2. on peut écrire que, pour chaque t € [0, 1]

) = o [ ([N a0 6 - o)) oy

( \/_)\cosh V=A(t — 5)
27rz da (M)

(A=) f(())ds> d\

- ]t+Jt;

en utilisant 'inégalité de Holder, nous avons

t
/ —cs\)\|2 2nd8 K
0 TRt
ainsi
1 1
1
1]l < K/ /ecs“"“ 1£(s) = f(O)|lpds | —
v A2
0
1
< KHchZn(E) —1+nd|)‘|7
v Al
et

t— 1, € C([0,1]; E),

on peut écrit
Jiy = aR(t)f(0),

et la proposition (3.1) rendements

t— J, € C([0,1]; E) < f(0) € D (A).
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3. On suppose que :
f(0) € D4 (n; +00),

d’apres 3) de la proposition (3.1), on obtient
J, € C(0,1]; E),

et en utilisant 1’égalité :
ﬂig(t) - It + Jt,

Lol = 2 / / / Asmw_ “S A A (f(s) — F(0)) dsdAdg

\/_Acosh \/_( s) B
27rz // (A= A" (f(s) — f(0))dsdA

50 V)
= a-+b,
et
1 t
1
—c|A[Z2(1-&+s) (21
ol < k| [ f / : #rdsd N € | 1],
—e\F(1-6) ! —e]\[FS ap
<x [ (/e ( / e ) ) .,
< —CW? 1-9_ -
< K / ( |« e dw) Wl
277 1
< K / Wl
277
< P
et
o < k[ ([ pEeio Lapy) e
< 8 (ke S ) s s,

IN

ey 1
K/ </|)\|5ez|“)md|)\\) 5215 | f]
Y £l
K(l—t)zn [kl

Cc2n(E)

IN

IN

c2n(g)’

et pour le sens inverse on a :
si

us(t) € CH([0,1]; B),

alors

Us(t) € C([0,1]; E),
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donc
Ji = aR(t)f(0) € C* ([0,1]; E)

et d’aprés 3)de la proposition (3.1),

f(0) € Da (n; +00).

Theoréme 3.1 On suppose que A vérifie (8.5), soit fi et fo € D(A), et f € C*([0,1]; E),

n e }0%[, alors

est une solution unique du probléme (3.1) et vérifie :
. UR € C? (]O 1[ ) )
.ur € C3([0,1];E)N )

Y

1 C (o, 1[; D(4)
2 C([0,1]; D(4)
3 [

4. ug € C2([0,1[; E) N C ([0,1[; D(A)).

5. ug € C([0,1]; E) < f(0) — Af; € D(A).
6. ug € C*27([0,1]; E) <= f (0) = Af1 € D4 (n, +00).

3.4 Probléme spectral

Maintenant on considére le probléme spectral

u'(t) + Au(t) — ul = f(t)  ;t€]0,1]
{ u(0) = f1
u(1) + au'(0) = fo,

OﬁfEC([O,l],E),fl et f2€E7
avec
pe{zeC:Rez>0}

et & € C et on suppose que A vérifie ’hypothése suivante

p(A) DXy ={z€C*argz| < dp}, do €10, 7|

M.
AM >0, Vz € 5o ||[(A— =21 ||LE)§||
Soit
A, =A—ul,
alors (3.6) implique I’hypothése suivante
p(Au)DSu:_M+ZO Iy
IM >0, ¥z € S, : [|(Ay = 2D) 7| ) < Tl

Il existe

xo=x(&,dp) >0

< f(0) = Afi, f(1) = Afy € D(A).
. ug”, Aug € C*([0,1]; E) < f(0) — Afy, f(1) — Afy € Da (n,+00) .
(4

(3.6)
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tel que :

AeC =S, = 0a(\) = &V—A + sinh V=X £ 0.

On conclue que
Uy = Up,R + Up,s,

est une solution du probléme (3.5), ou

wlt) = 5 [ a4 =AD" LA
5 Ogﬂa( —1)(A, = A7 frd\
tgmr | ([ matearan=an sius)
et
nst) = 5z [ Symal( =D
+% : (/Ot sinh @()t =) (4, — A1) f(s)ds) d.

Alors on a des résultats analogues au théoréme précédent.

Proposition 3.5 On suppose que A vérifie ’hypothese (3.6), f1 et fo € D (A), f € C*([0,1]; E)]
etn e }0 [, alors :
Uy = Uy R+ Upy,s

est une solution du probléme (3.5), et vérifie :

1. u,r € C2()0,1[; E) N C(J0,1[; D(A)).

2. w,r € C2([0,1]; E)NC([0,1]; D(A)) <= f(0) — Afi, f (1) — Af> € D(A).
3. R, Auy, g € C1([0,1]; E) < f(0) — Af1, f(1) — Afs € D4 (n,+00).
4. w5 € C*([0,1[; E) N C([0,1[; D(A)) -

5. u,s € CH[0,1]; E) < f(0) — Afy € D(A).

6. s € C*?1([0,1]; E) <= f(0) — Afi € Da(n, +00).

On considére le cas

T
506]0,5[,
on fixe d§; : 01 € ]0, 0o et
Q={z€C:Rez>umx et |argz| < d:}.

Theoréme 3.2 On suppose que A vérifie ’hypothése (3.6, fi et fo € D (A), f € C*([0,1]; E)
n e }0,%[, et X =C([0,1]; E), alors :
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1. Si f(0)—Af1, f(1)—Afs € Da(n,+00), il existe K = K (,) > 0 tel que pour toute

7 K
po€ Qe lpl flurlly + 147 el x + 1Au,gl x < P

$ (15 (1) = Afollp s + 1 ©) = AR+ 1 lleonsy ) -

2. Si f(0)—Afy € Dg(n,+00), il existe K = K (v,) > 0 tel que pour toute u € 2 :
K
IZK

(17 ©) = Afill, o+ 1 lcongsy)

1
|2 sl + ||ws)  + sl p(pa(100)) <

ou

B <DA <%—|—oo)> = Lue X s sup [u(t) 3 1) < 00}



Chapitre 4

Exemples concrets

b), on considére le probléeme de type elliptique suivant

Exemple 4.1 dans Q = (0,1) x (a,
04 )+ T4 (t2) = Au(t.) = £ (1)
( ) = f1($) S (a>b> (41)
( ) = falx) sz e(ab)
= u(t,b) = ; te(0,1)

[) et f € C([0,1],Cla,b]), fi et fo € C([a,b])

ot E = C([a,b
{ D(A) = {g € C*([a,b]) : g(a) = g(b) = 0}
(Ag)(z) = g (2),
D(A) =Co ([a,b]) = {g € C([a,b]) : g(a) = g(b) = 0} # E,
et
Dy (777 +OO) =C* ([CL, b]) NGy ([a7 bD .

Pour appliquer les résultats du chapitre 02 on doit vérifie ’hypothése (2.2)

2.2)

Vérification de I’hypothése (
u' = du=f ;s fel
u(a) =0
(b) =0
On pose :
T b
Ca—0b
et
(') = u(x)
donc on a : y y £ )
ey = 2 nat o
dx(x) N dx’(x) dr  a—1b" (*),

30
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et P )
U )
w(l‘) - (b_a)gv (l’),

alors le probléme précédent est équivalent au

et
z=-Ab—a)’.

Donc pour Re+v/—X\ > 0 la solution de ce probléeme est de la forme

v(x) = /K(m,s)F(s)ds,

ol [ sinh(VA (b — a))(1 — 2)sinh(VA (b —a))s 0<s<zg
K(o8) = - (VA(b— a)) sinh(vA (b — a)) T
; sinh(VA (b — a))asinh(VX (b—a))(1 —s) el
( (VA (b — a)) sinh(v/A (b — a)) 7
Et donc pour Rev/—X > 0, on a
lull, = [(A=ADT fll; = lvllg = [[(A+ 2D F

1
K
< |IFl, / (e 8)lds < 1
0

Maintenant, on suppose que

{ feC([0,1],C([a.b]))
fi € C*([a,b]) et fi(a) = fi(b) =0, pour i =1,2.

Alors d’aprés le théoréme (2.1).on a :

Theoréme 4.1 On considére n € }0,%[, f1, f2 € C*([a,b]) et fi(a) = fi(b), pour i = 1,2,
feC*([0,1],C([a,b])), alors la représentation u est une solution unique du probléeme (4.1)
et vérifie :

L ue C*(]0,1[;C([a, b])) N C(]0, 1[; C* ([a, b])) -

)
2 ueC([0,1]:C([a,H) NC(0,1]: C? ([0, b)) <= 4 10— f ’§b> =0
(
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( f((), ) - .fl” € C ([a,b]),
f(la ) - f2” S CZW ([a7b])
f(0,a) — fi"(a)

3. u”, Au € C¥([0,1];C ([a,b])) = ¢ . £(0,0) = fi"(b) =0

f(1,a) = fa7(a)
[ = [(1,0) = f27(b) = 0.

Exemple 4.2 dans Q) = (0.1) x (a.b), on considére le probléme de type elliptique suivant

(0% 9%u
oz (H2) + e (ta) = f(t @)
u(0,z) = fi(z) ; z€(a,b) (4.2)

a% 0,2)+u(l,z) = fo(x) ; =€ (a,b)
[ u(t,a) = u(t,b)=0 ; te(0,1),

et le probléme spectral est

(2% 9%u
o (br) +ea (ta) = [ (L)
w(0,2) = fi(z) ;€ (a,b) (4.3)

&% 0,2)+u(l,z) = fo(z) ; =€ (a,b)
[ u(t,a) = u(t,b)=0 ; te(0,1).

Ou E = C([a, b)),
{ f € C({()? 1] 7C[a7b])7 flet f2 € C([a7b])
a>0,aeC, Re(u)>0
{ D(A) = {g € C*([a,]) : g(a) = g(b) = 0}
(Ag)(z) = cg (z),

D (A) = Co ([a,b]) = {g € C([a,b]) : g(a) = g(b) = 0} # E,
et
Dy (n,+00) = C*" ([a,b]) N Cq ([a,b]) .

On a A vérifie I'hypothése (3.2), on fait les mémes calculs comme vérification de I'hypo-
these (2.2).
Maintenant, on suppose que

{ feC([0,1],C([a, b]))
fi € C*([a,b]) et fi(a) = fi(b) =0, pour i = 1,2.

Alors d’aprés le théoréeme (3.1).on a :

Theoréme 4.2 On considéren € |0,1[, f1 et fo € C*([a,b]) et f;(a) = fi(b), pouri=1,2,
feC?([0,1],C([a,b])), alors la représentation

U =UR + Ug

est une solution unique du probléme (4.2) et vérifie :
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un € C2(0,1(5C (fa, ) N € ([0,1[:C2 (a0 ])).
£(0.0) = cfy" (@)

un € € (0.1 (0 4) N (0,11 (o)) = ¢ 50~

= F(Lb)— cf" ()
f (07 ) - Cf1”7
f (17 ) - CfQ” € C277 ([av b])
7(0.0) — cfi"(a)
— £(0.0) — cf"(b)
7 (La) ~ fy(a)
. — f (17b> - Cf2”(b)
- us € C2([0,1[;C ([a,0])) N C ([0, 1[;C2 ([a, }]))

0

(

. ug”, Aug € C?7([0,1];C ([a, b)) <

0
0.

d. ug € Cl ([07 1] ;C ([av b])) — f (070’) - CfI” (a) - f (07b> - CfI” (b) = 0.

[ f(0,.) —cfi,
1420 _ 0,a) —cfi”(a
. ug € CH#1([0,1];C([a, b])) — — 1 (0.b) — cfy”(B) = 0
f(1,a) —cfs”(a)
[ = (1) —cf"(b) =0.

0.
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