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Introduction

Le but de ce mémoire est l�étude de l�équation di¤érentielle abstraite du second ordre de
la forme

u"(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; 1] ; (1)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans
E (un espace de Banach), et f 2 C ([0; 1] ; E) ; avec les di¤érents types de conditions aux
limites régulières �

u (0) = f1
u(1) = f2;

(2)

(cas traité par Labbas [4]), ou non régulières�
u(0) = f1
u(1) + �u0(0) = f2;

(3)

(cas traité par Labbas-Maingot [5]:Où f1 et f2 2 E:
L�objectif est l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité de la solution obtenue, la

méthode utilisée est basée sur une construction de la solution sous forme d�une intégrale de
Dunford comme dans Da Prato Grisvard [2]et dans Labbas-Terreni [6]:
Dans ce travail, nous considérons le cas elliptique qui est exprimé par l�hypothèse (4)

�(A) � � et 9M > 0;8z 2 � :
(A� zI)�1

L(E)
6 M

1 + jzj ; (4)

Où
� = (CnP ) [ R+

Tel que P est le domaine parabolique dé�nie par

P =
n
x+ iy : x < �; jyj < 2�

p
�2 � x

o
:

La deuxième condition au limite de (3) qui dépend de�; (� 6= 0) rend di¢ cile l�étude de
notre problème et crée une singularité.
La solution de (1) et (3) s�écrit sous la forme suivante

u(t) = uR(t) + uS(t);

avec une partie régulière uR(:) et une partie singulière uS(:):
Ce mémoire est composé de quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de base, quelques dé�nitions sur les

opérateurs linéaires, l�intégrale de Dunford, les espaces d�interpolation et les espaces de
Hölder et quelques lemmes principaux.
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Au deuxième chapitre, on étudie l�équation di¤érentielle abstraite du second ordre avec
conditions aux limites régulières de type elliptique de la forme8<:

u"(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; 1]
u (0) = f1
u(1) = f2;

(5)

ce problème a été étudié par Labbas [4]:On suppose que A véri�e l�hypothèse suivante8>><>>:
9c0 2 R;M > 0; tels que �(A) � [�c20;+1[

k(�� A)�1kL(E) �
M

1 + j�j ; 8� 2 [�c
2
0;+1[ ;

(6)

où �(A) est le domaine résolvant de A .
Grâce à l�hypothèse (2.2) et en utilisant le calcul de Dunford, on donne une représentation

de la solution du problème (2.1) quand f est une fonction hölderienne et des résultats de
régularité de la solution stricte.

Dans le troisième chapitre, on étudie le problème (3.1) suivant8<:
u00(t) + Au(t) = f(t); t 2 ]0; 1[
u(0) = f1
u(1) + �u0(0) = f2;

(7)

où f 2 C ([0; 1] ; E) ; f1 et f2 2 E et � est un paramètre réel positif.
On suppose que A véri�e l�hypothèse suivante8<: � (A) � �

9M > 0 : 8z 2 � :
(A� zI)�1

L(E)
� M

1 + jzj :
(8)

Grâce à l�hypothèse (3.2) et en faisant des calculs simples, on obtient une représentation
de la solution du problème (3.1) quand f est une fonction holderienne et on trouve les
conditions nécessaires et su¢ santes pour avoir une solution unique du problème (3.1) :
Dans la même section, on étudie le problème spectral suivant8<:

u00(t) + Au(t)� �I = f(t) ; t 2 ]0; 1[
u(0) = f1
u(1) + ~�u0(0) = f2;

(9)

où ~� est un nombre complexe �xé et � est un nombre complexe tel que

Re� > 0:

Pour ce problème, on suppose que A véri�e l�hypothèse8>><>>:
� (A) � �0 = fz 2 C�� jarg zj � �0g ; �0 2 ]0; �[

9M > 0; 8z 2 �0 :
(A� zI)�1

L(E)
� M

jzj :
(10)
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Avec f 2 C2� ([0; 1] ; E) et � 2
�
0; 1

2

�
; on obtient

u�(t) = u�;R(t) + u�;S(t)

Cette représentation est une solution du problème spectral (3.5) et véri�e les mêmes
propriétés de la solution du problème (3.1) :
Le dernier chapitre est illustré par des exemples concrets où on applique les résultats des

chapitres précédents.



Chapitre 1

Notions et rappels

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamentaux
sur les opérateurs linéaires, les espaces d�interpolation et quelques lemmes principaux.
Soit X un espace de Banach complexe,

1. A est un opérateur linéaire sur X si et seulement si c�est une application linéaire
dé�nie sur un sous espace vectoriel D (A)de X dans X.

2. A est dit fermé si
�(A) = f(';A')�' 2 D (A)g

est un fermé de (X:X),� : graphe de A:

3. A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on dé�nie�(A) l�ensemble résolvante de
A par

� (A) =
�
� 2 C� (�I � A)�1 2 L (X)

	
;

et le spectre de A est
�(A) = C�� (A) :

1.1 Intégrale de Dunford :

Soit T un opérateur linéaire fermé et �(T ) son spectre, notons F (T ) l�espace des fonctions
à variable complexe qui sont analytique dans un ensemble fermé contenant �(T ):
On dé�nit l�intégrale de Dunford par

f(t) =
1

2�i

Z


f(�)(T � �I)�1d�;

où f 2 F (T ) et  une courbe entourant �(T ):

1.2 Les espaces d�interpolation :

Dé�nition 1.1 (Espace intermédiaire)
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Soit fX0; X1g un couple d�interpolation, X un espace de Banach tels que

X0 \X1 � X � X0 +X1;

s�appelle espace intermédiaire entre X0 et X1:

Dé�nition 1.2 (Espace d�interpolation)

Un espace intermédiaire X entre X0 et X1 est dit espace d�interpolation si pour tout

K : X0 +X1 ! X0 +X1;

l�implication suivante a lieu �
K 2 L (X0)
K 2 L (X1) ;

=) K 2 L (X) :

1.3 Les espaces de Hölder :

Soit (E; k:kE) un espace de Banach complexe et � 2 ]0; 1[ un nombre �xé, I un intervalle
de R:

Dé�nition 1.3 Les espaces de Hölder C� (I; E) sont des fonctions continues sur I dé�nie
par

C� (I; E) =
�
f 2 B (I; E) : [f ]C�(I;E) = sup

kf(x)� f(y)kE
(x� y)� <1

�
;

muni de la norme
kfkC�(I;E) = kfkB(I;E) + [f ]C�(I;E) ;

avec :
B (I; E) : l�espace des fonctions bornées, muni de la norme

kfkB(I;E) = sup
x2I

kf(x)kE :

On considère les espaces :

C ([0; 1] ; E) = ff : [0; 1]! E; f continueg = C (E) :

C� ([0; 1] ; E) = ff 2 C (E) ; f holdérienne d�exposant �g :
muni des normes usuelles suivantes

kfkC�(E) = max kf(t)k+max
t;s

kf(t)� f(s)k
jt� sj�

kfkC(E) = max kf(t)kE .
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1.4 Inégalité de Hölder :

Soit �
f 2 Lp
g 2 Lp;

avec �
1 � p � 1
1 � q � 1;

alors
fg 2 L1;

et Z
jfgj � kfkLp kgkLq :

* DA (�;+1) =
�
x 2 E; supt>0

t�A (A� t)�1X
E
� K

	
:

1.5 Les relations

sinh
p
�z(a+ b) = sinh

p
�za cosh

p
�zb+ cosh

p
�za sinh

p
�zb

cosh
p
�z(a+ b) = cosh

p
�za cosh

p
�zb+ sinh

p
�za sinh

p
�zb

Lemme 1.1 Pour chaque t 2 ]0; 1[, on a����sinhp��(1� t)sinh
p
��

���� � K () e�j�j 12 cos(�2� �
2)t

Preuve. On a����sinhp��(1� t)sinh
p
��

���� =

���ep��(1�t) � e�p��(1�t)�����ep�� �1� e�2p�����
�

e�Re
p
��
�
eRe

p
��(1�t) + e�Re

p
��(1�t)

�
���1� e�2Rep�����

�

�
e�Re

p
��t + e�Re

p
��(2�t)

�
���1� e�2Rep�����

� 2���1� e�2Rep�����e�Rep��t
� 2�

1� e�2 cos(
�
2
� �
2)
p
"0
�e�Rep��t

� K (�) e� cos(
�
2
� �
2)j�j

1
2 t
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Lemme 1.2 Pour chaque t 2 ]0; 1[ ;Z 1

0

Kp
��(t� s) (�I � A)

�1 f(s)ds


E

� K

j�j2
kfkC(E)

Preuve. On aZ 1

0

Kp
��(t� s) (�I � A)

�1 f(s)ds

 �
Z t

0

sinh
p
��(1� t) sinh

p
��sp

�� sinh
p
��

(�I � A)�1 f(s)ds


+

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)p

�� sinh
p
��

(�I � A)�1 f(s)ds


� 2MK (�)

Z t

0

e�cj�j
1
2 (t�s)

j�j
3
2

ds kfkC(E)

+2MK (�)

Z 1

t

e�cj�j
1
2 (s�t)

j�j
3
2

ds kfkC(E)

� 2MK (�)

Z t

0

e�cj�j
1
2 �

j�j
3
2

d� kfkC(E)

+2MK (�)

Z 1�t

0

e�cj�j
1
2 �

j�j
3
2

d� kfkC(E)

�
�
K 0

j�j2
+
K"

j�j2
�
kfkC(E) =

K

j�j2
kfkC(E)

Lemme 1.3 On a :

1. � 2 C��0 =) �� (�) 6= 0:
2. 9�� 2 ]0:�[ tel que �� (�) 6= 0 dans le secteur : S (��; "0) = f� 2 C : j�j � "0 et jarg(�)j � ��g :
preuve

1. Soit z = x+ iy avec x > 0 et on suppose que �z + sinh z = 0;
alors on a �

�z + sinh z = 0
x > 0;

si et seulement si �
�(x+ iy) + sinh(x+ iy) = 0
x > 0;

si et seulement si 8<:
�x+ sinhx cos y = 0
�y + cosx sinh y = 0
x > 0:
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Nous voyons que pour
(x; y) 2 ]0;+1[ + i [��; �] ;

�z + sinh z 6= 0;
donc

z =2 ]0:+1[ + i [��; �] : (1.1)

Maintenant si
� 2 C��0;

alors p
�� 2 ]0;+1[ + i [��; �] ;

et en utilisant (1.1) ; on obtient
�� 6= 0:

2. On �xe
�0 2

i
0;
�

2

h
;

et soit
z = x+ iy;

avec
jarg(z)j � �0;

on a pour x su¢ samment grand

j�z + sinh zj � jsinh zj � � jzj � sinh x� � x

cos �0
;

et
9c� = c (�; �0) ;

tel que
Re z = x > c� =) j�z + sinh zj > 0:

Maintenant dans le secteur compact

fz : Re z = x � c�; jarg(z)j � �0g ;

la fonction analytique
z 7! �z + sinh z;

a un nombre �ni des zéros, de plus, ces points n�appartiennent pas à l�axe réel strictement
positive, c�est à dire

9�0� 2 ]0:�0[ ;
tel que pour toute z 2 C� avec

jarg zj � �0�;
�z + sinh z 6= 0:

En posant
�� = � � 2�0�;
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alors pour chaque
� 2 S (��; "0) ;

on a :

p
�� 2 C�

avec ���argp����� � �0�;
�
p
��+ sinh

p
�� 6= 0:



Chapitre 2

Etude de l�équation di¤érentielle
abstraite du second ordre avec
conditions aux limites régulières

2.1 Position du problème et hypothèses :

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine DA non nècessairment dense dans E
considère alors le problème abstrait suivant8<:

u00(t) + Au(t) = f(t) ; t 2 [0; 1]
u(0) = f1
u(1) = f2;

(2.1)

où f1 et f2 2 E, f 2 C ([0:1] ; E) :
On suppose que A véri�e l�hypothèse (2.2) suivante8><>:

9c0 2 R; M > 0, tels que �(A) � [�c20;+1[

k(�� A)�1kL(E) �
M

1 + �
; 8� 2 [�c20;+1[ :

(2.2)

Si f1 = f2 = 0, alors le problème (2.1) est un cas particulier de la théorie des sommes
d�opérateurs dévloppées dans Da-Prato-Grisvard.
On se propose dans ce chapitre d�étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale

pour la solution stricte de(2.1) lorsque f est assez régulière et f1etf2 véri�ent certaines
conditions de compatibilité naturelles liées à l�èquation.
La méthode utilisé ici pour l�étude du problème (2.1) est basée essentielement sur une

construction explicite de la solution sous la forme d�intégrale de Dunford comme dans Da-
Prato-Grisvard et dans Labbas-Terrani et sur la caractérisation des espaces d�interpolation
DA(�;+1) faite par Grisvard.

2.2 Construction de la solution

Considérons le problème

11
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8<:
v"(t) + �v(t) = f(t)
v(0) = f1
v(1) = f2;

où f1; f2 2 E; f 2 C(E) et � 2 C�R+:
La solution générale de ce problème homogène est

v(t) = c1e
p
��t + c2e

�
p
��t:

La racine carrée de �� est la détermination analytique dé�nie sur C privé de l�axe réel
négatif.
La solution de ce système est alors8>>>><>>>>:

c1(t) =
1

2
p
��

tZ
0

e�
p
��s f(s)ds+K1

c2(t) =
�1

2
p
��

Z t

0

e
p
��s f(s)ds+K2:

D�où

v(t) =
1

2
p
��

tZ
0

e
p
��(t�s)f(s)ds� 1

2
p
��

Z t

0

e�
p
��(t�s)f(s)ds+K1e

p
��t +K2e

�
p
��t

=
1p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds+K1e

p
��t +K2e

�
p
��t:

Les conditions aux limites donnent

v(0) = K1 +K2 = f1;

et

v(1) =
1p
��

1Z
0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds+K1e

p
�� +K2e

�
p
�� = f2;

on a 8>><>>:
K1 +K2 = f1

K1e
p
�� +K2e

�
p
�� = f2 �

1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds;

donc 8>>>><>>>>:
K1 =

�1
2 sinh

p
��

�
1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2 + e�

p
��f1

�

K2 =
1

2 sinh
p
��

�
1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2 + e

p
��f1

�
:

D�où la solution du problème :
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v(t) =
1p
��

tZ
0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� 1

2 sinh
p
��

24 1p
��

1Z
0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2 + e�

p
��f1

35 ep��t
+

1

2 sinh
p
��

�
1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2 + e

p
��f1

�
e�

p
��t

=
1p
��

tZ
0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� sinh
p
��tp

�� sinh
p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds

+
sinh

p
��t

sinh
p
��

f2 +
sinh

p
��(1� t)

sinh
p
��

f1

=
1p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� sinh
p
��tp

�� sinh
p
��

�Z t

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds+

Z 1

t

sinh
p
��(1� s)f(s)ds

�
+
sinh

p
��t

sinh
p
��

f2 +
sinh

p
��(1� t)

sinh
p
��

f1

=
1p

�� sinh
p
��

�
Z t

0

h
sinh

p
�� sinh

p
��(t� s)� sinh

p
��t sinh

p
��(1� s)

i
f(s)ds

� sinh
p
��tp

�� sinh
p
��

Z 1

t

sinh
p
��(1� s)f(s)ds

+
sinh

p
��t

sinh
p
��

f2 +
sinh

p
��(1� t)

sinh
p
��

f1

= �
Z t

0

sinh
p
��s sinh

p
��(1� t)p

�� sinh
p
��

f(s)ds

�
Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)p

�� sinh
p
��

f(s)ds

+
sinh

p
��(1� t)

sinh
p
��

f1 +
sinh

p
��t

sinh
p
��

f2

d�où

vp��(t) =
sinh

p
��(1� t)

sinh
p
��

f1 +
sinh

p
��t

sinh
p
��

f2

+

Z 1

0

Kp
��(t� s)f(s)ds
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avec :

Kp
��(t:s) = �

8>>>><>>>>:
sinh

p
��(1� t) sinh

p
��sp

�� sinh
p
��

; 0 � s � t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)p

�� sinh
p
��

; t � s � 1

soit  une courbe simple joignant +1 exp(�i�) à �1 exp(i�); (� 2 ]0; �0[) tel que  �
�(A)� R+:

La solution de (2.1) est donnée formellement par

u(t) =
1

2�i

Z


(�I � A)�1 vp��(t)d�

=
1

2�i

Z


sinh
p
��(1� t)

sinh
p
��

(�I � A)�1f1d�

+
1

2�i

Z


sinh
p
��t

sinh
p
��

(�I � A)�1f2d�

+
1

2�i

Z


Z 1

0

Kp
��(t:s)(�I � A)�1f(s)dsd�:

Les intégrales précédentes sont absolument convergentes (voir chapitre 01).
Pour X dans E, on pose

S(t; A)f1 =
1

2�i

Z


sinh
p
��(1� t)

sinh
p
��

(�I � A)�1f1d�:

1. 9 K ne dépendant que de  tel que 8t > 0 : kS(:; A)f1kE � K(�) kf1kE :
2. l�application S(:; A)f1 2 C ([0; 1] ; E) si et seulement si f1 2 DA:

3. f1 2 DA(�;+1) si et seulement si S(:; A)f1 2 C2� ([0; 1] ; E) :
4. f1 2 DA (�;+1) si et seulement si S(:; A)f1 2 B (DA (�;+1)) :

Remarque 2.1 on obtient les mêmes résultats pour les termes en f2.

2.3 Conditions nécessaires

On dira que u 2 C ([0; 1] ; E) est solution stricte du problème (2.1) si

u 2 C2 (E) \ C (DA) ;

et u véri�e les conditions du problème (2.1).

Lemme 2.1
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Soit u la solution stricte du problème (2.1) alors :
f 2 C ([0; 1] ; E) et f(0)� Af1, f(1)� Af2 2 D(A):
preuve
Il su¢ t d�écrire que u" (0) et u" (1) existent. En e¤et on a :

u" (0) = f (0)� Af1 = lim
t!0+

u (2t)� 2u (t) + u (0)
t2

2 D (A);

et

u" (1) = f (1)� Af2 = lim
t!0+

u (2t� 1)� 2u (t) + u (1)
(t� 1)2 2 D (A); t 2

�
0;
1

2

�
:

On va étudier les propriétés de l�éventuelle solution u(t) donnée par :

u(t) =
1

2�i

Z


sinh
p
��(1� t)

sinh
p
��

(�I � A)�1f1d�+
1

2�i

Z


sinh
p
��t

sinh
p
��

(�I � A)�1f2d�

+
1

2�i

Z


Z 1

0

Kp
��(t� s)(�I � A)�1f(s)dsd�:

2.4 Régularité de la solution

Theorème 2.1 On suppose que f 2 C2� ([0; 1] ; E) ; � 2
�
0; 1

2

�
et f1; f2 2 D(A) alors :

1. u(t) 2 D (A) :
2. Au (:) 2 C ([0; 1] ; E)() f(0)� Af1 et f(1)� Af2 2 D(A):
3. Au (:) 2 C2� ([0; 1] ; E)() f(0)� Af1; f(1)� Af2 2 DA (�;+1) :
4. Au (:)� f(:) = u00 (:) 2 B (DA (�;+1))() f(0)� Af1; f(1)� Af2 2 DA (�;+1) :

2.4.1 Solution stricte

Proposition 2.1 On suppose f 2 C2� ([0; 1] ; E) ; f1; f2 2 DA; Af1 � f(0) et f(1) � Af2 2
DA; alors la représentation donnée par

u(t) =
1

2�i

Z


sinh
p
��(1� t)

sinh
p
��

(�I � A)�1f1d�

+
1

2�i

Z


sinh
p
��t

sinh
p
��

(�I � A)�1f2d�

+
1

2�i

Z


Z 1

0

Kp
��(t:s)(�I � A)�1f(s)dsd�

est solution stricte du problème (2.1) :



Chapitre 3

Etude de l�équation di¤érentielle
abstraite du second ordre avec
conditions aux limites non régulières

3.1 Position du problème et hypothèses

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine DA non nécessairment dense dans E; on
considère alors le problème abstrait suivant8<:

u00(t) + Au(t) = f(t) ; t 2 ]0; 1[
u(0) = f1
u(1) + �u0(0) = f2;

(3.1)

où f 2 C ([0:1] ; E) ; f1 et f2 2 E et � est un paramètre réel positif, on suppose que A
véri�e l�hypothèse suivante8<: � (A) � �

9M > 0 : 8z 2 � :
(A� zI)�1

L(E)
� M

1 + jzj :
(3.2)

Soit "0 > 0; c > 0; '0 2
�
0; �

2

�
; alors l�hypothèse (3.2) implique l�hypothèse suivante8><>:

� (A) � �0 = fz 2 C� : jarg(z)j � '0g [ fz : jzj � "0g

8z 2 �0 :
(A� zI)�1

L(E)
� c

(1 + jzj) ;
(3.3)

et 8>><>>:
� (A) � �0 = (CnP ) [ �0; et 9M > 0 :

8z 2 �0 :
(A� zI)�1

L(E)
� M

1 + jzj ;

où P est un domaine parabolique qui est dé�nie par

P =
n
x+ iy : x < �; jyj < 2�

p
�2 � x

o
:

16
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On pose
�� (�) = �

p
��+ sinh

p
��;

où
p
�� est la détermination analytique dé�nie par

Re
p
�� > 0:

On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution obtenue.

3.2 Construction de la solution

Considérons le problème8<:
w00(t) + �w(t) = f(t) ; t 2 ]0; 1[
w(0) = f1
w(1) + �w0(0) = f2;

où f1 et f2 2 E; f 2 C ([0; 1] ; E) et � 2 CnR+:
La solution de

w(t) + �w(t) = 0;

est
w(t) = c1e

p
��t + c2e

�
p
��t:

La variation de la constante à

w(t) = c1(t)e
p
��t + c2(t)e

�
p
��t;

donne 8<:
c01(t)e

p
��t + c02(t)e

�
p
��t = 0

p
��c01(t)e

p
��t �

p
��c02(t)e�

p
��t = f(t);

�c01
=

���� e�p��t 0

�
p
��e�

p
��t � f(t)

���� ;
et

�c02
=

���� ep��t 0p
��e

p
��t � f(t)

���� :
Donc 8>>><>>>:

c01(t) =
1

�2
p
��
�c01

=
1

2
p
��
e�

p
��tf(t)

c02(t) =
1

2
p
��
�c02

=
�1
2
p
��
e
p
��tf(t);

la solution de ce système est alors8>>>><>>>>:
c1(t) =

1

2
p
��

Z t

0

e�
p
��sf(s)ds+K1

c2(t) =
�1
2
p
��

Z t

0

e
p
��sf(s)ds+K2;
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d�où

w(t) =
1p
��

tZ
0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds+K1e

p
��t +K2e

�
p
��t;

les conditions aux limites donnent

w(0) = K1 +K2 = f1;

et

w0(t) =

Z t

0

cosh
p
��(t� s)f(s)ds+

p
��K1e

p
��t �

p
��K2e

�
p
��t;

donc
w0(0) =

p
��K1 �

p
��K2;

et

w(1) =
1p
��

1Z
0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds+K1e

p
�� +K2e

�
p
��;

on a

�w0(0) + w(1) = �
�p
��K1 �

p
��K2

�
+

1p
��

1Z
0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds+K1e

p
�� +K2e

�
p
��

= f2

donc8>>>><>>>>:
K1 +K2 = f1�
�
p
��+ e

p
��
�
K1 +

�
��
p
��+ e�

p
��
�
K2 +

1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds

= f2:

On pose

�1 =

������
1 � f1

��
p
��+ e�

p
�� 1p

��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2;

������
et

�2 =

������
1 � f1

�
p
��+ e

p
�� 1p

��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2;

������
donc 8>>>><>>>>:

K1 =
�1

2
�
�
p
��+ sinh

p
��
��1

K2 =
1

2
�
�
p
��+ sinh

p
��
��2;
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8>>>><>>>>:
K1 =

�1
�
p
��+ sinh

p
��

�
1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2 +

�
��
p
��+ e�

p
��
�
f1

�

K2 =
1

�
p
��+ sinh

p
��

�
1p
��

Z 1

0

sinh
p
��(1� s)f(s)ds� f2 +

�
�
p
��+ e

p
��
�
f1

�
:

D�où la solution du problème est

w(t) =
1p
��

tZ
0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

1Z
0

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2

=
1p
��

tZ
0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

�
�Z t

0

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds+

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

�
+

1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2

=
sinh

p
��tp

��(�
p
��+ sinh

p
��)

�
Z t

0

�
�
p
��+ sinh

p
��

sinh
p
��t

sinh
p
��(t� s)� sinh

p
��(1� s)

�
f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2
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D�où

w(t) =
�

�
p
��+ sinh

p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds+ sinh

p
��tp

��(�
p
��+ sinh

p
��)

�
Z t

0

[
sinh

p
��(sinh

p
��t cosh

p
��s� cosh

p
��t sinh

p
��s)

sinh
p
��t

�
h
sinh

p
�� cosh

p
��s� cosh

p
�� sinh

p
��s

i
]f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2;

=
�

�
p
��+ sinh

p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

+
sinh

p
��tp

��(�
p
��+ sinh

p
��)

�
Z t

0

�
� sinh

p
�� cosh

p
��t sinh

p
��s

sinh
p
��t

+ cosh
p
�� sinh

p
��s

�
f(s)ds

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2

=
�

�
p
��+ sinh

p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

+
sinh

p
��tp

��(�
p
��+ sinh

p
��)

�
Z t

0

sinh
p
��s(� sinh

p
�� cosh

p
��t+ cosh

p
�� sinh

p
��t)

sinh
p
��t

f(s)ds

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2
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D�où

w(t) =
�

�
p
��+ sinh

p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

Z 1

t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)f(s)ds

� 1p
��(�

p
��+ sinh

p
��)

Z t

0

sinh
p
��s sinh

p
��(1� t)f(s)ds

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2:

Donc

w(t) =
1

�
p
��+ sinh

p
��

h
sinh

p
��(1� t) + �

p
�� cosh

p
��t

i
f1

+
1

�
p
��+ sinh

p
��

sinh(
p
��t) f2

+
�

�
p
��+ sinh

p
��

Z t

0

sinh
p
��(t� s)f(s)ds

+

Z 1

0

Kp
��;�(t; s)f(s)ds;

avec

Kp
��;�(t; s) = �

8>>>><>>>>:
sinh

p
��(1� t) sinh

p
��sp

��(�
p
��+ sinh

p
��)

; 0 � s � t

sinh
p
��t sinh

p
��(1� s)p

��(�
p
��+ sinh

p
��)

; t � s � 1:

La solution du problème (3.1) est donnée formellement par

u(t) =
1

2�i

Z


gp��;�(t)(A� �I)�1 f2d�

+
1

2�i

Z


gp��;�(1� t)(A� �I)�1 f1d�

+
1

2�i

Z


�Z 1

0

Kp
��;�(t; s)(A� �I)�1 f(s)ds

�
d�

+
�

2�i

Z


Sp��;�(t)(A� �I)�1 f1d�

+
�

2�i

Z


0@ tZ
0

sinh
p
��(t� s)
�� (�)

(A� �I)�1 f(s)ds

1A d�
= �uR(t) + uR(t) + �uS(t) + uS(t);
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avec 8>>>><>>>>:
uR(t) =

1

2�i

Z


�Z 1

0

Kp
��;�(t; s)(A� �I)�1 f(s)ds

�
d�

uS(t) =
�

2�i

Z


�Z t

0

sinh
p
��(t� s)
�� (�)

(A� �I)�1 f(s)ds
�
d�;

et 8<:
�uR(t) = R(t)f2 +R(1� t)f1

�uS(t) = S(t)f1;

où  = �;"0 est la courbe sectorielle de frontière du S(��; "0) [ Pn�0 orientée négative-
ment,
et pour t 2 ]0; 1[et � 2 

gp��;�(t) =
sinh

p
��t

�� (�)
;

Sp��;�(t) =

p
�� cosh

p
��t

�� (�)
:

On remarque qu�il existe deux constantes c = c()et K0 = K0 () tels que :
8� 2  et t 2 [0; 1], on a

max

�����sinhp��t�� (�)

���� ; ����coshp��t�� (�)

����� � K0e
�cj�j

1
2 (1�t): (3.4)

On pose

R(t)f2 =
1

2�i

Z


gp��;�(t)(A� �I)�1 f2d�;

et

R(1� t)f1 =
1

2�i

Z


gp��;�(1� t)(A� �I)�1 f1d�;

et

S(t)f1 =
�

2�i

Z


Sp��;�(t)(A� �I)�1 f1d�:

Toutes ces intégrales sont absolument convergentes grâce aux (3.4), mais S(1)f1 n�est pas
convergente puisque ��Sp��;�(1)�� = 0�j�j 12� :
3.3 La régularité de la solution

Proposition 3.1 On suppose que l�opérateur A véri�e (3.2) ; et soit � 2
�
0; 1

2

�
; alors

1. 8f2 2 E; t 7�! R(t)f2 2 C1 ([0; 1] ;D(A)) :
2. t 7�! R(t)f2 2 C ([0; 1] ;E)() f2 2 D(A):
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3. t 7�! R(t)f2 2 C2� ([0; 1] ;E)() f2 2 DA (�;+1) ;si f2 2 D(A); alors.
4. 8 t 2 [0; 1] ; R(t)f2 2 D(A):
5. t 7�! R(t)f2 2 C2 ([0; 1] ;E) \ C ([0; 1] ;D(A))() Af2 2 D(A):
t 7�! AR(t)f2 2 C ([0; 1] ;E)() Af2 2 D(A):

6. t 7�! R"(t)f2 2 C2� ([0; 1] ;E)() Af2 2 DA (�;+1) :
t 7�! AR(t)f2 2 C2� ([0; 1] ;E)() Af2 2 DA (�;+1) :
preuve
On va poser pour f2 2 E et t 2 [0; 1]

v(t)f2 =
1

2�i

Z


sinh
p
��t

sinh
p
��

(A� �I)�1 f2d�:

Puis, en utilisant les mêmes techniques que dans [1] et [8], nous montrons que la propo-
sition précédente est vrai pour

t 7�! v(t)f2:

Maintenant, en écrivant
R(t)f2 = v(t)f2 + w(t)f2;

avec

w(t)f2 =
1

2�i

Z


��
p
�� sinh

p
��t

�� (�) sinh
p
��

(A� �I)�1 f2d�;

et l�inégalité (3.4), on obtient

t 7�! w(t)f2 2 C1 ([0; 1] ;D(A)) :

6. D�après 3) on a

R"(t)f2 = �R(t)Af2 2 C2� ([0; 1] ;E)() Af2 2 DA (�;+1) :

Remarque 3.1 on obtient les mêmes résultats pour R(1 � t)f1 quand on remplace t par
(1� t):

Proposition 3.2 On suppose que l�opérateur A véri�e l�hypothèse (3.3) et soit � 2
�
0; 1

2

�
alors :

1. 8f1 2 E; t 7�! s(t)f1 2 C1 ([0; 1[ ;D(A)) quand f1 2 D(A), alors :
2. s(t)f1 2 C1 ([0; 1] ;E)() Af1 2 D(A):
3. s(t)f1 2 C1+2� ([0; 1] ;E)() Af1 2 D (�;+1) :

preuve

1. Il résulte de (3.4) :

2. C�est une conséquence de la proposition (3:1) puisque

s0(t)f1 = ��R(t)Af1:
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3. Nous utilisons la proposition (3:1) et le faire que

s(t)f1 2 C1+2� ([0; 1] ;E)() s0(t)f1 2 C2� ([0; 1] ;E) :

On pose 8<:
uR = �uR + uR

uS = �uS + uS:

Proposition 3.3 On suppose que A véri�e (3.3) ; f1 et f2 2 D (A) :Soit f 2 C2� ([0; 1] ;E) ;
� 2

�
0; 1

2

�
; alors :

1. uR 2 C2 (]0; 1[ ;E) \ C (]0; 1[ ;D(A)) :
2. uR"(t); AuR 2 C ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1; f (1)� Af2 2 D(A):
3. uR"(t); AuR 2 C2� ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1; f (1)� Af2 2 DA (�;+1) :
preuve
On pose

vR(t) =
1

2�i

Z


gp��;0(t)(A� �I)�1 f2d�

+
1

2�i

Z


gp��;0(1� t)(A� �I)�1 f1d�

+
1

2�i

Z


�Z 1

0

Kp
��;0(t; s)(A� �I)�1 f(s)ds

�
d�:

Puis, par les mêmes techniques que dans [4]; vR satisfait à toutes les hypothèses de la
proposition (3:3) et 8<:

v00R(t) + �vR(t) = f(t) ; t 2 ]0; 1[
vR(0) = f1
vR(1) = f2:

On écrit
uR = vR + wR;

avec

wR(t) =
1

2�i

Z


(gp��;�(t)� gp��;0(t))(A� �I)�1 f2d�

+
1

2�i

Z


(gp��;�(1� t)� gp��;0(1� t))(A� �I)�1 f1d�

+
1

2�i

Z


�Z 1

0

(Kp
��;�(t:s)�Kp

��;0(t:s))(A� �I)�1 f(s)ds
�
d�:

Pour tout '; t; s 2 [0; 1] nous avons8>><>>:
��gp��;�(')� gp��;0(')�� = 0�j�j 12 e�cj�j 12 e�cj�j 12 (1�')�
��Kp

��;�(t:s)�Kp
��;0(t:s)

�� = 0�j�j 12 e�cj�j 12 � ��Kp
��;0(t:s)

�� :
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Ainsi 8K � 1, nous obtenons

wR 2 C2+2� ([0; 1] ;E) \ C
�
[0; 1] ;D

�
AK
��
:

Pour le comportement de
uS = �uS + uS;

il su¢ t de préciser celui de uS:

Proposition 3.4 On suppose que A véri�e (3.3) ; f1 et f2 2 D (A) : soit f 2 C2� ([0; 1] ;E) ;
� 2

�
0; 1

2

�
; alors :

1. uS(t) 2 C2 ([0; 1[ ;E) \ C ([0; 1[ ;D(A)) :
2. uS(t) 2 C1 ([0; 1] ;E)() f(0) 2 D(A):
3. uS(t) 2 C1+2� ([0; 1] ;E)() f(0) 2 DA (�; +1) :
preuve

1. Il est évident.

2. on peut écrire que, pour chaque t 2 [0; 1[

u
0
S(t) =

�

2�i

Z


�Z 1

0

p
�� cosh

p
��(t� s)

�� (�)
(A� �I)�1 (f(s)� f(0)) ds

�
d�

+
�

2�i

Z


�Z 1

0

p
�� cosh

p
��(t� s)

�� (�)
(A� �I)�1 f(0)ds

�
d�

= It + Jt;

en utilisant l�inégalité de Hölder, nous avons����Z t

0

e�csj�j
1
2 s2�ds

���� � K

j�j
1
2
+�
;

ainsi

kItkE � K

Z


0@ 1Z
0

e�csj�j
1
2 kf(s)� f(0)kE ds

1A 1

j�j
1
2

d j�j

� K kfkC2�(E)
Z


1

j�j1+�
d j�j ;

et
t 7�! It 2 C ([0; 1] ;E) ;

on peut écrit
Jt = �R(t)f(0);

et la proposition (3:1) rendements

t 7�! Jt 2 C ([0; 1] ;E)() f (0) 2 D (A):
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3. On suppose que :
f(0) 2 DA (�; +1) ;

d�après 3) de la proposition (3:1), on obtient

Jt 2 C2� ([0; 1] ;E) ;

et en utilisant l�égalité :
u
0
S(t) = It + Jt;

I1 � It =
��
2�i

Z 1

t

Z


Z t

0

� sinh
p
�� (� � s)

�� (�)
(A� �I)�1 (f(s)� f(0)) dsd�d�

+
�

2�i

Z


Z 1

t

p
�� cosh

p
��(1� s)

�� (�)
(A� �I)�1(f(s)� f(0))dsd�

= a+ b;

et

kak � k

0@Z 1

t

Z


tZ
0

e�cj�j
1
2 (1��+s)s2�dsd j�j d�

1A kfk
C2�(E)

� K

Z 1

t

�Z


e�cj�j
1
2 (1��)

�Z t

0

e�cj�j
1
2Ss2�ds

�
d j�j

�
d� kfk

C2�(E)

� K

Z 1

t

 Z


e�cj�j
1
2 (1��) 1

j�j�+
1
2

d j�j
!
d� kfk

C2�(E)

� K

Z 1

t

(1� �)2��1 d� kfk
C2�(E)

� K (1� t)2� kfk
C2�(E)

;

et

kbk � K

Z 1

t

�Z


j�j
1
2 e�cj�j

1
2 s) 1

j�jd j�j
�
s2�ds kfk

C2�(E)

� K

Z 1

t

�Z


j�j
1
2 e�

c
2
j�j

1
2 ) 1

j�jd j�j
�
s2�ds kfk

C2�(E)

� K
�
1� t2�+1

�
kfk

C2�(E)

� K(1� t)2� kfk
C2�(E)

;

et pour le sens inverse on a :
si

uS(t) 2 C1+2� ([0; 1] ;E) ;
alors

u
0
S(t) 2 C2� ([0; 1] ;E) ;
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donc
Jt = �R(t)f(0) 2 C2� ([0; 1] ;E)

et d�aprés 3)de la proposition (3:1) ;

f(0) 2 DA (�; +1) :

Theorème 3.1 On suppose que A véri�e (3.3) ; soit f1 et f2 2 D (A) ; et f 2 C2� ([0; 1] ;E) ;
� 2

�
01
2

�
; alors

u = uR + uS

est une solution unique du problème (3.1) et véri�e :

1. uR 2 C2 (]0; 1[ ;E) \ C (]0; 1[ ;D(A)) :
2. uR 2 C2 ([0; 1] ;E) \ C ([0; 1] ;D(A))() f (0)� Af1; f (1)� Af2 2 D(A):
3. uR"; AuR 2 C2� ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1; f (1)� Af2 2 DA (�;+1) :
4. uS 2 C2 ([0; 1[ ;E) \ C ([0; 1[ ;D(A)) :
5. uS 2 C1 ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1 2 D(A):
6. uS 2 C1+2� ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1 2 DA (�;+1) :

3.4 Problème spectral

Maintenant on considère le problème spectral8<:
u00(t) + Au(t)� �I = f(t) ; t 2 ]0; 1[
u(0) = f1
u(1) + ~�u0(0) = f2;

(3.5)

où f 2 C ([0; 1] ; E) ; f1 et f2 2 E;
avec

� 2 fz 2 C : Re z > 0g
et ~� 2 C et on suppose que A véri�e l�hypothèse suivante8>><>>:

� (A) � �0 = fz 2 C�� jarg zj � �0g ; �0 2 ]0; �[

9M > 0; 8z 2 �0 :
(A� zI)�1

L(E)
� M

jzj

: (3.6)

Soit
A� = A� �I;

alors (3.6) implique l�hypothèse suivante8<: � (A�) � S� = ��+ �0
9M > 0; 8z 2 S� :

(A� � zI)�1L(E) � M

jz + �j :
(3.7)

Il existe
x0 = x (~�; �0) > 0
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tel que :
� 2 C� Sx0 =) �~�(�) = ~�

p
��+ sinh

p
�� 6= 0:

On conclue que
u� = u�;R + u�;S;

est une solution du problème (3.5) ; où :

u�;R(t) =
1

2�i

Z
0

gp��;~�(t)(A� � �I)�1 f2d�

+
1

2�i

Z
0

gp��;~�(1� t)(A� � �I)�1 f1d�

+
1

2�i

Z
0

�Z 1

0

Kp
��;~�(t:s)(A� � �I)�1 f(s)ds

�
d�;

et

u�;S(t) =
~�

2�i

Z
0

Sp��;~�(t)(A� � �I)�1 f1d�

+
~�

2�i

Z
0

�Z t

0

sinh
p
��(t� s)
�~� (�)

(A� � �I)�1 f(s)ds
�
d�:

Alors on a des résultats analogues au théorème précédent.

Proposition 3.5 On suppose que A véri�e l�hypothèse (3.6) ; f1 et f2 2 D (A), f 2 C2� ([0; 1] ;E)
et � 2

�
0; 1

2

�
; alors :

u� = u�;R + u�;S

est une solution du problème (3.5) ; et véri�e :

1. u�;R 2 C2 (]0; 1[ ;E) \ C (]0; 1[ ;D(A)) :
2. u�;R 2 C2 ([0; 1] ;E) \ C ([0; 1] ;D(A))() f (0)� Af1; f (1)� Af2 2 D(A):
3. u"�;R; Au�;R 2 C2� ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1; f (1)� Af2 2 DA (�;+1) :
4. u�;S 2 C2 ([0; 1[ ;E) \ C ([0; 1[ ;D(A)) :
5. u�;S 2 C1 ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1 2 D(A):
6. u�;S 2 C1+2� ([0; 1] ;E)() f (0)� Af1 2 DA (�;+1) :
On considère le cas

�0 2
i
0;
�

2

h
;

on �xe �1 : �1 2 ]0; �0[ et


 = fz 2 C : Re z � x1 et jarg zj � �1g :

Theorème 3.2 On suppose que A véri�e l�hypothèse (3.6) ; f1 et f2 2 D (A), f 2 C2� ([0; 1] ;E),
� 2

�
0; 1

2

�
; et X = C ([0; 1] ;E) ; alors :
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1. Si f (0)�Af1; f (1)�Af2 2 DA (�;+1) ; il existe K = K (0) > 0 tel que pour toute

� 2 
 : j�j ku�;RkX + ku"�;RkX + kAu�;RkX �
K

j�j�

�
�
kf (1)� Af2kDA(�;+1) + kf (0)� Af1kDA(�;+1)

+ kfkC2�(E)
�
:

2. Si f (0)� Af1 2 DA (�;+1) ; il existe K = K (0) > 0 tel que pour toute � 2 
 :

j�j
1
2 ku�;SkX +

u0�;SX + ku�;SkB(DA( 12 ;+1)) � K

j�j��
kf (0)� Af1k

DA(�;+1)
+ kfkC2�(E)

�
;

où

B

�
DA

�
1

2
;+1

��
=
n
u 2 X : sup ku(t)kDA( 12 ;+1) <1

o
:



Chapitre 4

Exemples concrets

Exemple 4.1 dans Q = (0; 1)� (a; b) ; on considère le problème de type elliptique suivant8>>><>>>:
@2u

@t2
(t; x) +

@2u

@x2
(t; x) = �u (t; x) = f (t; x)

u (0; x) = f1(x) ; x 2 (a; b)
u (1; x) = f2(x) ; x 2 (a; b)
u (t; a) = u (t; b) = 0 ; t 2 (0; 1);

(4.1)

où E = C ([a; b]) et f 2 C ([0; 1] ;C [a; b]) ; f1 et f2 2 C ([a; b])�
D (A) = fg 2 C2 ([a; b]) : g(a) = g(b) = 0g
(Ag)(x) = g"(x);

on a
D (A) = C0 ([a; b]) = fg 2 C ([a; b]) : g(a) = g(b) = 0g 6= E;

et
DA (�;+1) = C2� ([a; b]) \ C0 ([a; b]) :

Pour appliquer les résultats du chapitre 02 on doit véri�e l�hypothèse (2.2) :

Véri�cation de l�hypothèse (2.2)8<:
u00 � �u = f ; f 2 E
u(a) = 0
u(b) = 0:

On pose :

x0 =
x� b
a� b ;

et
v(x0) = u(x);

donc on a :
du

dx
(x) =

dv

dx0
(x)
dx0

dx
=

1

a� bv
0(x0);

30
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et
d2u

dx2
(x) =

1

(b� a)2v"(x);

alors le problème précédent est équivalent au8<:
v00(x) + zv(x) = F (x) ;x 2 (0:1)
v(0) = 0
v(1) = 0

F (x) = (b� a)2 f ((a� b)x+ b) ;
et

z = �� (b� a)2 :
Donc pour Re

p
�� > 0 la solution de ce problème est de la forme

v(x) =

1Z
0

K(x; s)F (s)ds;

où

K(x; s) = �

8>>>>><>>>>>:

sinh(
p
� (b� a))(1� x) sinh(

p
� (b� a))s

(
p
� (b� a)) sinh(

p
� (b� a))

; 0 � s � x

sinh(
p
� (b� a))x sinh(

p
� (b� a))(1� s)

(
p
� (b� a)) sinh(

p
� (b� a))

; x � s � 1:

Et donc pour Re
p
�� > 0; on a

kukE =
(A� �I)�1 f

E
= kvkE =

(A+ �I)�1 F
E

� kFkE

1Z
0

jK(x; s)j ds � K

j�j kfkE :

Maintenant, on suppose que�
f 2 C2� ([0; 1] ;C ([a:b]))
fi 2 C2 ([a; b]) et fi(a) = fi(b) = 0; pour i = 1; 2:

Alors d�aprés le théorème (2:1).on a :

Theorème 4.1 On considère � 2
�
0; 1

2

�
; f1; f2 2 C2 ([a; b]) et fi(a) = fi(b); pour i = 1; 2;

f 2 C2� ([0; 1] ;C ([a; b])) ; alors la représentation u est une solution unique du problème (4.1)
et véri�e :

1. u 2 C2 (]0; 1[ ;C ([a; b])) \ C (]0; 1[ ;C2 ([a; b])) :

2. u 2 C2 ([0; 1] ;C ([a; b])) \ C ([0; 1] ;C2 ([a; b]))()

8>><>>:
f (0; a)� f1"(a)
= f (0; b)� f1"(b) = 0
f (1; a)� f2"(a)
= f (1; b)� f2"(b) = 0:
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3. u"; Au 2 C2� ([0; 1] ;C ([a; b]))()

8>>>>>><>>>>>>:

f (0; :)� f1" 2 C2� ([a; b]) ;
f (1; :)� f2" 2 C2� ([a; b])
f (0; a)� f1"(a)
= f (0; b)� f1"(b) = 0
f (1; a)� f2"(a)
= f (1; b)� f2"(b) = 0:

Exemple 4.2 dans Q = (0:1)� (a:b) ; on considère le problème de type elliptique suivant8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
(t; x) + c

@2u

@x2
(t; x) = f (t; x)

u (0; x) = f1(x) ; x 2 (a; b)
�
@u

@t
(0; x) + u (1; x) = f2(x) ; x 2 (a; b)

u (t; a) = u (t; b) = 0 ; t 2 (0; 1);

(4.2)

et le problème spectral est8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
(t; x) + c

@2u

@x2
(t; x) = f (t; x)

u (0; x) = f1(x) ; x 2 (a; b)
~�
@u

@t
(0; x) + u (1; x) = f2(x) ; x 2 (a; b)

u (t; a) = u (t; b) = 0 ; t 2 (0; 1):

(4.3)

Où E = C ([a; b]), �
f 2 C ([0; 1] ;C [a; b]) ; f1et f2 2 C ([a; b])
� > 0; ~� 2 C; Re (�) > 0�
D (A) = fg 2 C2 ([a; b]) : g(a) = g(b) = 0g
(Ag)(x) = cg"(x);

on a
D (A) = C0 ([a; b]) = fg 2 C ([a; b]) : g(a) = g(b) = 0g 6= E;

et
DA (�;+1) = C2� ([a; b]) \ C0 ([a; b]) :

On a A véri�e l�hypothèse (3.2) ; on fait les mêmes calculs comme véri�cation de l�hypo-
thèse (2.2) :
Maintenant, on suppose que�

f 2 C2� ([0; 1] ;C ([a; b]))
fi 2 C2 ([a; b]) et fi(a) = fi(b) = 0; ,pour i = 1; 2:

Alors d�aprés le théorème (3:1).on a :

Theorème 4.2 On considère � 2
�
0; 1

2

�
; f1 et f2 2 C2 ([a; b]) et fi(a) = fi(b); pour i = 1; 2;

f 2 C2� ([0; 1] ;C ([a; b])) ; alors la représentation

u = uR + uS

est une solution unique du problème (4.2) et véri�e :
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1. uR 2 C2 (]0; 1[ ;C ([a; b])) \ C ([0; 1[ ;C2 ([a; b])) :

2. uR 2 C2 ([0; 1] ;C ([a; b])) \ C ([0; 1] ;C2 ([a; b]))()

8>><>>:
f (0; a)� cf1"(a)
= f (0; b)� cf1"(b) = 0
f (1; a)� cf2"(a)
= f (1; b)� cf2"(b) = 0:

3. uR"; AuR 2 C2� ([0; 1] ;C ([a; b]))()

8>>>>>><>>>>>>:

f (0; :)� cf1";
f (1; :)� cf2" 2 C2� ([a; b])
f (0; a)� cf1"(a)
= f (0; b)� cf1"(b) = 0
f (1; a)� cf2"(a)
= f (1; b)� cf2"(b) = 0:

4. uS 2 C2 ([0; 1[ ;C ([a; b])) \ C ([0; 1[ ;C2 ([a; b])) :
5. uS 2 C1 ([0; 1] ;C ([a; b]))() f (0; a)� cf1"(a) = f (0; b)� cf1"(b) = 0:

6. uS 2 C1+2� ([0; 1] ;C ([a; b]))()

8>>>>>><>>>>>>:

f (0; :)� cf1";
f (1; :)� cf2" 2 C2� ([a; b])
f (0; a)� cf1"(a)
= f (0; b)� cf1"(b) = 0
f (1; a)� cf2"(a)
= f (1; b)� cf2"(b) = 0:
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