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Introduction

Depuis plus de trois décennies, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes fondée par le célebre mathématicien Rolph Nevanlinna joue un role trés important
dans I’étude de la croissance et 'oscillation des solutions des équations différentielles linéaire
dans le domaine complexe. Il y a beaucoup de résultats des recherches jusqu’a maintenant
concernant les applications de la théorie de Rolphe Nevanlinna sur les équations différentielles
linéaires a coefficients fonctions entiéres et méromorphes.

Considérons I’équation différentielle

FO 4+ A ()Y 4 Ag(2)f =0

o A,_1(2),...Ap(z) sont des fonctions entieres avec Ag(z) # 0, il est trés connu que les
solutions sont des fonctions entieres. Dans [9], Frei a démontré que "si p est le plus grand
entier tel que A,(z) est transcendante alors il existe au plus p solutions linéairement indé-
pendantes d’ordre fini". En 1966, H.Wittich a démontré le résultat suivant : " Les coefficients
de l’équation différentielle

™ 4+ poq (2) D 4+ (2)f=0 (0.0.1)

sont des polynomes si et seulement si toutes les solutions sont des fonctions entiéres d’ordre
fini de croissance”. En 1998 [12], G. G. Gundersen, M. Steinbart et S. Wang, ont trouvé
toutes les valeurs possibles de 'ordre des solutions de cette équation. Récemment en 2010
[14], S. Hamouda a donné toutes les valeurs possibles de 'ordre des solutions I’équation
différentielles

F 4 p (2) e fO 4 L g (2) e f = 0. (0.0.2)
Dans ce mémoire, on va voir les similitudes et les différences entre les deux équations
et (0.0.2).
Ce mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.
Le premier chapitre contient des rappels et définitions et propriétés sur la théorie de R.
Nevanlinna et quelques préliminaires de la théorie de Wiman-Valiron, qu’on aura besoin par
la suite.
Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude des valeurs possible de 'ordre des solutions des
équations différentielles linéaires a coefficients polynomiaux.
La troisieme chapitre est consacré a étudier la croissance des solutions de d’équation diffé-
rentielles linéaire ((0.0.2)).



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 ([18], [25], [25], [36]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour
tout nombre complexe a, on désigne par n(t,a, f) le nombre des racines de l’équation f (z) =
a, situées dans le disque |z| < t, chaque racines étant comptée un nombre de fois égal o son
ordre de multiplicité et par n(t,oco, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque
|z| <t. Posons

T

1 —n(0
=) :/"(t’“’f) t”( ’“’f)dt+n(0,a,f)1ogr, (1.1.1)
0

tel quea # oo et f#ae€C,

N(r,a,f) = N(r,

et

N(r,o00, f)=N(r, f) = /07‘ n(t o0, /) ; (0, o, f)dt +n(0, 00, f)logr. (1.1.2)

N(r,a, f) est appelée la fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle
caractérise la densité des zéros de 1'équation f (z) = a dans le disque |z| < r.

1 [ 1
m(r,a, f) = %/0 log™ md@, a # 00, (1.1.3)
et
m(r,00, f) =m(r, f) = %/0 log™ | f(re”)| dé. (1.1.4)

Remarque 1.1.1 Pour tout x > 0 réel on définit
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Inz x>0

0 0<z<1 (1.1.5)

logt 2 = max (Inz,0) = {
m(r,a, f) est la fonction de proximité de la fonction f au point a. Elle exprime la déviation
en moyenne de la fonction f au point a.
On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r, f)=m(r, f) + N(r, f). (1.1.6)
Exemple 1 :
1. Pour la fonction f(z) = e*, on a
{ %(87];2)::%’ — T(r,f) = m(r.f)+ Nr, f) = ~.

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 (/25], [18]) Soit f une fonction méromorphe avec le développement de

Laurrant
o

f(z)—a= Zcizi, cm #0,m € Z,a € C. (1.2.1)

Alors
1

Vae C:T(rya, f)= T(r,m

Y=T(r,f) —In|cy,| + ¢ (r,a), (1.2.2)

ot
lo(r,a)| <In"|a| +1n2, (1.2.3)

Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

o0

f(z)= Zcizi, Cm #0,m € Z. (1.2.4)

=m

Al
ors L . X
In ¢ :%/0 1n|f (re )’d@—l—N(r,f)—N(r, ?) . (1.2.5)
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Théoréme de Jensen
[18] Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) # 0, 00. ay, ..., a,, des zéros, et by, bs, ..., b,
des poles, chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1 o i6 r T
In| £ (0)] _%/0 n|f (re )|d0+0<;<rlnm—o<mz<rlnm. (1.2.6)

Lemme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec a—point oy, s, ..., oy, dans le disque
|z| <1, tel que 0 < a1 < g < ... < oy, < 1 étant compté avec son ordre de multiplicité.

Alors

/’“n(t,a,f)dt:/Tn(t,a,f)—n(oa%f)dt: Z In—— (1.2.7)

t t 0<]aj|<r |aj|

Démonstration de la proposition 1.2.1
On considere la fonction h (2) = f (z) z2~™.
Il est clair que K (0) # 0, et
m =mn(0,0, f) —n (0,00, f)

En fin,

i) Si m > 0 alors
n (0,0, f) =m et n (0,00, f) = 0.

ii) Sim < 0 alors
n (0,0, f) =0et n (0,00, f) = —m.

iii) Sim =0 alors
n(0,0’f):n(0,00,f):O-

Donc les fonctions f et h on les méme zéros et méme poles dans 0 < |z| < r.
Le théoréeme de Jensen et lemme 1.2.1 on donne

n|C| = In]h(0)

1 27 4 . .
= — In re') r=m do + n — — o ——
2 0 | f ( ) | 0<§<r ‘bj | 0<%<T |aj ’
27 , B
- o ln’f(rew)‘de—mlnrqt/ n(t,00,f) —n(0,00,f) .
27 Jo 0 t

_/Tn(t,O,f)—n(O,O,f)dt
0 t
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il = 5 [ Wl )]~ 10,0.) < 0,00, ) nr

Tn(t,oo,f)—n((),oo,f) . rn(tvovf)_n(0707f>
- t a- [ t i

1 2

= o i ln‘f(rei9)|d9+/orn<t’oo’f);n(o’oo’f)dt—i-n((),oo,f)lnr

B [/Tn(t,o,f)—n(o,o,f)

t

dt +n (0,0, f) lnr]
2

1 . 1
= %) ln‘f(re’9)|d9—|—]\/'(r,f)—N(r,?)

Démonstration du théoréme 1.2.1 :

1. Montrons le théoréme pour a = 0. D’aprés la proposition 1.2.1, on a

27
ln\cm\:%/o ln|f(7“ei9)’d9+N(7“,f)_N<7“>%)’

D’apres les propriétés de (ln+) , on obtient

njen] = o :ﬂln*\f(rew)we—%/jﬂfmdﬁmnﬁ—w(r,%)
= m(r,f)—m(r,% +N(T,f)—N<T,%)

Donc

7 (ng) =T = e,
avec ¢ (r,0) =0

2. Montrons le théoréme pour a # 0. Posons h = f — a, alors

“(r5) = ()

R = N =) =N D),
() = m(rma)

In* || = InT|f—a| <InT|f|+In"|a] +n2.
In"|f] = In"|f—a+a|=In"|h+a4]
< In*|h| +In" |a| +1n2.

de plus
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En intégrant les deux égalités de 0 a 27, on trouve

m (r,h)

m (r, f) +1In" |a| + In2.
m(r,f) < m

(r,h) +1In" |a| + In2.

IAINA

Par conséquent
QO(T,(I) :’I’)’L(T’7h) _m(va)‘
Alors
¢|(r,a)| <In" |a| +1n2.

(73) +(05)

D’apres le 1 cas, on a

m
= T (r,h) —In|cyl
= m(r,h)+ N (r,h) —In|cy,|
= m(r, f)+e(r,a)+ N(r, f) — Infcn|
= T(r,f)—Inlcy| +¢(ra).
Ainsi .
T(r,a,f):T(r,ﬁ):T(r,f)—ln|cm|+<p(r,a),
ou

lo (r,a)] <In"|al + In2.

Remarque 1.2.1 ([19], [27], [30]) Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme
suit

m(r,a, )+ N(r,a, f) =T(r, f) + €(r, a), (1.2.8)

pour tout nombre complexe a € C, ou €(r,a) = ()(1) quand r — +oc.

1.3 Propriétés de la fonction caractéristique de R. Ne-
vanlinna

Proposition 1.3.1 Soit f; (i = 1,...,n) des fonctions méromorphes, et a,b,c,d des constants
compleze tels que ad — be # 0. Alors

1.

n

To [T5) <370 ), n>1 (1.3.1)

i=1

T(r, f*)=nT(r, f), neN". (1.3.2)
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7
3. ) )
T(r.) f) <) T(rf)+nn (1.3.3)
* f+b d
a _
T( Cf + d) (T, f) + O(l), f §é T (1.3.4)
Démonstration :
1. § ) )
I ][5 =m (T’Hfz) +N (nHﬁ) ,
m (T’Hfz) . % 0 W1n+ (Hfl (mw)> do
< D omnf),
N <T>Hf1> < ZN(T, 1)
Donc § )
T(T>Hfi) < Z (r, f3)
2. On a
(a) If"<1 < |f| <1
(b) Si |f] <1, alors
T(r, f") = m(r, f")+N(r f")
= N(r,f")=nN(r,[)

(¢) Si|f|>1, alors
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do

n 1 o n 4
m (r, Zﬁ) = 5 i In* (; fi (re‘9)>
n 1 2 )
;5/0 It [(f; (re))| d6 + lnn

IN

< Zm(r,fl) + Inn.

i=1

N <7"Zf> < ZN(r,fi).
Donc : B § -
T<T7 Z fz) < Z T(T', fz) + Inn.

4. Soit

af +b  a(f+2) _a f+e+2_d
T o) e\ e

_a 1+_% _a 1+bc—aal 1
e f+§ ¢ ac f—|—g ’

1.4 L’ordre d’une fonction méromorphe et entiére

Définition 1.4.1 Soit f une fonction méromorphe. Alors l'ordre de la croissance de f est
définit par

log T'(r
) = T ] (141
log T'(r, f)

= lim su
oo P log r
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On dit que la fonction f est d’ordre infini si
Lo T(r, f)

r——+400 log r

Définition 1.4.2 (/19], [28]) Soit f une fonction entiére, alors Uordre de f est définit par

= 400. (1.4.2)

 ———logT(r, f) ———loglog M(r, f)
p(f) = rlrfrloo logr r_lirfoo log r ’ (1.43)
ou
M(r, f) = max| (2] (1.4.4)

Proposition 1.4.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1.
p(f+g) <max{p(f),p(9)}, (1.4.5)
et

p(fg) <max{p(f),p(9)}- (1.4.6)
2. Sip(g) <p(f), alors

p(f+9)=r(f9)=r(f) (1.4.7)

Exemple 2 :

1. La fonction f(z) = e*, alors o (¢*) = 1.
2. La fonction f(2) = e®) o p(2) = ap2? +ap 127 + ...+ ag, T(r,f) ~ M,alors

p(f) =p-
3. La fonction f(z) = e, alors o (&) = oo.

: 7> alors p(f)=p<

621

4. Soit =zt + 2
oit f(z)=2z2*+2"+ 51

)=l =1

22

1.5 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.5.1 [18] On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par

m(E) = /0 bt (1.5.1)

ol xp(t) est la fonction caractéristique de I'ensemble F

Définition 1.5.2 [I8/ La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,+00) est donnée par
+o0 t
Im(f) = / XFT()dt. (1.5.2)
1
Exemple 3 :
1. E=[1,2] C [1,+o0[; m(E)=1,lm(F)=1In2.
2. E=[e,e'] C [1,400[; m(E) = [ xp(t)dt = [ dt = e(e® 1),
+00 dt et dt

() = [/ e = 05

=3.
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1.6 Le terme maximal et I’indice central

+00
Définition 1.6.1 [1§] Soit f(z) = Zanz” une fonction entiére. Il est clair que si pour tout
n=0
+oo
r >0, la série Zanz” converge, alors pour tout r > 0 donné :
n=0

lim |a,|r"™ =0,

et le terme maximal
p(r) = p(r, f) = max|an| " (1.6.1)

est bien défini.
Définition 1.6.2 [18] On définit indice central par

V(r)y=V(r, f)= max {m :|ay|r™ =p(r, f)}. (1.6.2)

n>

Exemple 4 :

1. Soit le polynéme p (z) = a,2" + a, 12" ' + ... + ag, a, # 0, on a

p(r,p) = lan| 7",

et
V(r,p) = n.
+00 1
2. Soit f(z) = e*. Donc le développement de f est f(z) = Z—'z”. Posons a,, = % On a
n! :
n=0
= e o " = mas— "
w(r, f) = max |an| r™ = max—r®.

1 ,
Posons U,, = |a,|r" = —‘r”. Etudiant la monotonie de la suite U,,. On a
n!

Un+1 r
U, n+1

Uy . :
L <1, ¢lest & dire n > [r] — 1, ou le crochet [ désigne

Donc U, est décroissante si
n

. : . . .U .
la partie entier. La suite U, est croissante si —=—+ > 1, clest a dire n < [r] — 1, d’ou
n

et par suite
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1.7 Théoréme de Wiman-Valiron

Théoréme 1.7.1 [1§] Soit f # 0 une fonction entiére, il existe un ensemble Fy C [1,400)
de mesure logarithmique finie telle que pour tout ¢ =1,2,....,n on a

FO) L (VO
) = (1+ (1))< - ) : (1.7.1)

quand r — +00, |z| =1 & Ey, ou 2z, est un point dans le cercle |z| = r qui satisfait

|f(z)| = M(r, f) =max|f(z)], 0<r < oo. (1.7.2)

|z|=r



Chapitre 2

Les valeurs possibles de ordre des
solutions des équations différentielles
linéaires a coeflicients polynémiaux

2.1 Introduction et résultats

Pour n > 2, on considére ’équation différentielle linéaire

™ 4 po 1 (2) Y 4+ p(2)f =0, (2.1.1)

telles que po(2), ..., Pn_1(z) sont des polynomes, avec po(z) #Z 0.

Il est bien connu que toute solution de I’équation ([2.1.1) est une fonction entiére d’ordre
rationnel fini (Voir [34],[32]).

Posons

d
A=1+ max °8 Pk
0<k<n—1n — k

. (2.1.2)

Soit p(f) désigne l'ordre d’une fonction entiére f. Il est bien connu aussi [25] que toute
solution f de I'équation (2.1.1)) est d’ordre

p(f) < A (2.1.3)

Afin de donner toutes les valeurs possibles de I'ordre de la croissance des solutions de ’équa-
tion , G.Gundersen, M.Steinbart et S.Wang ont établi une sorte d’un organigramme
comme suivant.
On commence par définir une suite strictement décroissante finie de nombres entiers positif
ou nuls

$1> 89 > ... > 5, >0. (2.1.4)

Dans la maniére suivante : nous choisissons s; & étre 'unique entier satisfaisant

ds, dp ds, dy
= max et > ,
n—s 0<k<n—1n —k n—s n—=k

pour tout 0 < k < sq, (2.1.5)
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ou

d; = degp; st p; #0,
dj = —o0 si pj =0 pour tout 0 <j<n-—1.

pour s; trouvé j > 1, on définie 5,4, comme étant I'unique entier s; satisfaisant

dy.. —d. di — ds,
Tt TS o pax — T8 -1, (2.1.6)
55 — S8j4+1 0<k<s; s; —k
ds.., —ds. dy, — ds,
et ot TE o TR o tout 0 < k< Sj+1-
Sj — Sj+1 Sj_k

Pour un certain p, il existe un entier s,, mais, il n’existe pas sp;1, et ainsi la suite s1, 59, ..., 5
se termine par s,.

11 clair que p < n, et on voit aussi que (2.1.4)) est vérifiée.

On définie pour j = 1,2, ..., p.

M (2.1.7)

Oéj = 1—|—
Sj—1 — S5

ou

So=mn et ds, = d,, = 0. (2.1.8)
De (2.1.6)) et (2.1.7), on observe que

a; >0  pourtout j,1<j5<np.

On signale que les entiers s1, so, ..., 5, dans (2.1.4)), peuvent aussi étre exprimés de la maniére

suivante
. dj dp
$1 =miny j: - = max ,
n—j o0<k<n—1in —k

et pour trouvé s;, j > 1, on a

d; — ds,

Sj41 =minq: < = max —— > —1 .
sj—1  0<k<s; s; —k

G.Gundersen, M.Steinbart et S.Wang ont établi les résultats suivants.
Théoréme 2.1.1 [12] Pour ’équation (2.1.1)), on a les résultats suivants
(7) Si f est une solution transcendante de (2.1.1)), alors
p(f) =« pour tout j,1 < j <np. (2.1.9)
(17) Sis; > 1 et p> 2, alors les inégalités suivantes sont satisfaites
1 1 1
) > Qg > . >0 2 > > —.
Sp—1 — Sp 51— Sp S1

(#4i) Si s; = 0 alors toute solution f non triviale de (2.1.1)) satisfait

(2.1.10)

pH=1+-". (2.1.11)
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Corollaire 2.1.1 I existe au plus (s1 + 1) valeur distinctes de 'ordre de la croissance des
solutions transcendantes de [’équation . De plus, si l’équation (2.1.1) admet s; + 1
solution transcendantes qui contient s; + 1 ordres distincts, alors ces s; + 1 valeurs doivent
étre les quantités suivantes

S1

n—3si

1+

71 + dsl—l - d517 I+ d51—2 - d31—17 Y I+ dO - dl-

Et dans ce cas, il faut qu’on ait

Et d’apres (2.1.4), on a
sy <mn—1. (2.1.12)

De (2.1.12)) et Théoréme 2.1.1, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2 Toute solution transcendante f de l’équation (2.1.1)) satisfait

(2.1.13)

Théoréme 2.1.2 [12] Pour tout j = 1,2,...,p, il existe au plus s; solutions linéairement

indépendantes de (2.1.1)) satisfaites
p(f) <aj.

Du Théoréme 2.1.2 et le fait que s; < n — 1, on obtient le résultat suivant

Corollaire 2.1.3 pour une équation donnée sous la forme (2.1.1)), il existe toujours une
solution d’ordre

p(f) =

Ce résultat montre aussi qu'il n’est pas possible qu'une équation sous la forme (2.1.1]) possede
seulement des solutions polynomiales. De plus, du Théoréme 2.1.2 on observe que si p (f) <
o, alors f doit étre un polynome. De cela et du Théoréeme 2.1.2, en déduit le corollaire
suivant.

Corollaire 2.1.4 Il existe au plus s, solutions polynomiales linéairement indépendantes de
(2.1.1))

Théoréme 2.1.3 [12] Supposons que chaque solution non triviale de (2.1.1)) est une solution
transcendante. St {f1, fa, ..., fa_1, fu} est un systéme fondamental de solutions de [’équation

(2-1.1)), alors
> p(fe) = n. (2.1.14)
k=1

Ce résultat a été ensuite amélioré par G.Gundersen, M.Steinbart et S.Wang comme suit
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Corollaire 2.1.5 Si {f1, f2, ..., fu_1, fu} est un systéme fondamentale de solutions de I’équa-

tion (2.1.1), alors
> p(fe) = n+do. (2.1.15)

k=1

Exemple :
Pour I’équation différentielle

fll/_fll+zfl_zfzo~
admet f; = e* comme une solution, et d’aprés Corollaire 2.1.3, cette équation admet une

solution fo d’ordre p(fy) = % Pour cette équation on a p = 2,51 = 1,50 = 0,7 = %, et

oy = 1. Comme a; = %, et ap = 2, d’aprés Théoréme 2.1.2 et corollaire 2.1.5, il existe une
solution f3 d’ordre p(f3) = g, avec { fi1, fo, f3} est un systéme fondamental de solutions, qui

vérifie I'inégalité 4 = 4 dans (2.1.15) .

Les démonstrations de ces théorémes nécessitent les lemmes suivants.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 Pour un entier j = 1,2,...,p—1, soit a un nombre réel satisfaisant o > a1,
et soit k un entier vérifiant 0 < k < s;. Alors

n—k+dp+ka <n—s;+ds + s;a. (2.2.1)

Démonstration :
On
n—k+d,+ka=(n—s;+ds+sja)+alk—s;)+d,—d, +s; — k.

On obtient
n—k+dy+ka < (n—s;+ds +sja) +ajpi(k—s;) +dp —ds; + 55 — k. (2.2.2)

D’apres la définition de oj1; dans on trouve
ds; ., — ds; B dy — ds,

(k= s5) +dy —dy, + 55— k= (k= s;) (= : 2.2.
i sj) + dy, i TS ( $;)( 5; — 511 s, — & ) (2.2.3)
On a o <k < s;, d’apres la définition de s;4; dans (2.1.5)) et (2.1.6)
ds. .y —ds, _ dp —ds,
AL R B (2.2.4)
S — Sj+1 Sj — k

De (2.2.3)) et (2.2.4) on obtient

Oéj+1(/€ - Sj) + dk - dsj — 55 — k S 0. (225)
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Lemme 2.2.2 Pour tout j = 1,2, ...,p, soit o un nombre réel satisfait o < «v;, et soit k un
entier qui vérifie s; < k <n, Alors

n—k+d,+ka<n-—s;+dg + sja. (2.2.6)

Démonstration :

1°"“cas : Supposons que s; < k < s;_;. Dans ce cas, on utilise le méme raisonnement de la
démonstration du lemme 2.2.1

2°"°cas : Supposons que s;_1 < k < n, puisque s; < 5;_1 < ... < 81 <59 =nets;_ <k <n,
pour j > 2 d’ou, il existe un entier m, 1 <m < j —1tel que s;_,, <k < 55_4,-1.

D’apres le théoréme 2.1.1 (i7) on a

a; < o1 < ..o < Qjom, (227)
Puisque o < a, on trouve a < oj_,,, en appliquent le 1*°cas, on obtient

n—k+dy+ka<n—sj_,+d + 5j_mar. (2.2.8)

Sj—m

Maintenant, d’aprés I'application successive du 1“°cas, on obtient les inégalités suivantes

n— sj_1+d8j_1 +sja0 < n—s;+ dsj + s, pour a < «;.
n—s8j2tds, ,+sj 200 < n—5j1+ds, 1+ 510, pour o < ovj_.
n—Sj—m+tds_, +8j-ma < n—38_mu1+ds_ ..+ S mnQ, pour a < Qj_ym41-

D’aprés (2.2.7) et les inégalités présidentes (pour a < «;), on obtient ([2.2.1).
Lemme 2.2.3 Soit o > 0. Alors pour chaque entier k satisfaisant 0 < k < s,, on obtient
n—k+d,+ka<n—s,+ds, + s, (2.2.9)

Démonstration :
D’apres ([2.1.5) et (2.1.6) pour k < s,

dj, — dg
=<
sp—k T
d’ou
dy — k <ds, — sp,

car ko < s, on obtient (2.2.9)).

Lemme 2.2.4 Soit a un nombre réel satisfaisant o > «y et k un entier qui vérifient 0 <
k < sq. Alors
n—k+d,+ka <n—s +ds + s (2.2.10)
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Démonstration :

On a
n—k+d,+ka=(n—s+ds, + s +sia)+alk—s)+d,—ds, + 51—k,
et de puis a > aq, et 0 < k < s1, on obtient

n—k+dy+ka<(n—s +ds +si0)+ai(k—s1)+dp—ds, + 51— k.

On a
ar(k—s1)+dy—dsy, +s1—k = (1+ s, Yk —s1) — i (k—n)—(k—s)—d
1 1 k S1 1 — n— s 1 n—k 1 s1
ds dk;
= (=) = k= st s —n) — d,
ds dk ds dk
- L k- - -
(n—31 n—k)( Sl)+(n—sl n—k)(sl n)
ds, d;
— — k—
(- k- ),
et d’apres la définition de s; dans (2.1.5)), on obtient
ds, dy;
_ — P < k<
(n—31 n—k:)(k n) <0, Pour0 <k < s,

donc on obtient
n—k+dy+ka<n-—s +ds + 510, pour tout 0 < k < 5.
Lemme 2.2.5 Supposons que s,,,—; <k <n, oul<j<m—1. Alors

dSm—j—l + (Sm,j,1 — k)(Oém,j — 1) < d + (Smfj — k)(O{m,jJrl — 1) (2211)

Sm—j

Démonstration :

Si k = s,,—; alors (2.2.11)) est définition de c,_; dans (2.1.7). D’autre coté, si s,,—; < k <n,
alors on utilise (2.1.7)), on obtient (2.2.11)

— (Sm —-j-1 )(am—j - 1) < dsm_j - dSm—j—1 + (Sm_j — k)(am_j+1 — 1)
= (Sm_jo1 — k) (@m_yj — 1) < (Sm_jo1 — Sm—j)(@m—j — 1) + (Sm—j — k) (Qtm_jy1 — 1)
= (Sm—jo1 = k)(am—j — 1) < (sm—j — k)(@m—jy1 — 1)

= Qe = Qi
Qui est vrais grace au Théoreme 2.1.1 (i7).

Lemme 2.2.6 Supposons que s,, + 1 < k < n, pour deux entiers positifs m et k. Alors

Qs + (gt = B @y = 1) < oy + (5t — k) (@ — 1). (2.2.12)
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Démonstration :
Comme S,,,—; > Spp—j11 > ... > Sp—1, €n utilisent lemme 2.2.5, on obtient

sy yr + (Sm—jm1 — k) (m—j — 1) s,y + (Sm—j = k) (Om—j1 — 1)

dsmfjJrl + (Sm—j—i-l - k)(am—j+2 —1)

VAN VAN VAN VAN

Asppy + (Sm-1 — k) (m — 1).
Lemme 2.2.7 Supposons que s,, + 1 < k <n. Pour m et k sont des entiers positifs, alors
dp < ds, , + (Sm-1— k) (am —1). (2.2.13)

Démonstration :
Si Sy 4+ 1 <k < Sy-1, alors d’apres la définition de s, dans (2.1.6) et (2.1.7)), on a

di —d ds,, —d

Sm—1 — E— Sm—1 — Sm

Sm—1 Sm Sm—1

=, — 1.

D’autre coté, si s,,—1 < k <n,alorsm > 2et s,,_; <k < s,_;_1 pourtout j =0,1,...,m—1.
Alors par définition de s,,_; on obtient
d d

d — ds . s i Wspy—
k m—j—1 < m—j m-1 __ Qn—j — 1. (2214)
Sm—j—1 — k Sm—j—1 — Sm—j

On utilise lemme 2.2.6 & (2.2.14)) on a
dp <d + (Sm—j1 = k)(am—; — 1) < ds,,_, + (sm—1 — k)(m — 1)

Sm—j—1

Lemme 2.2.8 Soit f #Z 0 un fonction pour d’ordre fini 3, et soit k > 1 est un nombre entier.
Alors pour tout ¢ >0 on a
'f (2)

(k)
< |z|FA T 2.2.15
8 < |7| ( )

ou |z| ¢ [0,1]UE,E C (1,00)

Lemme 2.2.9 Soient f et g deux solutions méromorphes linéairement indépendantes de
[’équation suivante

Y™ 4 A, (2)y" Y 4+ A(2)y + Ag(2)y = 0. (2.2.16)

ot Ag(2), A1(2), ..., An_1(2) sont des fonctions méromorphes. Soit u = (f/g) . Alors y =
u(z) satisfait I’équation

Y 4 Byoa(2)y" P + o+ Bi2)y' + Bo(z)y =0,

ou

n (h—j—1)(,
Bi(z)= Y ( K )Ak(z)g—(), J=0,1,..,n—2,

g N7 1 9(2)

tels que ( j _If_ 1 ) les coefficients binomiales et A, (z) = 1.



2.2 Lemmes préliminaires 19

Démonstration :
Soit v = f /g. Par substitution f = vg dans I’équation ([2.2.16), et noté u = v’,

Lemme 2.2.10 Soit fy1, foz2. .-, fom (M > 2) des solutions méromorphes linéairement indé-
pendantes de l’équation sous la forme

y™ 4+ Agn 1 ()" L Ago(2)y =0, n>m, (2.2.17)

ot Apo(2), ..., Aon—1(2) sont des fonctions méromorphes. Pour 1 < g < m — 1 posons

f—l,' 1 ' .
f(]»j:( eIt ) j:1727“’am_Q'

fq—l,l

Alors fy1, fo2, - fam—q sont des m — q solutions méromorphes linéairement indépendantes
de ’équation
YD 4 A1 (2)y™ Y £+ Ago(2)y = 0. (2.2.18)

ol

n—g+1 & (ot 1)(k—j—l) (2) .
A, i(z) = Z ( i+ ) A1 k(2) o . pourj=0,1,...n—q—1. (2.2.19)
k=j+1 )

Ici on a Ay pn-k(2) = 1 pour tout k = 0,1,...,q. De plus, supposons que pour tout j, j =
0,1,..n — 1, 1l existe 7o ; un nombre réel telle que

[ Ao () < [, 2] ¢ E. (2.2.20)

On pose fo; telle que p(fo ;) est finie. Soit § = max {p(fo;)} alors pour tout e >0, on a
>jsm

[Agi () < 1277, |2 ¢ E. (2.2.21)
ot

Tq; = max {rop+(k—q—1)(F+1)+e€}, pour j=0,1,...,n—qg—1.  (2.2.22)

q+j<k<n

Démonstration :
Premiérement, on suppose que ¢ = 1, alors (2.2.19) est

n (k=51
Ai(2) = <j_]i1 )Ao,k(z)‘)’}m—(z)(), (2.2.23)

k=j+1

INEIED D G IV 2224

k=j+1

()
f0,1(2) .

Comme p (fo;) < 5 de (2.2.15)) et (2.2.20) et (2.2.24) respectivement qui (2.2.21)) et (2.2.22)
posséde pour g = 1.
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Pour indication par étape, on construit ’hypothése pour € > 0 de (2.2.21)) et (2.2.22)) qui
posséde pour g — 1, i.e

Ag14(z) < 277 |2] ¢ E, (2.2.25)
ou
o1y = max {7+ (k—g+1-j)(F—1)+e}, (2.2.26)

pour j =0,1,....n —q.
D’ou (2.2.22)) et (2.2.23) sont claires pour q.
D’apres (2.2.25) et p(f,—11) < 3, on utilise les méme argument par dessus de (2.2.20)), et

obtient

|Agj(2)] < |27, |2] ¢ E, (2.2.27)

ou

Hoy = Jmax  ATgpe+(k—j—1)(F—1)+¢}. (2.2.28)

De (2.2.28) et (2.2.26)), on a

max {79;+(l—q+1—k —1)+e
0o = max q_1+k§l§n{ o +(I=¢ JB=Dtel (2.2.29)
@I jH1<k<n—g+1 +k—7—-1)(B—-1)+¢€

< qggﬁn{mﬁ(l—q—])(ﬁ—1)+2€}-

D’apres (2.2.29) , (2.2.28) et (2.2.27)), on a remarque que et sont valables pour g.
Maintenant on traite le coefficient particulier A,o(z) dans (2.2.19), pour utiliser dans la
démonstration du lemme suivant. Du (2.2.19)), on a

n—q+1 f(kfll)
~1
Ao = Agr1+ Z ( ) ok fq . (2.2.30)
q—1,
n— q+2 f(k72) n—q+1 (k—1)
2.1 k Joo1d
= + 7k—q — + ( ) A —1,k .
q 2,2 Z ( ) q—2 fq—2,1 ; 1 q fq—1,1
B n— k 1
—AO+Z( )A0k°1 +i( § )Alkl(lq+)
— . .
e Joa =y V4T fia
n—q+2 f(kf2) n—q+1 (k— 1)
" k foa
+... .+ g=21 + < )A —
Z < > ” Q’qu—Q,l —~ \1 ! lqu 11
‘H—l
= Ao, + > Hj,
=2
ou +j-1 (k—j+1)
n—q+j— —j
k Joiia (2)
H;(z) = . Ay jrrp(z) == (2.2.31)
R (551 ) Aot

Alors on a les résultats suivants.
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Lemme 2.2.11 Sous les hypothéses du Lemme 2.2.11, on a

Aso(2) = Ao g(2) + Gy(2), (2.2.32)
ot q+1
Gy(z) = ZHj(z) avec H;(z) est définie dans (2.2.31)).
=2
De plus, G,(z) vérifie
Gy(2) < 127, 12| ¢ E, (2.2.33)
ot
Tqg = qﬂlfzfgn {rox+(k—q)(B—1)+¢€}. (2.2.34)

Démonstration :
Premiérement, notons que (2.2.32)) c’est (2.2.30) et (2.2.31]). Alors on a besoin de démontrer
seulement ([2.2.33)) et (2.2.34)).

Soit 7,2 <7 < g+ 1, d’aprés (2.2.31)), on a

n—gq+j-1 (k—j+1)
k Jojiii(2)
|H;(2)| < ( i1 ) A1 k(2)] [T (2.2.35)
= N fo-i11(2)
Comme p (f,—j+1,1) < 5, on obtient d’apres (2.2.16) (2.2.22)) et (2.2.35) que
[H(2)| < |2[", 2] ¢ E, (2.2.36)
ou
fe; = max A7, jnpt(k—j+1)(8-1)+e}. (2.2.37)

J<k<n—q+j—1

D’autre part, d’apres (2.2.37) et (2.2.23)), on a

max {70+ (—q—k+j—-1)(B—1)+¢}
Wi = max q+k—75<I<n
S P+ 1) (B-1)+e
< max {7o;+(—q)(B—1)+2€}.

q+1<I<n

Comme G,(z) = %) H;(2), (2.2.33) et (2.2.34) est respectivement de (2.2.36) et (2.2.37)

i=2

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.1
(i) Soit f une solution entier transcendante de .On a (voir [34], [32])

0 < p(f) < 0. (2.3.1)
De plus, si V(r) est I'indice central de f, alors

Vir)=(1+4o0(1))Cre, (2.3.2)
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quand 7 — 400, ot @ = p(f) et C est constante positif d’aprés théoreme de Wiman
Valiron, il existe un ensemble Ey C [1,+00) de mesure logarithmique finie telle que pour tout

qg=1,2,...,nona “
FOG) o (V)Y
e =(1+ (1))( ” > , (2.3.3)

quand r — +00, |z| = r ¢ Ep, ou z, est un point dans le cercle |z| = r qui satisfait

|f(z:)] = M(r, f) = max |f(2)], 0<7r <oo0.

|2|=r

Pour I'équation (2.1.1)), pour tout k£, 0 < k < n—1, soit b, coefficient principale du polynéme
pr(2), et soit ay = C* |bg|, ot C' > 0 (méme constante dans (2.3.2)), et a, = C™).

Divisions I’équation par f, et substituons (2.3.3)) et (2.3.2) dans , on obtient
une équation dont le coté droit est nul et le coté gauche est la somme de (n + 1) termes dont
le valeurs absolues sont asymptotiques (r — +o00, |z| =1 ¢ Ey) aux (n + 1) termes suivants

a/nrna’ an_17”1+d"71+(n_1)a, er) akrn_k+dk+ka, ceey aorn+d0. (234)

Maintenant, d’apres (2.1.1)) et (2.1.3)), ordre de solution de I’équation (2.1.1]) est A et A = ay
(d’apres (2.1.7)) et (2.1.5)). D’ou

a < ag.

On pose que a1 < a < a; pour tout j = 1,2,...,p — 1, alors d’apres le lemme 2.2.1 et
lemme 2.2.2, on obtient

n—k+dy+ka<n-—s;+d, +sja pour tout k # s;. (2.3.5)

Mais d’apres ((2.3.5)et (2.3.4]), il existe un seul terme (quand r — +o0, |z| =1 ¢ Ej) dans
I’équation . En particulier, il existe exactement un seul terme dans la relation ([2.3.4])
d’exposent n — s; +d,; + sja ol ay, # 0, tel que cet exposant est supérieur des exposent des
autres termes dans I’équation (2.3.4]), ce qui est impossible (contradiction).

D’autre part, on pose a < «p, alors d’apres le lemme 2.2.3 et le lemme 2.2.5, on obtient

n—k+d,+ka <n-—s,+ds, + sy, pour tout k # s,. (2.3.6)

De nouveau, méme résultat par est impossible, d’autre part

car :(2.3.4)) il n’existe pas un seule terme dominant (quand r — +o0, |z| =1 ¢ Ej)
donc, la seule valeur pour o de l'ordre de f sont o, g, ..., ayp.

(i) On démontre pour oy > g > ... > Q.

D’apres (2.1.4) , (2.1.5) , (2.1.6]) et (2.1.7]), on obtient pour j =1,2,...,p — 1,

dy, —dy, , dy. —d
>

Sj-1 7 5§ Sj—1 7 Sj+1

Sj+1 sj-1

S5 > Sj+1 et

On trouve
—d5j8j+1 — dsj_l (Sj — Sj+1) > dsj_._l(sjfl — Sj) — dstjfl. (237)
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On ajoute dy,s; de les deux coté de ([2.3.7)) on a

(dsj — Sj—l) (Sj — Sj+1) > (d5j+1 — dsj) (Sj—l — Sj) , (238)
de — defl d8j+1 — de
Sj—1 — 55 S — Sj+1

D’apres la définition de o; dans (2.1.7)) et (2.3.8]), on obtient directement que o; > ;41 d’ott
] > Qg > ... > Oy

D’apres (2.1.4]), on a

1 1 1
> > (2.3.9)

p—1— Sp  S1— Sp Sq

S

Pour compléter la démonstration du Théoréme 2.1.1 (i7), on démontre

1
ap > ————. (2.3.10)
Sp—1 — Sp
D’apreés ([2.1.6]), on obtient
ds - ds
——r > ], (2.3.11)
Sp—1 — Sp

ds — dsp,1 + Sp_1—Sp > 0.

Sp
Comme le membre gauche de 1’équation (2.3.11)) est entier, on trouve que

ds, —ds, , +8p-1— 8, > 1.

Sp

Alors, en utilisant I’équation (2.1.7), on obtient la relation (2.3.10).

En simplifiant les équation (2.3.8)), (2.3.9) et (2.3.10]), on obtient le Théoréeme 2.1.1 (iz) .
(#4i) Pour démontrer (7ii) on utilise le lemme 2.2.1.

Si s; = 0, alors toute solution non triviale de I’équation est d’ordre égale & 1 + i—o.
Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe f une solution non triviale de ’équation
qui vérifie p(f) < 1+ %,

Soit = p(f). Alors

d
B=1+—-1, (2.3.12)

ol 7 est une constante positive. On démontre que cela nous améne a une contradiction.

Comme s; = 0 et d’aprés (2.1.5)) on obtient que

dkgn—k

do, k=1,2...,n—1. (2.3.13)

Et puisque f est une solution de I’équation ([2.1.1)), on obtient

B f(n) . f(n—l) . Lf
—po(2) = f-+nkm) 7 -+m+pd)f, (2.3.14)
- f® (2)
po(2)| < Z}m@)f@),
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oup,(z) =1
Comme py(2) est un polynome de degré dj. et § Uordre de f, et d’apres les relations (2.2.15))
et (2.3.14]), pour tout € > 0, on obtient

po(2)] <D [2|BHHETIR 5 ¢ B (2.3.15)
k=1

D’apres (2.3.12) , (2.3.13)) et (2.3.15)), on a

n
po(z)| < Y fe| T
k=1

< nla T 2| & E.
En posant 2¢ < 7, on obtient une contradiction, car : dy = deg po(z).
D’ou la démonstration du Théoréme 2.1.1 (iii) est achevée.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2

Supposons le contraire, i.e. on suppose que pour un certain entier m (1 < m < p) 'équation
(2.1.1) admet s, + 1 solutions linéairement indépendantes avec ’ordre inférieur de a,,. On
montre que cette hypothése méne & une contradiction.

On considére deux cas.

Cas (i) : Supposons que s, > 1.

On note s,,+1 la solutions linéairement indépendantes de ’équation avec fo1, fo.2, s fo.5m+15
et on définit 8 'ordre maximum de ces s,, + 1 solutions. Alors on a

B= max_{p(for)} < am. (24.1)

1<k<sm+1
On note Agx(z) = pr(2), pour k =1,2,...,n — 1.

Maintenant on utilise la méthode de la réduction de l'ordre de que Iéquation ({2.1.1]), en
utilise les solution de (2.1.1]) et le Lemme 2.2.10 pour 1 < ¢ < s,,, on a

/
foj = (fq_l’JH) , =12 . sn+1—q. (2.4.2)

Jo-11

D’aprées le lemme 2.2.10 : f 1, f.2, .-, fg,sm+1—q SOnt des solutions méromorphes linéairement
indépendantes de I’équation (2.1.1)); on prend ¢ = s, et on utilise (2.4.1) et lemme 2.2.10,
on obtient la que fonction f = f;, 1(2) est une solution non triviale de I’équation de la forme

f(n*Sm) + Asmvnismil(/z)f(nfsm*l) + ...+ Asm@(’z)f = 07 (243)

ot les coeflicients Ag, s, -1(2), ..., As,, 0(2) sont des fonctions méromorphes telles que pour
e >0,0n a
| As, i (2)] < |2

Temd 2| € F, (2.4.4)
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avec
Tong =, WAX_ {dpy+ (k—sm—17)(B—1)+¢€}, (2.4.5)

Pour j =1,2,....n — s, — 1, et dj, = deg pr(z) = deg Ap x(2).

On note p(fsm 1) < B,dou, d’apres (2.4.4), (2.4.5) et (2.2.16) respectivement pour j =

0,1, ... 1

f(j) 1(2) ,
A, S <l|z|", |z| ¢ FE, 2.4.6
,J()fsm B || 2| ¢ (2.4.6)
ou
p; = max {di + (k= 5)(B — 1) + 2¢}. (2.4.7)
D’autre parts, d’apres (2.4.8), on a
fs(n lsm) n—sm—1 f(])
—A; 0(2) = —7/]"—+ As, i 2.4.8
o) =T Y A7 (2458)
Donc, d’apres (2.4.6 et (2.4.8), on obtient
[As0(2)] < 2", [2] € E, (2.4.9)
ou
n= sﬁii’égn {dp + (k — sm)(6 — 1) + 2¢}. (2.4.10)
De plus, d’aprés le lemme 2.2.11, on a
Aoysm (Z) - AS"MO(Z) - Gsm (Z)’ (2'4'1]‘)

ou G, (z) satisfaisant les relations (2.2.33)) et (2.2.34]) en remplagant ¢ par s,,, d’ou d’aprés
(2.4.9), (2.4.11)) , (2.2.33)) et (2.2.34) (¢ = s,,) on obtient

[ Ao (2)] < J2[7, |2] ¢ B, (2.4.12)

ou 7 est une constante dans I'équation (2.4.10)). On note 7o = dj, + € dans ([2.2.34]).
En fin, on va montrer que (2.4.12)) méne & une contradiction.
Pour cela, on démontre que pour tout k vérifiant s,, + 1 < k < n, alors

dp + (k—sm) (B—1) < ds,, —a, (2.4.13)

ol a =y, — 3> 0, dapres (2.4.1).

Si (2.4.13) est bien définie, alors on obtient directement une contradiction (d’aprés les équa-
tions (2.4.13), (2.4.12) et (2.3.15)), on obtient |Ag,,, ()| < |z|%" ">, Ce qui impossible
lorsque 2e < a, car Ay, (2) = ps,, (2) est polynome de degré d
Pour prouver , on utilise lemme 2.2.6 et lemme 2.2.7.
On considére le cas s, + 1 <k <netk=n.

Sm*



2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2 26

Si s, +1 <k <n, daprés le lemme 2.2.7 et définition de «,,, dans (2.1.6)), on obtient

de +(k—sm)(B—=1) < ds, , (Sm1—k)(am—1)+ (k—s,)(B—-1) (2.4.14)
= ds, —a(k—sp)

ds,, — a.
D’autre coté, d’aprés le lemme 2.2.6 et la définition de dans ([2.1.6) on obtient
(n = sm)(ds,, = ds,imy) < (Sm-1 = 5m) dss,-

Sm

IN

Pour d,, =0, on a

dn+(n—5,)B—-1) = (n—sp)(m—1)—an—sy,) (2.4.15)
dsm - dsm,l
S (n - Sm) 3_1——3 —
< dg — .

Sm

Par (2.4.15)) et (2.4.14)) on obtient pour tout s, +1 < k <n.

Donc on démontrer (2.4.13), d’ot & complété la démonstration de cas (7).

Cas(ii) : Supposons s, = 0

Dans ce cas, m = p et s, = 0; ainsi, on a besoin de montrer que 1’équation n’admet
pas une solution non triviale de I'ordre inferieure a «,.

En fin, on suppose qu’il existe une solution f; # 0 de avec p(fo) < «y, alors par
Théoréme 2.1.1 (1), il faut que fy soit un polyndme.

D’apres ([2.1.1]), on obtient

fi fo' g
—po(2) =p1(2)5" 4+ .. + pu1(2) + = (2.4.16)
fo fo fo
Depuis fjy est un polynoéme, de (2.4.16)), on a
do <  Jax {dr. — k}. (2.4.17)

En utilisant le lemme 2.2.6 avec m = p on obtient
dp <ds, , + (sp—1 — k)(ap — 1), Pourtout 1 <k <n—1. (2.4.18)

Comme s, = 0. donc d’aprés ([2.4.18) et la définition de «, dans (2.1.6]) et la valeur de s, = 0,
on obtient pour tout 1 <k <n-—1

dyn—k < dy, —k+ (51 — k)(ap — 1) (2.4.19)

= d() + (dsp—1 — d() — Spfl).

Sp—1
Puisque a;, > 0 et s, = 0, la définition de o, dans (2.1.6) que d,,_, < s,_1 + dj.
Donc, d’apres (2.4.19) on obtient

dp — k <dy pourtout k=0,1,...n—1.

Contradiction avec (2.4.17)) .
Cela démontre le cas (ii), et qui compléte la démonstration du Théoréme 2.1.2.



Chapitre 3

La croissance des solutions d’une
classe d’équation différentielles
linéaire a coeflicients entiers

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va étudier les valeurs possibles de 'ordre des solutions de 1’équation
différentielles suivantes

F 4 pa(2)eF Y 4 po(2)eF f =0, (3.1.1)

ot po(z) Z 0, ...,pr_1(2) sont des polynomes. On va voir qu’il y a des ressemblances et des
différences entre cette équation et I’équation étudiée dans le deuxiéme chapitre de coefficients
polynomiaux. Pour n > 2, voir [I5] on considére I’équation différentielle linéaire

FO 4 A, 1 (2)fOY 4+ Ag(2)f =0, (3.1.2)

o Ag(2), .., An—_1(2) sont des fonctions entieres avec Ag(z) # 0. Il est bien connu que toutes
les solutions de ’équation sont des fonctions entiéres. Dans [9] Frei a démontré que si
p est le plus grand entier tel que A,(z) est transcendante alors il existe au plus p solutions
linéairement indépendante d’ordre fini. En appliquant ce résultat a notre équation (3.1.1),
on en déduit que cette équation posséde aux plus n — 1 solutions linéairement indépendante
d’ordre fini; ce qui veut dire que cette équation admet au moins une solution d’ordre infini.
D’autre coté, cette équation peut avoir une solution polynémiale, par exemple f(z) = 22 est
une solution de I'équation différentielle f©) + 22e% f(2) — 2¢% f = 0.

Désignons n’< n — 1 le plus grand entier tel que p,(z) # 0 dans (8.1.1]), si "> 1, on définit
une suite strictement décroissante finie des nombres entiers positifs ou nuls

§) >8> ... >8,>0. (3.1.3)
Dans la maniére suivante : nous choisissons s7 & étre 'unique entier satisfaisant
dy, — dy d, — dy
ST mpax T, (3.1.4)
n — si 0<k<n=1 n'—k

ds’l — dn > dk - dn

et ~ -
n— s n—k

pour tout 0 < k < s7.
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pour s; trouvé, j > 1 on définie s}, comme étant I'unique entier satisfaisant

dy. , —dg, di, — dg.
Y = max ——2 > —1, (3.1.5)
5 — Sit1 0<k<s; S5 —k
dy. , — dyg, di — dyg.
et AR R e pour tout 0 <k < §j41.
S — Sj+1 Sj — k

comme ci dessus, cette suite se termine par s et il est claire que ¢ < n’
On définie pour j =1, ...,q.

dy. — dg.
Q@ = 14 22— (3.1.6)
Sj—1 — Sj
ou so = n et ap > > . > > 0.

On signale que les entiers 57, 53, ..., s; dans (3.1.3]), peuvent aussi étre exprimés de la maniére

suivante
§1=min{ j: ——— = max - .
n—j 0<k<n—1 n'— k

et pour trouvé sj,j > 1, on

- di — dy k= dy,
§ . ;
Sjy1=minqi: ———* = max ——= > —1,.
Sj—1  0<k<s; s;—k

S. Hamouda a établi les résultats suivants.
Théoréme 3.1.1 [T]|] Si (3.1.1) admet une solution transcendante de l’ordre finie a, alors

a € {ag, g, ...,a,} U{ad, ds, ..., a,}, (3.1.7)

ol aq, (g, ..., (yp, O, 0o, ..., 0y sont définis dans (2.1.7)) et (3.1.6).

Remarque 3.1.1 Il se peut que certaines valeurs de {7, 0, ..., 05} sont égales & certaines
valeurs de {ay, aa, ..., } et globalement on a n valeurs distinctes. Plus précisément, si sy = n’
alors a1 = o pour tout entiers k,1 < k < q; et si 1 # n' et s; = S; pour tout entiers i, j,
alors a1, = Ajq1 pour tout pour tout k, 1 <k < q—j.

Exemple 1 :

Pour 'equation fG) + ze? f" + (42% + 322) e* f — 421 f =
n=3,dy=4,dy =3,dy=1,alors s; =1, s =0, a; =
oy =3,a4=2,qg=2.

on
,ap=2p=2,ets] =1, s,=0,

¥

0
5
2
Théoréme 3.1.2 [T]|] Si s; = 0, alors toute solution non triviale de (3.1.1)) satisfait

Mﬂ21+@. (3.1.8)

n



3.2 Lemmes préliminaires 29

La question qui se pose ici c’est : est-ce-qu’ il y a des cas de qui vérifie que toute
solution non triviale est d’ordre infini.

La réponse est positive, comme indique I’exemple suivant :

Exemple 2 :

Chaque solution non triviale de I’équation différentielle

F 4 po(2)e*f =0

est d’ordre infini, ot pg(z) # 0 est un polynome. En fait, si on suppose que f # 0 est d’ordre

fini, alors en utilisant e* = —pol(z) ! (;), on obtient que

1 f(n))

T(r,e*) = T|(r,————
:€) ( po(z) f
1 f(n))
< T(r——— +T(r,— .
( po(z)) f

et T(r,—pob) = T (r,po(2)) + O(1) = O(logr) (car N(r,po(z)) = nlogr + O(1) et
m(r,po(2)) = O(1)). On a aussi T'(r, #) = O(logr),
donc T'(r,e*) = O(logr), est une contradiction.

Théoréme 3.1.3 [1]] Si s, =0, alors f # 0 n’est pas solution polynomiale de (3.1.1)

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 Soit a un nombre réel satisfaisant a > oy, et k un entier qui vérifie 0 < k < n’
(n est le plus grand entier) tel que py(z) # 0 dans (3.1.1)).

ds dn
Sis; <net L= . Alors
n—8 n—n
n—k+dy+ka <n—n'+d,+ nao. (3.2.1)
Démonstration :
On a

n—k+d,+ka=n—n+dy+na+alk—n)+dy —dy+n—k.

Et puis que a > a7 et 0 < k < n, on obtient

n—k+d,+ka<n—n+dy+na+a(k—n)+dp —dy+n—k,
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et on a
, ds,
aj(k—n)+dy —dy+n'—k = ——(k—n)+dy—dy
n—=:s;
ds, d
s —S k: — 51 _— d - d’l’b’
n—sl( n)+n—$1(n n))—l— b
ds, dy
= ——(k— — dy — dyy
n—sl< n)—l—n_n,(n n) + di
ds,
= ——(k—n)+d
n—3Ssi
ds, dy,
= — k—n) <0
(n_s1 —)(k—n)
Pour tout k satisfaisant 0 < k < n’donc
n—k+d,+ka<n—n+dy;+ na.
. , S1 dn
Lemme 3.2.2 Sis; <n et . Alors
n—s n-—n
ol > 0. (3.2.2)
Démonstration :
On a les équivalences suivantes
d, d,y _
: , dSl_n Slds1>dn'
n — sy n—n n— s
= dy, —dy> Dals1
n—3s;
ds, — dyy ds,
<~ ~ > .
n—=s; n—=s;
Ce qui implique que
dk — dn d51
max —; > )
0<k<n ' — k n— s
et aussi
a1 > ag.
Lemme 3.2.3 Si a7 > a1, alors pour a > o et 0 < k <n, on a
n—k+d,+ka<n—n+d,+no. (3.2.3)

Démonstration :

On a

n—k+di+ka=(n—-n+d;+na)+alk—n)+d, —dy+n'—k,

et de a > a7 et 0 < k < n) on obtient

n—k+d,+ka<(n—n+dy+na)+a(k—n)+dp —dy+n'—k,
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et on a
, ds'1_dn'
041<]€—n))+dk—dn'+n—k = (ﬁ)(k—n/)—f-dk—dn'
— o1
de —dy  dy — doy
= — k—n) <O0.
(A - k- <

Pour tout k satisfaisant 0 < k£ < n, donc
n—k+d,+ ka<n—n+d,;+ nao.

En utilisant les mémes démonstrations de lemme 2.2.1 et lemme 2.2.2, on peut démontrer les
lemmes suivantes.

Lemme 3.2.4 Pour tout j = 0,1,...,q — 1, fizée, soit o un nombre réel vérifies o > 1,
soit k un entier satisfaisant 0 < k < sj. Alors

n—k+d,+ka <n-—s;+dg + sja. (3.2.4)

Lemme 3.2.5 Pour tout j = 1,2,...,q fixé, soit o un nombre réel vérifies o < o, et soit k
un entier vérifies s; < k < n. Alors

n—k+d, +ka <n-—s;+dg + sja. (3.2.5)

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.1

Supposons que ((3.1.1) admet une solution transcendantale f d’ordre fini p(f) = a.
A partir de (3.1.1), on a

f(n) f(nfl) f!
e "+ pn-1(2) + .+ p1(2)= + po(z) = 0. (3.3.1)
f f f
Si V(r) désigne I'indice central des f, alors
V(r) = (14 o(1))Cre. (3.3.2)

Quand r — 400, ou C est une constante positive. En outre, & partir de la Théorie de
Wiman-Valiron il s’ensuit qu’il existe un ensemble Ey C [1,00) de mesure logarithmique
finie, telle que pour tout j =1,2,...,n, on a

f(j)(zr) V(r),,
5 = (I+ol .. 3.3.3
ol = o) (333
Quand r — +o00, r ¢ FEy, ol z, est un point sur le cercle |z,.| = r qui satisfait :
!f(zr)]:m‘zzx\f(z)\ 0<r<oo.

Soit by le coefficient du terme de plus haut degré du polynéme py(2) et posons aj, = C* ||,
ot C' > 0 est la constante dans (3.3.2)) et posons a, = C™.
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En remplacent (3.3.3)et (3.3.2) dans(3.3.1)) et multipliant les deux cotés par 2 on obtient
une équation dont le coté gauche se compose de la somme de n + 1 termes de modules
asymptotiques ( quant r — +o00,7 ¢ Ej), aux n + 1 termes suivants

e " cos 0, r1+dn,1+(n—1)a Tn—k—l—dk—‘,-lca7

+d
A", Ap_1 yeeey O ey QT (3.3.4)

On va discuter trois cas en fonction de la limite de e=" %%,
1°cas : lim e "% = o0, dans se cas e~ ra,r" est le terme unique dominant (quand

r — 400,71 ¢ Ey) dans(3.3.4)), ce qui est impossible.

2°Mecqs : lim e "% = cou 0 < ¢ < 00, ou aji1 < o < o  pour certaine j =1,2,...,p—1,

r—+00

alors d’apres le lemme 2.2.1 et lemme 2.2.2,0n a

rcos 6

n—k+dy+ka<n-—s;+ds + s;a.
pour tout k # s;, alors as, """ s 5% ot Je terme unique dominant (quand 1 — 400, 7 ¢
Ey) dans (3.3.4) ce qui impossible aussi. Maintenant si 0 < a < «, alors d’apres le lemme
2.2.2 et lemme 2.2.3, on a

n—k+dp+ka<n-—s,+ds, + spa.

pour tout k # s, alors aspr”"sp*dsﬁspo‘ est le terme unique dominant (quand r — +oo,r ¢
Ey) dans ce qui donne une contradiction dans (3.3.1)). Finalement si @ > oy alors
d’apres le lemme 2.2.2, on a

n—k+d;+ ka < na. (3.3.5)

pour tout 0 < k < n, alors e~"<*%q, 7" est le terme unique dominant (quand r — +o00,7 ¢

Ey) dans (3.3.4). Aussi, ce qui conduit a une contradiction (3.3.1)).

3mecas : lim e "% = 0. Si0 < a <, ouaqj; <a<a;pourtout j=1,2,...p—1, on

T—>00

trouve la méme contradiction que le 2°*“cas.

Maintenant si & > o, bien que on a (3.3.5), e 7<% q,,r" n’est pas le terme dominant par
2 )

ce que

lim e "% q,r" = 0.
rT—00

Si s; = n, alors d’aprés le lemme 2.2.4 on a
n—k+d, +ka<n—n+dy;+ na.

pour tout 0 < k < n alors il existe un seule terme dominant dans (3.3.4) (quand r —

+oo,r ¢ Fy). Contradiction.

: , d dyy
Sis; <net —2— = —"— alors d’aprés le lemme 3.2.1, on a
n—s n—n

n—k+d,+ ka<n—n+dy+ no.

pour tout 0 < k < n] alors il existe un terme dominant dans (3.3.4) (quand r — +oo,r ¢
Ey), ce qui conduit a une contradiction.
s1

n N ,
. alors d’apres le lemme 3.2.2, on a o > a;.
n—sy n-—-n

Sis; <net
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Maintenant nous allons utiliser la suite o, as,..,a;. Si 0 < o < o ou &1 < a < @,
pour tout j = 1,...,q — 1, en utilisant le lemme 3.2.4 et lemme 3.2.5, on trouve la méme
contradiction précédant. Maintenant si a > o}, d’aprés le lemme 3.2.3 on a

n—k+d,+ ka<n—n+d,;+ na.

Ce qui donne a une contradiction.
Ainsi, les valeurs possible de a sont {aq, as, ..., } U {ad, 0, ..., oL }.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

Supposons le contraire, qu'il existe une solution non trivial f de (3.1.1)) qui satisfait p(f) =
B <1+ i—o. Alors

d
B=1+—=—r, (3.4.1)
n
ou 7 est une constante positive.
Puisque s; = 0 et d’aprés (2.1.5) on a
—k
dy <" %dy, k=1,2,..,n—1. (3.4.2)
De (3.1.1) on peut écrire
(n) (n—1) /
—po(z) =e? ff +pn_1(z)f 7 + .. +p1(z)f7. (3.4.3)

En prenant arg z € (0, E) on peut obtenir [e7*| < 1, et d’apres le lemme 2.2.8 et (3.4.3)), on

2
obtient
n

[po(2)] < D o AT, (3.4.4)

k=1

ou |z| assez grand (|z| ¢ Ey) et d,, = 0.
D’apres (3.4.1)),(3.4.2)) et (3.4.4)) on obtient

n

[po(2)] < D L=l <m0
k=1

ou |z| est suffisamment grand (|z| ¢ Ep). Ce n’est pas possible si nous choisissons 0 < € < 7.
Donc, p(f) > 1+ L.

3.5 Preuve du Théoréme 3.1.3

Supposons que f Z 0 est une solution polynoémiale de (3.1.1]) .

De (3.1.1), on a

(n) (n—1)
—po(z) = e_fo +pn_1(z)f 7 + ... +p1(z)f

7,. (3.5.1)
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Ce qui implique f doit étre de degré au plus n — 1. On obtient aussi

(n—1) f/
—Po(2) = Pa-1(2) + .+ pz) 5 (3.5.2)
f f
11 résulte de (3.5.2) que
do <  Jpax | {dr. — k}. (3.5.3)
Par le lemme 2.2.7, on a
di < ds,_, + (sp—1 — k)(ap — 1). (3.5.4)

pour tout k = 1,...,n — 1, puis que s, = 0. Donc, d’apres (3.5.4)), o, définit dans (2.1.7)), et
le fait que s, = 0, on obtient pour tout 1 <k <n —1,

dy—k < dg,, —k+ (5p—1 — k)(ap — 1) (3.5.5)
k
(ds,_, — do — 5p—1).

Sp—1

< do+

Puisque a;, > 0 et s, = 0, d’apres la définition de «,, dans (2.1.7) que d,,_, < 5,1 + do. Dol
d’aprés (3.5.5)), on obtient dj, — k < dy pour tout 1 < k < n — 1. Mais cela contredit (3.5.3)).
D’ou la démonstration du Théoréme 3.1.3 est achevée.
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