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Introduction

En science, un problème inverse est une situation dans laquelle on tente de déterminer les
causes d�un phénomène à partir des observations expérimentales de ses e¤ets. Par exemple,
en sismologie, la localisation de l�origine d�un tremblement de terre à partir de mesures faites
par plusieurs stations sismiques réparties sur la surface du globe terrestre est un problème
inverse.
La résolution du problème inverse passe en général par une étape initiale de modélisa-

tion du phénomène, dite problème direct qui décrit comment les paramètres du modèle se
traduisent en e¤ets observables expérimentalement. Ensuite, à partir des mesures obtenues
sur le phénomène réel, la démarche va consister à approximer au mieux les paramètres qui
permettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation
numérique ou de façon analytique.
En mathématiques, un problème inverse linéaire a la forme d�une équation

Af = g: (1)

Où g représente les mesures e¤ectuées, f représente les valeurs des paramètres du phénomène
et A est un opérateur linéaire, d�un espace de Hilbert H dans H; qui représente la relation
entre les mesures et les paramètres du modèle.
Les problèmes inverses généralement sont des problèmes mal posés car si l�on cherche à

résoudre l�équation (1) ; cela nécessite l�inversion de l�opérateur A. Cette opération n�est pas
forcément évidente d�un point de vue numérique. Et d�après Hadamard [6, Ha] un problème
est bien posé s�il véri�e les trois conditions suivantes :

1. La solution existe ;

2. Elle est unique ;

3. Elle dépend continûment des données.

Donc, si l�une des trois conditions n�est pas satisfaite, on dit que le problème est mal
posé.
Dans ce travail, nous commençons par rassembler quelques résultats d�analyse fonction-

nelle qui nous serons utile, ainsi que des compléments sur les opérateurs linéaires compacts.
En suite nous divisons le reste en deux parties.
Dans la première partie, nous introduisons une source importante de problèmes inverses

linéaires : les équation de première espèce. Après avoir les principales propriétés des opéra-
teurs intégraux, nous expliquerons en quoi ils sont mal posés. En�n nous introduirons des
méthodes de discrétisation, conduisons à des problèmes de moindres carrés, nous étudierons
leur propriétés mathématiques, dans un cadre Hilbertien : l�aspect géométrique, et le lien avec
les équations normales, ainsi que les questions d�existence et d�unicité des solutions. Nous
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introduirons également l�outil fondamental, tant pour l�analyse théorique que pour l�approxi-
mation numérique, qu�est la décomposition en valeurs singulières pour les opérateurs entre
espaces de Hilbert. Et ainsi nous aborderons dans cette partie l�étude d�un technique pour
les problèmes mal posés, la méthode de régularisation de Tikhonov.
Dans la deuxième partie, nous introduisons un exemple d�application à la tomographie à

rayons X.



Chapitre 1

Notions de bases

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur R: Une norme sur E est un application de
E dans R, possédant les propriétés suivantes

i) 8x 2 E; kxkE � 0et kxkE = 0) x = 0;
ii) 8x 2 E; 8� 2 R; k�xkE = j�j kxkE ;
iii) 8 (x; y) 2 E2; kx+ ykE � kxkE + kykE ;

Dé�nition 1.2 soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur est une application
de
E � E dans R, notée (:; :) (ou h:; :i)possédant les propriétes suivantes
-8 (x; y; z) 2 E3;8 (�; �) 2 R2; (�x+ �y; z) = � (x; z) + � (y; z) ;
-8 (x; y) 2 E2; (x; y) = (y; x) ;
-8x 2 E; (x; x) � 0;
-(x; x) = 0) x = 0:

Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Dé�nition 1.3 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien, et qui est complet pour la
norme associée au produit scalaire.

Dé�nition 1.4 (Bases Hilbertiennes) Une base Hilbertienne d�un espace de Hilbert E est
une suite (en)n2N� telle que :

kenkE = 1;8n; et (en; em) = 0;8n 6= m:

Théorème de projection

Théorème 1.1 Soit F un sous ensemble fermé, convexe de E, et z 2 E donné. Il existe un
unique élément x0 2 E tel que

kz � x0kE = inf
y2F

jz � yj :

6
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1.2 Opérateurs linéaires continues

Dé�nition 1.5 Un opérateur A d�un espace de Hilbert E dans un espace de Hilbert F est
un application linéaire continue de E dans F c�est à dire qui véri�e :

i) 8u 2 E;Au 2 F ;
ii) 8u; v 2 E � E;8 (�; �) 2 R2;A (�u+ �v) = �A (u) + �A (v) ;
iii) 9Mi0;8u 2 E; kAukF �M kukE :

On note par L (E;F ) : l�espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F:

Théorème 1.2 ( Application ouverte ) Soit A un opérateur linéaire de E dans F: L�image
par A d�un ouvert de E est un ouvert de F:

On particulier l�inverse d�un opérateur linéaire continu et bijectif est continu.

Adjoint d�un opérateur

Dé�nition 1.6 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F: Il existe un unique opé-
rateur de F dans E noté A�, tel que :

8u 2 E; 8v 2 F ; (Au; v) = (u;A�v) :

Cette opérateur est appelé l�adjoint de A: Il véri�e de plus :

(A�)� = A et kA�k = kAk :

Proposition 1.1 Soit A et B deux opérateurs linéaires ,� et � deux scalaires, ona :

i) (�A+ �B)� = �A� + �B� (linéairité) ;
ii) (AB)� = B�A� (composition).

Proposition 1.2 Ona les deux relations suivantes :

i) kerA� = (ImA)
?
;

ii) (kerA)
?
= ImA�:

Dé�nition 1.7 Un opérateur dans E est dit auto-adjoint si, et seulement si,

8 (u; v) 2 E � E; (Au; v) = (u;Av) :

1.2.1 Opérateurs compacts

Dé�nition 1.8 Soit A 2 L (E;F ) on dit que A est un opérateur compact si, pour toute suite
bornée (xn) dans E, la suite (Axn) contient une sous suite convergente.

Ou bien : L�image de la boule unité fermée de E est un sous ensemble précompact.

Remarque 1.1 Un ensemble est précompact si sa fermeture est compact de F .
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Notation 1.1 On note K (E;F ) : l�espace des opérateurs linéaires bornés compacts de E
dans F:

Proposition 1.3 Soit E;F;G trois espaces de Hilbert :

i)L�espace K (E;F ) est un sous espace vectoriel fermé de L (E;F ) :
ii)Si A 2 K (E;F ), Alors A� 2 K (F;E) est aussi compact.
iii)K (E;F ) est un idéal bilatère de L (E;F ) c�est à dire si A 2 K (E;F ) et B 2 L (F;G),

alors AB et BA sont dans K (E;G) :

Proposition 1.4 Si E n�est pas de dimension �nie, alors l�identité de E n�est jamais in-
versible.

Corollaire 1.1 Soit A un opérateur compact de E dans F , (E et F ne sont pas de dimension
�nie), alors A n�est pas inversible.

Preuve. Si A est inversible, son inverse A�1 véri�e :

AA�1 = I:

Comme A est compact, et que l�identité ne peut pas l�étre d�après la proposition (1:4), nous
avons une contradiction.

1.2.2 Décomposition spectral d�un opérateur compact autoadjoint

Spectre d�un opérateur compact autoadjoint

Dé�nition 1.9 Soit A un opérateur compact autoadjoint dans L (E;E) ;le spectre de A est
l�ensemble :

� (A) = f� 2 | = A� �I n�est pas inversible dans L (E)g :

Dé�nition 1.10 Un nombre � 2 E est une valeur propre de A si, et seulement si, A� �I
n�est pas injectif.

Proposition 1.5 Notons � l�ensemble des valeurs propres de A:

1. � (A) = f0g [ �;
2. Les valeurs propres de A sont réelles et les vecteur propres correspondant à des valeurs
propres distinctes sont ortogonaux ;

3. L�un des valeurs �kAkest une valeur propre de A:

Théorème 1.3 [2; BR] Soit A un opérateur linéaire compact et autoadjoint dé�ni sur un
espace de Hilbert H: Alors A admet un suite ( �nie ou in�nie ) de valeurs propres �n tel que

j�1j � j�2j � ::: � j�nj � :::

Et lim�n = 0: Dans ce cas la suite des vecteurs propres (un)n2N associés aux valeurs propres
�n constitue une base Hilbertienne de (kerA)

?tel que :

8x 2 H; x = x0 +
P
n2N

(x; un)un:

Et
Ax =

P
�n

n2N
(x; un)un o�u x0 2 kerA:
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1.3 Rappel sur les formules de quadrature

Les formules de quadrature consistent à approcher une intégrale

I =

Z b

a

f (x) dx:

par une somme pondérée des valeurs de f en des points appelés noeud

1.3.1 formule des réctangles

Les noeuds de la formule des réctangles sont les points :

xi+1 � xi = h i = 1; ::; n

et les poids sont tous égaux à h. On approche l�intégrale par la somme des aires des réctangles
de largeur h; et de hauteur est détèrminée par f (xi)

IR = h (f (x1) + f (x2) + ::::::::::::+ f (xn)) :

1.3.2 Formule des trapezes

Les noeuds de la formule des trapezes sont les points xi, i = 1; ::; n et h =
(b�a)
n
: Les poids

sont wi = h; i = 2; :::; n � 1 ainsi que w1 = wn = h
2
: On approche l�intégrale par la somme

des aires des trapezes détèrminés par les valeurs de la fonction aux points xi et xiu1 ce qui
donne :

IT = h

�
1

2
f (a) + f (x1) + ::::::+ f (xn�1) +

1

2
f (b)

�
:



Chapitre 2

Problèmes inverses linéaires

2.1 Opérateurs intégraux et équations intégrales

Nous commençons par une brève introduction aux opérateurs intégraux ainsi qu�aux
équations intégrales de première espèce ([8, Ke]). Ces dernières fournissent le principal
exemple de problèmes inverses linéaires.
Rappelons que L2(a; b) désigne l�espace des fonctions de carré intégrable, et que cet espace

est un espace de Hilbert pour la norme associée au produit scalaire usuel, dé�ni par :

(u; v) =

Z b

a

u (s) v (s) ds:

2.1.1 Opérateurs intégraux

Dé�nition 2.1 Soit k une fonction de l�espace L2 ([a; b]� [c; d]). L�opérateur :

Au (t) =

Z b

a

k (t; s)u (s) ds ; t 2 [a; b] : (2.1)

est bien dé�ni en tant qu�opérateur de L2(a; b) dans L2(c; d). On dira que
l�operateur A est l�operateur intégral de noyau k:

Proposition 2.1 Soit A l�operateur intégral de noyau k :

1. L�adjoint A� (c�est l�unique operateur de L2 [c; d] dans L2 [a; b] qui véri� :

(Au; v) = (u;A�v) ;

pour tout (u; v) 2 L2 [a; b] � L2 [c; d] est l�opérateur intégrale de noyau k� (t; s) =
k (s; t) :

2. L�opérateur intégrale A de noyau k est autoadjoint si, et seulement si, le noyau k est
symétrique c�est a dire :

k (t; s) = k (s; t) 8 (s; t) 2 [a; b]� [c; d] :

10
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3. SoitA1 etA2 deux opérateurs intégrals de noyaux, respectivement, k1 2 L2 ([a; b]� [c; d]) ; k2 2
L2 ([c; d]� [e; f ]) alors : A1A2 2 L (L2 (a; b) ; L2 (e; f)) est un opérateur intégral de
noyau :

k (t; s) =

Z b

a

k1 (t; r) k2 (r; s) ds:

Exemple 2.1 (Opérateur de Volterra )

Il s�agit d�opérateur de la forme :

Au (t) =

Z t

0

k (t; s)u (s) ds ;8t 2 [0; 1] :

avec K 2 L2([0; 1]� [0; 1]).

Dé�nition 2.2 (Opérateurs intégals à noyaux dégénérés)

Un opérateur à noyau dégénéré est opérateur de noyau se la forme :

k (t; s) =

nX
j=1
aj(t)bj(s) o�u j = 1; :::;m:

Les opérateurs corresponts sont de rang �ni.

2.1.2 Equations intégrales

On classe les équations intégrales que l�on peut associer à l�opérateur A en deux catégo-
ries :

1. Equation de première espèce : Il s�agit se la forme :

Au = f: (2.2)

Où f 2 L2 [c; d] est donnée.
2. Equation de seconde espèce : Il s�agit se la forme :

u� Au = f:

Où f 2 L2 [c; d] est donnée.

Théorème 2.1 soit k 2 L2([a; b]� [c; d]). L�opérateur A de noyau k est compact de L2(a; b)
dans L2(c; d):

Preuve. Nous admettrons qu�il est possible d�aprrocher le noyau k dans k 2 L2([a; b]� [c; d])
par une suite de noyaux (kn)n2N dégénérés. Notons An l�opérateur intégrale de noyau kn.
D�aprés la dé�ntion des opérateurs intégals à noyaux dégénérés, An est de rang �ni. Montrons
que la suite An converge ver A:
Ona

(An � A)u (t) =
Z b

a

(kn (t; s)� k (t; s))u (s) ds:
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donc :

k(An � A)uk2F =

Z d

c

�Z b

a

(kn (t; s)� k (t; s))u (s) ds
�2
dt

�
�R

[a;b]�[c;d] jkn (t; s)� k (t; s)j
2 dsdt

�
kuk2E

= kkn � kk2[a;b]�[c;d] kuk
2
E :

Le première terme kkn � kk2[a;b]�[c;d] ! 0 d�aprés le choix de kn ce qui achéve la démons-
tration.
Comme l�on sait qu�un opérateur compact n�est j�aimai inversible (d�après le corollaire

(1; 1)), nous voyons que les équations integrales de première espèce donnerons toujours lieu
à des problème mal posés.

2.1.3 Discrétisation des équations intégrales

Nous allons nous borner à deux méthodes pour discrétiser une équation intégrale : la
méthode de quadrature - collocation et la méthode de Galerkin.

Discrétisation par quadrature Cette méthode consiste à appliquer les méthodes numé-
rique de calcul intégral pour aboutir à un système linéaire.
En générale, une formule de quadrature s�écrit se la forme :

IQ =
nX
j=1

wjf (xj) ; j = 1; :::; n: (2.3)

Où xj sont les noeuds et wj sont les poids.

Application d�une formule de quadrature à une équation intégrale de première
espèce On exprime que l�équation intégrale est véri�ée en un nombre �ni de points ti;
i = 1; :::;m; Z b

a

k (ti; s)u (s) ds = f (ti) :

on remplace cette intégrale par une forme quadrature choisie dans l�équation (2:3).On obtient
le systéme :

nX
j=1

wjk (ti; sj)uj = f (ti) : (2.4)

On voit que c�est un système linéaire

Ax = b; A = [Ai;j] ; b = [bi] ; x = [xj]

avec :
Ai;j = wjk (ti; sj) bi = f (ti) xj = uj

pour j = 1; :::; n et ; i = 1; :::;m:

Remarque 2.1 Si m > n, on obtient un systéme sur-detrminé.



2.1. OPÉRATEURS INTÉGRAUX ET ÉQUATIONS INTÉGRALES 13

Exemple 2.2 Si l�opérateur intégral

Au (t) =

Z 1

0

u (s) ds; t 2 [0; 1]

alors la matrice Ai;j est triangulaire, avec :

Ai;j = h; j � 1

et le système d�équation (2:4) est :

h
X
j=1

uj = fi; i = 1; :::m:

Par récurrence ,on obtient que la solution s�écrit :

uj =
fj�fj�1
h

, j = 2; :::n:

avec :

uj =
f1
h
:

Discrétisation par la méthode de Galerkin En mathématiques, dans le domaine de
l�analyse numérique, les méthodes de Galerkin sont une classe de méthodes permettant de
transformer un problème continu en un problème discret.
On approche les espaces L2(a; b) et L2(c; d) par une suite du sous espaces En et Fm

respéctivement, on suppose que dimEn = n et dimFm = m tel que En � L2(a; b) et
Fm � L2(c; d):

On projette l�équation (2:2)sur Fm , c�est-à-dire que l�on cherche un 2 En solution de
l�équation :

(Aun; vn) = (un; vm) , vm 2 Fm (2.5)

L�équation (2:5) s�appelle équation de Galerkin pour un. Pour expliciter cette équation,
nous introduisons une base fe1; :::; eng dans l�espace En et une base ff1; ::::; fmg dans l�espace
Fm:Développons un dans cette base sous la forme :

un =
nX
j=1

xjej:

et prenons vm = fi dans l�équation(2:5), on trouve :

nX
j;i=1

(Auj; fi)uj = (f; fi):

C�est un système d�équation qu�il admet un traitement numérique.

Les éléments de la matrice de la méthode de Galerkin sont des intégrales doubles et
simples tel que :

Aij =

ZZ
[a;b]�[c;d]

k (t; s) fi(t)uj(s)dsdt; bi =

Z d

c

f(t)fi(t)dt
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Exemple 2.3 Nous choisissons la fonction constante par morceaux pour les deux espace
d�approximation. Posons :

hs =
(b� a)
n

; ht =
(c� d)
m

:

Nous subdivisons l�intervalle ]a; b[ en n intervalles de taille hs et l�intervalle ]c; d[ en m
intervalles de taille ht, notons

Isj = ]a+ (j � 1)hs; a+ jhs[ ; I ti = ]c+ (i� 1)ht; c+ iht[

et nous dé�nissons les fonctions de base par :

ej =

�p
h s2Isj

0 sino ; fi; =
np

h s2Isi
0 sino

où j = 1; ::; n ; i = 1; :::;m ,donc on trouve les éléments de la matrice et du seconde membre
se la forme :

Ai;j =
1p
hsht

Z
Iti

Z
IsJ

k (s; t) dt ds, bi =
Z
Iti

f (t) dt :

2.2 Problème de moindres carrés et développement en
valeurs singulières (DVS)

2.2.1 Propriétés mathématiques des problèmes de moindres car-
rés

Nous allons étudier les propriétés des problèmes de moindres carrés en général. Dans
ce paragraphe, nous considérons A un opérateur intégral compact de E dans F tel que
E = L2 [a; b] et F = L2 [c; d] deux espaces de Hilbert. (ce problème est bien detail dans [8,
Mi])
Etant donné by 2 F , cherchons bx 2 E solution de l�équation :

Abx = by: (2.6)

Le problème (2:6) est dit mal posé si l�un des trois conditions suivantes n�est pas satisfaite :

1. L�opérateur A n�est pas surjectif.

2. L�opérateur A n�est pas injectif.

3. Si l�inverse existe et n�est pas continu.

La première di¢ culté n�est pas sérieuse : il su¢ t de se restreindre à ImA:La seconde est
plus gênante car il faut sélectionner parmi plusieurs solutions une seule solution. La troisième
est fondamentale par ce qu�elle est liée à la fermeture ou non de ImA:

Théorème 2.2 Soit A 2 L (E;F ) ; E et F deux espaces de Hilbert. Supposons que A est
injectif et notons A�1 : ImA �! E l�inverse de A; alors

ImA est fermée () A�1est continu:
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Preuve. ) Soit W = ImA est un espace de Hilbert. L�opérateur ~A : E ! W;

~Au = Au

pour u 2 E est un opérateur linéaire continu et bijectif.Une conséquence classique du théo-
rème de l�application ouverte est que ~A�1 est continu. Il en est donc de mème pour A�1:
(Puisque A�1 est continu, et que E = ImA�1 est fermée,

ImA =
�
A�1

��1
(E)

est fermée.
La situation générale considérée de cet partie sera que ImA n�est pas fermé car l�opérateur

A est compact et dans ce cas A�1n�est pas continu donc la non fermeture de ImA:
Nous cherchons une autre formulation du problème original, qui permette d�étendre la

notion de solution à un sous espace plus grand.
Nous proposons une formulation comme un probléme de moindres carrés. C�est à dire on

remplace (2.6) par :

min
x2E

1

2
k Ax� by k2F (2.7)

Proposition 2.2 Soit A 2 L (E;F ) ; E et F deux espaces de Hilbert et soit by 2 F:Un
élément bx 2 E est solution de (2.7) si, et seulement si,

A�Abx = A�by (2.8)

Preuve. Soit x veri�ant (2.7). On a pour tout z 2 E

by � Az = by � Ax+ A (x� z)
L�équation normale (2.8) implique que les deux termes de somme sont orthogonaux (le résidubz � Ax est orthogonal à l�image de A ). D�après le théorème de Pythagore

k by � Az k2F=k by � Ax k2F + k A(x� z) k2F�k by � Ax k2F
donc x est bien solution de (2:7) :
Réciproquement, soit x tel que :

A� (Ax� z) = w 6= 0:

Choisissons z = x� "w; avec "i0. On a alors :

k by�Az k2F= (by � Az; by � Az) =k by�Ax k2F �2" (by � Ax; by � Ax)+kAwk2F h k by�Ax k2F
si " est su¢ samment petite. x n�est donc pas solution de (2:7) .

Remarque 2.2 L�équation normale (2:8) s�écrit sous la forme :

A� (Abx� by) = 0:
ce qui exprime que le résidu by�Ax est dans le noyau de A�; c�est à dire orthogonal à l�image
de A:
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Remarque 2.3 La solution de problème des moindres carrés est telle que Ax est la projec-
tion de y sur l�image de A

Lemme 2.1 La solution du problème (2.2) est unique si, et seulement si, l�opérateur A est
injectif.

Preuve. Montrons d�abord que kerA�A = kerA,

A�Ax = 0, (A�Ax; x) = 0, kAxkF = 0 , Ax = 0

par conséquent A�A et A sont injectifs en même temps. Supposons que le problème (2.6)
admet deux solutions �x et x̂ alors :

A�Ax̂ = by et A�A�x = by ) A�A (x̂� �x) = 0
) (x̂� �x) = 0 (A�A est injectif)
) x̂ = �x

d�où le résultat.

Proposition 2.3 i) L�équation (2:8) admet une solution si, et seulement si,by 2 ImA� (ImA)?
Preuve. Soit x 2 E une solution de (2:8). On a

Ax� by 2 ImA? = (ImA)? :
Donc by = Ax+ (by � Ax) 2 ImA� (ImA)? :
Inversement, soit by = y1 + y2; avec y1 2 ImA; y2 2 (ImA)? : Il existe donc x 2 E, tel

que
Ax = y:

Eviement :
A�Ax = A�y1:

Mais toujours parce que (ImA)? = kerA�;

A�y2 = 0;

c�est à dire que :
A�by = A�y1 = A�Ax;

et by est une solution de (2:8) :
Lemme 2.2 Si by 2 ImA� (ImA)? ; le problème (2:7) admet une unique solution de norme
minimale. Nous noterons x cette solution particulière.

Preuve. Soit S l�ensemble de solutions (2.7), pour chercher une solution de ce probléme de
moindres carrés, nous résoudrons le problème :

min
x2s

kxk ; S = fx 2 E : kAx� bkF minimal/ b donnég

c�est à dire on projete l�origine sur S. D�aprés la proposition présidente, S est convexe fermé
non vide de E. Le théorème de la projection implique que S possède un élement de norme
minimale, qui est la solution cherchée.
Nous noterons x cette solution particulière.
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2.2.2 Développement en valeurs singulières (DVS)

Théorème 2.3 Soit A : E ! F un opérateur compact non auto adjoint alors il existe une
suite

�
�j
	
j2N � R+ et deux familles ortonormales fujgj2N � E et fvjgj2N � F telles que :

i)
�
�j
	
j2N est décroissante et limj!1

�j = 0:

ii) Auj = �jvj ; A
�vj = �juj:

iii) pour tout x 2 E : on a le développement

x = x0 +
1P
j=1

hx; ujiuj (2.9)

où x0 2 kerA
iv) Pour tout x 2 E et y 2 F ona

Ax =
1P
j=1

hx; uji vj;A�y =
1P
j=1

hy; vjiuj:

Preuve. i) On considère l�opérateur T = A�A:L0opérateur T est compact (le produit d�un
compact A et un bornée A�) et aussi T est autoadjoint (i,e) T = T �; car

T � = (A�A)�

= A� (A�)�

= A�A car ((A�)� = A)

= T:

Alors puisque l�opérateur T est autoadjoint compact et d�aprés le théorème spectrale autoad-
joints (1:3), T admet une suite des valeurs propres non nulles f�jgj2N � R�et des vecteur
propres fujgj2N tel que :

Tuj = �juj ; 8j 2 N:

Et 8x 2 E avec
x = x0 +

1P
j=1

hx; ujiuj où x0 2 kerT:

avec

Tx =
1P
j=1

�j hx; ujiuj:

Supposons que les f�jgj2N sont rangées en une suite décroissante et on montre que
�j � 0;8j 2 N:
Puisque Tuj = �juj cela signi�e que �j est la composante du vecteur Tuj par rapport à

uj et représente les coe¢ cient de Fourier, alors

�j = (Tuj; uj)

= (A�Auj; uj)

= (Auj; Auj)

= kAujk22
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et puisque la suite f�jgj2N est décroissante et f�jg est bornée par le zéro , elle est convergente
et lim

j!1
�j = 0.

ii)puisque �j � 0 d�aprés (i) ; nous pouvons donc poser

�j =
p
�j = (�j)

�1 > 0 ; 8j 2 N:

et soit vj = A
�
uj
�j

�
;8j 2 N car �j 6= 0:Il est claire que vj 2 ImA � F; on calcule

A�vj = A�A

�
uj
�j

�
=

1

�j
A�A (uj)

=
1

�j
T (uj)

=
1

�j
�juj = �juj

d�où

A�vj = �juj

et puisque vj = A
�
uj
�j

�
cela implique

Auj = �jvj

iii) Comme kerA est un sous espace fermé de E , alors d�aprés le théorème de la projection
orthogonale E = kerA� (kerA)

?
donc 8x 2 E

x = x0 + �x

où x0 2 kerA et �x 2 (kerA)
?
et comme fujgj2Nforment une base orthonormale de (kerA)

?
alors

�x s�écrit se la forme :

�x =
1P
j=1

h�x; ujiuj:

On déduit alors le développement x de E par :

x = x0 +
1P
j=1

h�x; ujiuj

Ce développement est unique car la somme est directe.

Remarque 2.4 dans ce cas on a kerT = kerA car :

kerT = kerA�A = kerA:
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iv)Montrons que fvjgj2N est une suite orthonormale dans F:Le produit scalaire :

hvi; vji =

�
A

�
ui

�i

�
; A

�
uj
�j

��
=

1

�i�j
hA (ui) ; A (uj)i

=
1

�i�j
hui; A�A (uj)i

=
1

�i�j
hui; T (uj)i

=
�j
�i�j

hui; uji =
�j
�i
hui; uji

=
n
1 si i=j
0 si i6=j :

Finalement

hvi; vji = �i;j =
n
1 si i=j
0 si i6=j

avec �i;j est le symbole de Kronecker, d�où fvjgj2N est bien une base orthonormale dans F:Et
pour le premier développement (2:4) pour x 2 E; posons

�x =
1P
j=1

�j hx; uji vj:

Cette série est convergente dans E avec :

k�xk22 =
1P
j=1

���j hx; uji��2 1
=
P
j=1

�2j jhx; ujij
2

�
1P
j=1

�21 jhx; ujij
2 (car �1i�j)

� �21
1P
j=1

jhx; ujij2 = �21 kxk
2
2

) k�xk � �21 kxk2 .

Et �x 2 ImA car pour

x = x0 +
1P
j=1

hx; ujiuj
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on a

Ax = A

 
x0 +

1P
j=1

hx; ujiuj

!

= Ax0 + A

 
1P
j=1

hx; ujiuj

!
=

1P
j=1

A hx; ujiuj

=
1P
j=1

hx; ujiAuj =
1P
j=1

hx; uji�jvj

=
1P
j=1

�j hx; uji vj

et la mème idée pour

A�y =
1P
j=1

�j hx; vjiuj

seulement 8y 2 F
y =

1P
j=1

hx; vji vj

ce qui pouve que �x 2 ImA:

Dé�nition 2.3 Les nombres �j sont appelés les valeurs singulières de A et le développement
obtenu (2:9) s�appelle le développement en valeurs singulières (DVS) de l�opérateur compact
A.

Exemple 2.4 On considère l�opérateur intégral A : L2 [0; �] ! L2 [0; �], qui est dé�nit
comme :

(Af) (t) =
R �
0
h (t; u) f (u) du

où

h (t; u) =

�
1 si 0 � u � t
0 si t � u � � :

A est un opérateur compacte non autoadjoint.Le système singulièr
�
uj; vj;�j

	
pour A est

donné par

uj (t) =

r
2

�
cos

�
2j + 1

2
t

�
, vj (s) =

r
2

�
sin

�
2j + 1

2
s

�
et

�j =
2

2j + 1
:

Application du DVS aux problème de moindres carrés

Théorème 2.4 Soit y 2 F; l�équation (2:6) possède une solution si, et seulement si y 2
ImA; de plus si

1P
j=1

jhy; vjij2

�2j
h1 (2.10)

dans ce cas l�ensemble des solutions de (2:6)
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x =
1P
j=1

jhy; vjij
�j

uj + x0; x0 2 kerA (2.11)

Preuve. Le développement de y sur la base Hilbertienne fvjgj2N � F est

y =
1P
j=1

(y; vj) vj

De la mème pour x sur la base Hilbertienne fujgj2N � E est

x =
1P
j=1

(x; uj)uj = xjuj:

Avec xj = (x; uj). 8j 2 N

Ax = A

 
1P
j=1

(x; uj)uj

!
=

1P
j=1

(x; uj)Auj (car A est compact ) A est continue)

=
1P
j=1

(x; uj)�jvj =
1P
j=1

xj�jvj

x est la solution de l�équation (2:6) équivalente à

Ax = y

,
1P
j=1

(x; uj)�jvj =
1P
j=1

(y; vj) vj

, (x; uj)�j = (y; vj)

, (x; uj) =
(y; vj)

�j

, x =
1P
j=1

(x; uj)uj =
1P
j=1

(y; vj)

�j
uj:

Alors l�ensemble de solutions de l�équation (2:6) est x tel que :

x =
1P
j=1

(y; vj)

�j
uj + kerA:

Remarque 2.5 La condition (2:10) s�obtient simplement en éxprimant que la série des coef-
�cients du développement de x doit ètre de carré intégrable est lui mème la norme minimale
de x, et cette condition s�appelle la condition de Picard [5]. La solution de norme minimale
s�obtient quand kerA = fog ; en e¤et la série est orthogonale à kerA: Puisque vj 2 ImA;
8j 2 N et donc la somme est dans ImA (car si yn 2 ImA) lim yn 2 ImA):
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Remarque 2.6 On peut appliquer la formule d�inversion (2:11)

 
x =

1P
j=1

(y;vj)

�j
uj + kerA:

!
pour les problèmes inverses mal posés (dans le cas où A est compact par exemple ) montrons
que la solution de (2:6) ne dépond pas continument du seconde membre, et pour cela. Il su¢ t
de montrer son instabilité. Supposons que (y; vj) = yj du second membre soit perturbé :

~yj = yj + �

par linéairité, on voit facilement que le seule composante de la solution �x qui est modi�ée

~xj = xj +
�

�j
:

En passant aux normes, on a donc :

k~xj � xjk =
k�k
�j
:

Comme lim
j!1

�j ! 0; la norme k~xj � xjk ! 1 n�est pas borné donc la solution

k~yj � yjk < c; k~xj � xjk ! 1:

2.3 Régularisation de Tikhonov

La régularisation Tikhonov est la méthode de régularisation la plus utilisée pour la réso-
lution des problèmes qui ne sont pas bien posés ainsi que pour les problèmes inverses. Elle a
été imaginée par le mathématicien russe Andreï Nikolaïevitch Tikhonov.
Cette méthode est expliquée bien dans ([3]; [4]) :
L�idée générale de la méthode de régularisation est remplacé l�équation intégrale de pre-

mière espèce mal posé : Z 1

0

k (x; t)x(t) = y(t) (2.12)

par une équation intégrale de Fredholm de seconde espèce bien posé. Nous écrivons l�équation
(2.12) se la forme :

Ax = y: (2.13)

Où A est un opérateur linéaire compact d�un espace de Hilbert H1dans un espace de Hilbert
H2. Nous voyons que l�équation générale (2:13) n�a pas une solution unique, alors nous
cherchons une solution particulière, s�appelle solution de moindres carrés de norme minimale.
C�est à dire, nous supposons que y 2 D(A+) (A+ est l�inverse généralisé de A) et notre but
est d�approximer A+y: nous savons que si l�on ignore le cas trivial pour lequel le noyau
k (:; :) est dégénéré, la solution généralisée A+y dépends de façon discontinue de y. Ainsi,
nous remplaçons le problème mal posé de la solution exacte par un problème bien posé de
la solution approchée.
La solution générale

x = A+y
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de(2:13) est une solution de moindre carré et alors elle satisfait l�équation normale

A�Ax = A�y (2.14)

où A�est l�adjoint de A; l�opérateur compact autoadjoint A�A a des valeurs propres non
négatives et donc, pour toute �xe �i0 l�opérateur A�A + �I tel que I l�opérateur identité
dans H1 a des valeurs propres strictement positives
En particulier, l�opérateur A�A+ �I a un inverse borné (continu), donc ce problème de

résolution de l�équation :
(A�A+ �I)x� = A

�y (2.15)

est bien posé. L�équation (2:15) est dé�nit la forme régulariser de l�équation (2:14) ; et
l�unique solution

x� = (A
�A+ �I)�1A�y:

est dé�nit l�approximation de Tikhonov ver A+y;la norme minimale de la solution de l�équa-
tion (2:14) et � est dé�nit le paramètre de régularisation de Tikhonov.

2.3.1 Application du DVS aux problème régularisée

Soit le système singulière
�
uj; vj;�j

	
pour A; fujg est une base orthonormale complète

dans kerA?; fvjg est une base orthonormale complète dans Im (A) et lim
j!0
�j = 0 tel que :

Auj = �jvj et A
�vj = �juj:

D�aprés la forme (2:15)
�x� = A

�y � A�Ax�
implique que x� 2 ImA� � ker (A)?et donc on peut écrire x� en terme des valeurs singulières

x� =
P1

j=1 hx�; ujiuj (2.16)

de la même façon

A�y =
P1

j=1 hA�y; ujiuj
=

P1
j=1 hy; Aujiuj

=
P1

j=1 �j hy; vjiuj

et

A�Ax� + �x� =
P1

j=1 hA�Ax�; ujiuj + �
P1

j=1 hx�; ujiuj
=

P1
j=1 hAx�; Aujiuj + �

P1
j=1 hx�; ujiuj

=
P1

j=1 �j hAx�; vjiuj + �
P1

j=1 hx�; ujiuj
=

P1
j=1 �j hx�; A�vjiuj + �

P1
j=1 hx�; ujiuj

=
P1

j=1 �
2
j hx�; ujiuj + �

P1
j=1 hx�; ujiuj

=
P1

j=1

�
�2j + �

�
hx�; ujiuj

Nous remplaçons ces résultats dans (2:15) ; nous trouvons :P1
j=1

�
�2j + �

�
hx�; ujiuj =

P1
j=1 �j hy; vjiuj
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alors :
hx�; uji =

P1
j=1

�j
�2j + �

hy; vji

et donc
x� =

P1
j=1

�j
�2j + �

hy; vjiuj

La solution de moindres carrés de norme minimale est donnée par :

A+y =
P1

j=1

1

�j
hy; vjiuj

alors si on calcule la norme kx� � A+yk ; on obtient :

x� � A+y2 =P1
j=1

���� �j
�2j + �

hy; vjiuj �
1

�j
hy; vjiuj

����2
c�est à dire : x� � A+y2 =P1

j=1

 
�

�j
�
�2j + �

�!2 jhy; vjij2 : (2.17)

Maintenant lorsque  
�

�j
�
�2j + �

�!2 jhy; vjij2 � 1

�2j
jhy; vjij2

et P1
j=1

1

�2j
jhy; vjij2 =

A+y2 h1:
On passe à la limite de (2.17) tel que �! 0; on trouve :

lim
�!0

x� � A+y2 = lim
�!0

P1
j=1

 
�

�j
�
�2j + �

�!2 jhy; vjij2
=

P1
j=1 lim�!0

 
�

�j
�
�2j + �

�!2 jhy; vjij2
= 0:

Alors les vecteurs fx�g sont des mielleurs approximations ver A+y et

lim
�!0

x� = A
+y:

D�ailleur, pour toute �i0; l�opérateur (A�A+ �I)�1A� est borné et par conséquent l�approxi-
mation de Tikhonov x� dépend continument de y:

Conclusion 2.1 Dans la régularisation de Tikhonov, nous approximions la solution de
norme minimale de moindres carrés A+y qui dépend de façon discontinue de y par un vecteur
x� (� le paramètre de régularisation )tel que x� est une fonction continue de y c�est à dire
un problème mal posé est approximé par une famille des problèmes bien posés



Chapitre 3

Application aux tomographie à rayons
X

3.1 Présentation de la Tomographie

La tomographie est une technique d�imagerie qui consiste à reconstruire le volume d�un
objet (le corps humain dans le cas de l�imagerie médicale, une structure géologique dans le
cas de la géophysique) à partir d�une série de mesures déportées à l�extérieur de l�objet.

3.1.1 Principe physique de la tomographie à rayons X

Atténuation

L�atténuation est la variation d�énergie subite par un faisceau monochromatique de rayons
X traversant des tissus biologiques. De manière plus précise, l�atténuation linéaire f dans
un volume élémentaire dv est dé�nie par :

log

�
I + dI

I

�
= �fdv: (3.1)

Où I l�intensité du faisceau à l�entrée du volume dv et I + dI l�intensité à la sortie de ce
volume.
En intégrant cette équation sur une droite D représentant la trajet des rayons, on obtient

l�intensité transmise I en fonction de l�intensité incidente I0 par :

I = I0 exp
�
�
R
D
f (x; y) dv

�
;

, I

I0
= exp

�
�
R
D
f (x; y) dv

�
:

C�est à dire :

� ln I
I0
=
R
D
f (x; y) dv: (3.2)

où f (x; y) représente l�atténuation au point (x; y) du volume traversé. C�est la fonction
à reconstruire en tout point de l�espace.
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3.2 Problème inverse de la tomographie à rayons X

Le problème directe de la tomographie à rayons X consiste à déterminer l�intensité me-
surée au détecteur connaissant celle à l�émetteur ainsi que la fonction d�atténuation f . Le
problème inverse est donc de déterminer la fonction f connaissant les deux intensités.
L�opérateur intégral intervenant à droite l�équation (3:2) s�appelle la transformation de

Radon de f d�aprés le mathématicien autrichien .J.Radon, qui a d�ailleurs donné (en 1917)
la formule d�inversion permettant en principe de reconstruire la fonction d�atténuation f à
partire de la connaissance des transformées sur toute les lignes du plan.

3.2.1 Intèrprétation géométrique

Théorème de la projection de Radon

Le théorème de la projection de Radon ([7], [1]) établit la possibilité de reconstruire la
fonction d�attnéuation f à l�aide de la totalité de ses projections selon des droites concou-
rantes.
Ce théorème est expliqué par la �gure suivante

Principe de projection

Les axes x et y sont les axes du repère cartésien de la coupe du patient observée, et
donc l�image à reconstruire, les axes u et v sont liés à une direction du faisceau de rayons
X : un faisceau envoyé dans la direction v fournit une suite de points données (valeurs de
projections) sur la droite u d�angle �. En chaque point de cette droite la valeur mesurée
P� (u) correspond à l�intégrale du coe¢ cient d�atténuation le long d�une droite parallèle à
l�axe v; en faisant varier �, on acquiert des projections tout autour du patient.
L�opérateur intégral qui exprime les projections de f est la transformation de Radon, il

est noté R:

Formulation mathématique de la transformée de Radon La transformée de Radon
est la formulation mathématique d�une projection. De manière plus pricise, il s�exprime au
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point (u; �) par :

R [f ] (u; �) = P� (u) =

Z
D

f(u cos � � v sin �; u sin � + v cos �)dv: (3.3)

Le problème de la reconstruction s�exprime de la manière suivante :
étant donné un ensemble de mesures de projections

fP� (u) ; � 2 [0; �] ; u 2 Rg :

retrouver f en tout point de l�espace, c�est à dire calculer�
f (x; y) ; (x; y) 2 R2

	
:

Rétroprojection (opérateur adjoint ) Une maniére simple de retrouver en tout point
du plan une valeur d�atténuation consiste à attribuer la valeur P� (u) à tout point placé sur
le rayon de projection ayant donné cette valeur, puis à sommer toute les contributions issues
de toutes les projection. Ce principe, est appelé la rétroprojection en (x; y)

Dé�nition 3.1 La rétroprojection en (x; y) d�une projection est la valeur de la projection
d�angle � au point sur lequel se projette (x; y), et vaut :

h� (x; y) = P� (x cos � + y sin �) : (3.4)

Dé�nition 3.2 (Opérateur de rétroprojection ) La rétroprojection de toutes les projections
dé�nit l�opérateur B dit opérateur de rétroprojection, obtenu en sommant sur tous les angles
donnés par l�équation (3:4) :

B [P ] (x; y) =

Z �

0

h� (x; y) d� (3.5)

=

Z �

0

P� (x cos � + y sin �) d�:

L�image obtenue n�est pas l�image cherchée f; mais une version �oue de f . Nous verrons
plus loins l�expréssion mathématique de ce �ou. L�opérateur de rétroprojection n�est donc
pas l�inverse de l�opérateur de Radon. La reconstruction ainsi obtenue n�est donc pas exacte.

Remarque 3.1 L�opérateur de rétroprjection peut en fait s�interpréter comme l�adjoint de
l�opérateur de Radon, c�est à dire R�:

3.2.2 Matrice de projection (méthode algébrique)

Le principe de méthode algébrique consiste à rechercher f dans espace de dimension �nie,
sous la forme d�une combinaison linéaire de fonction de base 'i :

f(x; y) =
nX
i=1

fi'i (x; y) :
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La base la plus utilisée est celle des fonctions caracteristiques des pixels, dé�nies par :

'i (x; y) =

�
1 si (x; y) = pixel i
0 sinon

:

La valeur d�une projection en un point vaut alors :

Pj =
nX
i=1

Rj;ifi:

Avec :

Rj;i =

Z
'i (uj cos �k � v sin �k; uj sin �k + v cos �k) dv:

Où i = 1; ::::; n et j = 1; ::::; n
Si Pj désigne la valeur de projection d�angle �k au point uj:
Le probléme s�exprime donc se la forme matricielle suivante :

P = Rf (3.6)

où R est appelée matrice de projection.

3.2.3 Application de méthode de moindres carrés et régularisation
de Tikhonov

Pour qu�un problème soit bien posé il faut que trois conditions soient remplies :

1. Il y a au moins une solution pour tout ensemble de données ;

2. La solution est unique ;

3. La solution dépend continument des données.

Les deux premières conditions ne sont pas toujours satisfaites en tomographie, en parti-
culier lorsque les données sont incomplètes ou bruitées.

Methode de moindres carrés

Deux problèmes peuvent se poser lors de l�inversion du système d�équation (3:6)

1. R�1 n�existe pas.

2. R�1 n�est pas continu.

Application de la méthode de moindres carrés

Dans cette partie, nous nous attachons à résoudre le premier problème. Le second sera
résolu dans la partie suivante.
Si R n�est pas inversible, le système d�équation (3:6) n�a pas de solution au sens stricte.

On applique alors la methode de moindres carrés pour chercher une solution approchée de
ce problème. C�est à dire on résoud le problème :

RtRf = RtP: (3.7)
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Cette fois la matrice RtR est de taille n� n: Deux cas doivent étre distingués.
�Si RtR est de rang n; la solution de système d�équation linéaire (3:7) est unique et est

donneé par :

f =
�
RtR

��1
RtP: (3.8)

et la matrice (R�R)�1R� est l�inverse généralisé de R:
�Sino le système (3:7) a une in�nité de solutions, parmi lesquelles on choisit en général

celle de norme minimale.

L�instabilité de l�inverse généralisé Le probléme d�existence d�un inverse étant résolu,
l�inverse généralisée peut étre instable (n�est pas continue). Pour expliquer cette instabilité,
on applique la décomposition en valeurs singulières.
Soit �2k les valeurs propres de R

tR et de RRt , classées par ordre décroissante où k 2 N.
Soit pk les vecteurs propres de RRt et fk les vecteurs propres de RtR :

RRtpk = �
2
kpk et R

tRfk = �
2
kfk:

On a, pour �k 6= 0
pk = �

�1
k Rfk et fk = �

�1
k R

tpk:

En décomposant P sur la base pk, on obtient :

f =
�
RtR

��1
RtP

=
�
RtR

��1
Rt

 
nX
k=1

hP; p
k
i pk

!

=
�
RtR

��1 nX
k=1

hP; p
k
i fk

!

=

nX
k=1

hP; p
k
i��1k fk:

Ce qui exprime f comme combinaison linéaire des vecteur propres de RtR:
Dans le cas de données bruitées, où les mesures ( mesures ne sont pas faible )prennent la

forme :

P + b:

Où P représente les projections exactes et b le bruit, la décomposition de f est donnée par :

f =
X
k2N

hP;pk i��1k fk +
X
k2N

hb;pk i��1k fk:

Cette expression premet maintenant de bien comprendre le problème d�instabilité.
Pour résoudre cette instabilité, on applique la méthode de régularisation de Tikhonov.
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Application de régularisation de Tikhonov

Comme le problème (3:7) est mal posé car l�inverse généralisé n�est pas continue, on
cherche une solution approchée qui est continue et converge ver la solution de norme minimale
(3:8) :c�est à dire on résoud le problème de système d�équation :�

RtR + �I
�
f� = R

tP: (3.9)

Où � est un réel strictement positive (le paramètre de régularisation de Tikhonov) et I la
matrice identité.
La matrice RtR + �I a des valeurs propres strictement positives en particulier, elle est

inversible, donc le problème (3:9) est bien posé et il admet une solution unique de forme :

f� =
�
RtR + �I

��1
RtP: (3.10)

La solution (3:10) est continue par rapport à P , donc elle est stable.

Application du décomposition en valeurs singulières Soit le système singulière
ffk; pk; �kg pour la matrice R tel que :

Rfk = �kpk et Rtpk = �kfk:

On a�
RtR + �I

�
f� = RtP

, RtRf� + �f� = R
tP

,
nX
k=1



RtRf�; fk

�
fk + �

nX
k=1

hf�; fki fk =
nX
k=1



RtP; fk

�
fk

,
nX
k=1

hRf�; Rfki fk + �
nX
k=1

hf�; fki fk =
nX
k=1

hP;Rfki fk

,
nX
k=1

�k hRf�; pki fk + �
nX
k=1

hf�; fki fk =
nX
k=1

�k hP; pki fk

,
nX
k=1

�k


f�; R

tpk
�
fk + �

nX
k=1

hf�; fki fk =
nX
k=1

�k hP; pki fk

,
nX
k=1

�2k hf�; fki fk + �
nX
k=1

hf�; fki fk =
nX
k=1

�k hP; pki fk

,
nX
k=1

�
�2k + �

�
hf�; fki fk =

nX
k=1

�k hP; pki fk

, hf�; fki =
nX
k=1

�k
�2k + �

hP; pki :

C�est à dire
f� =

X
k2N

�k
�2k + �

hP; pki fk: (3.11)
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Et comme

lim
�!0

kf� � fk2R2 = lim
�!0


nX
k=1

�k
�2k + �

hP; pki �
nX
k=1

hP; p
k
i��1k fk


2

R2

= lim
�!0

nX
k=1

���� �k
�2k + �

hP; pki � hP; pki��1k fk
����2

= lim
�!0

nX
k=1

�
�k

�2k + �
� ��1k

�2
jhP; p

k
ij2 :

= lim
�!0

nX
k=1

�
�

�k (�2k + �)

�2
jhP; p

k
ij2 :

Et �
�

�k (�2k + �)

�2
jhP; p

k
ij2 � 1

�2k
jhP; p

k
ij2 :

Où
1

�2k
jhP; p

k
ij2 = kfk2R2 h1:

Alors

lim
�!0

kf� � fk2R2 =
nX
k=1

lim
�!0

�
�

�k (�2k + �)

�2
jhP; p

k
ij2 = 0:

Donc f� est une solution approchée de (3:1) :



Bibliographie

[1] Ls.BLOCH : Reconstruction d�images de tomographie, Télécom paris Tech, départe-
ment TSI, CNRSUMR 5141, Paris Cedex 13.

[2] H.BREZIS. : Analyse fonctionnelle : thérie et application, univercité Pierre et Marie
Curie et Ecole polytecnknique, 1987.

[3] H.W.ENGL. Regularization methods for the stable solution of inverse problems.Surveys
Math.Indust,3 :71-143,1993.

[4] C.W.Grotsch. Inverses problems in the Mathématical sciences-Vieng,Weisbaden,1993.

[5] P.C.Hansen : The discrete Picard condition for discret ill posed problems.BIT 30 :
658-672,1990.

[6] J. Hadamard. Lectures on Cauchy�s problem in linear partial Di¤erential Equation.
Yale University press. 1923.

[7] GT.Herman.editor.Image reconstruction from projections :The fundamentals of com-
puterized Tomography.Academic Press.New York.1980.

[8] R.Keress : Linear Integral Equation,Volume 82 of AppliedMathematical sciences.Springer,1989.

[9] Mi. KERN : Problèmes inverses.INRIA,ROCQUEN COURT,BP105,78153 LE
CHESNAY(2002-2003).

32


