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Notations

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de changement,

elles seront redé�nies conformément aux di¤érentes articulations de la partie.
x : la position, x 2 Rn,
p : l�impulsion, p 2 Rn,
h : la constante de planck,
S(Rn) : espace de Schwartz,
Cm(Rn) : l�ensemble des fonctions m fois continument di¤érentiables,
C1(Rn) =

\
m2N

Cm(Rn) : l�ensemble des fonctions in�niment dérivable,

C10 (Rn) : l�ensemble des fonctions C1(Rn) à support compact dans Rn,

Lp(Rn) :

8<:f mesurable sur Rn et
Z
Rn

jf(x)jp dx < +1

9=; ; 1 � p <1,
Sm : espace des symboles d�ordre m,
kfkp : la norme de la fonction f dans Lp,
Hp : champ Hamiltonien,

� =

nX
i=1

@2

@x2i
: opérateur de Laplacien,

Dx =
1
i
@
@x
; i2 = �1 : la di¤érentielle au point x,

h:; :i : produit scalaire,
q(x; y) : forme polaire assiciée à la forme quedratique q (x)

� :
forme symplestique canonique sur Rn � Rn :
� ((x; �) ; (y; �)) = �y � x�; (x; �) ; (y; �) 2 Rn � Rn

fp; qg :
crochet de Poisson des symboles p et q :
fp; qg = @p

@�
@q
@x
� @p

@x
@q
@�

a (x; �)w : quanti�cation de Wely du symbole a (x; �)



INTRODUCTION

Depuis une dizaine d�années, il ya eu dans le domaine des mathématiques numériques un

vif intérêt porté à l�étude de la notion de pseudo-spectre. Le développement de cette notion

s�explique par le fait que dans un certain nombre de problèmes d�ingénierie mathématique

où interviennent naturellement des di¤érences entre d�un coté les résultats théoriques et les

prédictions suggérées par l�analyse spectrale de ces opérateurs et d�un autre coté les résultats

obtenus par simulation numérique.

L�idée d�étude le pseudo-spectre d�un operateur est de considérer non seulement le spectre

où la résolvante d�opérateur n�est pas dé�nie, mais aussi l�ensemble des points où la résolvante

est très grande en norme.

Soit A un opérateur linéaire sur un espace d�Hilbert H. Pour " > 0, le "�pseudo-spectre

est dé�nie par :

�"(A) =

�
z 2 C :

(zI � A)�1 � 1

"

�
:



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Opérateurs di¤érentiels quadratiques elliptiques

On appelle opérateur di¤érentiel quadratique elliptique tout opérateur pseudo-di¤érentiel

q (x; �)! dé�ni par la quanti�cation de Weyl comme suit ([6]) :

q (x; �)! u (x) =
1

(2�)n

Z
ei(x�y)�q

�
x+ y

2
; �

�
u (y) dyd�:

1.2 Forme quadratique elliptique et image numérique

On dit qu�une forme quadratique à valeurs complexes

q : Rnx � Rn� �! C

où n 2 N� est elliptique si elle véri�e la propriété suivante :

(x; �) 2 Rnx � Rn� ; q (x; �) = 0) (x; �) = (0; 0) :

A toute forme quadratique q, on associé le sous ensemble du plan complexe
P
(q) dé�ni

par : X
(q) = q

�
Rnx � Rn�

�
Le sous ensemble

P
(q) est appelé image numérique de la forme quadratique.([6])
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1.3 Opérateur normale

Considérons q une forme quadratique elliptique à valeurs complexes sur Rnx � Rn� où

n 2 N� et H un espace de Hilbert. L�opérateur

q (x; �)! : H �! L2 (Rn)

est un operateur normal si est seulement si la forme quadratiquefRe q; Im qg (x; �) est iden-

tiquement nulle.([6])

Remarque 1.3.1 Le symbole {,} représente le crochet de poisson.

1.4 Espace de Sobolev

Dé�nition 1.4.1 ([2]) Pour 1 � P � +1 on dé�nit l�espace de sobolev W 1;P (I) par :

W 1;P (I) =
�
u 2 LP (I) : u à une dériveé faible u0 2 LP (I)

	
:

La norme de W 1;P est donnée par :

kukW 1;P = kukLP + ku0kLP

Dé�nition 1.4.2 ([2]) On dit que u 2 LP (I) ; 1 � P � +1 à une dérivée faible s�il existe

v 2 LP (I) telle que Z
I

u (t)'0 (t) dt = �
Z
I

v (t)' (t) dt; 8' 2 D0 (I) ;

c�est-à-dire : hu; '0i = �hv; 'i:



Chapitre 2

Le spectre

Le spectre est une image, ce terme apparait pour la première fois en français dans la

traduction d�un ouvrage de Newton pour designer l�image formé par la décomposition de la

lumière.

On appelle, maintenant, spectre toute trace (en général graphique) de la réponse de la

matière à une perturbation extérieure, cette perturbation est souvent une onde eléctrogné-

tique.

Dé�nition 2.0.3 (Le spactre) ([5]) Soit (D;A) un opérateur non borné à domaine dense

sur H.

On appelle résolvante de A et on note � (A) l�ensemble des z 2 | telles que (z � A) est

une bijection de D (A) sur H, et (z � A)�1 est borné.

L�application

R (:; A) : � (A) �! B (H)

(z � A) ! R (z; A) = (z � A)�1

est appelé la résolvante de A.

Le complémentaire du l�ensemble � (A) est appelé le spectre de A et on le note � (A).

2.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Soit A un opérateur et z 2 C, si l�application z �! z�A n�est pas injective, on dit que

z est une valeur propre.
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L�ensemble des valeurs propres est appelé spectre ponctuel de A, et on le note par :

�p (A) :

Si z 2 �p (A) ; ker (z � A) est appelé sous espace propre associé à la valeur propre z. Sa

dimension est la multiplicité de z.

Tout vecteur X 2 H non nul véri�ant zX = AX est un vecteur propre de A associé à

la valeur propre z.

2.2 Les di¤érents type du spectre

Soit A : H �! H un operateur linéaire fermé on a :

2.2.1 Spectre discret - spectre essentiel

On dé�ni dans cette partie le spectre discret d�un opérateur fermé A, on sait qu�on peut

former une décomposition de disjonction de � (A) comme � (A)d [ �ess (A) : Le but principal

est de développer une caractérisation commode de � (A) ([5]) :

Dé�nition 2.2.1 On appelle spectre discret l�ensemble des valeurs propres isolées de multi-

plicité �nie.

Le spectre discret est noté par : � (A)d.

Théorème 2.2.1 Soit V est une fonction continue (où V 2 L2loc (Rn)); V � 0 et

V (x) �!1 quand kxk �! 1:Alors

H = ��+ V

a un spectre purement discret.

Dé�nition 2.2.2 On appelle spectre essentiel le complémentaire du spectre discret dans

� (A) ; on le note �ess (A) :

2.2.2 Spectre ponctuel

On appelle spectre ponctuel de l�operateur A l�ensemble des complexes � tels que � est

une valeur propre c�est-à-dire AX = �x: On le note �p (A)
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On a : � 2 �p (A) si est seulement si :�
Im (A� �I) = H
ker (A� �I) 6= f0g

(9x 6= 0= (A� �I)x = 0)

2.2.3 Spectre continue

On appelle spectre continu de l�operateur A.l�ensemble des complexe �

tels que : 8<:
Ker (A� �I) = f0g
Im (A� �I) 6= H
Im (A� �I) = H

On le note par : �c (A) :

2.2.4 Spectre résiduel

On appelle spectre résiduel de l�operateur A l�ensemble des complexe � tels que

�
Im (A� �I) 6= H
ker (A� �I) = f0g

On le note par : �r (A) :

Remarque 2.2.1 1. C = � (A) [ � (A) :

2. � (A) = �p (A) [ �c (A) [ �r (A) tels que :8<:
�p (A) \ �c (A) = ?
�c (A) \ �r (A) = ?
�r (A) \ �p (A) = ?

3. Si dimH < +1, alors on a � (A) = �p (A) ;c�est-à-dire, �c (A) = �r (A) = ?:

4. Le spectre discret est inclus dans le spectre ponctuel dé�ni plus haut, mais l�inclusion

inverse est fausse en général. De même, le spectre continu est inclus dans le spectre

essentiel sans que la réciproque ne soit toujours vraie.



Chapitre 3

L�oscillateur harmonique

Le concept de l�oscillateur harmonique joue un rôle majeur dans des nombreuses appli-

cations de la physique, notamment en mécanique quantique.

Dé�nition 3.0.3 (Oscillateur harmonique à une dimension) On appelle oscillateur har-

monique tout système physique à un paramètre X (t) qui obéit à l�équation di¤érentielle

�X + !2X = 0

(avec ! constant).

Exemple 3.0.1 1. Un ressort horizontal.

Figure 01 : Un ressort horizontal

x = OM = l � l0. Il obéit à l�équation di¤érentielle

m�x+Kx = 0, �x+
K

m
x = 0:
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2. Un ressort vertical.

Figure 02 : Un ressort vertical

Z = l�eq � l; OA = l�eq = l0 + mg
K
, z obéit à l�équation

�z +
K

m
z = 0:

3. Petits mouvements autour d�un équilibre stable : circuit LC :

Figure 03 : Circuit LC

u = q
c
= �l di

dt
et i = dq

dt
donc :

q

c
+ l
d2q

dt2
= 0, q + lc�q = 0

3.1 Valeurs propres de l�oscillateur harmonique

Soit P un opérateur sur L2 (Rn). Cherchons ses valeurs propres, i. e. ; cherchons les E 2 R

pour les quel ker (P � E) 6= f0g dans L2:
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On peut chercher des solutions de l�équation Pu = Eu qui sont à variables séparés,

c�est-à-dire, les solutions peuvent s�écrire comme :

u (x1; x2; :::; xn) = u (x1)u (x2) :::u (xn) :

On obtient un système diagonal d�équation di¤érentielles pour les uj.

�h2@2juj + �jx2juj = Ejuj;

où les Ej doivent avoir pour somme E, on considère dans un première temps chacune de ces

équations séparément, ou encore l�équation :

Ph;�u = Eu où Ph;� = �h2@2x + �x2:

Le changement de variable y (x) = �
1
4
xp
h
transforme d�ailleurs cette équation en :

�v" (y) + y2v (y) = E

h
p
�
v (y) où v (y) = u (x) :

On étudie donc l�operateur di¤érentiel Q sur R dé�ni par :

Q (x; hD) =
�
D2 + x2

�
et l�équation aux valeures proprs associé :

Qu = Eu:

Pour résoudre cette équation on utilise les deux remarques suivantes :

1. Pour u 2 C10 (R) : On a hQu; ui 2 R et même hQu; ui � kuk
2
L2 : En e¤et, en intégrant

par parties, on obtient:

hQu; ui =
Z �

D2 + x2
�
u (x)u (x)dx = kDxk2 + kxuk2 � 2 kDxk kxuk � kuk2 :

2. En utilisant la densité de C10 (R) dans L2; on en déduit que si u 2 L2 (R) est solution

de Qu = Eu avec kuk = 1;on a nécessairement E 2 [1;+1[:

Notons que cette propriété n�est vraie que pour les éléments u de L2 qui s�écrivent comme

limites de suites (un) de C10 (R) telles que Qun �! Qu dans L2:
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On peut écrire Q = L+L� + 1; et même Q = 1
2
(L+L� + L�L+) ;où L+ et L� sont les

operateurs de création et d�annihilation respectivement :

L+ = �@x + x; et L� = @x + x:

Supposons maintenant que uE 2 L2 un vecteur propre normalisé (kuEkL2 = 1) de l�ope-

rateur L+L� pour la valeur propre E � 0, i.e. ; L+L�uE = EuE: On a alors,

EL�uE = L
� �L+L��uE = �L�L+�L�uE = �L+L� + 2�L�uE:

Ce qui montre que L�uE est un vecteur propre de L+L� pour la valeur propre E � 2

sauf si L�uE = 0:

On a d�ailleurs L�uE2 = huE; L+L�uEi = E:
Au total, L+L� ne peut pas avoir de valeur propre qui n�est pas un entier pair, sinon

(L�)
n
uE serait pour n assez grand une fonction propre correspondant à une valeur propre

négative. On peut renverser l�argument : l�équation L�u0 = 0 admet une unique solution

dans L2; qui est

u0 (x) = �
� 1
4 e�

x2

2

Du coup u0 est un vecteur propre de L+L� pour la valeur propre 0.

On sait ~u2 = L+u0 est un vecteur propre associé à la valeur propre 2, dont la norme

véri�e

k~u2k2 = hL+u0; L+u0i = hu0;
�
L+L� + 2

�
u0i = 2:

On obtient donc un vecteur propre normalisé en posant u2 (x) = 1p
2
L+u0:

Par récurrence, on conclut que l�ensemble des valeurs propres de L+L� est 2n; et que la

fonction propre normalisé associé à E = 2n

un =
1p

2n (2n� 2) (2n� 4) (2)

�
L+
�n
uO =

1

2
n
2

p
n!�

1
4

�
L+
�n �

e�
x2

2

�
:

Finalement, puisque Q = L+L� + 1: Le spectre ponctuel, c�est-à-dire, l�ensemble des

valeurs propres de l�opérateur Q est l�ensemble 2N + 1; et un est la fonction associé à

E = 2n+ 1 au cas général.
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Le spectre ponctuel de l�operateur Ph;� est donc l�ensemble :

�p =
�
(2n+ 1)h

p
�; n 2 N

	
et la fonction propre associé à E = (2n+ 1)h

p
� est la fonction

	n (x) = cn
�
h
�
un

�
�
1
4
xp
h

�
; o�u cn

�
h
�
= h�

1
4�

1
8

est choisie pour que k	nk = 1:	n s�écrit aussi ce la forme

	n (x) = h
� 1
4�

1
8Hn

�
�
1
4
xp
h

�
e�

p
�x2

2h

où Hn est un polynôme de degré n.

Les Hn sont les polynômes de Hermit, ces derniers sont donnés par la relation :

Hn (x) = e
x2

2 (x� @x)n
�
e�

x2

2

�
= (�1)n ex

2

2 @nx

�
e�

x2

2

�
:

([5])

3.2 Quelques résultats sur l�oscillateur harmonique non
auto-adjoint

L�oscillateur harmonique non auto-adjoint est dé�ni comme suit ([6]) :

Hc = �
d2

dx2
+ cx2

où c désigne un nombre complexe véri�ant Re c > 0 et Im c > 0 avec Hc 2 L2 (R) :

Dans ce qui suit nous allons donnée quelques remarques et résultats sur l�opérateur Hc :

1. L�opérateur Hc est dé�ni comme la fermeture de l�opérateur m�sectoriel associe à la

forme quadratique m�sectorielle Qc

Qc (f; g) =

Z +1

�1
f 0 (x) g0 (x)dx+ c

Z +1

�1
x2f (x) g (x)dx;

où f; g sont des éléments de l�espace

W 1;2 (R) \
�
f 2 L2 (R) :

Z +1

�1
x2 jf (x)j2 dx � +1

�
:
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2. La norme de la résolvante tend vers l�in�ni, le long des courbes de la forme

� 7�! b� + c�p;

où b et p sont des constantes strictement positives, indépendants de � véri�ant

1
3
< p < 3, i. e. ;

(Hc � (b� + c�p))�1 �! +1 lorsque � �! +1:

3. La résolvante (Hc � z)�1 reste borné en norme lorsque jzj �! +1 le long de certaines

demi-droites parallèle aux demi-droites R+ ou cR+:

4. Pour toute valeurs su¢ samment petites du paramètre strictement positif ",le "-pseudo-

spectre de l�opérateur Hc est contenu dans l�ensemble grisé de la �gure suivante où les

valeurs propres de Hc sont notés par les symboles �:

Figure 04 : pseudo-spectre et valeurs propores de Hc

5. Si bm;p et E sont constantes strictement positives véri�ant

bm;pE + cE
p = �m et � > E; arg zn < arg

�
c
1
2

�
; 0 < � < 1;
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où zn = bm;p� + c�p, on pose


m;p :=
�
jznj ei� 2 C : � � E et arg zn � � � arg (znc= jcj)

	
La conjecture de boulton s�énonce comme suite :

Conjecture de boulton
Il existe "0 > 0 tel que pour tout 0 < " < "0 ([6]) ;

�" (Hc) � [mn=0 fz 2 C : jz � �mj � �g [ 
m;p:

On étude le pseudo-spectre semi-classique de l�opérateur

�h2 (@x)2 + rei�x2; r > 0; 0 < � < �:



Chapitre 4

Pseudo-spectre semi-classique

4.1 Dé�nition du pseudo-spectre semi-classique et du
pseudo-spectre d�injectivité semi-classique

Dans un cadre semi-classique, on dé�nit deux notions d�ensembles pseudo-spectraux

semi-classiques.

Dé�nition 4.1.1 ([6]) Considérons (Ph)0<h�1 une famille semi-classique d�opérateur sur

L2 (Rn) dé�nis un domaine D. Pour tout � � 0, l�ensemble

�sc� (Ph) =
�
Z 2 C : 8C > 0;8h0 > 0;90 < h < h0 :

(Ph � Z)�1 � Ch��	 ;
est appelé pseudo-spectre semi-classique d�indice � de la famille (Ph)0�h�1 :

Le pseudo spectre semi-classique d�indice in�ni est dé�ni par :

�sc1 (Ph) = \��0�sc� (Ph) :

L�ensemble complémentaire de �sc� (Ph) est

9C > 0; 9h0 > 0; 80 < h < h0 :
(Ph � Z)�1 < Ch��:

Pour h est su¢ samment petite, il est également intéressant d�introduire une autre notion

qui est celle de pseudo-spectre d�injectivité semi-classique.
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Dé�nition 4.1.2 ([6]) Considérons (Ph)0<h�1 une famille semi-classique d�opérateur sur

L2 (Rn) dé�nis un domaine D. Pour tout � � 0, l�ensemble

�sc� (Ph) =
�
Z 2 C : 8C > 0;8h0 > 0;90 < h < h0;9u 2 D : kukL2 = 1;

(Ph � Z)�1 uL2 � Ch�	
est appelé pseudo-spectre d�injectivité semi-classique d�indice � de la famille (Ph)0<h�1 :

Remarque 4.1.1 1. Si Z appartient au spectre de l�opérateur Ph alors(Ph � Z)�1 = +1:
2. Les ensembles pseudo-spectre d�injectivité semi-classique et les ensembles pseudo-spectre

semi-classique sont décroissants par rapport à l�indice.

3. Il n�y a pas de pseudo-spectre d�injectivité semi-classique d�indice � au point z si et

seulement si, on a :

9C > 0;9h0 > 0;80 < h < h0;8u 2 D; k(Ph � z)ukl2 � Ch� kukL2 (4.1.1)

4. En toute généralité, les inclusions suivantes sont véri�ées

8� � 0; �sc� (Ph) � �sc� (Ph) : (4.1.2)

5. Si l�image numérique
P
(q) est distincte de C alors 8� 2 [0;+1[;

�sc� (q (x; h�)
!) = �sc� (q (x; h�)

!) :

Exemple 4.1.1 Le pseudo-spectre semi-classique d�indice in�ni de l�oscillateur harmonique

semi classique,

�h2 d
2

dx2
+ x2;

est exactement R�+ puisque son spectre est composé des valeurs propres de multiplicité un,

fh (2n+ 1) : n 2 Ng ;

et que l�on peut véri�er sur l�ensemble complémentaire de R�+ dans C.
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Les estimations suivantes :

8h > 0;8u 2 C10 (R) ;
�h2d2udx2 + x2u


L2(R)

� h kukL2(R) ;

8z =2 R+;8h > 0;8u 2 C10 (R) ;
�h2d2udx2 + x2u� zu


L2(R)

� d (z;R+) kukL2(R) ;

où d (z;R+) désigne la distance entre le point z et l�ensemble R+:Concernant l�oscillateur

harmonique non auto-adjoint, la description de son spectre évoquée précédemment implique

que les deux notions de pseudo-spectre semi-classique coïncident .En e¤et, au regard de (4:1:2)

il su¢ t de démontrer les inclusions suivantes,

8� � 0;�sc�
�
�h2 (@x)2 + rei�x2

�
� �scx

�
�h2 (@x)2 + rei�x2

�
;

si r > 0 et � 2] � �; 0[[]0; �[:Si z =2 �scx
�
�h2 (@x)2 + rei�x2

�
;on peut trouver d�après

l�inégalité(4:1:1) des constantes strictement positives C et h0 telles que,

80 < h < h0;8u 2 S (R) ;
��h2 (@x)2 + rei�x2 � z�u � Ch� kukL2(R) : (4.1.3)

Utilisant le changement de variables y = h
1
2x avec h > 0; on a :

� (@x)2 + rei�x2 =
1

h

�
�h2 (@y)2 + rei�y2

�
:

Il résulte de cette identité que le spectre de l�oscillateur harmonique non auto-adjoint

semi-classique

�h2 (@x)2 + rei�x2;

est composé uniquement des valeurs propres de multiplicité un,

�
�h2 (@x)2 + rei�x2

�
'n (x) = h (2n+ 1) r

1
2 ei�=2'n (x) ; n 2 N;

où

'n (x) = r
1=8ei�=8Hn

�
r1=4ei�=4h�1=2x

�
exp

�
�2�1h�1r1=2ei�=2x2

�
2 S (R) ;

si Hn désigne le ni�eme polynôme de Hermite. Ce dernier fait induit au regard de l�estimation

(4:1:3) que z n�appartient pas au spectre de l�opérateur,

�
�h2 (@x)2 + rei�x2

�
;
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et que

80 < h < h0;
��h2 (@x)2 + rei�x2 � z��1 � C�1h��:

Ceci implique que :

z =2 �scx
�
�h2 (@x)2 + rei�x2

�
:

4.2 Etude du pseudo-spectre semi-classique de l�oscil-
lateur harmonique non auto-adjoint

4.2.1 Image numérique et pseudo-spectre

Considérons p (x; �) un hamiltonien classique dé�ni sur R � R: Pour � 2] � �; 0[[]0; �[

et r > 0, le symbole

p� (x; h�) = h
2�2 + rei�x2

dé�nit en quanti�cation de Weyl l�oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique

p� (x; h�)
! = (hDx)

2 + rei�x2

où Dx désigne l�opérateur @x= (2i�) : L�image numérique de ce symbole est donné par :

fz 2 C� : 0 � arg z � �g [ f0g si � > 0;

fz 2 C� : � � arg z � 0g [ f0g si � < 0:

Le spectre de l�oscillateur harmonique non auto-adjoint semi classique est composé uni-

quement des valeurs propres suivantes :

n
hr

1
2 e

i�
2 (2n+ 1) : n 2 N

o
: (4.2.1)

Théorème 4.2.1 ([7]) Si l�opérateur di¤érentiel quadratique elliptique

q (x; �)! : X �! L2 (Rn) ; n 2 N�

est non normal et véri�e
P
(q) 6= C: Alors pour tout z 2

P
(q) et N 2 N;on peut trouver

h0 > 0 et une famille semi-classique (Ph)0<h�h0 2 S (R
n) telles que :

kPhkL2(Rn) = 1 et kq (x; h�)
! Ph � zPhk = O

�
hN
�
lorsque h �! 0+:
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La preuve de ce théorème est très technique, elle se base sur plusieurs résultats (pour

plus de détaille voir ([4]))

Ce résultat induit l�existence de pseudo-spectre semi-classique d�indice in�ni en tout

point de l�intérieur de l�image numérique
P
(q)

8z 2
X

(q) ; 8N 2 N; 8c > 0; 8�0 � 1; 9� � �0;
(q (x; �)! � z�)�1 � c�N :

4.2.2 Etude du pseudo-spectre à la frontière de l�image numérique

Etude de l�existence de pseudo-spectre semi-classique en 0

Soient u 2 S (R) ; r > 0; h > 0 et � 2 ]��; �[ : On a :

�
(hDx)

2 u+ rei�x2u; u
�
= khDxuk2L2(R) + rei� kxuk

2
L2(R) :

D�après l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve que :

2
(hDx)

2 u+ rei�x2u

L2(R) kukL2(R) � Re

�
(hDx)

2 u+ rei�x2u; u
�
+Re

�
(hDx)

2 u+ rei�x2u; ei�u
�

= (1 + cos�)
�
khDxuk2L2(R) + r kxuk

2
L2(R)

�
:

En utilisant l�identité
h
hDx; ir

1
2x
i
= hr

1
2= (2�) I et le fait que les opérateurs hDx et ir

1
2x

sont respectivement auto-adjoint et anti-auto-adjoint on obtient que :

h
r
1
2

2�
kuk2L2(R) =

�h
hDx; ir

1
2x
i
u; u

�
= 2Re

�
hDxu; ir

1
2xu

�
;

où [P;Q] désigne le commutateur des opérateurs P et Q. On en déduit alors une nouvelle

utilisation de l�inégalité de Cauchy-Schwartz que pour tout h > 0 et u 2 S (R)

khDxuk2L2(R) + r kxuk
2
L2(R) � 2r

1
2 khDxukL2(R) kxukL2(R) ;

� hr
1
2 kuk2L2(R) :

Ce qui induit au regard de ce qui précède que 8h > 0;8u 2 S (R)

(hDx)
2 u+ rei�x2u


L2(R) � (1 + cos�)

r
1
2

4�
h kukL2(R) :
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En utilisant la description du spectre rappelé en (4:2:1) et cette dernière estimation, on en

déduit que 0 n�appartient pas au pseudo-spectre semi-classique d�indice in�ni de l�oscillateur

harmonique non auto-adjoint semi-classique si � 2 ]��; �[ :

Considérons maintenant le cas où � appartient à l�ensemble � 2]��; 0[[]0; �[ et étudions

s�il existe du pseudo-spectre semi-classique d�indice in�ni sur les demi droits R�+ et ei�R�+:

Etude de l�existence de pseudo-spectre semi-classique sur R�+ [ ei�R�+

On démontre qu�il n�y a pas de pseudo-spectre semi-classique d�indice in�ni pour l�oscil-

lateur harmonique non auto-adjoint semi-classique sur R�+ [ ei�R�+: Plus précisément, qu�il

n�y a pas de pseudo spectre semi classique d�indice 2
3
sur cet ensemble, i. e. ; qu�il y a une

perte d�au plus h
2
3 sur R�+ [ ei�R�+:

Lemme 4.2.1 ([6]) Considérons � 2] � �; 0[[]0; �[; r > 0 et V : R �! R une fonction

C1: On a pour tout h > 0 et u 2 S (R) l�estimation a priori suivante :

hDxu+ V u+ ir sin�x
2u

L2(R) �

�
8� +

�
r jsin�j�1

�
h
2
3 kukL2(R)

�
:

En particulier, il ya une perte d�au plus h
2
3 en 0 pour l�opérateur semi-classique

hDx + V + ir sin�x
2

Preuve. On commence par étudier le cas où 0 < � < �.Considérons u 2 S (R) ; X 2 R

et � un paramètre strictement positif. On a,

�
Dxu+ �V u+ i�r sin�x

2u; iH (x�X)u
�
= �

Z +1

X

Dxu (x) iu (x)dx� i
Z +1

X

�V (x) ju (x)j2 dx

+r sin�

Z +1

X

�x2 ju (x)j2 dx:

Si on note H la fonction de Heaviside. Comme

�
Z +1

X

@xu (x)u (x)dx = ju (X)j2 +
Z +1

X

@xu (x)u (x)dx;

ju (X)j2 = �2Re
�Z +1

0

@xu (x)u (x)dx

�
:
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Il s�ensuit que :

2Re
�
Dxu+ �V u+ i�r sin�x

2u; iH (x�X)u
�
=

ju (X)j2

2�
+ 2r sin�

Z +1

X

�x2 ju (x)j2 dx

� ju (X)j2

2�
:

Puisque 0 < � < �: On en déduit les estimations suivantes :

8X 2 R;
ju (X)j2

2�
� 2

Dxu+ �V u+ i�r sin�x
2u

L2(R) kukL2(R) ;

kuk2L1(R) � 4�
Dxu+ �V u+ i�r sin�x

2u

L2(R) kukL2(R) (4.2.2)

En utilisant ensuite le découpage suivant de la norme L2 de u, on obtient que :

�
1
3 kuk2L2(R) =

Z
n
x2R;�

1
3�x2�

o � 1
3 ju (x)j2 dx+

Z
n
x2R;�

1
3>x2�

o � 1
3 ju (x)j2 dx

�
Z
R
�x2 ju (x)j2 dx+ � 1

3 kuk2L1(R)m
�n
x 2 R;� 1

3 > x2�
o�
; (4.2.3)

où m désigne la mesure de Lebesgue sur R: En suite, comme [Dx; i] = 0 et que les opérateurs

Dx et i sont respectivement auto-adjoint et anti-auto-adjoint, on obtient que :

Re
�
Dxu+ �V u+ i�r sin�x

2u; iu
�
= r sin�

Z
R
�x2 ju (x)j2 dx (4.2.4)

Il s�ensuit, en utilisant(4:2:2) ; (4:2:3) ; (4:2:4) et l�identité

�
1
3m
�n
x 2 R;� 1

3 > x2�
o�

= 2;

que :

�
1
3 kuk2L2(R) �

Z
R
�x2 ju (x)j2 dx+ 2 kuk2L1(R)

� 1

r sin�
Re
�
Dxu+ �V u+ i�r sin�x

2u; iu
�
+ 2 kuk2L1(R)

�
�
8� + (r sin�)�1

� Dxu+ �V u+ i�r sin�x
2u

L2(R) kuk

2
L2(R) ;

ce qui permet d�obtenir l�estimation

8� > 0;8u 2 S (R) ;
Dxu+ �V u+ i�r sin�x

2u

L2(R) �

�
8� + (r sin�)�1

��1
�

1
3 kuk2L2(R) :
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Considérons maintenant le paramètre h = ��1 pour revenir à un cadre semi-classique, on

obtient l�estimation a priori,

8h > 0;8u 2 S (R) ;
hDxu+ V u+ ir sin�x

2u

L2(R) �

�
8� + jr sin�j�1

��1
h
2
3 kukL2(R) :

Cette dernière estimation montre qu�il y a une perte d�au plus h
2
3 en 0 pour l�opérateur

semi-classique

hDx + V + ir sin�x
2:

Pour obtenir la même estimation dans le cas où �� < � < 0, il su¢ t d�appliquer

l�estimation que nous verrons de démontrer à la fonction ~u dé�nie par ~u (x) = u (�x) : �
Considérons � une constante strictement positive. Nous allons maintenant démontrer

qu�il y a une perte d�au plus h
2
3 en � pour l�opérateur semi-classique

(hDx)
2 + rei�x2:

Proposition 4.2.1 ([6]) Considérons � 2]� �; 0[[]0; �[; r > 0 et � 2 R�+ [ ei�R�+: Il existe

alors des constantes strictement positives C et h0 telles que,

80 < h < h0; 8u 2 S (R) ;
(hDx)

2 u+ rei�x2u� �u

L2(R) � Ch

2
3 kukL2(R) :

La preuve de cette proposition est donnée dans ([6]) :

Cette proposition démontre qu�il n�y a pas de pseudo-spectre semi-classique d�indice 2
3

en tout point de l�ensemble R�+ [ ei�R�+ pour l�opérateur semi-classique

(hDx)
2 + rei�x2:

Lorsque � 2]� �; 0[[]0; �[ et r > 0. Ces résultats achèvent la description des ensembles

pseudo-spectraux semi-classique de l�oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique.

4.3 Forme des ensembles pseudo-spectraux

On démontre la conjecture de Boulton. Considérons l�opérateur semi-classique

(hDx)
2 + c=

�
4�2
�
x2 où c 2 C;
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telles que Re c > 0 et Im c > 0: Soit Th une isométrie de L2 (R) dé�ni par :

Thu (x) := h
1
4u
�
h
1
2x
�
:

Montrons que :

8v > 0; 8h > 0; h�1
�
(hDx)

2 + c=
�
4�2
�
x2 � v

�
= T�1h

�
D2
x + c=

�
4�2
�
x2 � vh�1

�
Th:

On déduit d�après l�absence de pseudo-spectre semi-classique d�indice 2
3
en 1 et en c pour

cet opérateur qu�il existe des constantes strictement positives v0 et C telles que,

8v � v0; 8u 2 S (R) ;
� d2

dx2
u+ cx2u� vu


L2(R)

� Cv 13 kukL2(R) ;

8v � v0; 8u 2 S (R) ;
� d2

dx2
u+ cx2u� vcu


L2(R)

� Cv 13 kukL2(R) :

Ces estimations a priori impliquent que si v0 est choisi su¢ samment grand, on a pour

tout z0 dans l�ensemble,n
z 2 C : Re z � v0 et 0 � Im z < C (Re z)

1
3 � "

o
[Sc

�n
z 2 C : Re z � v0 et 0 � Im z < C (Re z)

1
3 � "

o�
;

que z0 =2 � (Hc) et,

8u 2 S (R) ;

�
� d2

dx2
+ cx2 � z0

��1
u


L2(R)

� 1

"
kukL2(R) ;

si Sc désigne la symétrie axiale par rapport à la droite ei arg c=2R: Il s�ensuit que,n
z 2 C : Re z � v0 et 0 � Im z � C (Re z)

1
3 � "

o
[Sc

�n
z 2 C : Re z � v0 et 0 � Im z � C (Re z)

1
3 � "

o�
� �" (Hc)c :

La �gure ci-dessous nous montre la forme des ensembles "�pseudo-spectraux d�après la
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conjecture de Boulton,

Figure 05 : forme des ensembles "-pseudo-spectraux d�après la conjecture de Boulton ([6])

tandis-que la �gure 06monte le calcul de quelques lignes de niveau
�
z 2 C :

(zI �Hc)�1 = "�1	
de la norme de la résolvante de l�oscillateur harmonique non auto-adjointHc avec c = ei�=4: La

colonne de droite donne les valeurs correspondantes de log10 ":
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Figure 06 : calcul de quelques lignes de niveau ([6])

.



CONCLUSION

L�étude de l�instabilité spectrale des opérateurs non auto-adjoints est un domaine de

recherche qui suscite depuis quelques années beaucoup d�intérêt.

Les grandes chercheures dans ce domaine sont : L.S.BOULTON, E.B.Davies, N.Dencker,

M.Hager, J.Sjostrand, L.N Trefethen et M. Zworski.

Si les modèles unidimensionnels comme l�oscillateur harmonique non auto-adjoint étaient

essentiellement bien compris, ce n�était pas le cas avant notre étude, des opérateurs di¤éren-

tiels quadratiques elliptiques en dimension supérieure dont l�étude est plus riche et plus

compliquée.
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