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NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de changement,

elles seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la partie.

T

p
h

S(R)
™ (R")

Ce(R") = (] C™(R")

Co°(R™)
LP(R™)
Sm

/11,
H

p
2
A= im
i=1
D,=12 =-1
()
q(r,y)

g

{r. ¢}
a(v,&)"

la position, z € R",

I'impulsion, p € R,

la constante de planck,

espace de Schwartz,

I’ensemble des fonctions m fois continument différentiables,

I’ensemble des fonctions infiniment dérivable,

I’ensemble des fonctions C*°(R™) a support compact dans R”,

f mesurable sur R™ et /|f(x)|p dr < +00 p,1 <p < o0,
Rﬂ/
espace des symboles d’ordre m,
la norme de la fonction f dans L?,
champ Hamiltonien,

opérateur de Laplacien,

la différentielle au point x,

produit scalaire,

forme polaire assiciée a la forme quedratique ¢ ()
forme symplestique canonique sur R™ x R" :

o((z,8),(y,m) =&y —an, (z,€),(y,n) € R* xR"
crochet de Poisson des symboles p et ¢ :

— 9p9¢ _ 9pdq
{p7 q} T 0€ Ox Ox 0¢

quantification de Wely du symbole a (x, )



INTRODUCTION

Depuis une dizaine d’années, il ya eu dans le domaine des mathématiques numériques un
vif intérét porté a I’étude de la notion de pseudo-spectre. Le développement de cette notion
s’explique par le fait que dans un certain nombre de problémes d’ingénierie mathématique
ol interviennent naturellement des différences entre d’un coté les résultats théoriques et les
prédictions suggérées par I'analyse spectrale de ces opérateurs et d’'un autre coté les résultats
obtenus par simulation numérique.

L’idée d’étude le pseudo-spectre d’un operateur est de considérer non seulement le spectre
ol la résolvante d’opérateur n’est pas définie, mais aussi ’ensemble des points ot la résolvante
est trés grande en norme.

Soit A un opérateur linéaire sur un espace d’Hilbert H. Pour € > 0, le e—pseudo-spectre

est définie par :

0-(A) = {z eC:|(zI-A) > é}




Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Opérateurs différentiels quadratiques elliptiques

On appelle opérateur différentiel quadratique elliptique tout opérateur pseudo-différentiel

q (z,£)” défini par la quantification de Weyl comme suit ([6]) :

a(x.8)" u(r) = (271)71 e (”f S y,5> u (y) dydé.

1.2 Forme quadratique elliptique et image numérique
On dit qu’une forme quadratique a valeurs complexes
q: Ry xRy — C
ou n € N* est elliptique si elle vérifie la propriété suivante :
(,§) € RY x R¢, q(2,8) =0= (z,8) = (0,0).

A toute forme quadratique ¢, on associé le sous ensemble du plan complexe > (¢) défini

par :
> (9) =q (R} xRy)

Le sous ensemble > (q) est appelé image numeérique de la forme quadratique.([6])
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1.3 Opérateur normale

Considérons ¢ une forme quadratique elliptique a valeurs complexes sur Ry x R ou

n € N* et H un espace de Hilbert. L’opérateur
q(z,8)": H— L*(R")

est un operateur normal si est seulement si la forme quadratique{Re ¢,Im ¢} (z, &) est iden-

tiquement nulle.([6])

Remarque 1.3.1 Le symbole {,} représente le crochet de poisson.

1.4 Espace de Sobolev
Définition 1.4.1 ([2]) Pour 1 < P < 400 on définit ’espace de sobolev WYT (I) par :
WP (1) = {ue LY (I) : u & une dériveé faible v’ € L” (I)} .
La norme de WY est donnée par :
lullwrr = llull e + ']l e

Définition 1.4.2 ([4) On dit que u € LY (I),1 < P < +00 a une dérivée faible s’il existe
v e LY (I) telle que

[uo¢®a=- [voewaveen .

I

c’est-a-dire : (u, ') = — (v, p).



Chapitre 2

Le spectre

Le spectre est une image, ce terme apparait pour la premiére fois en francais dans la
traduction d’un ouvrage de Newton pour designer 'image formé par la décomposition de la
lumiere.

On appelle, maintenant, spectre toute trace (en général graphique) de la réponse de la
matiére a une perturbation extérieure, cette perturbation est souvent une onde eléctrogné-

tique.

Définition 2.0.3 (Le spactre) ([5]) Soit (D, A) un opérateur non borné a domaine dense
sur H.

On appelle résolvante de A et on note p(A) l'ensemble des z € k telles que (z — A) est
une bijection de D (A) sur H, et (z — A)™" est borné.

L’application

est appelé la résolvante de A.

Le complémentaire du l’ensemble p (A) est appelé le spectre de A et on le note o (A).

2.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Soit A un opérateur et z € C, si I'application z — 2z — A n’est pas injective, on dit que

z est une valeur propre.
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L’ensemble des valeurs propres est appelé spectre ponctuel de A, et on le note par :
o, (A).

Size€o,(A), ker (2 — A) est appelé sous espace propre associé a la valeur propre z. Sa
dimension est la multiplicité de z.

Tout vecteur X € H non nul vérifiant zX = AX est un vecteur propre de A associé a

la valeur propre z.

2.2 Les différents type du spectre
Soit A : H — H un operateur linéaire fermé on a :

2.2.1 Spectre discret - spectre essentiel

On défini dans cette partie le spectre discret d’un opérateur fermé A, on sait qu’on peut
former une décomposition de disjonction de o (A) comme o (A),U 0ess (A) . Le but principal

est de développer une caractérisation commode de o (A) ([9]) .

Définition 2.2.1 On appelle spectre discret l’ensemble des valeurs propres isolées de multi-
plicité finie.

Le spectre discret est noté par : o (A),.

Théoréme 2.2.1 Soit V est une fonction continue (ou V € L (R™)), V >0 et

loc

V(z) — oo quand ||x|| — oo.Alors
H=-A+V
a un spectre purement discret.

Définition 2.2.2 On appelle spectre essentiel le complémentaire du spectre discret dans

o (A), on le note o.55 (A).

2.2.2 Spectre ponctuel

On appelle spectre ponctuel de 'operateur A I’ensemble des complexes A tels que A\ est

une valeur propre c’est-a-dire AX = Az. On le note o, (A)
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Ona: \€o,(A) siest seulement si :

Im(A— ) =H
{ ker (A — \I) # {0}

(Fr £0/ (A= M)z =0)

2.2.3 Spectre continue

On appelle spectre continu de 'operateur A.I’ensemble des complexe A

tels que :
Ker (A—MX)={0}
Im(A—X)#H
Im(A—-N)=H

On le note par : 0. (A).

2.2.4 Spectre résiduel

On appelle spectre résiduel de 'operateur A ’ensemble des complexe A tels que

Im(A M) #H
{ ker (A — \I) = {0}

On le note par : o, (A4).

Remarque 2.2.1 1. C=p(A)Uc(A).

2. 0(A)=0,(A)Uoc.(A)Uo, (A) tels que :

o, (A)No.(A)
o.(A)Nao, (A)
o.(A)Nao,(A)

%]
%]
%]

3. Sidim H < 400, alors on a 0 (A) = 0, (A) ,c’est-a-dire, 0. (A) =0, (A) = @.

4. Le spectre discret est inclus dans le spectre ponctuel défini plus haut, mais [’inclusion
inverse est fausse en général. De méme, le spectre continu est inclus dans le spectre

essentiel sans que la réciproque ne soit toujours vraie.



Chapitre 3

L’oscillateur harmonique

Le concept de l'oscillateur harmonique joue un réle majeur dans des nombreuses appli-

cations de la physique, notamment en mécanique quantique.

Définition 3.0.3 (Oscillateur harmonique a une dimension) On appelle oscillateur har-

monique tout systéme physique & un paramétre X (t) qui obéit & I’équation différentielle
X+wrX =0
(avec w constant).

Exemple 3.0.1 1. Un ressort horizontal.

a_u/‘l'l F I'Ill'l .I'II";I'I "llﬂ"'. 'Ilrl'l'. ."I/\_4Ju‘

I W ".'.Il'l.' W 1"
7w 9, X

ﬁ%

f

Figure 01 : Un ressort horizontal

xr=0M =1-1y. Il obéit a I’équation différentielle

K
mi+Ker=0& 2+ —x=0.
m
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2. Un ressort vertical.

0

‘:.-::::- ] |5|.;
-
.
M
Figure 02 : Un ressort vertical
Z=lsg—1; OA=l¢y =g+ 22, 2 obéit a l'équation

K’

Z+—2z=0.
m

3. Petits mouvements autour d’un équilibre stable : circuit LC :

q,¢
i

Figure 03 : Circuit LC

2q

q .
A bel— lei —
c+dt2 0 qg+lcg=0

3.1 Valeurs propres de ’oscillateur harmonique

Soit P un opérateur sur L? (R™). Cherchons ses valeurs propres, i. e. ; cherchons les £ € R

pour les quel ker (P — FE) # {0} dans L?.
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On peut chercher des solutions de 1’équation Pu = Fwu qui sont & variables séparés,

c’est-a-dire, les solutions peuvent s’écrire comme :
w (21, Ty ooy ) = u (1) u(x2) vt (T4) -
On obtient un systéme diagonal d’équation différentielles pour les ;.
—h28j2uj + ,ujxiuj = Eju;,

ou les E; doivent avoir pour somme F/, on consideére dans un premiere temps chacune de ces

équations séparément, ou encore I’équation :

Pyu= Euou P,, = —h*0> + pa®.

Le changement de variable y (z) = ,ﬁ% transforme d’ailleurs cette équation en :
h
E

0" (y) + 4?0 (y) = ==v (y) owv(y) =u(x).

NG

On étudie donc l'operateur différentiel ) sur R défini par :
Q (z,hD) = (D* + 2?)
et ’équation aux valeures proprs associé :
Qu = Fu.

Pour résoudre cette équation on utilise les deux remarques suivantes :
1. Pour u € C§° (R). On a (Qu,u) € R et méme (Qu,u) > ||ul|,. En effet, en intégrant
par parties, on obtient.
(Qu,u) = / (D* +2®) u(z)u(w)de = ||Dx|* + |eul® > 2|| Dz oull = |lull®.
2. En utilisant la densité de C§° (R) dans L?, on en déduit que si u € L? (R) est solution
de Qu = Eu avec ||u]| = 1,on a nécessairement E € [1, +0o0.

Notons que cette propriété n’est vraie que pour les éléments u de L? qui s’écrivent comme

limites de suites (u,) de C5° (R) telles que Qu,, — Qu dans L.
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On peut écrire Q@ = LTL™ + 1, et méme Q = 3 (LYL™ + L™ L") o0 LT et L™ sont les

operateurs de création et d’annihilation respectivement :

LT =—-0,+z et L™ =0, +x.

Supposons maintenant que ugx € L? un vecteur propre normalisé (|jug|/,» = 1) de ope-

rateur LT L™ pour la valeur propre £ > 0, i.e.; LT L ur = Fug. On a alors,
EL up =1L (L'L ) up = (L L") L ug = (L'L™ +2) L™ ug.

Ce qui montre que L™ ug est un vecteur propre de L™ L~ pour la valeur propre F — 2
sauf si L~ ug = 0.
On a d’ailleurs

1L up|” = (up, LT L ug) = E.

Au total, L™L™ ne peut pas avoir de valeur propre qui n’est pas un entier pair, sinon
(L7)" up serait pour n assez grand une fonction propre correspondant & une valeur propre
négative. On peut renverser 'argument : I’équation L~ ug = 0 admet une unique solution

dans L?, qui est

up (x) =m ig 2
Du coup ug est un vecteur propre de L™ L~ pour la valeur propre 0.
On sait @y = L1uy est un vecteur propre associé & la valeur propre 2, dont la norme
vérifie
tia||* = (LT g, LT ug) = (ug, (LTL™ +2) up) = 2.
On obtient donc un vecteur propre normalisé en posant us () = \%L*uo.

Par récurrence, on conclut que I'ensemble des valeurs propres de L™ L™ est 2n, et que la

fonction propre normalisé associé & F = 2n

1 N N N e‘é
V-2 @4 <2>(L) “O_zzmﬂz(“( ).

Unp

Finalement, puisque Q = LTL~ + 1. Le spectre ponctuel, c¢’est-a-dire, I’ensemble des
valeurs propres de 'opérateur () est ’ensemble 2N + 1, et u,, est la fonction associé a

E =2n+1 au cas général.
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Le spectre ponctuel de I'operateur P}, , est donc I’ensemble :

o, ={(2n+ 1) hy/r,n € N}

et la fonction propre associé & E = (2n + 1) h,/jt est la fonction

U, (x) = ¢ (h) un <ui%) Lo ¢ (B) = Wi

est choisie pour que ||, || = 1., s’écrit aussi ce la forme

_1 1 1T _ yme?
\Pn(x):h 4M8Hn 'u4ﬁ e 2n

ou H, est un polyndéme de degré n.

Les H,, sont les polyndémes de Hermit, ces derniers sont donnés par la relation :
H,(x)=e7 (z —0,)" (e‘T) =(—1)"e=z 0l <6_7> :
([51)

3.2 Quelques résultats sur ’oscillateur harmonique non
auto-adjoint

L’oscillateur harmonique non auto-adjoint est défini comme suit ([6]) :
d2

_ 2
HC——@—FCZ’

ou ¢ désigne un nombre complexe vérifiant Rec > 0 et Imc > 0 avec H. € L* (R) .

Dans ce qui suit nous allons donnée quelques remarques et résultats sur 'opérateur H. :

1. L’opérateur H,. est défini comme la fermeture de I'opérateur m—sectoriel associe a la
forme quadratique m—sectorielle Q).
+o0o “+o0o .
!/
Qto)= | F@F@dre | o @) g@,
ou f, g sont des éléments de 1’espace
+0o0

W1’2(R)ﬂ{f6L2(R):/

—00

22| f () dx < —i—oo} :
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2. La norme de la résolvante tend vers I'infini, le long des courbes de la forme
1 by +cn’,
ol b et p sont des constantes strictement positives, indépendants de 7 vérifiant
T<p<3ie;
||(H. — (bn + en?)) || — 400 lorsque n — +oc.

3. La résolvante (H, — z) " reste borné en norme lorsque |z| — +oc le long de certaines

demi-droites paralléle aux demi-droites R™ ou cR™.

4. Pour toute valeurs suffisamment petites du paramétre strictement positif ¢,le e-pseudo-
spectre de 'opérateur H. est contenu dans I’ensemble grisé de la figure suivante ot les

valeurs propres de H, sont notés par les symboles <.

Im z
o
o
-
&3
]
/S e
B
-
9 Re z

Figure 04 : pseudo-spectre et valeurs propores de H.,

5. Si by, et E sont constantes strictement positives vérifiant

bpE + cE? = A\, et n > B, arg z, < arg <c%) ,0<0 <1,
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ol z, = by, N + cn®, on pose
Quyp = {]zn] e?cC:n>Fet argz, <0 < arg (Znc/ ]c])}
La conjecture de boulton s’énonce comme suite :

Conjecture de boulton

Il existe g9 > 0 tel que pour tout 0 < € < gy ([6]),

o-(H) CUM {z€C:|z—Ap| <0} U Q.

On étude le pseudo-spectre semi-classique de I'opérateur

—h2(0,)” + ez’ r >0, 0< a <.



Chapitre 4

Pseudo-spectre semi-classique

4.1 Définition du pseudo-spectre semi-classique et du
pseudo-spectre d’injectivité semi-classique

Dans un cadre semi-classique, on définit deux notions d’ensembles pseudo-spectraux

semi-classiques.

Définition 4.1.1 ([6]) Considérons (Py)y.,<, une famille semi-classique d’opérateur sur

L? (R™) définis un domaine D. Pour tout u > 0, l’ensemble
A (Py) ={Z€C:VC >0,Yhg>0,30 <h < hg:||(P,—2)7"|| > Ch "},

est appelé pseudo-spectre semi-classique d’indice p de la famille (Py) o<1 -

Le pseudo spectre semi-classique d’indice infini est défini par :
A% (Pr) = NuzoAy () -
L’ensemble complémentaire de Aj¢ () est
3C >0, 3hg >0, VO<h < ho: ||(P—2Z)7"|| < Ch™".

Pour h est suffisamment petite, il est également intéressant d’introduire une autre notion

qui est celle de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique.
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Définition 4.1.2 ([6]) Considérons (Py)y.,<, une famille semi-classique d’opérateur sur

L? (R™) définis un domaine D. Pour tout u > 0, l’ensemble
XN (Py) ={Z€C:¥C >0,Yhg>0,30 < h < ho,Fue D: |l =1,||(P.— 2)" ul|,, < Ch"}
est appelé pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice p de la famille (P), “h<l-
Remarque 4.1.1 1. St Z appartient au spectre de 'opérateur Py alors

(B, — 2)7Y| = +oo.

2. Les ensembles pseudo-spectre d’injectivité semi-classique et les ensembles pseudo-spectre

semi-classique sont décroissants par rapport o lindice.

3. 1l n’y a pas de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice i au point z si et

seulement si, on a :
3C > 0,3ho > 0,Y0 < h < ho,Yu € D, ||(P, — 2) ul|,2 > Ch* ||ul| ;- (4.1.1)
4. En toute généralité, les inclusions suivantes sont vérifiées
V> 0,N (Pn) C€ A (Pr). (4.1.2)
5. St Uimage numérique Y (q) est distincte de C alors Y € [0, +00],
i (q (2, hE)7) = Ay (g (2, h8)”) -

Exemple 4.1.1 Le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini de l’oscillateur harmonique
semi classique,
p d 2
—h @ +x y

est evactement R puisque son spectre est composé des valeurs propres de multiplicité un,
{h(2n+1):n e N},

et que l'on peut vérifier sur l’ensemble complémentaire de R’ dans C.
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Les estimations suivantes :

- d*u
d2
Vz ¢ R, Vh>0,VueCP(R), —h2d—;§ + 2u — zu > d(z,Ry) ||ull oy
L2 (R)

ot d(z,R,) désigne la distance entre le point z et l’ensemble R, .Concernant [’oscillateur
harmonique non auto-adjoint, la description de son spectre évoquée précédemment implique
que les deux notions de pseudo-spectre semi-classique coincident . En effet, au regard de (4.1.2)

il suffit de démontrer les inclusions suivantes,
V>0, A% (—h? (0,) + rez?) C A (—h° (0.)° + re'z?),

sir > 0eta € —m0U0,n[Siz ¢ A (—h? (8w)2+rei°‘x2) ,on peut trouver d’apres
I'inégalité(4.1.1)) des constantes strictement positives C' et hg telles que,

Y0 < h < ho,Yu € S (R), ||(=h? (8,)° + rei®x? — z)u| > Ch* Jull 2 gy - (4.1.3)
Utilisant le changement de variables y = hiz avec h > 0,on a:

—(0,)% + re®a? = (=h? (@,)2 + re’y?).

S| =

Il résulte de cette identité que le spectre de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint

semi-classique

—h2(8,)” + rea?,
est composé uniquement des valeurs propres de multiplicité un,

(—h? (0,)% + re“z?) o, (x) = h(2n+1) rze®p (z), n €N,

ou

o, (l’) _ r1/8€ioc/8Hn (T1/4€ia/4h_1/2$) exp (—2_1h_17“1/2€ia/2$2) cS (R) ’

si H,, désigne le "™ polynéme de Hermite. Ce dernier fait induit au regard de ’estimation

(4.1.3)) que z n’appartient pas au spectre de I’opérateur,

(=h? (8,) + rez?),
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et que

V0 < < ho, |[(<h2 (@) + et —2) || < ¢t
Ceci implique que :
2 ¢ N (=h%(0,)% + rea?) .
4.2 Etude du pseudo-spectre semi-classique de 1’oscil-
lateur harmonique non auto-adjoint

4.2.1 Image numérique et pseudo-spectre

Considérons p (x,£) un hamiltonien classique défini sur R x R. Pour a €] — m, 0[U]0, 7]

et r > 0, le symbole
Pa (2, hE) = h?€* + re'*a?

définit en quantification de Weyl l'oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique
P (z,h€)” = (hD,)* + re®z?
ou D, désigne l'opérateur 0,/ (2im) . L’'image numérique de ce symbole est donné par :

{zeC:0<argz<a}U{0} sia > 0,

{zeC:a<argz<0}U{0} sia < 0.
Le spectre de 1'oscillateur harmonique non auto-adjoint semi classique est composé uni-
quement des valeurs propres suivantes :
{hr%e% (2n+1) :nEN}. (4.2.1)
Théoréme 4.2.1 ([7) Si lopérateur différentiel quadratique elliptique
q(z,6)*: X — L*(R"),n € N*

est non normal et vérifie Y (q) # C. Alors pour tout z € > (q) et N € N,on peut trouver

ho > 0 et une famille semi-classique (Py)y_p,<p,, € S (R") telles que :

[Pl p2mny =1 et ||q (x,h€)" Py — zPyl| = O (™) lorsque h — 0.
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La preuve de ce théoréme est trés technique, elle se base sur plusieurs résultats (pour
plus de détaille voir ([4]))
Ce résultat induit 'existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tout

point de l'intérieur de I'image numérique »_ (q)

Vz€ Y (q), VN €N, Ve >0, ¥, > 1, 3p > 1, H(q (z,6)" — Zn)_lH > en™.
4.2.2 Etude du pseudo-spectre a la frontiére de I’image numérique
Etude de l'existence de pseudo-spectre semi-classique en 0

Soient u € S(R), r >0, h>0et a €]—m,7m[. On a:
((hDa,)2 u+ re'z*u,u) = HthuHiQ(R) + re' HmuHiQ(R) :
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve que :

2| (hD,)?u + rem:cZuHL2(R) lull 2y = Re ((th)2 u+ res*u,u) + Re ((th)2 u+ re'z’u, eu)

= (1+ cosa) <HthUHiz(R) +r HxUHiZ(R)> :

En utilisant I'identité [th, ir%x] = hr2 / (2m) I et le fait que les opérateurs hD, et irix
sont respectivement auto-adjoint et anti-auto-adjoint on obtient que :

1
r2 2 .1
h% lull 2@ = ([th,zmx} u,u)

= 2Re (thu, irivu) )

ou [P, Q)] désigne le commutateur des opérateurs P et (). On en déduit alors une nouvelle

utilisation de 'inégalité de Cauchy-Schwartz que pour tout A > 0 et u € S (R)

2 2 1
1hDzull 2@y + 7 Izl 2@ = 22 [ADwul g 1ol 2 gy »

1o
> hr? (Jul[re ) -

Ce qui induit au regard de ce qui précede que Vh > 0,Vu € S (R)

1

1o’ rz
H(th)Zu tre I2UHL2(R) > (1+ cosa) Eh lull L2 gy
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En utilisant la description du spectre rappelé en et cette derniére estimation, on en
déduit que 0 n’appartient pas au pseudo-spectre semi-classique d’indice infini de 'oscillateur
harmonique non auto-adjoint semi-classique si o € |-, 7[.

Considérons maintenant le cas ou v appartient a ’ensemble « €] —, 0[U]0, [ et étudions

sl existe du pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur les demi droits R et eiaRi.
Etude de ’existence de pseudo-spectre semi-classique sur R* U e"*R*

On démontre qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini pour 1’oscil-
lateur harmonique non auto-adjoint semi-classique sur R* U e’*R* . Plus précisément, qu'il
2

n’y a pas de pseudo spectre semi classique d’indice § sur cet ensemble, i. e.; qu’il y a une

perte d’au plus h3 sur R* Ue“R* .

Lemme 4.2.1 ([0]) Considérons o €] — m,0[U]0,xw[, » > 0 et V : R — R wune fonction

C*. On a pour tout h > 0 et u € S (R) l’estimation a priori suivante :

Hthu + Vu + irsin cm2u||L2(R) > <87T + (r |Sina|71) h3 ||u||L2(R)> )

En particulier, il ya une perte d’au plus h3en 0 pour l'opérateur semi-classique
hD, +V +irsin az?

Preuve. On commence par étudier le cas ou 0 < a < m.Considérons u € S (R), X € R
et A un parameétre strictement positif. On a,
+o0

- +oo
(Dyu+ AVu+iArsinaz®u,iH (v — X)u) = — Dy (z)iu (x)dx — z/ AV (2) Ju (z)| dz
X X

+oo
+r sina/ Az? u ()] da.

X

Si on note H la fonction de Heaviside. Comme

_/ ooaxu(g;)wdx = |u(X)\2—|—/ Ooﬁxu(:v)u(:v)dx,

X X

w(X)? = —2Re (/O+O° Dy () Mm) |
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Il s’ensuit que :

X)? oo
2Re (Dyu+ AVu -+ iArsinaz®u, il (z — X)u) = |u(2 ) +2rsina/ Az? |u (x)|* da
n X
el
- 2m

Puisque 0 < o < 7. On en déduit les estimations suivantes :

Ju (X)|” N o
VX € R, o < 2||Dyu+ AVu + iAr sin o uHLQ(R) lull 2wy »

||u||ioo(R) < A4r||Dyu+ AVu+iArsin ozx2uHL2(R) [l 12w (4.2.2)

En utilisant ensuite le découpage suivant de la norme L? de u, on obtient que :

ol

12 2
As lullpzg = ju (z)[” dx

As |u(x)|2da:+/ A

1
{weR,A3 >x2A}

/{weR,AégmzA}
< /A:ﬁ u @) dr + A ful ey m ({2 e R AT > 22A)) (423)
R

ot m désigne la mesure de Lebesgue sur R. En suite, comme [D,,i] = 0 et que les opérateurs

D, et i sont respectivement auto-adjoint et anti-auto-adjoint, on obtient que :

Re (Dyu + AVu + iArsin ax?u, iu) = 7sin a/ Az? |u (x)]? da (4.2.4)
R

Il s’ensuit, en utilisant(4.2.2)) , (4.2.3)), (4.2.4) et l'identité

Asm ({:L‘ € R,A% > x%\}) =2,

que :
1002 2 2
Mol < [ A (@) do+ 2 ullege
1
< Re (Dyu + AVu + iArsin az?u, iv) + 2 ||ul|?
< ana e (Dyu + AVu + iArsin aa®u, iu) + 2 [|ul|; ®)
< (87r + (rsin oz)fl) HD;::U + AVu + tArsin (WQUHLz(R) ||U||iz(R) ,

ce qui permet d’obtenir I’estimation

VA > 0,Yu € S(R),||Dyu+ AVu + iArsin ozx2uHL2(R) > (87 + (rsin oz)_l)_1 A3 HuHiz(R) :
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Considérons maintenant le paramétre h = A~! pour revenir a un cadre semi-classique, on

obtient 1’estimation a priori,

Vh > 0,Yu € S(R), Hthu + Vu—+ir sinax2uHL2(R) > (87 + |r sinoz\_l)f1 hi [ull 2wy -

Cette derniére estimation montre qu’il y a une perte d’au plus h% en 0 pour 'opérateur
semi-classique

hD, + V +irsin az?.

Pour obtenir la méme estimation dans le cas ou —7 < «a < 0, il suffit d’appliquer
Iestimation que nous verrons de démontrer a la fonction @ définie par @ (z) = u(—z). O
Considérons 77 une constante strictement positive. Nous allons maintenant démontrer

qu’il y a une perte d’au plus hs en 1 pour 'opérateur semi-classique
(hD,)? + reiz?.

Proposition 4.2.1 ([6]) Considérons o €] — m,0[U0,x[, 7 > 0 et n € R% Ue™R* . Il existe

alors des constantes strictement positives C' et hg telles que,
Y0 < h < hg, Yu € S(R), H(th)Qu + rex?u — nuHL2(R) > Ch3 [l 2y -

La preuve de cette proposition est donnée dans ([6]) .

2

Cette proposition démontre qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice 3

en tout point de I'ensemble R* U eR*% pour Popérateur semi-classique
(hDgC)2 + retg?.

Lorsque « €] — m,0[U]0, 7r[ et 7 > 0. Ces résultats achévent la description des ensembles

pseudo-spectraux semi-classique de 1’oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique.

4.3 Forme des ensembles pseudo-spectraux

On démontre la conjecture de Boulton. Considérons 1'opérateur semi-classique

(hD,)* + ¢/ (47*) 2* ou ¢ € C,
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telles que Rec > 0 et Im ¢ > 0. Soit T}, une isométrie de L? (R) défini par :
Thu (x) := hiu (hir) :
Montrons que :
Yo >0, Vh >0, h™' ((hD,)* + ¢/ (47%) 2* —v) = ;7' (D% + ¢/ (47°) 2* — vh ™) Ty,

On déduit d’apres ’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice % en 1 et en ¢ pour

cet opérateur qu’il existe des constantes strictement positives vy et C' telles que,

Yo > wg, Yu e S(R),

u+cx2u—vu

=

da?

1
> O3 |ull oy »
L%(R)
Yo > wg, Yue S(R), > Cvs HUHLQ(R) .
L2(R)

2
‘——u + exu — veu

dz?

Ces estimations a priori impliquent que si vy est choisi suffisamment grand, on a pour

tout zy dans I’ensemble,

o=

{zeC:ReZZUOetOSImz<C’(Rez) —5}USC<{ZG<C:RezZvoetOSImZ<C(Rez)%—5}),

que 2o ¢ o (H,) et,

1
2 - ”UHL2(R) )
L*(R)

dz?

Vu € S (R), "(—d—2+cx2—z0)_lu

si S, désigne la symétrie axiale par rapport a la droite e?28</2R. Il s’ensuit que,

W=

{zEC:RezzvoetOSImz-<C(Rez)é—5}USC<{ZGC:RGZZUOetOSImz—<C’(Rez)

<)

La figure ci-dessous nous montre la forme des ensembles e —pseudo-spectraux d’apres la



4.3 Forme des ensembles pseudo-spectraux 22

conjecture de Boulton,

Im z,

) Re z

Figure 05 : forme des ensembles e-pseudo-spectraux d’aprés la conjecture de Boulton ([6])

tandis-que la figure 06 monte le calcul de quelques lignes de niveau {z eC: || (2 — H,Z)f1 H = 5*1}
de la norme de la résolvante de I'oscillateur harmonique non auto-adjoint H, avec ¢ = ¢™/*. La,

colonne de droite donne les valeurs correspondantes de log;, €.
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CONCLUSION

L’étude de l'instabilité spectrale des opérateurs non auto-adjoints est un domaine de

recherche qui suscite depuis quelques années beaucoup d’intérét.

Les grandes chercheures dans ce domaine sont : L.S.BOULTON, E.B.Davies, N.Dencker,
M.Hager, J.Sjostrand, L.N Trefethen et M. Zworski.

Si les modeéles unidimensionnels comme ’oscillateur harmonique non auto-adjoint étaient
essentiellement bien compris, ce n’était pas le cas avant notre étude, des opérateurs différen-
tiels quadratiques elliptiques en dimension supérieure dont I’étude est plus riche et plus

compliquée.
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