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Introduction

L’objet de ce mémoire est I’étude de ’équation différentielle opérationnelle du second ordre
avec conditions aux limites ,de la forme

"(t) + A(t)u(t) — Au(t) = f(t) t e [0,1]
u(0) = do (0.0.1)

f appartenant a C ([0, 1]; F') ou E un espace de Banach complexe , dy, d;,sont donnés dans
E{A(t)} 0.1 est une famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D(A(?)) non nécessai-
rement denses dans F ,vérifiant 'hypothése de différentiabilité des résolvantes de Da.Prato
- Grisvard [3].

K
(A(t) — z)~'existe pour z > Aet ||(A(t) — z)’lHL(E) < iz (0.0.2)

( La fonction t +— (A(t) — \)~* € C%([0,1]; L(E)) YA >0 et
Elael 11 et N > 0 tels que :

N
H 1 < N YA > 0 (0.0.3)
LE)  ATe
)t < ﬁa VA >0
6t2 e A
E|77 €10, 1] tel que :
o
H - Qs —a| <M=l s
882 L(E) )\ +2 . (004)
0 N |t — s
—1 —— (A _ -1 YA
Haﬁ gt -] < SEER o

Dans ce travall, on s’intéresse a I'éxistence, 1'unicité et la régularité maximale des solutions
strictes dans ’espace (C'[0,1]; E) lorsque le second membre f est assez régulier i.e f €
C°([0,1]; E) avec

5 €]0,1].
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La méthode suivie ici est basée sur une construction explicite de la solution sous forme d’une
intégrale de Dunford, pour la régularité on utilisera certains espaces d’interpolation.

Dans le chapitre 1, on rappelle quelques notions et définitions sur les opérateurs, et les espaces
d’interpolation.

Au chapitre 2, on considére le cas particulier ot A constant (ne dépend pas de t ), on utilise
dans ce chapitre 'unique hypothése (0.0.2)).

Au chapitre 3, on reprend ’étude de 1'équation avec conditions aux limites non ho-
mogenes et sous 'hypothese de la différentiabilité sur la résolvante de Da.Prato -Grisvard
[3]. Ce travail est une partie de la thése de Rabah Labbas [6] en suppriment les contraintes
f(0) = f(1) = 0(comme dans Da.Prato -Grisvard [3] ) et on ajoutant des conditions
nécessaires sur les donneés et le second membre f. Le résultat est donné par le théoréme
suivant :

Théoréme 0.0.1 On suppose vérifieés les hypothéses (0.0.2)), (0.0.3) et (0.0.4);s0it f dans
)
UespaceC? ([0,1]; E) telle Uespace C°([0,1]; E) telle que f(0) € DA(O)(a,oo) et f(1) €

) ) )
DA(l)(§,OO) ;on suppose de plus que Lo(g) € DA(O)(§,OO) et L1(g) € DA(1)(§,OO) alors la
solution u vérifie :

u”(\) et A()u(.) € CP([0,1]; E) ou S € ]0, min(2a, 1, )]

avec

Lolo) = 0(0)~ / / Y0 [ 2000 - )] s

L) = o) -~ / / VL0 2 00— 29 ot

Enfin au chapitre 4, on étudie un exemple concret d’Equation Dériveés Partielle de type
elliptique, on I’écrit alors sous forme d’'une Equation Différentielle Abstraite pour utiliser les
résultats des chapitres précédents.



Chapitre 1

Notations Et Rappels

Soit £/ un espace de Banach complexe.
On considére les espaces suivants

C([0,1);E) = {f:[0,1] — E; f continue} = C(E).
C’([0,1];E) = {f € C(E); f holdérienne d’exposant 0}

munis des normes usuelles suivantes

1fllcogmy = max | f(2)] + max W

IlloE = max|f@)lg-

Définition 1.0.1 A est un opérateur linéaire sur E ssi c’est une application linéaire définie
sur un sous espace vectoriel D(A) de E & valeurs dans E (A: D(A) C E — E).

Définition 1.0.2 On dit que l'opérateur A est fermé si et seulement si pour tout suite (x,) C
D(A) telle que x, converge vers x et Ax, converge versy, alors x € D(A) et Ax = y.

Définition 1.0.3 A étant un opérateur linéaire fermé sur E définie p(A) ensemble résolvant
de A par
p(4) = {A e C/(M =) € L(B)},

et le spectre de A par
a(A) =C/p(A).

Définition 1.0.4 on appelle espace d’interpolation au sens de Lions-Peetre [’espace

Dy(0,+00) = (Das E)y_p oo = {:c € E;sup HteA(A - t)’la:HE < K} avec 6 € ]0,1].
’ >0
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1.0.1 Solution stricte

Le cas constant

(P.L.1) u(0

u est dit solution stricte de le probléme (P.L.1) si
i) ueC?([0,1]; E)NC([0,1]; Da)
ii) w vérifie (P.L.1).
Le cas variable
u'(z) + A(z)u(z) = f(z)
(P.L.2) u(0) =z
u(l) =y
u est dit solution stricte de le probléme (P.L.2) si
1) ue C? (E) nc (DA(.))
ii) u vérifie (P.L.2).

1.0.2 Intégrale de Dunford

Soit T' un opérateur linéaire fermé et o(T") son spectre .Notons F(T') l'espace des fonctions
a variable complexe qui sont analytique dans un ensemble fermé contenant o (7) .La formule
de Cauchy pour les fonctions analytiques est définie par l'intégrale de Dunford suivant

1
T)=-— [ fONA=T)""dx
50 = g5z [ FO=1)
ou f € F(T) et v une courbe simple inclue dans p(7T).

1.0.3 Inégalité de Holder

Soit
felrr
ge L
avec
1<p< 0
1<g¢g<
alors
fgeL!
et

[ 1781 <171 ol
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1.0.4 Les relations

sinhv/—z(a +b) = sinh+/—zacosh+/—zb+ cosh v/ —zasinh/—2zb
coshy/—z(a+b) = coshv/—zacoshv/—zb+ sinhv/—zasinh /—2zb.



Chapitre 2

Cas A constant

2.1 Position du probléme et hypothéses

soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D4, on considére alors le probléme abstrait
suivant

{ u' (t) + Au(t) = f(t), t€[0,1]
u(0) ==z (2.1.1)
u(l) =y.

Ouz,ye E, feC([0, 1]; E) tq A veérifie 'hypothése

(2.1.2)

Jdeg € R, M >0, tels que :p(A) D [—c2, +o0|
(A=A =< P VA € [=cf, +oo

I+ | A
Lemme 2.1.1 p(A) D {A € C/|arg X |[< o} oudp € }O,g[

Preuve Si 2 > 0, Alors x € p(A) tq p(A) D [0, +o0]
Donc
J(A —2l)?

On a
(A—(z+iy) ) ' =(A—al) [ —iy(A—al)™']

est inversible si et seulement si
| y(A—=zD)~" <1
On a
lya—ant < 2 <
T

{ x =| A cosdg

—tandg<1=0<¢ <7T
y=| \|sindy am oo 0>79

Avec §g = arg \.
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1. Remarque

2. Siz =y = 0.Alors le prebléme (2.1.1)est un cas particulier de la théorie des sommes
d’opérateurs dévelopées dans Da-Prato-Grisvard[3].

3. L’hypothése n’implique pas que A est un générateur infinitésimal de semi groupe
analytique mais que (—A)~Y/2 I’est.(Voir BalakrishnanI]).

Dans ce chapitre on va étudier 'existence ,I'unicité et la régularité maximale de la solution
stricte de (2.1.1).

2.2 Construction de la solution

on considere le probléme :
V(8) + z0(t) = £(1)
v(0) =2 (2.2.1)

)
v(l) =y

Ouz,ye B, feC(E)et z€ C—R,.
On résoud I'équation homogene
V"(t) +z0(t) =0

La détermination analytique de la racine carreé de —z est choisie de telle sorte que

Rev—2>0
Il connu que la solution de ’équation homogeéne est de la forme
v(t) = c1e¥V™ 4 cpe VTR,

On cherche la solution de I’équation non homogeéne on utilise la méthode de la variation des
constantes i.e :

v(t) = er(t)eY ™ + cy(t)e VA

telles que C] et Cy sont deux fonctions a déterminer vérifiant le systéme suivant

{ Gt/ + ey (t)e Y =0
V= (1)eV T~ Ed (e = (1)

Les déterminants de ce systéeme est

=zt —/—=zt
e e
P=| =™ —ymgev |72V 2
0 e—V—zt =
Dl:‘ =l i (U
et =
—zt

Pl e
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Donc la solution est donnée par

{ Al) = 5 = gy (1)e
Dy
D

() = B = =V (1)

en intégrant, on obtient

{Cl(’f) zjfzf(f ‘F“f( )ds + K,

t 2\/—7 fo 7 f(s)ds + K.

Par conséquent

v,(t) = “EVTA L (5)ds + KyeV ™

1 t
—2\/__2/0 eV eV L (8)ds + Kpe VT

1 t
= 2\/_/ e\/jz(tfs)f(s)ds—i-Kle‘/th

e VTS f(8)ds + Kype VA

2\/
Donc les conditions aux limites nous donnent

K1+K2:.T

v(0) =z 1

hy—2(1 — 0 lace K; =

{v(l):y — / sinh +/ z(z S)f(s)ds—i—KleﬁjLng_ﬁ:y n remplace K;
0 /—

r — Ky dans la deuxiéme équation on obtient :

! sinh(1 — s)
0 VvV — <

— —2Kssinhy/—z =y — zeV 7 —

f(s)ds + zeV ™2 + Ky(e V77 —eV™%) =y

/ sinh v/—2(1 — 5)f(s)ds

xrevV

281nh \/ — 2smh N/ — 2\/—,2 smh N =z

:>K2

/ sinh v/—2(1 — s) f(s)ds
D’ou
y B reV=?
2sinhy/—2 2y/—zsinhy/—z
sinh v/—z(1 — s) f(s)ds.

Kl = ZE—K2:I+

T 2/—=sinh r/

En reportant ces deux expressions dans v,(t) on obtient
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v, ()

— o(t) =

N
ph U ]r

= eV 72179 f(s)ds +

2\/—2 0 2sinh/—z 2sinh+/—2z

sinh(1 — s)f(s)ds] eV

e,

v—z
e VA= Sf(s)ds-i— e

-y
2sinh v/—z + 2sinh v/—z

— — hv/=2(1 - ds| e vV
2 — smh — / sin z2(1—3s)f(s) s] e

[(2 sinh /—z — €F> eVt 4 eﬁe*‘/jz] oV _ g/
— x +

2sinh /—2z 2sinh /—2z
/ sinh v/—z(1 — s) sinh /=2t f(s)ds

2\/ —zZ Jo

=

sinh /—z(1 — t)x N sinh y/—zt . 1
sinh y/—2z sinh \/—zy vV—z2Jo

sinh v/ —z(t — s) f(s)ds

_\/—_zsmhx/—_Z/o

sinh v/—z(1 — s) sinh /=2t f(s)ds

_\/—_zsmhx/—_Z/t

sinh v/—z(1 — s) sinh /=2t f(s)ds
[sinh /—2z(t — s) sinhv/—2z — sinhv/—2(1 — s) sinh v/—2t] f(s)ds

Ona

Alors

_\/—_zsinh\/—_z/o
sinh v/—z(1 — t)z +

sinh \/—zt
sinh v/—2z Y

sinh /—z(t — s) sinh /=2 — sinh v/—2(1 — s) sinh \/— 2t
— —gsinhv—2 [Sinh \/—zt cosh \/—zs — cosh \/—zt sinh —zs]
+sinh /— 2zt [sinh v/ —2z cosh v/—zs — sinh /—zt cosh \/q
= sinhv/—zs [sinh \/—z cosh /—zt — cosh /—z sinh \/—_zt]
= sinhv/—zssinhv/—z(1 —t).

sinh v/—2(1 — t) sinh v/—zsf(s)ds

v, (t) =

=,

_\/—_zsinh\/—_z/t sinh v/—zt sinh v/—z(1 — 5) f(s)ds

+sinh N/ —zt . sinh v/ —zt
T )
sinh/—2 sinh+/—z 4




2.2 Construction de la solution

_ sinh/—2(1 - 1) sinh \/—zt !

= (1 — k= (t, d
v:(1) sinh /—2z ! sinh\/—_zy 0 v (t,8) f(s)ds
Ou
sinh /—z(1 - t)sinh y/—zs G0<s<t
ko (t,s) = V—zsinh+/—z
V=2 b sinh /—z(1 — s) sinh y/—zt ,
sit<s<l1

v —zsinh+/—z
Soit v une courbe simple joignant de coe®® a coe™ (5 € |0, 5o[) telle que v C p(A) — R,
OnazeC—R, alors —z€ C—-R_.

4 Imz

o (A)
— >
Re z
La solution de (2.1.1) est donnée par
w®) = — [z — A)dz
20w ~ :
1 inh /—z(1 —
- [ ) (z — A) twdz

2 /., sinh v/—2
1 sinh v/—zt
2um ~ sinhv/—2z
1 1
- // ky=(t,s)(z — A)~ f(s)dsdz.
v J0

2

(z — A) ydz

Les intégrales sont convergentes d’aprés les lemmes techniques suivants :
Lemme 2.2.1 soit t € [0,1]

sinh /—2z(1 —t)
sinh \/—z

16
‘ < K exp(— |z|é cos 525)
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Preuve On a

|sinh v/—z(1 —t)|

IN

‘e\/?z(l—t) _ VR

IA

‘efﬁ(kt)

Q2V=2(1-1) _ 1‘

e Re/—z(1—t) 62 Rev/—z(1—t)
K e Re/—zt

ININA

k6_|z‘% cos %t

IN

cect car :

1 )
Rev—zt = \z|; cos Qt
Pour minimiser }sinh \/—z} on applique le lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Soit b€ [0,1] et 6y € [0,5] alors il existe une constante

)
. — _T
Kg, = min(1 — ¢%0¢% 1 _ g~ tenbo) 5

telle que
|14 be™?| > Ky,

pour tout

2 € Spyeo = {2 € C*: |argz| < 6o} U B(0,ep).

Preuve L’idée de la preuve est inspiré du travail [2].Soit z € 05y, -, (011 O Sy, <, st la frontiere
de 590750).
Pour |z| = &g, on a

1—b672‘ }1—67R“|

1 — pec0cos 6o

(AVARAVARIY]

1 — he €0 cos(arg z)

car arg z € |—0o, 6] et b € [0,1].
Pour |z| > g et arg z = 0y, on a

}1 — be_z‘2 =1+ b%e 2R — 2he Re% cos(Im 2).

T
Si Rez < 5 tan 6y, on trouve

™

|Im z| = Reztan g < 5

alors
0 <cos(Imz) <1,

et
1 — be * 2 >14+ b2€72Rez . 2b€7Rez _ (1 _ befRez)Z7
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et comme 0 < b < 1, on obtient

1—be?| >1—be Rez > 1 — g atanblo,
. m G
Si Rez > §tan fy, il vient

1-— be’z|2 =1+ b2 2Rz _2pe B2 cos(Im 2) > 1,
ainsi
|1 — be_z‘ >1>1— ¢ 2tanbo

On déduit donc
}1 — be_z‘ > IIllIl(l _ be—éocosﬁo’ 1 — be—gtan%)’

pour tout z € 95y, «,-
De méme maniére, on montre que

|1 —+ b€*2| 2 mln(l . be*&ocos%, 1— be*% tan@o).

D’apres le lemme précédent on a

|sinh \/—_z| = eV P eV

_ ‘6\/—7

1—e 272

> K(é)eRe\/jz

avec ) )
K(§) = min(1 — 7502 ] — ¢ 2%02) >
Alors Ro v
; /_ _ — Re+/—2zt 1
Slnh‘ Z(l t) S K((s)e S K(6)€—|z‘2 cos%t‘
sinh v/—2 eRev—z
Lemme 2.2.3

o)
>

<K
E ]z

/O kys(t, )= — A) " f(s)ds
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Preuve On a

1 t 1
/ ’k;\/jz(t,s)‘ ds = / ’k:\/jz(t,s)‘ ds+/ ‘k@(t, s)‘ ds
0

[ F“P%F st [
sinh

sinh v /|smh\/_s|ds
N \/iilh\/__t_z /t |sinh v/=2(1 — )| ds

cosh ?e i Gl /t cosh Re /—zsds
2|2 |sinhv/=2| o

N cosh Re /—zt
|z|% |sinh /= 2|

coshRe/—z(1 — t)sinhRey/—2t  sinhRe/—2z(1 — t) coshRe /—zt

sinh \/—zt sinh v/—2(1 — s)
\/—zsinh /—z

IN

1
coshRe v —2z(1 — s)ds

< + e
= 2] ‘sinh \/—z‘ Ed |Sinh _Z|
< sinhRe+/—2
— g ‘sinh\/—Z‘

K
< —.
]
D’ou
1 . K
H/O k=t s)(z—A)" f(s)ds|| < W ”fHC(E)'
E

2.3 Reésultat principal

Théoréme 2.3.1 Sous Uhypothése (2.1.2) et f € C* ([0,1],E) avec 0 <20 <1 et x,y €

Dy, alors si f(0)— Ax et f(1)— Ay € D, le probléme (2.1.1) admet une solution u vérifiant :
u(t) € D(A)
ii)Au(.) € C([0,1],E) ssi f(0) — Awx, f(1) — Ay et f(1) € Dy
i) Au(.) € C([0,1],E) ssi f(0) — Az, f(1) — Ay et f(1) € Da
iii)Au(.) € C*([0,1],E) ssi f(0) — Az, f(1) — Ay et f(1) € D4 (6, +00)
vi)Au(.) — f(.) = u"() € B(D4(0,+)) ssi f(0) — Az, f(1) — Ay et f(1) € Da(0,+00).



Chapitre 3

Le cas variable A(x)

3.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probleme

V"(t) + A(t)v(t) — Av(t) = h(t) VA >0
v(0) ==
v(l) =0
avec les hypotheses de Da Prato-Grisvard [2] :
o ) K
(A(t) — z)~" existe pour z > \ et H(A(t) —2) HL( < — B
la fonction t — (A(t) — A\)~! € C%([0,1]; L(E)) VA >0 et

304}0, %] et N > 0 tels que :

H%(A@) - )\>_1HL(E) < /\%% YA >0

aAm =N < A0

L(E)

EInE]O,%[ tel que :

&A= - §S<A<s> - lllm < Sr VA >0
(A =N = (A H < Mol VA S0

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

1. Ces hypotheéses restent encore valables dans un secteur du plan complexe > D p(A(t)—
5

A) ol
%:: {zeC/largz| < d}.

2. On utilisera 'hpothese (3.1.4) uniquement pour la régularité optimale de la solution
.On se propose alors de résoudre le probleme (3.1.1) en supprimant les contraintes

h(0) = h(1) = 0 (comme dans Da Prato-Grisvard[3]).
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On s’intéressera aux solutions strictes ce qui suppose que x € D 4(p).On réduit alors le pro-
bléme (3.1.1) & un probléme homogéne en posant :
u(t) = v(t) — p(t)(A(t) — XI)7HA0) = Al)z ou ¢ € D(R;) avec p(0) =1 et p(1) =0

alors u vérifie :
{ u'(t) + At)u(t) — Mu(t) = f(t)
u(0) =0 (3.1.5)
u(l)=0

2

f) = h(t) = e(t)(A(0) = AI) - @(t)%(/l(t) = AI)THA(0) = M)z — 20/ (t)(A(t) — AI)TH(A(0) — A)a
—¢"()(A(t) = AI) 7 (A(0) — D).

Preuve Ona :
{ u(0) =z — (A(0) — M)"L(A(0) — M)z =0
u(l)=0

En dérivant u(t) deux fois on obtient

u'(t) = '(t) — @' ()(A() — M) (A(0) = AD)z — o(t) ’ (A(t) = AI)"H(A(0) = Al)z

o
et
W) = ()~ AR ~ AT AO) ~ A
—2¢'(t>%(A(t) ~AD)THA(0) — Az
(1) (A() =~ AD)HA() ~ Al
Alors

W)+ Au(t) — Mlt) = 0"(t) — " ()(A®F) — \)"HA(0) — M)z
—2g0’(t)%(A(t) M) TYHA0) — Al

—gp(t)a—z(A(t — M) 7HAQ0) — Az + A(t)v(t)

ot )
—A)p(t)(A(t) — M) H(A(0) = Al)z
—Ap(t)(A(t) — M) "H(A(0) — M)z
= 0"(t) + (A(t) = M)v(t) — p(t)(A(0) — M)z
82

—p(1) 5 (A1) = AD)TH(A(0) = AD)z

g(A(t) — M) 7HA(0) — Az
A(t) — M) THA0) — M)
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3.2 Construction de la solution

En s’inspirant de Da.Prato-Grisvard [3] on cherche solution de (3.1.5) sous forme d’intégrale

de Dunford
-1
2Z’/T// k=t s)(o(t) — z) " g(s)dsdz

ou ¢(t) = (A(t) — \); v étant une courbe simple définie comme dans le chapitre (2) et g est
une fonction a chercher en fonction de la donnée f dans un espace a préciser .
Remarque Si A(t) = A (cas constant) alors g = f.

Proposition 3.2.1 On suppose que g € CP([0,1]; E) avec 0 < 3 < 1 alors :

Z) u(t) S DA(t); vVt € [0, 1] .
i) g verifie 'équation g(t) — pkg(t) = f(t) pourt € [0,1] ou :

pag(t 2m// k=t s 82( (t) — X — 2) " tg(s)dsdz

cosh/—z(1 —t)sinhy/—2s 0 B
2w // sinh \/—2 8t< (t) —A—2) "g(s)dsdz

cosh \/—ztsinh/—2(1 — s) 0 )
2@7r /v/t —(A(t) — A —2) "g(s)dsdz

sinh v/—2z ot

Preuve. )Sit=0out=1,u(0) =wu(l) =0 grace a la représentation de u et donc u(0)
€ Dy etu(l) € Dyqy. Oid)Sit=0o0ut=1,u(0)=wu(l) =0 grace a la représentation
de u et donc u(0) € Dy et u(1) € Dagy.

soit 0 < t < 1;on peut écrire que

 2im // ky=(t,s)(A(t) = A — 2) " g(s) — g(t)] dsdz

1 sinhv/—2(1 —t) (A(t) = A —2)~!
2im J, sinh+/—2z z
sinh /— t( (t)—A—2)"!
2 - sinh/— z
AW - 31900
En appliquant (A(t)—\) et utilisant le fait que g € C” ([0, 1]; E), on montre que les intégrales
sont absoliment convergentes .Pour la premiere intégrale on a :

/0 E =t 5)6(8) (= — 8(8)) " [g(s) — ()] ds

N =

1
< Ksup/ k= (t, s)(t — 5)20| ds
t Jo

coshRe/—z(1 — 1) /t 20
< K t— hRe+v—zsd
< !J_zsinh\/_‘ (t — s)* coshRe v/ —zsds

cosh Re /—zt
|v/—zsinhv/=z| J;

+K

( — )% coshRe v/—2(1 — s)ds
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Grace a 'inégalité de Holder ona :
cosh Re v/—zs = (cosh Re v/—z5)' "% (cosh Re y/—25)%
— (t — 5)% coshRe v/— 25 = (Recosh v/—25)' "% ((t — 5) cosh Re /—z5)%.

D’ou
¢
/ (t — 5)* coshRe v/—zsds
0
t t
< (/ cosh Re \/—zsds)l_w(/ cosh Re v/—z(t — s)ds)?
0 0
avec ) )
—=1—-20et — =20
p q
! inh Re \/—zt
/0 coshRe v —zsds = %
! coshRey/—2t -1
/0 coshRev—z(t — s)ds = (Rev=2)?
Alors
¢ inh Re /—zt coshRe/—zt — 1
t — )% cosh Re v/—zsds < e 1-20 20
/0( s)% coshRe v/ —zsds < ( Re T ) (Roy =) )
Dou

hRev—z(1—t) [*
cosh Re v/=2( ) / (t — 5)* cosh Re v/—zsds
0

|\/—_zsinh \/—_z}
. ¢oshRe VvV—z(1—-1) <Sinh Re \/__Zt)kze( cosh Re /—zt — 1)20
~  |V/=zsinhy/—z| Rev/—2 (Re/—2)?

Dautre part on a

(s — )% coshRev/—2(1 — 5) = (coshRe v/—2(1 — 8))' "% ((s — ) cosh Re /—2(1 — 5))*

et
/l(t — 5)% cosh Re v/~ zsds
< (/1 coshRe v/ —2(1 — s)ds)129(/1(3 —t)coshRev—2(1 — s)ds)*

! sinh Re \/—2(1 — t)
. hRev—2z(1—s)ds =
/t coshRev—2z(1 — s)ds Re v

o cosh Re v "o(1 — s\ds — coshRev/—z(1 —t) —1
./t(s £ cosh Re v/—2(1 — s)ds — e
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Alors

/1(15 — 5)% coshRev/—2(1 — s)ds < (

sinhRe/—z(1 — t))1729( coshRe/—z(1 —t) — 1)29
Re+v/—2 (Rey/—2)?

Donc
A < Kcosh Rev/—z(1 —1) (sinh Re \/—zt)l_%( coshRe/—zt — 1)29
- | /=2 sinh /=2 Re/—=z (Re/—2)?
LK coshRey/—zt  sinhRey/—z(1 — t))1_29( coshRev/—z(1 —t) — 1)29
‘\/—zsinh \/—z| Rev—2 (Rev/—2)?
< Kcosh Re+v/—z(1 —1t) (sinh Re \/_Zt)1—29( coshRe/—zt — 1)2(9
- | /=2 sinh /=2 Re/—z (Rev/—2)?
LK coshRev/—zt sinhRey/—2z(1 —1t), coshRe/—z(1 — t))29
|V/—zsinhy/=z|  (Rey/—2)"*+% sinhRe v/—z(1 —t)
< K sinh Re /—2
- | /=2 sinh v/=z| (Re /—2)1+%
K
< |Z|l+9'

Pour la deuxiéme et la troixiéme intégrale ona :

L sinh/—z(1 — ) ¢(t)(z — ¢(t)) 7!

2ir J,  sinhy/—z z
. ] nhfﬁ— =DECIERT TN

% 3 sinl;i\:}iz/(_l_z— t) o(t)(z —qu(t)) o)z,

g(t)dz

4 Imz

a(A)

Oﬂ’}/+:{z€’y;‘2’2—} et y_
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En désignant par I et I_ les deux dernieres intégrales ona

—Re+/—2zt
Il < K | 1l lolen

d’aprés le lemme (2.1.3) ona

)

IN

141l

+2

< Klgllesm -

1
On a posé : 0 = |—z|2 .
Pour I_ on écrit que

+o00 e~ 0Cos 5
K/1 202 QUdUHQHCB(E)

LO)

I = L/ sinh/—z(1 —t) — sinh /=2 ¢(¢)(z —
) 2um sinh \/—z >

- UL

L/ sinh v/—2(1 — t) — sinh/—2z ¢(t) (2 —
i sinh \/—z z

227?/ o(t)(z = o)) g(t)dz
()

20w o z

Ouy, =7y Uc et e, = {zargz| <det [z] = %

L’intégrale sur 7, est nulle.Pour les deux autres intégrales on pose :

I =1 +1".
Ona
@ |22t
), < & [7H
< Kllglles
Et

" 0 l 0 -1
L N (L)
< K Hg“C’B(E)

D’ou la convegence de I'intégrale.

1
t_gde HgHCﬂ(E)
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Pour le point i) on a

snh\/ 2(1 — t) sinh /— s

u(t) 2m { /—zsinhv/—z ds} 4z
2z7r { th\/_zsnh\s/n_h\/_t ds}dz
Donc
v = m/at o { [ A S s
~2in 8t(¢(t) 2 {/th\/_zsnh\s/n_h\/_t }
'V Esinh V=rscoshVZE(1 1) 0\
L
{ V=2 \/_nh\/_ V=2 d}d
sinh cosh 31
1 3{4\/_(1 t)snh\jh_\/t_ d}d
*z; (o0~ 9 it (;i
_ sin =21 — )sinh VZs Y
el [t )
/at o[ T s
- { / —V/—zsinh \/_i;";h_\/_(l 2 g(s)ds} dz
iz Lot =y { [ S

Les deux premiéres (Jumelees) sont convergentes grace a I’hypotheése (3.1.3) et les deux
deuxiémes ( jumeleés )le sont aussi. Pour dériver «'(t) on considére u’(t) définie par :

w) = g %wmal{7ﬁm/;€mf§ﬁJ7s@w}w
St ([ .
ar o= { [T A

{/ \/_zsnh\/;nh\/_cosh\/_t() }dz

227T
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et u.(t) — u'(t) pour ¢ — 0; on a alors

w0 =~ [ 2500) N=FW=

2w .

1 0 (6(t) — 2)1 /Jr sinh \/—zt sinh v/—2(1 — S)g(s)dsdz

2 t—e 3 — : — .
1 0 B z)_l/ sinh /—zssinh /—z(1 t)g(s)ds
0

2w 7@ ¢ /—zsinh/—z
1 0 .0 =€ sinh \/—zssinh v/—2(1 — t)
o ) a0 ) a{/ Vzsmhyv—z ¢
1 0 .0 ! sinh \/=ztsinh v/—2(1 — s)
o J, a0 ) a{ [ e o
t=¢ —\/—zsinh /= zscosh /—2z(1 — 1)
227?/(975 { 0 V/—zsinhv/—z g
/ {/ \/—_zsmh\/—_zl—s)cosh\/_t
2w 8t tre v/ —zsinh/—z
=€ sinh /=25 cosh v/—2(1 —
+%/“__Z —2) at{/ T sinh v

“ae L= [ A s

) (s)ds} dz
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- 5—;<¢<t> g { [ D g

([ )
g [0 - { [ f—_¢[ =t o

iz ot o (PSR e o
g g0 - {v= [ “hrzsnhj"s—h”“ds}dz

5 [ {“msfifr” Fatr+a)pas

+% / Fz%w o { [V i

o )
) { snh\/_ssnh\/_l )
([

J/—zsinh/—2 g(s)ds} dz
sinh/—z tzssnr}llh\{/_—_ —s) o(s) ds} "
+—/¢_ (6(0) - 2)" {/ eV L, yas s

g [V - { [ AL IO

v [V — o { [T O s s

b V\/__z(@s(t)_z)—l{/t; Smh\/;_(zsnh)jﬂ“/_t (s)d s}dz
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) = o [ Sty ot { [T A0, 0,

T / N R e e T

2ir )V F ot /—zsinhy/—2

1 _
i { I )
i { [ ),

— [+ I+

Gréce a 'hypothése (3.1.4) les deux premiéres intégrales sont convergentes et tendent vers :

2m// k=t ) atQ ¢() 2)"'g(s)dsdz

,sinh /—2zs cosh /—2(1 — 1)
2m // \/_8?5 —2) \/—zsinh v/—z gls)dsd:

,sinh /=2(1 — s) cosh /=2t
227r// \/_825 —2)” =z sinhv—2 g(s)dsdz

= —pg(?).



3.2 Construction de la solution

26

Pour la troisieme intégrale on developpe

5= g [veen o g { [ T O s
g [vEe0 -0 g { [ DO s
- g vt - o { Yl emy 0 L
v [ V60 - 2 IO ) fa

g [ vEEven - o { [Ty

the v/ —zsinh /=2
_ 1 {sinh V/—z(t — &) cosh /—2(1 — t)} ot —e) o(t)(o(t
247 V/—zsinh v/—2
1 sinh /—z(1 — ¢t — ) cosh /—zt t
+ 2im [ \/—zsinh/—z ] g(t+e)

~—

— Z)fl

dz

N

ot

g [Vt - { [ LIS

Yo / 8) { [ ) — gt o
i e[ 2 ).
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2; o { [ L0 ) ) s o
bor [otte -2 { [ 28 Fl‘hb_h Y2l — gl s |
2 tz) {Smh v 1s?ni1 \C/Oi_};\/_( )g(t) B Sin};i\rﬁiz/(—l_z_ t)g(t)] dz
- f” o 1
B sinh /—z(t — €) cosh v/—2(1 — t) () (p(t) — 2)*
B 2@77 N [ sinh /-2 } gl = <) 2 dz
1 {Smh v/—2(1 —t — ¢) cosh \/—_zt} d(t)(p(t) — z)t
g(t+¢) dz
227? - sinh \/—2 z
vz [ otem -2 { [T U i) — g s
] ).
1 [cosh V—=2(t —€)sinh /—2z(1 — t) 4+ cosh \/—2(1 — t — &) sinh /=2t ¢(t)((t) — 2) 7"
2im ), sinh /-2 z
g(t)dz
sinh v/—z(1 — 1) (t)(¢(t) — 2)~" sinh =2t ¢(t) (6(t) — 2)~"
Tl B . g(t)dz + % e . g(t)dz

L1 sinh v/—2(1 — t) (t)(p(t) — z)_l 1 [ sinhy/—zt o(t)(d(t) — )71
2ir ), sinhy/—z 2 2im J, sinh/—z z
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Et donc :
ug(t) + ¢(tult) = —pag(t) +g(t)
1 cosh /—2(1 — t) sinh /—2(t — ) ¢(t)(p(t) — 2) !
" 2ir by P
+ﬁ cosh \/—_zt;lrril\/\/::j(l —t—e¢) gb(t)(gb(tz) - Z)ilg(t L o)z
s [cosh V/—z(t =€) sinh /—2(1 — t) 4+ cosh /—2(1 — t — €) sinh /—2t
247 sinh /—z ‘
OCOEE R
1 fsinhy/—2(1 — 1) ¢(t)((t) — 2)~"
+ﬁ sinh /—z z g(t)dz
% / Ssllrrll}}ll\/\/__:'zz ¢<t)<¢(tz) —2)” g(t)dz
o | [ Bs9060 - 2 als) - gle) dsd:
_% Sin};i\rﬁiz/(_l_z_ t) ¢(t)<¢(tz) _ Z)_ g(t)dz
_i Ssllr:l};l\/\/__izzt ¢(t) ((Zs(tz) — Z)_ g(t)dz
= g(t) — prg(t) + Ac — B-.
Avec :
1 cosh /—2(1 — t) sinh /—2(t — ) ¢(t)(p(t) — 2)~!
A= o sinhv/—z 2 9t —e)dx
+% cosh \/—_zt;l;lilg(l —t—¢) qb(t)(qS(tZ) — Z)ilg(t o)
et

B — 1 cosh\/—z(t — €) sinh v/—2z(1 — t) 4+ cosh /—2(1 — t — €) sinh /—2zt
T n sinh v/—z ’

S(t)((t) — =)~

z

g(t)dz
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11 suffit de voir que A, — B. — 0 quand ¢ — 0.
On écrit que

A — B
_ % [cosh \/—_z(ls;fl)\s/li_};\/—_z(t - g)g(t - cosh \/_(;;ht\;i) sinh /—zt ot )} ‘
SO =",

7 [cosh \/__Zt;lz}}ll\/\/::j(l —t— g)g(t fe) - cosh \/—_z(tsjn;)\s/li_f;\/—_fz(l — t)g(t)] .

20T

o =,

~ ur / ¢ zsmh\/_z coshv/—z(1 — t)sinhv/—z(t — €) [g(t — &) — g(t)] d=

+%/ [coshv/=2(1 — t) sinhv/=z(t — &) — coshv/—=2(1 — ¢ — ) sinhv/—z¢ | .

¢(72iibn(}?\/___zz) g(t)dz + 2m/¢ zsmh\/_Z) coshv/—ztsinhy/—2(1 —t — ¢)

gt +e) —g(t)] d=
—i—% /7 ¢(tz)ii¢n(fl)\/_—_zz) [cosh v/—ztsinhv/—2z(1 —t —¢)
—cosh v/—z(t — &) sinh v—2(1 — t)] g(t)d=

4
= > I
=1

Il suffit maintenant de démontrer que (I; + Iy) — 0 ; (/3 + I4) — 0 pour ¢ — 0.0n
décompose I; en écrivant que :

. ¢<”<¢Ifff¢‘__> cosh v/ =E(1 — 1) sinh v/=Z(t — &) [g(t — <) — g(1)] d=

\|>1

Tain / °0 zsmh \/_ COSh V=z(1 —t)sinhvV=2(t — ) [g(t — €) — g(t)] d2

1
< =
= |—E2

— I
On a la majoration suivante :

cosh \/=2(1 — t) sinh /—2(t — €)

1
< Ke l#1%¢,
sinh+/—2 -
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Car

cosh /—z(1 — t) sinh \/—z(t — ¢) (e\/jz(l_t) + e_\/jz(l_t)> (6\/—7(75—5) - e_\/jz(t_e)>

sinh+/—2z

eRe V—z _ eRe V=z

eReV=Z(1-1) | 4 o=2v=2(1-1)| Rev=2(t—e) || _ o-2V=2(t—¢)
= eRe\/jZ|1—e*2\E‘
< Ke Revoee(]— €—|z|%cosg)
< Keﬂz&gcos%
< Ke*‘z&e.

Et donc :

FLE
e
Iy < K[ e el gl

1
z|> =
||—52

IN

KeP l9llcsmy — 0 quand e — 0.

Pour 1] on a

I = 2; / ¢ ,zsmh\/_Z)_l cosh v/ —z(1 —t)sinh/—z(t — ¢) [g(t — €) — g(t)] dz

m"“

— i / o(t) —2)” [cosh v/—2(1 — t) sinhv/—2(t — €)
24 zsmh N —z
v

—cosh v/—z(1 — t) sinhv/—zt] [g(t — ) — g(t)] d=

227r / ! zsmh \/_)_ cosh v/=z(1 — t) sinh v/—zt [g(t —¢) — g(t)] d=

’yl
zlszy

_ (1) z)?
- 20 / / 2 smh \/_ V—=zcoshvV=z(1 —t) cosh v=zs[g(t — &) — g(t)] duds

|/\ 2
w"“

+% / (Z)iln(h)\/_—_zz) cosh v/ —z(1 — t)sinh/—2t [g(t — ) — g(t)] dz

Y |
< =
|Z|—€2

— ]{II _|_ Ié// .
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On majore enfin chacune de ces intégrales :

iz
e < w0 /K ol s
0

< Kedf / 2 gllesir
Ky p2

< Kéf HQHCﬂ(E) —0

quand ¢ — 0.

Ceci car
cosh /—z(1 — t) sinh /—zs
sinh /—z

< Ke Y < K

_ (t—s)
e < k2 [l
2 Il = \z| 9llcs (k)
Y
l=1<

= do
KeP /KO ?HQHCB(E)

K< lge 19llce(gy — 0

IN

IN

pour ¢ — 0.

Il reste encore & montrer que I, — 0 avec ¢ — 0
On rappelle que

I, = 217T [COSh vV—=2z(1 = t)sinhv/—=2(t — &) — cosh /—2(1 — t — ) sinhv/—2t] .
¢(t)(¢(t) —2)"
zsinh \/_

(1)
dim / z smh \/_

g(t)dz

[sinh V=z(1 =2t —¢) —sinhv/—z(1 — 2t +¢)] g(t)d=
Car ona

sinhv/—2(1 -2t —¢) = sinhv/—2[(1 —t—¢)—1
= sinhv/—z(1 —t — &) cosh /=2t — sinh /=2t cosh/—2(1 —t — ¢)

et

—sinhy/—2(1 =2t +¢) = —sinhy/—z[(1—1)— (t—¢)]
= —sinhy/—2(1 —t) cosh /—z(t — €) + sinh /—2z(t — &) cosh v/—2(1 — t)
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Alors
sinhv/—2z(1 — 2t —¢) — sinhv/—2(1 — 2t + ¢)
= sinhv—2z(1 —t —¢) coshv/—zt — sinh v/ —zt coshv/—z(1 —t — ¢)
+sinhv/—2z(1 —t — €) cosh v/ —zt — sinh /—2(1 — t) cosh v/ —z(t — ¢)
On calcule
sinhv/—z((1 —t) — €) cosh v/ —2zt
= [sinhv/=2(1 — ) cosh v/—z& — sinh v/—ze cosh v/—z(1 — t)] cosh /==t
et
—sinh v/ —2z(1 —t) coshv/—z(t — ¢)
= [— cosh v/—zt cosh v/—ze + sinh v/—ze sinh v/—2t| sinh v/—2(1 — t).
D’ou

sinhv/—z((1 —t) — €) cosh v/ —zt — sinh v/—2z(1 — t) cosh v/ —z(t — €)
= sinh v/ —zesinh /—ztsinh /—z(1 — t) — sinh /—ze cosh /—z(1 — t) cosh v/ —zt

D’autre part

sinh /—z(t — €) cosh v/—2(1 — t)
= [sinh \/—zt cosh \/—ze — sinh v/—z¢ cosh \/—_zt] coshv/—z(1 —t)
—sinh v/—zt cosh/—2(1 —t —¢)
= —sinhv/—2(1 —t) [coshv/—2(1 — t) cosh \/—ze — sinh /—ze sinh v/—2(1 — t)] .

Donc
sinhv/—2(1 — 2t —¢) —sinh v/ —2(1 — 2t +¢)
= 2[coshv/—2z(1 —t)sinhv/—z(t — €) — coshv/—2(1 — t — &) sinh v/—zt] .
D’ou
1 ) (o(t) —2)*
I, = = / ¢(jiiblfh>\/__23 [sinh V=z(1—2t —¢) —sinhv/—z(1 — 2t +¢)] g(t)d=
20k 1 o (¢) coshv/—z(1 —s)
= \/— t)dzds.
427r/2 / : sinh /—z g(t)dz=ds
Et donc
2t+e |§S
R A e S
t—e
2t+¢e +OO —o'
< Lo sa2ededslolon
2t—e :
2t +¢
K \lg 2 lgllosey — 0
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quand ¢ — 0.

La proposition (3.2.1) est alors complétement démontrée.
En conclusion on vient de voir que pour g dans 'espace C¥ ([0,1]; E) on I’équation intégrale :

g(t) —pag(t) = f(t).

Proposition 3.2.2 Sous Uhypothéses (3.1.2)) et (3.1.3)) et pour f € L*([0,1]; E) alors il
existe \* tel que pour touth > \* [’équation

g—p=1rf

admet une unique solution g dans l’espace L ([0,1]; F) .

3.3 Estimation a priori pour la solution stricte
On se propose ici de donner une estimation & priori pour les solutions strictes .

Proposition 3.3.1 On suppose que le probléme (3.1.5) admet une solution stricte u(t) (i.eu €
C2([0,1]; E) N C ([0,1]; Dag,y) Jalors sous les hypothéses(3.1.2) et (3.1.3) il existe \* tel que
pour tout A > \* on a :

mx[u(®); < & 15 ds.

Preuve. ]
De I'équation

u’(s) + o(s)u(s) = f(s)
On déduit que

o | [t s)60s) - o) sz
il

= o | R0 - 2 s) + oLl dsdz

20
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Et on explicite cette derniére intégrale .Fn faisant une premiére intégration par parties il
vient :

[ rtso) - s [TV DIIE ) s

0

1
+/ sinh /—ztsinh /—2z(1 — s)
v/ —zsinh/—%

sinh /—z(1 — t) sinh \/—2zs 1. !

A DI ) )|

B /t sinh /=2(1 — #) sinh /=25 0

0 V/—zsinh /-2 Js

B /t cosh /—zssinh /—z(1 — t)
0 sinh v/—z

sinh y/—zt sinh \/—2z(1 — s) 1 '

i [ TR ) - 2y s

B /1 sinh y/—zt sinh v/—z(1 — s) 0

] v/—zsinh/—z ds

- / S “E’jﬁfb_i?“ 2 (p(s) = 2 (s)ds

o /t sinh /=2(1 — #) sinh /=25 0

0 v/ —zsinhy/—z ds

_/0 cosh \/_Z:ﬁn\};_iz_z(l ‘) (p(s) — z) "' (s)ds

B /1 sinh /—ztsinh /=z(1 — 5) 9

] v/—zsinh/—z s

B /1 sinh /—2zt cosh v/—2(1 — s)
¢ sinh v/—z

(6(s) — 2)""u"(s)ds

(6(s) — 2)""u'(s)ds

(6(s) — 2)""u'(s)ds

(6(s) — 2)""u/(s)ds

(6(s) — 2)""u'(s)ds

(6(s) — 2)""u'(s)ds
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En faisant une deuxiéme intégration par parties il vient :

- [P OIIEE D ) - s
—i—/o cosh \/__Zsf:;ln\};_iz__z(l —Y) %(qﬁ(s) — 2) " tu(s)ds
" sinh \/—2z(1 — t) sinh /—zs 0?
* /0 J—asinhy—: 0%
- [ R =0 ) - 2y
v/—zsinhy/=z(1 — t) sinh /—2zs
/ sinh /—2
cosh \/—zssinhy/—2(1 —t) 0
+/0 sinh /—2 Os
- {Smh \/\;_Z_(ZIS;?jm_h\/__Zt( o(s) — z)lu(S)}
sinh \/—zt coshy/—2(1 —s) 9
a /t sinh/—2z ds
+/t sinh \/\;_i—gs;li)\s/lf—};\/__d%@@) — 2)"lu(s)ds
N {cosh \/_anh \/)_smh \/_t( o(s) — z)_lu(s)]
+/1 sinh /=z(1 — s) sinh /=2t 0%
: \/—zsinhv/—z 0s?
N {cosh \/—_?;Enh \/)__szlnh \/_t( (s) — z)lu(s)]
/ v/—zsinh y/=2(1 — s) sinh /=2t
sinh /—z
_/ sinh v/—2zt cosh \/—2z(1 — s) O
: sinh /—z

t

AkauﬂW$—@1”U% -

0

(6(s) — 2)""u(s)ds

t

0

(6(s) — 2)"u(s)ds

(6(s) — 2)"u(s)ds

1

t

(6(s) — 2)""u(s)ds

t

(6(s) — 2)""u(s)ds

1

t

(6(s) — 2)"u(s)ds

- (0(s) — 2) u(s)ds

D’autre part ona :

1

/0 kﬁ(t, s)(¢(s)—z)_1¢(s)u(s)ds:/0 k:ﬁ(t,s)u(s)ds+z/kﬁ(t,s)(qﬁ(s)—z)_lu(s)ds

0

Or par hypothese u(t) € Dy et donc

(p(t) — 2) " u(t) = (6(t) —2)to()ult)  u(t)

z z
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On obtient alors

[ R )(006) =7 ) + ol s

t

= [ h ) 5ot — 2 usyds 4 2 [ ORYEE D (g oy ga

sinh /—2z 0s

7 sinh /=2t cosh =2(1 — 5) » (6(t) — 2)2()u(t)
4[ v S (0ls) — =) uls)ds — )

1
+ {@ +/ kﬁ(t,s)u(s)ds}
z 0
u est une solution stricte donc u(0) = u(1) =0 et v” € C(F) alors :

u(t)

——+£@@@w@m:£}fﬂﬂw@

z

ds

z

Passant aux intégrales sur « il vient finalement :

1
20

= —u(t) +%/

Y

= {(=I+D)ut(t).

D’aprés 'hypothése (3.1.4) on vérifie que

/]’fﬁ(t s)((s) — 2) 7 f(s)ds

[/ k=t s)%(gﬁ(s) — 2) tu(s)ds + / k=, s)%(qﬁ(s) - z)lu(s)ds] dz

0 0

_ K
HPAHL(LOO(E)) < e

On déduit que’il existe un \* tel que pour A > \*

max [[u(t) |, < K max

/ ] ky=(t.5)(0(s) — 2) 7' f(s)dsdz

E

< K [156)Ipds
0

Car on a K
max ka\/fz(ts)(d)(s) - Z)_lnL(E) S




3.4 Reégularité de la solution 37

3.4 Reégularité de la solution

On part de 'équation g — pyg = f et on sait que IN* /YA > A" il existe une unique solution
g, de cette équation dans l'espace L>°(F).On s’intéresse a la régularité de g.On la proposition
suivante

Proposition 3.4.1 On suppose(3.1.2),(3.1.3) et (3.1.4) et f € C°([0,1]; E) alors il existe
un \* tel que pour X > \*, g est dans l’espace C° ([0,1]; E) ot f < min(2c, 7, 6).

Preuve Pour montrer que g € C?([0,1]; F) il suffit de démontrer que pyg est aussi dans

'espace C” ([0,1]; E) pour g € L*(E). On a

paglt) ~pralr) = o / / kyms(t, ) o (ALE) X 2) g(s)dsd

5 / byl ) (AGP) = 2 ot

sinh \/—zscoshy/—2(1—17) 9 »
2@77 // (A1) = A —2)""g(s)dsdz

sinh v/—2z BT(

sinh \/—zscoshy/—2(1—17) 9 B
27,7r // sinh v/—2 5 (A(T) = A —2)" g(s)dsdz

sinh \/—zscoshy/—2(1 —t) 0 B
 2ir // sinh /—2 E(A(t) — A —2) g(s)dsdz

sinh \/—z(1 — s) cosh /=2t O B
27,7r // sinh v/—2 Gt(A(t) — A —2) "g(s)dsdz

sinh \/—z(1 — s) cosh /=27 0 B
 2ir // sinh /—2z or (A1) = A = 2)"g(s)dsdz

= A+B.

Avec

T 2rm //kﬁt 8) g (A(t) = A — 2)"g(s)dsd>

zm//kﬁ 7:8) 52 A( ) — A —z) " g(s)dsdz
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et

B sinh \/—zscoshy/—2(1—171) 9 1
B = 5 // R 57 (A(T) = A = 2)"g(s)dsdz

e // sinh \/—_»Z’Si;}(zs%z__z(l —t) %(A(t) “ A= 2)Yg(s)dsdz
QW // Slnhﬁ;ﬁisbl/—?(l _T)g(A(T) “ A= 2)Yg(s)dsdz

//smh\/—z (1 —s)coshy/—z7 0
 2im

sinh v/—2 E(A(ﬂ — A —2) " g(s)dsdz

On va majorer || Al
A=A — Ay + A3 — Ay

Ou

Al — Ay = 2Z7T//k\/jz (t,8) 5z (A(t) — A — 2)"tg(s)dsdz

227r//k\/7 7,8) 53 (A(T) = A — 2)"'g(s)dsdz

Et

Ay — Ay = 2m//k\/_7tsat2 (A(t) — XA — 2)g(s)dsdz

2@7?//k\/—7 7,8) 53 (A(T) = A — 2)"'g(s)dsd>

Pour 7 < tona

B sinh \/—2zs (1 — 1) — sinh V—5(1 — + 0? -1
Mo = i [ [ R bR S0 o) ot
sinh y/—zssinh v/—2(1 — 1) ., 0? .
Toir // v/—zsinh/—z [9?@5(15) —2) — 5a(0(1) — 2)

sinh v/—z(1 — t) sinh /—zs 9? |
2@7T // /—zsinh/—2 % —(o(t) — 2)""g(s)dsdz

- II+]2+13.

g(s)dsdz

g(s)dsdz
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Pour 7 < ton a
Pour I;on a

QW///smh\/_scosh\/_(l— () &

V/—zsinhv/—z a2 —(o(t) — 2)"g(s)dCdzds

D’ou
e \zQ —s)
Iale < K / / / e dC[de]ds Ll
_Z‘
< K / / / © e dmdel ds gl
Y T—S
T t—s +00
2 —0
< K/// oc reamdods ol
0 7—s
T t—s
< K [ [ dmds gl
0 7—s
< K(t =99l e

Pour I, ona :

I, = L / ] Smh\/\_/_z—_(is;n;)ji—t\/__zs [%(Gﬁ(t) —2)7! - g(éb(ﬂ - z)_l] g(s)dsdz

e [ s (60— 97 = 0l 2 a(syasa
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D’ou
|Z ’T S) |t |77
€ T
HI2HE < K/ / " | d2| ds HgHLOO
0
| \_(T 52
=) g g
e 2 T
+K/ / ; 421 ds gl i
2] 2"
|z ‘*(T75)2
T +00 5 -
.oe 7
= K// ) %+ad0ds|t—7|"||g||Loo(E)
0 % (T=s) <(Ti5)2
T (1—s)2
0 Ko

Pour I5 on a

/ / sinh v/—2(1 — t) sinh /—25 &7

/—zsinhv/—z a2 5 (0(t) — 2) " g(s)dsdz

(-rs

/ /smhv z(1—1) smh\/_s 92
\/—zsinh /— otz

((t) — 2) " g(s)dsdz

_(-r s)
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D’ou
el (s 1
IEle < K / / e e sl
= |7(T $)2
A2 (-s)
K / / e ol
z'—w
< K dods oo
< / / — (fi s ol e
t (t— 3)2

+K//

2a
K[t = 7" |9l poo ) -

rd5 (|9l L)

IN

Pour I3 on a

/ / Smh\/__zzls;fl)jﬂ\/__zsgz (6(t) — =)~ g(s)dsdz

(T 5)2

/ / sinh v/—2z(1 — t) sinh /—2s 92
\/—zsinh /—z o2

(6(t) = 2) " g(s)dsdz

_(T 9)
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D’ou
el (s 1
IEle < K / / e e sl
= |7(T $)2
A2 (-s)
K / / e ol
z'—w

IN

t
2077
K dods o
/ / (t = 5)2 (%) "2 90
t (t— 5)2

+K//

2a
< Kt =779l oo -

rd5 (|9l L)

Alors la proposition (3.2.4) est démontrée.
Connaissant la régularité de g on peut étudier celle de u on rappele que la représentation de
u est donnée par

 2ir / / K y=(t, s)(o(t) — 2)"'g(s)dsdz.

D’autre part de ’équation g — P\g = f on tire :

L // s1n};\r{h_\/1_— 5) -g@(t) — Z)t_:lo- g(s)dsdz = f(0)

1 sinh/—zs [ O 1
L / sinh /=2 H6(0) = 208 atoyasaz = )

sinhy/—z |

On rappelera respectivement ces deux opérateurs Lo(g) et L1(g).On a alors la proposition
suivante

Proposition 3.4.2 On suppose les hypothéses (3.1.2),(3.1.3) et (3.1.4) et soit f dans ’espace
C° ([0,1]; E) tel que f(0) € Dagy et f(1) € Daqy.On suppose de plus que Lo(g) € D4 et
Li(g) € ﬁA(l) alors donnée par la représentation ci -dessus est l'unique solution stricte du
probléeme (4) ;de plus u € C?™n@.2em)(]0 1] E).



3.4 Reégularité de la solution 43

Preuve grace a I’éstimation de la proposition (3.2.3) on obtient 'unicité de la solution stricte
du probléme (3.1.5).D’aprés la proposition (3.2.2) on a u(t) € Daqy Vt € [0,1]
Si t € ]0, 1] alors u vérifie :

u’(t) + e(t)u(t) = f(t)

grace a la proposition (3.2.2) .

Il suffit donc de démontrer que :

i) ¢(.)u(.) est continue en 0 et en 1.
ii)p()u(.) € Cmin@2am (o 1[; E).

Pour 7) or on a

p0ult) =~ [ [ K000 -2 o) - g(s)) dsd:
L [0,
+g(t)

= L(t)+ L(t) + I;(t) + g(t)

Remarque

Toutes ces intégrales sont absoliiment covergentes grace a la proposition (3.2.2).

I, est continue en 0 et en 1(/1(0) = I1(1) = 0) de méme I, est continue en 1(I5(1) = 0) et
I3 est continue en 0(/3(0) =0) .

Il suffit de démontrer que I, est continue en 0 et I3 en 1.Pour démontrer que /5 est continue en
0 en utilisant le fait que g(0) € D4 car Lo(g) € Do) et pour la majoration des intégrales
en utilisant ’hypothese (3.1.3) et 'hypotheése g € CP(E).

Pour ii) on va démontrer que o(.)u(.) € C™n0G22m)(]0,1[; F).



3.4 Reégularité de la solution 44

Pour 7 >tona

p(t)u(t) —o(r)u(t) = %//k;ﬁ(t, o) ((t) — 2)~ g(s) — (b)) dsd=
+% / / k\/TZ(T7 S)(QO(T) - Z)il [g(s) - g(T)] dsdz

1 [ sinhv/=2(1—t) ¢(t)(B(t) — 2)

2 sinh v/—2 . g(t)dz
o " Sinhs lg—é(i_z— 7) ¢<T><¢(72 o
_% Sslif}llx/\/—_:jf ¢(t)(¢(tz) - 2)‘1g(t)dz

+% | SSIEEI\/\/;ZZT ¢(T)(¢(TZ) - Z)‘lg(ﬂ "

+(g(t) — g(7))
= —(A = D) — (D3 — Dg) — (D5 — D) + (9(t) — g(7)).

On va majorer chaque terme et en utilisant le fait que g € L=(E) et g € C%(E) et les lemmes
(2.1.2) et(2.1.4) du chapitre (2) de plus les hypotheses (3.1.2),(3.1.3) et(3.1.4).
On remarque que ¢(.)u(.) est holdérinne jusqu’en 0 et 1 si et seulement si les deux intégrales
suivantes le sont
% sinh /—2(1 ‘t) sinh /—2z(1 T)<g0<0) ) lg(0)de
i sinh /—2z

Y

et
1 sinh v/—zt — sinh /—2z7T
— 1) — 2)"tg(1)d
20 sinh\/—_z <90( ) Z) g( ) :

v

Or ces deux intégrales sont en () <|t — 7'|0> pour 0 < min(2«, 7, 9) si et seulement si

0

g(0) € DA(O)(Q o) et g(1) € DA(1)(§,OO)-

57
Ces deux conditions sont vérifiées dés que f(0) et Lo(g) sont dans D) (4, 00) et f(1), Lo(g)
dans D A(1)(§, o0) d’autre part on déduit la proposition suivante :

Proposition 3.4.3 On suppose vérifieés les hypothesed0.0.2)0.0.3] et [0.0.4);s0it f dans l’es-
pace C° ([0,1] ; E) telle que
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L1(g) € Dagy(4, 00) alors la solution stricte u vérifie :

u’(\) et A()u(.) € CP([0,1]; E) o3 € ]0, min(2c, 7, 6)[.



Chapitre 4

Exemple :cas d’un intervalle

On considére le probléme concret suivant :

(

o2 o?
8(8 <§ ) (a)_ (t,&?):f(t,l‘>
all ; Z( ) (4.0.1)
u(t,1) =0 ,
L a(t)u(t,0) — b(t)u,(t,0) =0
e a.be C20([0,1]) et
a(t) >0

min, b(t) > 0.

Soit £ = C'(]0,1] x [0, 1]) muni de la norme du maximum et f(¢,z) € C ([0, 1] x [0, 1]).
La forme d’équation différentielle abstraite
On écrit le probleme (4.0.1)) sous forme d’équation d’équation différentielle abstraite

Avec
{ aw = {u € Cj ([0,1]) /a(t)u(0) — b(t)u' (0) = 0 et u(1l) = 0}
A(tyu(t, z) = zult, )

On peut en déduire alors que
bA(t) = {u € E/u(l) = 0}

Et donc D) n'est pas dense dans E .Pour appliquer les résultat du chapitre (3) on doit
donc vérifier les hypothéses (3.1.2),(3.1.3) et (3.1.4).
Vérification de I’hypothése (3.1.2) :
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On résoud le probléme :
u' —zu=g
a(t)u(0) — b(t)u'(0) =0
u(l) =0

Pour Re v/—z > 0,la solution de I’équation homogene est

u(t) = creV® + cpe V.

Pour déteminer ¢; et ¢y on utilise la méthode de la variation de la constante :
Soit le systeme

{ i (z)eV*® + chy(z)e V?® = 0
VE (@)eV — \JEd(m)e v = g(a)

Alors on trouve

¢ (z) = 5g(x)eV

{ (@) = seg(a)e V=
/
1

en intégrant, on obtient

ai(w) = 522 Jo e VFg(s)ds + K
d(x) = 2?/15 fxl eV¥g(s)ds + Ko

ou K, K, deux constantes.
D’ou la solution est donée par

1 x
u(t) = NG /sinh Vz(x — 5)g(s)ds + KieV*® 4 Kye V7.
0

Pour déterminer K; et K, ,on remplace ’éxpression de la solution dans les conditions aux
limites

Enfin on obtient

Ou
sinh v/z(1 — ) a(t) sinh v/zs + b(t)+/z cosh \/zs G 0<s<
Ky, ) = Wz a(t) sinh y/z + b(t)/z cosh /= -
’ sinh v/z(1 — s) a(t) sinh \/zz 4 b(t)\/z cosh \/zx G <s<l
Nz a(t) sinh \/z 4 b(t)y/z cosh /2 -
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On peut vérifier que

fulle = At =) gll, = | [ Kitw,o)g(s)as
< sup [ KiGw,5)|ds gl
Trlsls.
Car on a
cosh Re /z(1 — x) coshRe \/zs a(t) + b(t) |/z| e <
K (z,5)| < Vel |a(t) sinh /z + b(t)\/zcosh /2|
B2/ =11 cosh Re /zx coshRe /z(1 — s) a(t) + b(t) | /=] <
N (@) sinh vz o)z o E]
d’ou

aft) + b(t) |V=|

/|Kt(;y,s)|ds < [sinhRe\/ZxcoshRe\/Z(l—S)} Re/z |v/z| [a(t) sinh /Z + b(t)+/z cosh /2]

sinh Re v/z(a(t) + b(t) [v/Z])
Re /z [v/z| |a(t) sinh \/z + b(t)\/z cosh /2|

D’autre part on a

|a(t) sinh v/z + b(t)y/z cosh v/z| > sinh Re /= [a(t) + Re v/2b(t)] .

Et donc

1

luellz = [I(A() = 2) 79|, < ||g||ESup/|Kt(x78)‘dS
0

< Z gl
SR

Vérification de I’hypothése (3.1.3) :
On a

(A1) =) ) (@) = [ Kile. 9)g(s)ds

On utilise les hypothéses de différentiabilité des fonctions a et b pour calculer la différentia-
bilité de la résolvante on obtient

a(t)V'(t) + a'(t)b(t) ' (v
a(t)sinh\/z+b(t)\/gcosh\/E[&nh\/;(l )g(s)d

—(A(t) — 2)7' = —sinh /z(1 — )
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D’ou
H 1 < |sinh /(1 — )| sinhRe\/E” ”
J B |Re\/z|2|a(t)+b(t)]_:{e\/§| Re+/z e
S
(Re/z)Rey/z

K
< ol

Pour tout « € [0, 1] ;De plus on vérifie de méme la condition de fermeture :

0 _
53 (A0 = ), 9] () € Daw = Dy

5 (40 - 9] =0,

En dérivant une deuxiéme fois la résolvante on obtient

1

0 (A(t) — 2) " g] (r) = |—sinh/2(1 — ) /sinh Vz(1 —5s)g(s)ds | H(t).

o2

iy~ OV N (D s E +b(0)Ecosh

(a(t) sinh \/z 4+ b(t)y/z cosh \/z)3

2(a’(t) sinh \/z 4+ V' (t)\/z cosh /2) (a(t)V' () — a'(t)b(t))
(a(t) sinh \/z + b(t)+/z cosh /2)3 '

On déduit que

K
191

H oL g

PR

IA

|
K
o 19l
pour tout « € [0,1] .L’hypothese est vérifiée.
Les mémes calculs et les mémes majorations pour vérifier I’hypotheésd0.0.4pu cette fois on
utilise la régularité holdérienne des dérivées secondes des fonctions a et b .
Pour avoir la régularité maximale de u” et de A(.)u(.) on doit vérifier que :

J

)
Lo(g) € DA(O)(§’ oo)etLyi(g) € DA(I)(Q’ 00)

ou

sinh /(1 — s) B -
bl im // sinhy/z Ot (A<t> — 2);;9(s)dsdz  j=0,1
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pour tout g € L®(E).
Sid €]0,1[ on a

Dao(3.00) = {ue €5 (0,1]) /u(1) = 0}
Sid€]|l,2[ on a

o

D 4(0) (5 ;

0o) = {u € C**71([0,1]) /u(1) = 0 et a(0)u(0) — b(0)u(0) = 0}

Supposons que § € |0,1[, on doit vérifier que la fonction V, définie par :

sinh /(1 — s) a(0)b'(0) — a’(0)b(0)
im / / sinh y/z sinh v/2(1 = 2) a(0) sinh v/z + b(0)+/z cosh /=

./smh Vz(1 —7)g(7, s)drdsdz

0

est dans Pespace C? ([0, 1]) N D 4(g).
On a

%(1) =0e€ EA(O)‘
D’autre part :

% sinh y/2(1 — x) — sinh /z(1 — y)| (sinh Re /z)?

|‘/;](33') - ‘/9<y)| |Si1’lh \/E‘ (sinh Re \/2)2 |Z’ (Re \/E) |dZ| Hg“C’([O,l]X[O,l])

IN

5
< Klz =yl [l9lleqoxo Vo €10,1[.
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