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Introduction

L�objet de ce mémoire est l�étude de l�équation di¤érentielle opérationnelle du second ordre
avec conditions aux limites ,de la forme8<:

u00(t) + A(t)u(t)� �u(t) = f(t) t 2 [0; 1]
u(0) = d0
u(1) = d1

(0.0.1)

f appartenant à C ([0; 1] ;E) où E un espace de Banach complexe ; d0; d1;sont donnés dans
E.fA(t)gt2[0;1] est une famille d�opérateurs linéaires fermés de domainesD(A(t)) non nécessai-
rement denses dans E ,véri�ant l�hypothèse de di¤érentiabilité des résolvantes de Da.Prato
- Grisvard [3]:

(A(t)� z)�1existe pour z � �et
(A(t)� z)�1


L(E)

� K

jZj : (0.0.2)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

La fonction t 7! (A(t)� �)�1 2 C2([0; 1] ;L(E)) 8� > 0 et

9� 2
�
0;
1

2

�
et N > 0 tels que : @@t(A(t)� z)�1

L(E)

� N

��+
1
2

8� > 0 @2@t2 (A(t)� z)�1

L(E)

� N

��
8� > 0

(0.0.3)

8>>>>><>>>>>:

9� 2 ]0; 1[ tel que : @@t(A(t)� z)�1 � @

@s
(A(s)� z)�1


L(E)

� N jt� sj�

��+
1
2

8� > 0 @2@t2 (A(t)� z)�1 � @2

@s2
(A(s)� z)�1


L(E)

� N jt� sj�

��
8� > 0:

(0.0.4)

Dans ce travail, on s�intéresse à l�éxistence, l�unicité et la régularité maximale des solutions
strictes dans l�espace (C [0; 1] ;E) lorsque le second membre f est assez régulier i.e f 2
C� ([0; 1] ;E) avec

� 2 ]0; 1[ :
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La méthode suivie ici est basée sur une construction explicite de la solution sous forme d�une
intégrale de Dunford, pour la régularité on utilisera certains espaces d�interpolation.
Dans le chapitre 1, on rappelle quelques notions et dé�nitions sur les opérateurs, et les espaces
d�interpolation.
Au chapitre 2, on considère le cas particulier où A constant (ne dépend pas de t ), on utilise
dans ce chapitre l�unique hypothèse (0:0:2):
Au chapitre 3, on reprend l�étude de l�équation (0:0:1) avec conditions aux limites non ho-
mogènes et sous l�hypothèse de la di¤érentiabilité sur la résolvante de Da.Prato -Grisvard
[3]. Ce travail est une partie de la thèse de Rabah Labbas [6] en suppriment les contraintes
f(0) = f(1) = 0(comme dans Da.Prato -Grisvard [3] ) et on ajoutant des conditions
nécessaires sur les donneés et le second membre f: Le résultat est donné par le théorème
suivant :

Théorème 0.0.1 On suppose véri�eés les hypothèses (0:0:2); (0:0:3) et (0:0:4);soit f dans

l�espaceC� ([0; 1] ;E) telle l�espace C� ([0; 1] ;E) telle que f(0) 2 DA(0)(
�

2
;1) et f(1) 2

DA(1)(
�

2
;1) ;on suppose de plus que L0(g) 2 DA(0)(

�

2
;1) et L1(g) 2 DA(1)(

�

2
;1) alors la

solution u véri�e :

u00(:) et A(:)u(:) 2 C� ([0; 1] ;E) où � 2 ]0;min(2�; �; �)[ :
avec

L0(g) = g(0)� 1

i�

Z


1Z
0

sinh
p
�z(1� s)

sinh
p
�z

�
@

@t
(�(t)� z)�1t=0

�
g(s)dsdz

L1(g) = g(1)� 1

i�

Z


1Z
0

sinh
p
�z(1� s)

sinh
p
�z

�
@

@t
(�(t)� z)�1t=1

�
g(s)dsdz:

En�n au chapitre 4, on étudie un exemple concret d�Equation Dériveés Partielle de type
elliptique, on l�écrit alors sous forme d�une Equation Di¤érentielle Abstraite pour utiliser les
résultats des chapitres précédents.



Chapitre 1

Notations Et Rappels

Soit E un espace de Banach complexe.
On considère les espaces suivants

C ([0; 1] ;E) = ff : [0; 1] �! E; f continueg = C(E):

C� ([0; 1] ;E) = ff 2 C(E); f holdérienne d�exposant �g

munis des normes usuelles suivantes

kfkC�(E) = max kf(t)k+max
t;s

kf(t)� f(s)k
jt� sj�

:

kfkC(E) = max
t
kf(t)kE :

Dé�nition 1.0.1 A est un opérateur linéaire sur E ssi c�est une application linéaire dé�nie
sur un sous espace vectoriel D(A) de E à valeurs dans E (A : D(A) � E �! E):

Dé�nition 1.0.2 On dit que l�opérateur A est fermé si et seulement si pour tout suite (xn) �
D(A) telle que xnconverge vers x et Axn converge vers y, alors x 2 D(A) et Ax = y:

Dé�nition 1.0.3 A étant un opérateur linéaire fermé sur E dé�nie �(A) ensemble résolvant
de A par

�(A) =
�
� 2 C=(�I � z)�1 2 L(E)

	
;

et le spectre de A par
�(A) = C=�(A):

Dé�nition 1.0.4 on appelle espace d�interpolation au sens de Lions-Peetre l�espace

DA (�;+1) = (DA;E)1��;+1 =

�
x 2 E; sup

t>0

t�A(A� t)�1x

E
� K

�
avec � 2 ]0; 1[ :
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1.0.1 Solution stricte

Le cas constant

(P:L:1)

8<:
u00(x) + Au(x) = f(x)
u(0) = x
u(1) = y

u est dit solution stricte de le problème (P:L:1) si
i) u 2 C2 ([0; 1] ;E) \ C ([0; 1] ;DA)
ii) u véri�e (P:L:1).
Le cas variable

(P:L:2)

8<:
u00(x) + A(x)u(x) = f(x)
u(0) = x
u(1) = y

u est dit solution stricte de le problème (P:L:2) si
i) u 2 C2 (E) \ C

�
DA(:)

�
ii) u véri�e (P:L:2).

1.0.2 Intégrale de Dunford

Soit T un opérateur linéaire fermé et �(T ) son spectre .Notons F (T ) l�espace des fonctions
à variable complexe qui sont analytique dans un ensemble fermé contenant �(T ) .La formule
de Cauchy pour les fonctions analytiques est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivant

f(T ) =
1

2i�

Z


f(�)(�� T )�1d�

où f 2 F (T ) et  une courbe simple inclue dans �(T ):

1.0.3 Inégalité de Hölder

Soit �
f 2 Lp
g 2 Lp

avec �
1 � p � 1
1 � q � 1

alors
fg 2 L1

et Z
jfgj � kfkLp kgkLq
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1.0.4 Les relations

sinh
p
�z(a+ b) = sinh

p
�za cosh

p
�zb+ cosh

p
�za sinh

p
�zb

cosh
p
�z(a+ b) = cosh

p
�za cosh

p
�zb+ sinh

p
�za sinh

p
�zb:



Chapitre 2

Cas A constant

2.1 Position du problème et hypothèses

soit A un opérateur linéaire fermé de domaine DA, on considère alors le problème abstrait
suivant 8<: u

00
(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; 1]

u(0) = x
u(1) = y:

(2.1.1)

Où x, y 2 E; f 2 C([0; 1] ; E) tq A véri�e l�hypothèse8<: 9c0 2 R , M � 0, tels que :�(A) � [�c20;+1[
k (�� A)�1 kL(E)�

M

1+ j � j ; 8� 2 [�c
2
0;+1[

(2.1.2)

Lemme 2.1.1 �(A) � f� 2 C= j arg � j� �0g où �0 2
i
0;
�

2

h
Preuve Si x > 0; Alors x 2 �(A) tq �(A) � [0;+1[
Donc

9(A� xI)�1

On a
(A� (x+ iy)I)�1 = (A� xI)

�
I � iy(A� xI)�1

�
est inversible si et seulement si

k y(A� xI)�1 k< 1
On a

k y(A� xI)�1 k� j y j
x

< 1�
x =j � j cos �0
y =j � j sin �0

=) tan �0 < 1 =) 0 < �0 <
�

2

Avec �0 = arg �:



2.2 Construction de la solution 9

1. Remarque

2. Si x = y = 0:Alors le preblème (2:1:1)est un cas particulier de la théorie des sommes
d�opérateurs dévelopées dans Da-Prato-Grisvard[3].

3. L�hypothèse 2.1.2 n�implique pas que A est un générateur in�nitésimal de semi groupe
analytique mais que (�A)�1=2 l�est.(Voir Balakrishnan[1]).

Dans ce chapitre on va étudier l�existence ,l�unicité et la régularité maximale de la solution
stricte de (2:1:1).

2.2 Construction de la solution

on considère le problème : 8<:
v00(t) + zv(t) = f(t)
v(0) = x
v(1) = y

(2.2.1)

Où x; y 2 E; f 2 C(E) et z 2 C� R+:
On résoud l�équation homogène

v00(t) + zv(t) = 0

La détermination analytique de la racine carreé de �z est choisie de telle sorte que

Re
p
�z > 0

Il connu que la solution de l�équation homogène est de la forme

v(t) = c1e
p
�zt + c2e

�
p
�zt:

On cherche la solution de l�équation non homogène on utilise la méthode de la variation des
constantes i.e :

v(t) = c1(t)e
p
�zt + c2(t)e

�
p
�zt

telles que C1 et C2 sont deux fonctions à déterminer véri�ant le système suivant�
c01(t)e

p
�zt + c02(t)e

�
p
�zt = 0p

�zc01(t)e
p
�zt �

p
�zc02(t)e�

p
�zt = f(t):

Les déterminants de ce système est

D =

���� e
p
�zt e�

p
�zt

p
�ze

p
�zt �

p
�ze�

p
�zt

���� = �2p�z;
D1 =

���� 0 e�
p
�zt

f(t) �
p
�ze�

p
�zt

���� = �f(t)e�p�zt
et

D2 =

���� e
p
�zt 0p

�ze
p
�zt f(t)

���� = f(t)e
p
�zt:
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Donc la solution est donnée par(
c01(t) =

D1
D
= 1

2
p
�zf(t)e

�
p
�zt

c02(t) =
D2
D
= �1

2
p
�ze

p
�ztf(t)

en intégrant, on obtient (
c1(t) =

1
2
p
�z

R t
0
e�

p
�zsf(s)ds+K1

c2(t) =
�1
2
p
�z

R t
0
e
p
�zsf(s)ds+K2:

Par conséquent

vz(t) =
1

2
p
�z

Z t

0

e�
p
�zse

p
�ztf(s)ds+K1e

p
�zt

� 1

2
p
�z

Z t

0

e
p
�zse�

p
�ztf(s)ds+K2e

�
p
�zt

=
1

2
p
�z

Z t

0

e
p
�z(t�s)f(s)ds+K1e

p
�zt

� 1

2
p
�z

Z t

0

e�
p
�z(t�s)f(s)ds+K2e

�
p
�zt:

Donc les conditions aux limites nous donnent�
v(0) = x
v(1) = y

=)

8<:
K1 +K2 = xZ 1

0

sinh
p
�z(1� s)p
�z

f(s)ds+K1e
p
�z +K2e

�
p
�z = y

On remplaceK1 =

x�K2 dans la deuxième équation on obtient :Z 1

0

sinh(1� s)p
�z

f(s)ds+ xe
p
�z +K2(e

�
p
�z � e

p
�z) = y

=) �2K2 sinh
p
�z = y � xe

p
�z � 1p

�z

Z 1

0

sinh
p
�z(1� s)f(s)ds

=) K2 =
�y

2 sinh
p
�z

+
xe

p
�z

2 sinh
p
�z

+
1

2
p
�z sinh

p
�z

Z 1

0

sinh
p
�z(1� s)f(s)ds

D�où

K1 = x�K2 = x+
y

2 sinh
p
�z

� xe
p
�z

2
p
�z sinh

p
�z

� 1

2
p
�z sinh

p
�z

Z 1

0

sinh
p
�z(1� s)f(s)ds:

En reportant ces deux expressions dans vz(t) on obtient
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vz(t) =
1

2
p
�z

Z t

0

e
p
�z(1�s)f(s)ds+

"
x+

y

2 sinh
p
�z

� xe
p
�z

2 sinh
p
�z

#
e
p
�zt

�
�

1

2
p
�z sinh

p
�z

Z 1

0

sinh(1� s)f(s)ds

�
e
p
�zt

� 1

2
p
�z

Z 1

0

e�
p
�z(t�s)f(s)ds+

"
�y

2 sinh
p
�z

+
xe

p
�z

2 sinh
p
�z

+
1

2
p
�z sinh

p
�z

Z 1

0

sinh
p
�z(1� s)f(s)ds

�
e�

p
�zt

=

h�
2 sinh

p
�z � e

p
�z
�
e
p
�zt + e

p
�ze�

p
�z
i

2 sinh
p
�z

x+
e
p
�zt � e�

p
�zt

2 sinh
p
�z

y

+
1p
�z

Z t

0

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztf(s)ds

=) v(t) =
sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

x+
sinh

p
�zt

sinh
p
�z

y +
1p
�z

Z t

0

sinh
p
�z(t� s)f(s)ds

� 1p
�z sinh

p
�z

Z t

0

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztf(s)ds

� 1p
�z sinh

p
�z

Z 1

t

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztf(s)ds

= � 1p
�z sinh

p
�z

Z t

0

�
sinh

p
�z(t� s) sinh

p
�z � sinh

p
�z(1� s) sinh

p
�zt

�
f(s)ds

sinh
p
�z(1� t)x+

sinh
p
�zt

sinh
p
�z

y

Ona

sinh
p
�z(t� s) sinh

p
�z � sinh

p
�z(1� s) sinh

p
�zt

= � sinh
p
�z
�
sinh

p
�zt cosh

p
�zs� cosh

p
�zt sinh

p
�zs

�
+sinh

p
�zt

�
sinh

p
�z cosh

p
�zs� sinh

p
�zt cosh

p
�z
�

= sinh
p
�zs

�
sinh

p
�z cosh

p
�zt� cosh

p
�z sinh

p
�zt

�
= sinh

p
�zs sinh

p
�z(1� t):

Alors

vz(t) = � 1p
�z sinh

p
�z

Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsf(s)ds

� 1p
�z sinh

p
�z

Z 1

t

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)f(s)ds

+
sinh

p
�zt

sinh
p
�z

x+
sinh

p
�zt

sinh
p
�z

y:
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=) vz(t) =
sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

x+
sinh

p
�zt

sinh
p
�z

y �
Z 1

0

kp�z (t; s) f(s)ds

Où

kp�z (t; s) =

8>><>>:
sinh

p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

si 0 � s � t

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

si t � s � 1

Soit  une courbe simple joignant de 1ei� à 1e�i�(� 2 ]0; �0[) telle que  � �(A)� R+:
On a z 2 C� R+ alors �z 2 C� R�:

La solution de (2:1:1) est donnée par

u(t) =
1

2i�

Z


vz(t)(z � A)�1dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

(z � A)�1xdz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

(z � A)�1ydz

� 1

2i�

Z


Z 1

0

kp�z(t; s)(z � A)�1f(s)dsdz:

Les intégrales sont convergentes d�aprés les lemmes techniques suivants :

Lemme 2.2.1 soit t 2 [0; 1]����sinhp�z(1� t)

sinh
p
�z

���� � K exp(� jzj
1
2 cos

�

2
t)
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Preuve On a ��sinhp�z(1� t)
�� �

���ep�z(1�t) � e�
p
�z(1�t)

���
�

���e�p�z(1�t)��� ���e2p�z(1�t) � 1���
� e�Re

p
�z(1�t)e2Re

p
�z(1�t)

� K e�Re
p
�zt

� ke�jzj
1
2 cos

�
2 t

ceci car :

Re
p
�zt = jzj

1
2 cos

�

2
t

Pour minimiser
��sinhp�z�� on applique le lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Soit b 2 [0; 1] et �0 2
�
0; �

2

�
alors il existe une constante

K�0 = min(1� e�"0 cos �0 ; 1� e�
�
2
tan �0) > 0

telle que ��1� be�z
�� � K�0

pour tout
z 2 S�0;"0 = fz 2 C� : jarg zj � �0g [B(0; "0):

Preuve L�idée de la preuve est inspiré du travail [2].Soit z 2 @S�0;"0(où @ S�0;"0 est la frontière
de S�0;"0).
Pour jzj = "0, on a ��1� be�z

�� �
��1� e�Re z

��
� 1� be�"0 cos �0

� 1� be�"0 cos(arg z);

car arg z 2 ]��0; �0[ et b 2 [0; 1] :
Pour jzj � "0 et arg z = �0, on a��1� be�z

��2 = 1 + b2e�2Re z � 2be�Re z cos(Im z):

Si Re z � �

2
tan �0, on trouve

jIm zj = Re z tan �0 �
�

2
;

alors
0 � cos(Im z) � 1;

et ��1� be�z
��2 � 1 + b2e�2Re z � 2be�Re z = (1� be�Re z)2;
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et comme 0 � b � 1, on obtient��1� be�z
�� � 1� be�Re z � 1� e�

�
2
tan �0 :

Si Re z � �

2
tan �0; il vient��1� be�z

��2 = 1 + b2e�2Re z � 2be�Re z cos(Im z) � 1;

ainsi ��1� be�z
�� � 1 � 1� e�

�
2
tan �0 :

On déduit donc ��1� be�z
�� � min(1� be�"0 cos �0 ; 1� be�

�
2
tan �0);

pour tout z 2 @S�0;"0 :
De même manière, on montre que��1 + be�z�� � min(1� be�"0 cos �0 ; 1� be�

�
2
tan �0):

D�après le lemme précédent on a

��sinhp�z�� =
���ep�z � e�

p
�z
���

=
���ep�z��� ���1� e�2

p
�z
���

� K(�)eRe
p
�z

avec
K(�) = min(1� e�"0 cos

�
2 ; 1� e�

�
2
tan �

2 ) > 0

Alors ����sinhp�z(1� t)

sinh
p
�z

���� � K(�)
e�Re

p
�zt

eRe
p
�z � K(�)e�jzj

1
2 cos �

2
t:

Lemme 2.2.3 Z 1

0

kp�z(t; s)(z � A)�1f(s)ds


E

� K
kfkC(E)
jzj2

:
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Preuve On aZ 1

0

��kp�z(t; s)�� ds =

Z t

0

��kp�z(t; s)�� ds+ Z 1

t

��kp�z(t; s)�� ds
=

Z t

0

����sinhp�z(1� t) sinh
p
�zsp

�z sinh
p
�z

���� ds+ Z 1

t

����sinhp�zt sinhp�z(1� s)p
�z sinh

p
�z

���� ds
=

����sinhp�z(1� t)p
�z sinh

p
�z

���� Z t

0

��sinhp�zs�� ds
+

���� sinh
p
�ztp

�z sinh
p
�z

���� Z 1

t

��sinhp�z(1� s)
�� ds

� coshRe
p
�z(1� t)

jzj
1
2

��sinhp�z��
Z t

0

coshRe
p
�zsds

+
coshRe

p
�zt

jzj
1
2

��sinhp�z��
Z 1

t

coshRe
p
�z(1� s)ds

� coshRe
p
�z(1� t) sinhRe

p
�zt

jzj
��sinhp�z�� +

sinhRe
p
�z(1� t) coshRe

p
�zt

jzj
��sinhp�z��

� sinhRe
p
�z

jzj
��sinhp�z��

� K

jzj :

D�où Z 1

0

kp�z(t; s)(z � A)�1f(s)ds


E

� K

jzj2
kfkC(E) :

2.3 Résultat principal

Théorème 2.3.1 Sous l�hypothèse (2:1:2) et f 2 C2� ([0; 1] ; E) avec 0 < 2� < 1 et x; y 2
DA, alors si f(0)�Ax et f(1)�Ay 2 DA le problème (2:1:1) admet une solution u véri�ant :

i)u(t) 2 D(A)

ii)Au(:) 2 C ([0; 1] ; E) ssi f(0)� Ax; f(1)� Ay et f(1) 2 DA

ii)Au(:) 2 C ([0; 1] ; E) ssi f(0)� Ax; f(1)� Ay et f(1) 2 DA

iii)Au(:) 2 C2� ([0; 1] ; E) ssi f(0)� Ax; f(1)� Ay et f(1) 2 DA (�;+1)
vi)Au(:)� f(:) = u00(:) 2 B (DA (�;+1)) ssi f(0)� Ax; f(1)� Ay et f(1) 2 DA (�;+1) :



Chapitre 3

Le cas variable A(x)

3.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème8<:
v00(t) + A(t)v(t)� �v(t) = h(t) 8� > 0
v(0) = x
v(1) = 0

(3.1.1)

avec les hypothèses de Da Prato-Grisvard [2] :

(A(t)� z)�1 existe pour z � � et
(A(t)� z)�1


L(E)

� K

jzj : (3.1.2)

8>>>><>>>>:
la fonction t �! (A(t)� �)�1 2 C2 ([0; 1] ;L(E)) 8� > 0 et
9�
�
0; 1

2

�
et N > 0 tels que : @

@t
(A(t)� �)�1


L(E)

� N

�
1
2+�

8� > 0 @2@t2 (A(t)� �)�1

L(E)

� N
��

8� > 0

(3.1.3)

8>><>>:
9� 2

�
0; 1

2

�
tel que : @

@t
(A(t)� �)�1 � @

@s
(A(s)� �)�1


L(E)

� N jt�sj�

�
1
2+�

8� > 0 @2@t2 (A(t)� �)�1 � @2

@s2
(A(s)� �)�1


L(E)

� N jt�sj�
��

8� > 0
(3.1.4)

1. Ces hypothèses restent encore valables dans un secteur du plan complexe
P
�

� �(A(t)�

�) où P
�

= fz 2 C= jarg zj � �g :

2. On utilisera l�hpothèse (3:1:4) uniquement pour la régularité optimale de la solution
.On se propose alors de résoudre le problème (3:1:1) en supprimant les contraintes
h(0) = h(1) = 0 (comme dans Da Prato-Grisvard[3]).
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On s�intéressera aux solutions strictes ce qui suppose que x 2 DA(0).On réduit alors le pro-
blème (3:1:1) à un problème homogène en posant :
u(t) = v(t)� '(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x où ' 2 D(R+) avec '(0) = 1 et '(1) = 0
alors u véri�e : 8<:

u00(t) + A(t)u(t)� �u(t) = f(t)
u(0) = 0
u(1) = 0

(3.1.5)

Où

f(t) = h(t)� '(t)(A(0)� �I)� '(t)
@2

@t2
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x� 2'0(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�'00(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x:

Preuve Ona : �
u(0) = x� (A(0)� �I)�1(A(0)� �I)x = 0
u(1) = 0

En dérivant u(t) deux fois on obtient

u0(t) = v0(t)� '0(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x� '(t)
@

@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

et

u00(t) = v00(t)� '00(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�2'0(t) @
@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�'(t)@
2

@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

Alors

u00(t) + A(t)u(t)� �u(t) = v00(t)� '00(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�2'0(t) @
@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�'(t)@
2

@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x+ A(t)v(t)

�A(t)'(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

��'(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

= v00(t) + (A(t)� �I)v(t)� '(t)(A(0)� �I)x

�'(t)@
2

@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�2'0(t) @
@t
(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

�'00(t)(A(t)� �I)�1(A(0)� �I)x

= f(t)
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3.2 Construction de la solution

En s�inspirant de Da.Prato-Grisvard [3] on cherche solution de (3:1:5) sous forme d�intégrale
de Dunford

u(t) =
�1
2i�

Z


Z 1

0

kp�z(t; s)(�(t)� z)�1g(s)dsdz

où �(t) = (A(t)� �);  étant une courbe simple dé�nie comme dans le chapitre (2) et g est
une fonction à chercher en fonction de la donnée f dans un espace à préciser .
Remarque Si A(t) = A (cas constant) alors g = f:

Proposition 3.2.1 On suppose que g 2 C�([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1 alors :

i) u(t) 2 DA(t), 8t 2 [0; 1] :
ii) g véri�e l�équation g(t)� p�g(t) = f(t) pour t 2 [0; 1] où :

p�g(t) =
1

2i�

Z


Z 1

0

kp�z(t; s)
@2

@t2
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

� 2

2i�

Z


Z t

0

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�zs

sinh
p
�z

@

@t
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

+
2

2i�

Z


Z 1

t

cosh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

@

@t
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

Preuve. i)Si t = 0 ou t = 1 ,u(0) = u(1) = 0 grâce à la représentation de u et donc u(0)
2 DA(0) et u(1) 2 DA(1): � i) Si t = 0 ou t = 1; u(0) = u(1) = 0 grâce à la représentation
de u et donc u(0) 2 DA(0) et u(1) 2 DA(1):
soit 0 < t < 1 ;on peut écrire que

u(t) = � 1

2i�

Z


Z 1

0

kp�z(t; s)(A(t)� �� z)�1 [g(s)� g(t)] dsdz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

(A(t)� �� z)�1

z
g(t)dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

(A(t)� �� z)�1

z
g(t)dz

+(A(t)� �)�1g(t):

En appliquant (A(t)��) et utilisant le fait que g 2 C� ([0; 1] ;E), on montre que les intégrales
sont absolûment convergentes .Pour la première intégrale on a :

4 =

Z 1

0

kp�z(t; s)�(t)(z � �(t))�1 [g(s)� g(t)] ds


� K sup

t

Z 1

0

��kp�z(t; s)(t� s)2�
�� ds

� K
coshRe

p
�z(1� t)��p�z sinhp�z��

Z t

0

(t� s)2� coshRe
p
�zsds

+K
coshRe

p
�zt��p�z sinhp�z��

Z 1

t

(s� t)2� coshRe
p
�z(1� s)ds
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Grâce à l�inégalité de Hölder ona :

coshRe
p
�zs = (coshRe

p
�zs)1�2�(coshRe

p
�zs)2�

=) (t� s)2� coshRe
p
�zs = (Re cosh

p
�zs)1�2�((t� s) coshRe

p
�zs)2�:

D�où Z t

0

(t� s)2� coshRe
p
�zsds

� (

Z t

0

coshRe
p
�zsds)1�2�(

Z t

0

coshRe
p
�z(t� s)ds)2�

avec
1

p
= 1� 2� et 1

q
= 2�Z t

0

coshRe
p
�zsds = sinhRe

p
�zt

Re
p
�zZ t

0

coshRe
p
�z(t� s)ds =

coshRe
p
�zt� 1

(Re
p
�z)2

Alors Z t

0

(t� s)2� coshRe
p
�zsds � (sinhRe

p
�zt

Re
p
�z

)1�2�(
coshRe

p
�zt� 1

(Re
p
�z)2

)2�

Doù

coshRe
p
�z(1� t)��p�z sinhp�z��

Z t

0

(t� s)2� coshRe
p
�zsds

� coshRe
p
�z(1� t)��p�z sinhp�z�� (sinhRe

p
�zt

Re
p
�z

)1�2�(
coshRe

p
�zt� 1

(Re
p
�z)2

)2�

Dautre part on a

(s� t)2� coshRe
p
�z(1� s) = (coshRe

p
�z(1� s))1�2�((s� t) coshRe

p
�z(1� s))2�

et Z 1

t

(t� s)2� coshRe
p
�zsds

� (

Z 1

t

coshRe
p
�z(1� s)ds)1�2�(

Z 1

t

(s� t) coshRe
p
�z(1� s)ds)2�

:

Z 1

t

coshRe
p
�z(1� s)ds =

sinhRe
p
�z(1� t)

Re
p
�z

:

Z 1

t

(s� t) coshRe
p
�z(1� s)ds =

coshRe
p
�z(1� t)� 1

(Re
p
�z)2
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AlorsZ 1

t

(t� s)2� coshRe
p
�z(1� s)ds � (sinhRe

p
�z(1� t)

Re
p
�z

)1�2�(
coshRe

p
�z(1� t)� 1

(Re
p
�z)2

)2�

Donc

4 � K
coshRe

p
�z(1� t)��p�z sinhp�z�� (sinhRe

p
�zt

Re
p
�z

)1�2�(
coshRe

p
�zt� 1

(Re
p
�z)2

)2�

+K
coshRe

p
�zt��p�z sinhp�z��(sinhRe

p
�z(1� t)

Re
p
�z

)1�2�(
coshRe

p
�z(1� t)� 1

(Re
p
�z)2

)2�

� K
coshRe

p
�z(1� t)��p�z sinhp�z�� (sinhRe

p
�zt

Re
p
�z

)1�2�(
coshRe

p
�zt� 1

(Re
p
�z)2

)2�

+K
coshRe

p
�zt��p�z sinhp�z�� sinhRe

p
�z(1� t)

(Re
p
�z)1+2�

(
coshRe

p
�z(1� t)

sinhRe
p
�z(1� t)

)2�

� K
sinhRe

p
�z��p�z sinhp�z�� (Rep�z)1+2�

� K

jzj1+�
:

Pour la deuxième et la troixième intégrale ona :

1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz

=
1

2i�

Z
+

sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz

1

2i�

Z
�

sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz:

Où + =
�
z 2 ; jzj � 1

t2

�
et � =

�
z 2 ; jzj � 1

t2

�
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En désignant par I+et I� les deux dernières intégrales ona

kI+kE � K

Z
+

e�Re
p
�zt

jzj jdzj kgkC�(E)

d�aprés le lemme (2:1:3) ona

kI+kE � K

Z +1

1

e�� cos
�
2

t2 �
2

t2

2�d� kgkC�(E)

� K kgkC�(E) :

On a posé : � = j�zj
1
2 t:

Pour I� on écrit que

I� =
1

2i�

Z
�

sinh
p
�z(1� t)� sinh

p
�z

sinh
p
�z

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z
�

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz

=
1

2i�

Z
�

sinh
p
�z(1� t)� sinh

p
�z

sinh
p
�z

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z
t

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz

� 1

2i�

Z
ct

�(t)(z � �(t))�1

z
g(t)dz:

Où t = � [ ct et ct =
�
z; jarg zj � � et jzj = 1

t2

	
:

L�intégrale sur t est nulle.Pour les deux autres intégrales on pose :

I� = I 0� + I 00�:

Ona

I 0�E � K

Z 1
t2

"

jzj
1
2 t

jzj jdzj kgkC�(E)
� K kgkC�(E) :

Et I 00�E � K

Z +�

��

( 1t2 ei� � �(t))�1
 : 1t2d� kgkC�(E)

� K kgkC�(E) :

D�où la convegence de l�intégrale.
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Pour le point ii) on a

u(t) = � 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z 1

t

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

Donc

u0(t) = � 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z t

0

p
�z sinh

p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z t

0

p
�z sinh

p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z 1

t

p
�z sinh

p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
sinh

p
�z(1� t) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(t)dz

= � 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z t

0

�
p
�z sinh

p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z 1

t

p
�z sinh

p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

Les deux premières (jumeleés) sont convergentes grâce à l�hypothèse (3:1:3) et les deux
deuxièmes ( jumeleés )le sont aussi. Pour dériver u0(t) on considère u0"(t) dé�nie par :

u0"(t) = � 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

8<:
t+"Z
O

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

9=; dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z t�"

0

�
p
�z sinh

p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)

�
ds

� 1

2i�

Z


(�(t)� z)�1
�Z 1

t+"

�
p
�z sinh

p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz
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et u0"(t) �! u0(t) pour " �! 0; on a alors

u00"(t) = � 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

� 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

Z 1

t+"

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

g(s)dsdz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

@

@t

�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

@

@t

�Z 1

t+"

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

�
p
�z sinh

p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

p
�z sinh

p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

@

@t

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

@

@t

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz
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= � 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

p
�z sinh

p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�
sinh

p
�z(t� ") sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(t� ")

�
dz

+
1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�p
�z
Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@

@t
(�(t)� z)�1

�
sinh

p
�zt sinh

p
�z(1� t� ")p

�z sinh
p
�z

g(t+ ")

�
dz

+
1

2i�

Z


p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

= � 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
2

2i�

Z


p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

@

@t

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz
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Alors

u00"(t) = � 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
� 1

2i�

Z


@2

@t2
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
2

2i�

Z


p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 2

2i�

Z


p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

+
1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

@

@t

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

@

@t

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

= I"1 + I"2 + I"3 :

Grâce à l�hypothése (3:1:4) les deux premières intégrales sont convergentes et tendent vers :

� 1

2i�

Z


Z 1

0

kp�z(t; s)
@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz

+
2

2i�

Z


Z t

0

p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)dsdz

� 2

2i�

Z


Z 1

t

p
�z @

@t
(�(t)� z)�1

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)dsdz

= �p�g(t):
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Pour la troisième intégrale on developpe

I"3 =
1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

@

@t

�Z t�"

0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

@

@t

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

=
1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

�
sinh

p
�z(t� ") cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

g(t� ")

�
dz

+
1

2i�

Z


p
�z(�(t)� z)�1

�
sinh

p
�z(1� t� ") cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(t+ ")

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z
p
�z(�(t)� z)�1

�Z t�"

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z


p
�z
p
�z(�(t)� z)�1

�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

g(s)ds

�
dz

=
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z(t� ") cosh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

�
g(t� ")

�(t)(�(t)� z)�1

z
dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z(1� t� ") cosh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

�
g(t+ ")

�(t)(�(t)� z)�1

z
dz

+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1
�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

[g(s)� g(t)] ds

�
dz

+� 1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1
�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

[g(s)� g(t)] ds

�
dz
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+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1
�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

[g(s)� g(t)] ds

�
dz

+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1
�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

[g(s)� g(t)] ds

�
dz

+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z

�
sinh

p
�z(1� t) cosh

p
�z(t� ")

sinh
p
�z

g(t)� sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

g(t)

�
dz

� 1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z

�
sinh

p
�zt

sinh
p
�z

g(t)� sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� t� ")

sinh
p
�z

g(t)

�
dz

=
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z(t� ") cosh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�
g(t� ")

�(t)(�(t)� z)�1

z
dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z(1� t� ") cosh

p
�zt

sinh
p
�z

�
g(t+ ")

�(t)(�(t)� z)�1

z
dz

+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1
�Z t�"

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)p

�z sinh
p
�z

[g(s)� g(t)] ds

�
dz

+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1
�Z 1

t+"

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

[g(s)� g(t)] ds

�
dz

� 1

2i�

Z


�
cosh

p
�z(t� ") sinh

p
�z(1� t) + cosh

p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z

�
g(t)dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz +

1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz +

1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz
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Et donc :

u00"(t) + �(t)u(t) = �p�g(t) + g(t)

+
1

2i�

Z


cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t� ")dz

+
1

2i�

Z


cosh
p
�zt sinh

p
�z(1� t� ")

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t+ ")dz

� 1

2i�

Z


�
cosh

p
�z(t� ") sinh

p
�z(1� t) + cosh

p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

sinh
p
�z

�
:

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)�(t)(�(t)� z)�1 [g(s)� g(t)] dsdz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

= g(t)� p�g(t) + A" �B":

Avec :

A" =
1

2i�

Z


cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t� ")dz

+
1

2i�

Z


cosh
p
�zt sinh

p
�z(1� t� ")

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t+ ")dz

et

B" =
1

2i�

Z


�
cosh

p
�z(t� ") sinh

p
�z(1� t) + cosh

p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

sinh
p
�z

�
:

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz
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Il su¢ t de voir que A" �B" �! 0 quand " �! 0:
On écrit que

A" �B"

=
1

2i�

Z


�
cosh

p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")

sinh
p
�z

g(t� ")� cosh
p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

sinh
p
�z

g(t)

�
:

�(t)(�(t)� z)�1

z
dz

+
1

2i�

Z


�
cosh

p
�zt sinh

p
�z(1� t� ")

sinh
p
�z

g(t+ ")� cosh
p
�z(t� ") sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

g(t)

�
:

�(t)(�(t)� z)�1

z
dz

=
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ") [g(t� ")� g(t)] dz

+
1

2i�

Z


�
cosh

p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")� cosh

p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

�
:

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

g(t)dz +
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�zt sinh

p
�z(1� t� ")

: [g(t+ ")� g(t)] dz

+
1

2i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

�
cosh

p
�zt sinh

p
�z(1� t� ")

� cosh
p
�z(t� ") sinh

p
�z(1� t)

�
g(t)dz

=
4P
i=1

Ii

Il su¢ t maintenant de démontrer que (I1 + I2) �! 0 ; (I3 + I4) �! 0 pour " �! 0:On
décompose I1 en écrivant que :

I1 =
1

2i�

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ") [g(t� ")� g(t)] dz

+
1

2i�

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ") [g(t� ")� g(t)] dz

= I 01 + I 001 :

On a la majoration suivante :����coshp�z(1� t) sinh
p
�z(t� ")

sinh
p
�z

���� � Ke�jzj
1
2 ":
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Car����coshp�z(1� t) sinh
p
�z(t� ")

sinh
p
�z

���� =

������
�
e
p
�z(1�t) + e�

p
�z(1�t)

��
e
p
�z(t�") � e�

p
�z(t�")

�
eRe

p
�z � eRe

p
�z

������
�

eRe
p
�z(1�t)

���1 + e�2p�z(1�t)��� eRep�z(t�") ���1� e�2
p
�z(t�")

���
eRe

p
�z
��1� e�2

p
�z
��

� Ke�Re
p
�z"(1� e�jzj

1
2 cos �

2 )

� Ke�jzj
1
2 " cos �

2

� Ke�jzj
1
2 ":

Et donc :

kI 01kE � K

Z


jzj� 1
"2

e�jzj
1
2 "

jzj "� jdzj kgkC�(E)

� K"� kgkC�(E) �! 0 quand " �! 0:

Pour I 001 on a

I 001 =
1

2i�

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ") [g(t� ")� g(t)] dz

=
1

2i�

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

�
cosh

p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")

� cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�zt

�
[g(t� ")� g(t)] dz

+
1

2i�

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�zt [g(t� ")� g(t)] dz

=
1

2i�

Z t�"

t

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

p
�z cosh

p
�z(1� t) cosh

p
�zs [g(t� ")� g(t)] dzds

+
1

2i�

Z


jzj� 1
"2

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

cosh
p
�z(1� t) sinh

p
�zt [g(t� ")� g(t)] dz

= I 0001 + I 0002 :
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On majore en�n chacune de ces intégrales :

kI 0001 kE � K

Z t�"

t

Z 1
"2

K0

jdzj
jzj

1
2

kgkC�(E) ds

� K":"�
Z 1

"2

K0

d�

�
1
2

kgkC�(E)

� K"� kgkC�(E) �! 0

quand " �! 0:

Ceci car ����coshp�z(1� t) sinh
p
�zs

sinh
p
�z

���� � Ke�jzj
1
2 (t�s) � K:

kI 0002 kE � K"�
Z


jzj� 1
"2

e�jzj
1
2 (t�s)

jzj kgkC�(E)

� K"�
Z 1

"2

K0

d�

�
kgkC�(E)

� K"� jlg "j kgkC�(E) �! 0

pour " �! 0:

Il reste encore à montrer que I2 �! 0 avec " �! 0
On rappelle que

I2 =
1

2i�

Z


�
cosh

p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")� cosh

p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

�
:

�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

g(t)dz

=
1

4i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

�
sinh

p
�z(1� 2t� ")� sinh

p
�z(1� 2t+ ")

�
g(t)dz

Car ona

sinh
p
�z(1� 2t� ") = sinh

p
�z [(1� t� ")� t]

= sinh
p
�z(1� t� ") cosh

p
�zt� sinh

p
�zt cosh

p
�z(1� t� ")

et

� sinh
p
�z(1� 2t+ ") = � sinh

p
�z [(1� t)� (t� ")]

= � sinh
p
�z(1� t) cosh

p
�z(t� ") + sinh

p
�z(t� ") cosh

p
�z(1� t)
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Alors

sinh
p
�z(1� 2t� ")� sinh

p
�z(1� 2t+ ")

= sinh
p
�z(1� t� ") cosh

p
�zt� sinh

p
�zt cosh

p
�z(1� t� ")

+ sinh
p
�z(1� t� ") cosh

p
�zt� sinh

p
�z(1� t) cosh

p
�z(t� ")

On calcule

sinh
p
�z((1� t)� ") cosh

p
�zt

=
�
sinh

p
�z(1� t) cosh

p
�z"� sinh

p
�z" cosh

p
�z(1� t)

�
cosh

p
�zt

et

� sinh
p
�z(1� t) cosh

p
�z(t� ")

=
�
� cosh

p
�zt cosh

p
�z"+ sinh

p
�z" sinh

p
�zt

�
sinh

p
�z(1� t):

D�où

sinh
p
�z((1� t)� ") cosh

p
�zt� sinh

p
�z(1� t) cosh

p
�z(t� ")

= sinh
p
�z" sinh

p
�zt sinh

p
�z(1� t)� sinh

p
�z" cosh

p
�z(1� t) cosh

p
�zt

D�autre part

sinh
p
�z(t� ") cosh

p
�z(1� t)

=
�
sinh

p
�zt cosh

p
�z"� sinh

p
�z" cosh

p
�zt

�
cosh

p
�z(1� t)

� sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� t� ")

= � sinh
p
�z(1� t)

�
cosh

p
�z(1� t) cosh

p
�z"� sinh

p
�z" sinh

p
�z(1� t)

�
:

Donc

sinh
p
�z(1� 2t� ")� sinh

p
�z(1� 2t+ ")

= 2
�
cosh

p
�z(1� t) sinh

p
�z(t� ")� cosh

p
�z(1� t� ") sinh

p
�zt

�
:

D�où

I2 =
1

4i�

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z sinh
p
�z

�
sinh

p
�z(1� 2t� ")� sinh

p
�z(1� 2t+ ")

�
g(t)dz

= � 1

4i�

Z 2t+"

2t�"

Z


�(t)(�(t)� z)�1

z

p
�z cosh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

g(t)dzds:

Et donc

kI2kE � K

Z 2t+"

2t�"

Z


e�jzj
1
2 s

jzj
1
2

jdzj ds kgkC�(E)

� K

Z 2t+"

2t�"

Z +1

K
1
2
0

e��

s:�
2:�d�ds kgkC�(E)

� K

����lg 2t+ "

2t� "

���� kgkC�(E) �! 0
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quand " �! 0:

La proposition (3:2:1) est alors complètement démontrée.
En conclusion on vient de voir que pour g dans l�espace C� ([0; 1] ;E) on l�équation intégrale :

g(t)� p�g(t) = f(t):

Proposition 3.2.2 Sous l�hypothèses (3:1:2) et (3:1:3) et pour f 2 L1 ([0; 1] ;E) alors il
existe �� tel que pour tout� � �� l�équation

g � p� = f

admet une unique solution g dans l�espace L1 ([0; 1] ;E) :

3.3 Estimation à priori pour la solution stricte

On se propose ici de donner une estimation à priori pour les solutions strictes .

Proposition 3.3.1 On suppose que le problème (3:1:5) admet une solution stricte u(t) (i.eu 2
C2 ([0; 1] ;E) \ C

�
[0; 1] ;DA(:)

�
)alors sous les hypothèses(3:1:2) et (3:1:3) il existe �� tel que

pour tout � � �� on a :

max
t
ku(t)kE � K

Z 1

0

kf(s)k ds:

Preuve. �
De l�équation

u00(s) + �(s)u(s) = f(s)

On déduit que

1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1f(s)dsdz

=
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1 [u00(s) + �(s)u(s)] dsdz
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Et on explicite cette dernière intégrale .En faisant une première intégration par parties il
vient :

1Z
0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1u00(s)ds =

tZ
0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u00(s)ds

+

1Z
t

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u00(s)ds

=

�
sinh

p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u0(s)

�t
0

�
Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u0(s)ds

�
Z t

0

cosh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u0(s)ds

+

�
sinh

p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u0(s)

�1
t

�
Z 1

t

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u0(s)ds

�
Z 1

t

sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u0(s)ds

= �
Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u0(s)ds

�
Z t

0

cosh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u0(s)ds

�
Z 1

t

sinh
p
�zt sinh

p
�z(1� s)p

�z sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u0(s)ds

�
Z 1

t

sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u0(s)ds
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En faisant une deuxième intégration par parties il vient :Z 1

0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1u00(s)ds = �
�
sinh

p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)

�t
0

+

Z t

0

cosh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds

+

Z t

0

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@2

@s2
(�(s)� z)�1u(s)ds

�
�
cosh

p
�zs sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u(s)

�t
0

+

Z t

0

p
�z sinh

p
�z(1� t) sinh

p
�zs

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u(s)ds

+

Z t

0

cosh
p
�zs sinh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds

�
�
sinh

p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u(s)

�1
t

�
Z 1

t

sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds

+

Z 1

t

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

@2

@s2
(�(s)� z)�1u(s)ds

+

�
cosh

p
�z(1� s) sinh

p
�zt

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u(s)

�1
t

+

Z 1

t

sinh
p
�z(1� s) sinh

p
�ztp

�z sinh
p
�z

@2

@s2
(�(s)� z)�1u(s)ds

+

�
cosh

p
�z(1� s) sinh

p
�zt

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u(s)

�1
t

+

Z 1

t

p
�z sinh

p
�z(1� s) sinh

p
�zt

sinh
p
�z

(�(s)� z)�1u(s)ds

�
Z 1

t

sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds

D�autre part ona :

Z 1

0

kp�z(t; s)(�(s)�z)�1�(s)u(s)ds =
Z 1

0

kp�z(t; s)u(s)ds+z

1Z
0

kp�z(t; s)(�(s)�z)�1u(s)ds

Or par hypothèse u(t) 2 D�(t) et donc

(�(t)� z)�1u(t) =
(�(t)� z)�1�(t)u(t)

z
� u(t)

z
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On obtient alorsZ 1

0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1 [u00(s) + �(s)u(s)] dsdz

=

Z 1

0

kp�z(t; s)
@2

@S
(�(s)� z)�1u(s)ds+ 2

tZ
0

sinh
p
�z(1� t) cosh

p
�zs

sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds

�2
1Z
t

sinh
p
�zt cosh

p
�z(1� s)

sinh
p
�z

@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds� (�(t)� z)�1�(t)u(t)

z

+

�
u(t)

z
+

Z 1

0

kp�z(t; s)u(s)ds

�
u est une solution stricte donc u(0) = u(1) = 0 et u00 2 C(E) alors :

u(t)

z
+

Z 1

0

kp�z(t; s)u(s)ds =

Z 1

0

kp�z(t; s)
u00(s)

z
ds

Passant aux intégrales sur  il vient �nalement :

1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1f(s)ds

= �u(t) + 1

2i�

Z


24 1Z
0

kp�z(t; s)
@2

@s2
(�(s)� z)�1u(s)ds+

1Z
0

k0p�z(t; s)
@

@s
(�(s)� z)�1u(s)ds

35 dz
= f(�I + p�)ug (t) :

D�après l�hypothése (3:1:4) on véri�e que

kp�kL(L1(E)) �
K

��

On déduit que�il existe un �� tel que pour � � ��

max
t
ku(t)kE � Kmax

t


Z


1Z
0

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1f(s)dsdz


E

� K

1Z
0

kf(s)kE ds:

Car on a

max
t

kp�z(t; s)(�(s)� z)�1

L(E)

� K

jzj
1
2
+1
:
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3.4 Régularité de la solution

On part de l�équation g � p�g = f et on sait que 9��=8� � �� il existe une unique solution
g; de cette équation dans l�espace L1(E).On s�intéresse à la régularité de g.On la proposition
suivante

Proposition 3.4.1 On suppose(3:1:2),(3:1:3) et (3:1:4) et f 2 C� ([0; 1] ;E) alors il existe
un �� tel que pour � � ��; g est dans l�espace C� ([0; 1] ;E) où � � min(2�; �; �):

Preuve Pour montrer que g 2 C� ([0; 1] ;E) il su¢ t de démontrer que p�g est aussi dans
l�espace C� ([0; 1] ;E) pour g 2 L1(E): On a

p�g(t)� p�g(�) =
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)
@2

@t2
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(� ; s)
@2

@�2
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

+
2

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� �)

sinh
p
�z

@
@�
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

+
2

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� �)

sinh
p
�z

@
@�
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

� 2

2i�

Z


tZ
0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

@

@t
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

+
2

2i�

Z


1Z
t

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�zt

sinh
p
�z

@

@t
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

� 2

2i�

Z


1Z
�

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�z�

sinh
p
�z

@

@�
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

= A+B:

Avec

A =
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)
@2

@t2
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(� ; s)
@2

@�2
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz
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et

B =
2

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� �)

sinh
p
�z

@
@�
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

� 2

2i�

Z


tZ
0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� t)

sinh
p
�z

@

@t
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

+
2

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� �)

sinh
p
�z

@
@�
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

� 2

2i�

Z


1Z
�

sinh
p
�z(1� s) cosh

p
�z�

sinh
p
�z

@

@�
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

On va majorer kAk
A = A1 � A2 + A3 � A4

Où

A1 � A2 =
1

2i�

Z


tZ
0

kp�z(t; s)
@2

@t2
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

kp�z(� ; s)
@2

@�2
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

Et

A3 � A4 =
1

2i�

Z


1Z
t

kp�z(t; s)
@2

@t2
(A(t)� �� z)�1g(s)dsdz

� 1

2i�

Z


1Z
�

kp�z(� ; s)
@2

@�2
(A(�)� �� z)�1g(s)dsdz

Pour � < t on a

A1 � A2 =
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�zsp

�z sinh
p
�z

�
sinh

p
�z(1� t)� sinh

p
�z(1� �)

� @2
@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(1� �)p

�z sinh
p
�z

�
@2

@t2
(�(t)� z)�1 � @2

@�2
(�(�)� z)�1

�
g(s)dsdz

+
1

2i�

Z


tZ
�

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz

= I1 + I2 + I3:
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Pour � < t on a
Pour I1on a

I1 =
1

2i�

�Z
0

Z


�Z
t

sinh
p
�zs cosh

p
�z(1� �)p

�z sinh
p
�z

@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)d�dzds

D�où

kI1kE � K

�Z
0

Z


tZ
�

e�jzj
1
2
(��s)

jzj� d� jdzj ds kgkL(E)

� K

�Z
0

Z


t�sZ
��s

e�jzj
1
2
m

jzj� dm jdzj ds kgkL(E)

� K

�Z
0

t�sZ
��s

+1Z
0

2:�e��

m2( �
2

m2 )�
dmd�ds kgkL(E)

� K

�Z
0

t�sZ
��s

m2��2dmds kgkL(E)

� K(t� s)2� kgkL(E) :

Pour I2 ona :

I2 =
1

2i�

Z


jzj� 1
(��s)2

�Z
0

sinh
p
�z(1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

�
@2

@t2
(�(t)� z)�1 � @2

@�2
(�(�)� z)�1

�
g(s)dsdz

+
1

2i�

Z


jzj� 1
(��s)2

�Z
0

sinh
p
�z(1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

�
@2

@t2
(�(t)� z)�1 � @2

@�2
(�(�)� z)�1

�
g(s)dsdz
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D�où

kI2kE � K

�Z
0

Z


jzj� 1
(��s)2

e�jzj
1
2
(��s)

jzj
1
2

jt� � j�

jzj� jdzj ds kgkL1(E)

+K

�Z
0

Z


jzj� 1
(��s)2

e�jzj
1
2
(��s)

jzj
1
2

jt� � j�

jzj� jdzj ds kgkL1(E)

� K

�Z
0

+1Z
1

2:�e��

(� � s)2
�

�2

(��s)2

� 1
2
+�
d�ds jt� � j� kgkL1(E)

+K

�Z
0

1
(��s)2Z
K0

1

��+
1
2

jt� � j� d�ds kgkL1(E)

� K jt� � j� kgkL1(E) :

Pour I3 on a

I3 =
1

2i�

Z


jzj� 1
(��s)2

tZ
�

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz

+
1

2i�

Z


jzj� 1
(��s)2

tZ
�

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz



3.4 Régularité de la solution 41

D�où

kI3kE � K

tZ
�

Z


jzj� 1
(��s)2

e�jzj
1
2 (t�s)

jzj
1
2

1

jzj� jdzj ds kgkL1(E)

+K

tZ
�

Z


jzj� 1
(��s)2

e�jzj
1
2 (t�s)

jzj
1
2

1

jzj� jdzj ds kgkL1(E)

� K

tZ
�

1Z
1

2�e��

(t� s)2( �2

(t�s)2 )
�+ 1

2

d�ds kgkL1(E)

+K

tZ
�

1
(t�s)2Z
K0

d�

��+
1
2

ds kgkL1(E)

� K jt� � j2� kgkL1(E) :

Pour I3 on a

I3 =
1

2i�

Z


jzj� 1
(��s)2

tZ
�

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz

+
1

2i�

Z


jzj� 1
(��s)2

tZ
�

sinh
p
�z(1� t) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

@2

@t2
(�(t)� z)�1g(s)dsdz
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D�où

kI3kE � K

tZ
�

Z


jzj� 1
(��s)2

e�jzj
1
2 (t�s)

jzj
1
2

1

jzj� jdzj ds kgkL1(E)

+K

tZ
�

Z


jzj� 1
(��s)2

e�jzj
1
2 (t�s)

jzj
1
2

1

jzj� jdzj ds kgkL1(E)

� K

tZ
�

1Z
1

2�e��

(t� s)2( �2

(t�s)2 )
�+ 1

2

d�ds kgkL1(E)

+K

tZ
�

1
(t�s)2Z
K0

d�

��+
1
2

ds kgkL1(E)

� K jt� � j2� kgkL1(E) :

Alors la proposition (3:2:4) est démontrée.
Connaissant la régularité de g on peut étudier celle de u on rappele que la représentation de
u est donnée par

u(t) = � 1

2i�

Z


1Z
0

Kp
�z(t; s)(�(t)� z)�1g(s)dsdz:

D�autre part de l�équation g � P�g = f on tire :

g(0)� 1

i�

Z


1Z
0

sinh
p
�z(1� s)

sinh
p
�z

�
@
@t
('(t)� z)�1t=0

�
g(s)dsdz = f(0)

g(1)� 1

i�

Z


1Z
0

sinh
p
�zs

sinh
p
�z

�
@
@t
('(t)� z)�1t=1

�
g(s)dsdz = f(1)

On rappelera respectivement ces deux opérateurs L0(g) et L1(g):On a alors la proposition
suivante

Proposition 3.4.2 On suppose les hypothèses (3:1:2),(3:1:3) et (3:1:4) et soit f dans l�espace
C� ([0; 1] ;E) tel que f(0) 2 DA(0) et f(1) 2 DA(1).On suppose de plus que L0(g) 2 DA(0) et
L1(g) 2 DA(1) alors donnée par la représentation ci -dessus est l�unique solution stricte du
problème (4) ;de plus u 2 C2;min(�;2�;�)(]0; 1[ ;E):
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Preuve grâce à l�éstimation de la proposition (3:2:3) on obtient l�unicité de la solution stricte
du problème (3:1:5):D�aprés la proposition (3:2:2) on a u(t) 2 DA(t) 8t 2 [0; 1]
Si t 2 ]0; 1[ alors u véri�e :

u00(t) + '(t)u(t) = f(t)

grâce à la proposition (3:2:2) .
Il su¢ t donc de démontrer que :
i) '(:)u(:) est continue en 0 et en 1:
ii)'(:)u(:) 2 Cmin(�;2�;�)(]0; 1[ ;E):
Pour i) or on a

'(t)u(t) = � 1

2i�

Z


1Z
0

Kp
�z(t; s)�(t)(�(t)� z)�1 [g(t)� g(s)] dsdz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

+g(t)

= I1(t) + I2(t) + I3(t) + g(t)

Remarque
Toutes ces intégrales sont absolûment covergentes grâce à la proposition (3:2:2):
I1 est continue en 0 et en 1(I1(0) = I1(1) = 0) de même I2 est continue en 1(I2(1) = 0) et
I3 est continue en 0(I3(0) = 0) .
Il su¢ t de démontrer que I2 est continue en 0 et I3 en 1:Pour démontrer que I2 est continue en
0 en utilisant le fait que g(0) 2 DA(0) car L0(g) 2 DA(0) et pour la majoration des intégrales
en utilisant l�hypothèse (3:1:3) et l�hypothèse g 2 C�(E):
Pour ii) on va démontrer que '(:)u(:) 2 Cmin(�;2�;�)(]0; 1[ ;E):
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Pour � > t on a

'(t)u(t)� '(�)u(�) =
�1
2i�

Z


1Z
0

kp�z(t; s)'(t)('(t)� z)�1 [g(s)� g(t)] dsdz

+
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z(� ; s)('(�)� z)�1 [g(s)� g(�)] dsdz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� �)

sinh
p
�z

�(�)(�(�)� z)�1

z
g(�)dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zt

sinh
p
�z

�(t)(�(t)� z)�1

z
g(t)dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

�(�)(�(�)� z)�1

z
g(�)dz

+(g(t)� g(�))

= �(41 �42)� (43 �44)� (45 �46) + (g(t)� g(�)):

On va majorer chaque terme et en utilisant le fait que g 2 L1(E) et g 2 C�(E) et les lemmes
(2:1:2) et(2:1:4) du chapitre (2) de plus les hypothèses (3:1:2),(3:1:3) et(3:1:4).
On remarque que '(:)u(:) est holdérinne jusqu�en 0 et 1 si et seulement si les deux intégrales
suivantes le sont

1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� t)� sinh

p
�z(1� �)

sinh
p
�z

('(0)� z)�1g(0)dz

et
1

2i�

Z


sinh
p
�zt� sinh

p
�z�

sinh
p
�z

('(1)� z)�1g(1)dz

Or ces deux intégrales sont en 
�
jt� � j�

�
pour � � min(2�; �; �) si et seulement si

g(0) 2 DA(0)(
�

2
;1) et g(1) 2 DA(1)(

�

2
;1):

Ces deux conditions sont véri�ées dès que f(0) et L0(g) sont dans DA(0)(
�
2
;1) et f(1); L0(g)

dans DA(1)(
�
2
;1) d�autre part on déduit la proposition suivante :

Proposition 3.4.3 On suppose véri�eés les hypothèses0:0:2,0:0:3 et 0:0:4 ;soit f dans l�es-
pace C� ([0; 1] ;E) telle que
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f(0) 2 DA(0)(
�
2
;1) et f(1) 2 DA(1)(

�
2
;1) ; on suppose de plus que L0(g) 2 DA(0)(

�
2
;1) et

L1(g) 2 DA(1)(
�
2
;1) alors la solution stricte u véri�e :

u00(:) et A(:)u(:) 2 C� ([0; 1] ;E) o�u� 2 ]0;min(2�; �; �)[ :



Chapitre 4

Exemple :cas d�un intervalle

On considère le problème concret suivant :8>>>>>><>>>>>>:

@2

@t2
u(t; x) +

@2

@x2
u(t; x) = f(t; x)

u(0; x) = '(x)
u(1; x) =  (x)
u(t; 1) = 0
a(t)u(t; 0)� b(t)u

0
x(t; 0) = 0

(4.0.1)

avec 8<:
a; b 2 C2;� ([0; 1]) et
a(t) � 0
mint b(t) > 0:

Soit E = C ([0; 1]� [0; 1]) muni de la norme du maximum et f(t; x) 2 C ([0; 1]� [0; 1]).
La forme d�équation di¤érentielle abstraite
On écrit le problème (4:0:1) sous forme d�équation d�équation di¤érentielle abstraite8<:

u00(t) + A(t)u(t) = f(t)
u(0) = '
u(1) =  :

Avec �
DA(t) = fu 2 C2 ([0; 1]) =a(t)u(0)� b(t)u0(0) = 0 et u(1) = 0g
A(t)u(t; x) = @2

@x2
u(t; x)

On peut en déduire alors que

DA(t) = fu 2 E=u(1) = 0g :

Et donc DA(t) n�est pas dense dans E .Pour appliquer les résultat du chapitre (3) on doit
donc véri�er les hypothèses (3:1:2); (3:1:3) et (3:1:4):
Véri�cation de l�hypothèse (3:1:2) :
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On résoud le problème : 8<:
u00 � zu = g
a(t)u(0)� b(t)u0(0) = 0
u(1) = 0

Pour Re
p
�z > 0,la solution de l�équation homogène est

u(t) = c1e
p
zt + c2e

�
p
zt:

Pour déteminer c1 et c2 on utilise la méthode de la variation de la constante :
Soit le systeme �

c01(x)e
p
zx + c02(x)e

�
p
zx = 0p

zc01(x)e
p
zx �

p
zc02(x)e

�
p
zx = g(x):

Alors on trouve (
c01(x) =

1
2
p
z
g(x)e�

p
zx

c01(x) =
�1
2
p
z
g(x)e

p
zx

en intégrant, on obtient (
c1(x) =

1
2
p
z

R x
0
e�

p
zxg(s)ds+K1

c01(x) =
�1
2
p
z

R 1
x
e
p
zxg(s)ds+K2

où K1, K2 deux constantes.
D�où la solution est donée par

u(t) =
1

2
p
z

xZ
0

sinh
p
z(x� s)g(s)ds+K1e

p
zx +K2e

�
p
zx:

Pour déterminer K1 et K2 ,on remplace l�éxpression de la solution dans les conditions aux
limites �

a(t)u(0)� b(t)u0(0) = 0
u(1) = 0:

En�n on obtient

ut(x) =

1Z
0

Kt(x; s)g(s)ds:

Où

Kt(x; s) =

8>><>>:
sinh

p
z(1� x)p
z

a(t) sinh
p
zs+ b(t)

p
z cosh

p
zs

a(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
z

si 0 � s � x

sinh
p
z(1� s)p
z

a(t) sinh
p
zx+ b(t)

p
z cosh

p
zx

a(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
z

si x � s � 1
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On peut véri�er que

kutkE =
(A(t)� z)�1g


E
=


1Z
0

Kt(x; s)g(s)ds


E

� sup
x

1Z
0

jKt(x; s)j ds kgkE

� K

jzj kgkE :

Car on a

jKt(x; s)j �

8>><>>:
coshRe

p
z(1� x) coshRe

p
zs

j
p
zj

a(t) + b(t) j
p
zj

ja(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
zj s � x

coshRe
p
zx coshRe

p
z(1� s)

j
p
zj

a(t) + b(t) j
p
zj

ja(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
zj x � s

d�où
1Z
0

jKt(x; s)j ds �
�
sinhRe

p
zx coshRe

p
z(1� s)

� a(t) + b(t) j
p
zj

Re
p
z j
p
zj ja(t) sinh

p
z + b(t)

p
z cosh

p
zj

=
sinhRe

p
z(a(t) + b(t) j

p
zj)

Re
p
z j
p
zj ja(t) sinh

p
z + b(t)

p
z cosh

p
zj :

D�autre part on a��a(t) sinhpz + b(t)
p
z cosh

p
z
�� � sinhRepz �a(t) + Repzb(t)� :

Et donc

kutkE =
(A(t)� z)�1g


E
� kgkE sup

x

1Z
0

jKt(x; s)j ds

� K

jzj kgkE :

Véri�cation de l�hypothèse (3:1:3) :
On a �

(A(t)� z)�1 g
�
(x) =

1Z
0

Kt(x; s)g(s)ds:

On utilise les hypothèses de di¤érentiabilité des fonctions a et b pour calculer la di¤érentia-
bilité de la résolvante on obtient

@

@t
(A(t)� z)�1 = � sinh

p
z(1� x)

a(t)b0(t) + a0(t)b(t)

a(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
z

1Z
0

sinh
p
z(1� s)g(s)ds



Exemple :cas d�un intervalle 49

D�où  @@t(A(t)� z)�1g


E

� K
jsinh

p
z(1� x)j

jRe
p
zj2 ja(t) + b(t) Re

p
zj
sinhRe

p
z

Re
p
z

kgkE

� K

(Re
p
z)2Re

p
z
kgkE

� K

jzj�+
1
2

kgkE :

Pour tout � 2 [0; 1] ;De plus on véri�e de même la condition de fermeture :�
@

@t
(A(t)� z)�1t=0;1 g

�
(x) 2 DA(0) = DA(1)

Car �
@

@t
(A(t)� z)�1t=0;1 g

�
(1) = 0:

En dérivant une deuxième fois la résolvante on obtient�
@2

@t2
(A(t)� z)�1 g

�
(x) =

24� sinhpz(1� x)

1Z
0

sinh
p
z(1� s)g(s)ds

35H(t):
Où

H(t) =
(a(t)b00(t)� a00(t)b(t))(a(t) sinh

p
z + b(t)

p
z cosh

p
z)

(a(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
z)3

�2(a
0(t) sinh

p
z + b0(t)

p
z cosh

p
z)(a(t)b0(t)� a0(t)b(t))

(a(t) sinh
p
z + b(t)

p
z cosh

p
z)3

:

On déduit que  @2@t2 (A(t)� z)�1 g


E

� K

jzj kgkE

� K

jzj� kgkE

pour tout � 2 [0; 1] .L�hypothèse 0:0:3 est véri�ée.
Les mêmes calculs et les mêmes majorations pour véri�er l�hypothèse0:0:4où cette fois on
utilise la régularité holdérienne des dérivées secondes des fonctions a et b .
Pour avoir la régularité maximale de u00 et de A(:)u(:) on doit véri�er que :

L0(g) 2 DA(0)(
�

2
;1)etL1(g) 2 DA(1)(

�

2
;1)

où

Lj(g) =
1

i�

Z


1Z
0

sinh
p
z(1� s)

sinh
p
z

@

@t
(A(t)� z)�1t=jg(s)dsdz j = 0; 1
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pour tout g 2 L1(E):
Si � 2 ]0; 1[ on a

DA(0)(
�

2
;1) =

�
u 2 C� ([0; 1]) =u(1) = 0

	
Si � 2 ]1; 2[ on a

DA(0)(
�

2
;1) =

�
u 2 C1;��1 ([0; 1]) =u(1) = 0 et a(0)u(0)� b(0)u(0) = 0

	
Supposons que � 2 ]0; 1[ ; on doit véri�er que la fonction Vg dé�nie par :

Vg =
1

i�

Z


1Z
0

sinh
p
z(1� s)

sinh
p
z

sinh
p
z(1� x)

a(0)b0(0)� a0(0)b(0)

a(0) sinh
p
z + b(0)

p
z cosh

p
z

:

1Z
0

sinh
p
z(1� �)g(� ; s)d�dsdz

est dans l�espace C� ([0; 1]) \DA(0):
On a

Vg(1) = 0 2 DA(0):

D�autre part :

jVg(x)� Vg(y)j � K

Z


jsinh
p
z(1� x)� sinh

p
z(1� y)j

jsinh
p
zj (sinhRe

p
z)2 jzj

(sinhRe
p
z)2

(Re
p
z)

jdzj kgkC([0;1]�[0;1])

� K jx� yj� kgkC([0;1]�[0;1]) 8� 2 ]0; 1[ :
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