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Introduction

Depuis plusieurs siécles, les savants ont pu modéliser des phénoménes naturels sous forme
des équations différentielles et depuis ce domaine mathématiques est devenu indisponsables
pour résoudre beaucoup de problémes dans plusieurs disciplines. On sait maintenant que
I’analyse complexe est un outil trés puissant pour résoudre certains problémes mathématiques
durs dans I’axe réel, comme par exemple le fameux théoréme de Cauchy pour les intégrales.
Depuis plus de trois déscennies, plusieurs chercheurs utilisent la théorie de la distribution des
valeurs d’une fonction méromorphe, fondée par R. Nevanlinna dans ’étude de la croissance
et l'oscillations des solutions des équations différentielles linéaires dont les coefficients sont
des fonctions entiéres ou méromorphes. Pour ’équation différentielle

FW 4 A () O V4 L+ A2 f 4+ A (2) f =0, (0.0.1)

on sait que si les coefficients A; (z) (i =0, ...,n — 1) sont des fonctions entieres, alors toutes les
solutions sont aussi des fonctions entiéres. Frei [12] a démontré que si p est le plus grand entier
tel que A, (2) est transcendante, alors il existe au maximum p solutions indépendantes d’ordre
fini de I’équation différentielle . La question qui se pose souvent est la suivante"quels
sont les conditions sur les coefficients qui assurent que toutes les solutions sont d’ordre infini.
Dans ce mémoire, on vas se baser sur ’équation différentielle

w’'+e 7w + Q (2)w =0, (0.0.2)

ol ) (z) est une fonctions entiére, qui a été étudiée par plusieurs chercheurs, voir par exemple
(3], 1271, [30], [17], [25).

Ce mémoire contient deux chapitres. Dans le premier chapitre, on va citer les notions fonda-
mentales de la théorie de Nevanlinna nécessaires pour notre travail et le deuxiémes chapitre
est consacré a ’équations différentielle

w™ 4+ e 7w +Q (2)w = 0,

et ses extensions. Ces résultats ont été réalisés par Hamouda et Belaidi [1§].



Eléments de la théorie de R.

Nevanlinna

Chapitre 1

On va citer seulement les éléments nécessaires a notre travail. Pour plus de détail voir [19].

1.1 Préliminaires

Définition 1.1.1 Pour touts nombres réels a > 0,

on définit In™ o = max(0,Ina) = .

Inz zz>1
0 O0<z<l

les propriétés de bases du logarithmique tronqué sont contenues dans le lemme suivant

Lemme 1.1.1

lna<In"«

Int o <In" B, pour a < B

1
Ina=InTa—InT =
«Q

1
Ina| =In*a +In*
a

In* (ﬁai> < Zn:hﬁ Q;
i—1 i—1

In* (im) <lnn+ i In" .
i=1 i=1

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)
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1.1.1 Principe de maximun

Théoréme 1.1.1 [71] Soit f(z) # const, une fonction analytique dans un domaine simple-
ment connexe D et continue sur sa frontiére. Si on a Vz € 0D, |f(z)| < M alors Vz € D,

[f(2)] <M.

1.1.2 Théoréme de liouville

Théoréme 1.1.2 [71] Toute fonctions entiére bornée dans C est constante.

1.2 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.2.1 20/ Soit [ une fonction méromorphe on définit la fonction de prozimité
de f par :

m(r,a,f) = m(r, ;) ! /027r In* ’f(;dﬁ, sif#£aeC

T or re) — al
1 2m ]
m(r,00, f) = m(r, f) = %/0 In* | f (re”)| dé.

Définition 1.2.2 [20] Soit f une fonction méromorphe on définit la fonction a— point de f
par la fonction

r

N (rya,f) = N(r, ! :/n(t’a’f);n(o’a’f)dt—l—n(o,a,f)lnr, si f # a(E2])

n(t,OO,f)—n(0,00,f>

; dt +n (0,00, f)Inr (1.2.2)

N (r,o0,f) = N(r,f):/

0

oun (t,a,f) désigne le nombre de zéro de l’équation f (z) = a dans le disque |z| < t, n(t, 00, f)
désigne le nombre de pole de f dans le disque |z| < t.

Définition 1.2.3 20/ Soit f une fonction méromorphe, on définit la fonction caractéristique
de R. Nevanlinna par

T(r f)=m(r, f)+N(rf).

Elle joue un role treés important dans la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes, notamment dans le premier théoréme fondamentale de R Nevanlinna
Exemple

Pour la fonction f(z) = €* (a # 0), on a

mir f) =" Ny =0,

™

d’ou
alr

T(T7f>:_'

7
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1.3 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.3.1 [20] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour toute
nombre complexe a # 0o, on a

ot e(r,a) =0(1), quand r — +00.

Proposition 1.3.1 Soit fy, fi, fo.....f des fonctions méromorphes et a, b, ¢, d des constantes
complezes telle que ad — cb # 0, alors

1.
T (n ka> <> T ), (n=1).
k=1 k=1
2.
T(r,f")y=nT (r,f), (sineN").
3. . .
T (r, ka> < T (r, fr) + Inn.
k=1 K=1
N f+0 d
(Tam) :T<T7f)+0( )7 f?_é -
Preuve

1. On a par définition

(g0 (1) o (11

et comme
n 1 2 n ‘
ml|r,||f] = — In" fr (rew) dy
( k=1 ) 27 Jo kl_[l
n 1 27 N )
- i
< ;2W/0 In !fk(re )!d(p
g Z m(?“, fk’)a
K=1
et on a . .
N(Ta ka) g N(7°> fk)
k=1 k=1
donc



1.3 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

2.onal|f]"<1l<|f| <1

i Si|f| <1, alors

T(r, f*) = m(r, f*)+ N(r, ")
= nN(r, f)=nT(r, f).

ii Si|f| > 1, alors

T(r,f") = m(r, f")+ N(r, f")
= nm(r, f)+nN(r, f) =nT(r, f).

3.
T(r, Y fi) =mr, Y fi) + N f).
k=1 k=1 k=1
On a
n 1 2 . n o
m(r, » fr) = or In ka(’f’e )| de
k=1 TJo k=1
n 1 21 N )
< — | " d 1
;2W/0 n ‘fk(re )‘ o+Inn
= Zm(r,f)+lnn.
k=1
et comme " "
N(Tusz)< N(vak>7
k=1 k=1
donc . .
T(r, ka) <Y T(r, fr) +1nn.
k=1 k=1
4. On pose que
_af+b af+§
I 7 Hd i+ 9
et
f+é
a bc — ad 1
= - |1
X
a bc — ad 1
= S X ()
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donc
a bc — ad 1
I(rg) = T0r -+ (=73 )X(er%l))
_ T&Am;m%x(fig»+0ﬂ) (1.3.1)
1

= T(T,f+§)+0(1)
= T(r, f)+0().

Exemple

: 2P+ap_12P 1+ +a,
Soit f(z) = Czqiaq,izrli..:aq’ (c #0).
Supposons que p > ¢ alors f(z) — 0o, z — o0, et donc m(r,a, f) = o(1), pour r > 1o, si
a # 0.
L’équation f(z) = a admet p racines, d’ou n(t,a, f) = p, pour t > ty. Donc
"n(t —n (0
N(ra.f) = / it f) 0 0.0
0
_ /to n(taa7f) _n(()?a:f)dt_i_/rn(taamf) —TL(O,CL,f)
0 13 to 13
= [(p—n(0,a, )] x (Inr —Inty) +7(0,a, f) Inr + O (1)
= plnr—plnto+n(0,a, f)Intyg+ O (1)
= plnr+0O(1).

dt +n(0,a, f)Inr

dt +n(0,a, f)Inr

Par suit pour r — oo
T(r.f)=plnr+0(1), sia# o,

m(r,a, f)=o0(1), N(r,a,f)=plnr+0(1).

Si p < g, alors pour r — 00
T(r,f) = qlnr+0/(1)

m(r,a, f)=0(1), N(r,a,f)=qlnr+0O(1). sia#0

Si p = ¢, alors pour r — 00
T(r, f) = plnr+0(1)

m(r,a, f) =0 (1)
N (r,a, f)=plnr+ O (1),

1.4 L’ordre et ’hyper ordre d’une fonction entiére

Définition 1.4.1 (J20], [22]) Soit f une fonction entiére. Alors lordre de f est définie par

o(f) = T 2TES) _ g M)

r—+400 Inr r—+00 Inr

Uhyper ordre d’une fonction entiére f est définit par
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oo (f) = limsupM

r—00 Inr

, Inlnln M (r, f)
= limsup

00 Inr

ou M(r, f) = fﬂ‘aXIf(Z)l '

z|=r
Cette notion est utilisée pour préciser plus la croissance des fonctions d’ordre infini.
Exemple Soit la fonction f(z) = (exp {e*}) donc

o (exp{e’}) = o0

et I’hyper ordre
oo(exp{e’}) =1

Proposition 1.4.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

L oo(f+g) <max{o(f),0(9)},0(f g) <max{o(f),0(9)}
2. Sio(g)<o(f)alorso(f+g)=0(f g9)=0c(f)

Preuve
On pose o (f) = 01, 0 (g) = 02, alors pour tout € > 0 et r assez grand

—InT
o1 = limw & T(r f) <rote
T—00 nr
on a
T(r,f) <ro™ T(r,g) <ro2*.
1. Soit
T(r,f+g) < T(r,f)+T(r,9)+1In2
< ottt 4 po2te 4 n 2
< zrmaX(U1,U2)+€ + ln2,
et

2Tmax{crl ,o2}+e

T(T,f-g) < T(T,f)—f—T(T’,g)
<

Dou o (f +g) < max{oy,02} +¢; o(f-g9) < max{oy,02} +¢. Comme € > 0 est
arbitraire alors

o(f+9) < max(o(f),0(g)) (1.4.1)
< X



1.5 La mesure linéaire et logarithmique 7

2. Supposons o(f) > o(g). En écrivons

T(r,f) = T(r(f+9)—9)
<T(r,f+9)+T(r,g) +O(1).

T(rf) = T (r, %) <T(r fo) +T(r ﬁ)
— T(r, fg) + T(r.q) + O(L).
Donc o (f) <o (f+g),c(f) <o(fg), on utilisons on obtient,
o(f+g)=0c(fg)=0a(f).

Exemple

: — 3 e*
Soit f(z) = 2° + 2z + 1+ 5, alors

62

z+1

=0 (57) =o)=1

1.5 La mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.5.1 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, 00) par

7mmzﬁfmwﬁ

ou X est la fonction caractéristique de l’ensemble E,

Définition 1.5.2 la mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,00) est définit par

Im (F) = /100 Xe () gy

t

Exemple
Soit E = [1, 2] alors
m(E) =1, Im(EF)=1In2

1.6 Le terme maximal et I’indice central

Définition 1.6.1 [19] Soient f (z) = ., a,2™ une fonction entiére et ju (r) le terme maxi-
mal de cette série i.e
p(r) = max{|a,|r";n=0,1,..},

alors lindice central de la fonction f est définit par

vy (r) = max{m, pu (r) = [am|r™}
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Exemple 01
Pour le polynome p(z) = a,2" + ... + ag, a, # 0,
on a
p(r) = lan| "
et

vp(r) = n,

pour r asser grand.

Théoréme 1.6.1 [6/Soit f une fonction méromorphe transcendante alors,

m(r, ) = (r, )
et si f est d’ordre finie alors /
m(r, f7) =O(lnr)

Remarque 1.6.1 Dans le théoréme (1.6.1) on a
Str,f) =0T (r, f)+1Inr),
pour |z| =1 ,a Uextérieurs d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie

Corollaire 1.6.1 [6] Soit f une fonction méromorphe transcendante et k € N*. Alors

f)
m (T, T) =0T (r,f)+1Inr).

a Uextérieurs d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini,

alors
)
m (r; T) =0 (Inr)

Preuve
Si pour k = 1, le corollaire est vrais d’aprés le théoréme (1.6.1).
Supposons qu’on a

m (r, #) =S(r, f).

On a

2 <me )+ mie 2

—.f)<m(r, f)+m(r, —
S S

Si zp est un(g)éle de degré X pour f, alors zy est un pole de degrée (A + k) < (k+ 1) \. Pour

la dérivée f\*), donc

m(r, f*) = m(r,

)y <m(r, f)+ S(r, f).

N(r, f®) < (k+1) N(r, f)
donc
T(r, f®) = m(r, f®) + N(r, f®)
m(r, f)+S(r, f)+ (k+ 1) N(r, f)
(k+1D)T(r, f)+ S(r, f).

NN
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D’ou

(k)Y
) = m(r, U) ) =S, f*) =0T, f*) +1Inr) = S(r, f)

et par suite

f(k:—H) f(k-H) f(k)
m(r, 7 = m(TaWT)
(k+1) (k)
< m(r, —ff(k) )+m (7“, fT)

= S, f)+5(r,f) =50 f)

1.7 Théoréme de Phragmém-Lindelof

Théoréme 1.7.1 [11)] Soit f une fonction analytique dans le secteur S, (de mesure angulaire

us

T) et continue sur OS, tel que | f (2)| < M pour tout z € 0S,. Si l'ordre angulaire o (f) < a,
alors |f (2)| < M pour tout z € S,,.



Chapitre 2

Sur la croissance des solutions de
I’équation différentielles

w4+ e~ + Q (z)w =0 et quelques
extensions liées

2.1 Introduction et résultat

Plusieurs auteurs ont étudié I’équation différentielle particuliére
f +e*f +B(2)f=0, (2.1.1)

ol B(z) # 0 est une fonction entiére. Cette équation peut avoir des solutions d’ordre fini.
En effet, Frei [13] a démontré que si B (z) = ¢ # 0 est un nombre complexe, alors I’équation
admet une solution f # 0 d’ordre fini si et seulement si ¢ = —k? ot k est un entier
naturel non nul. D’autres démonstrations de ce résultat ont été données par Ozawa [27] et
Wittich [30]. En complétant les résultats partiaux de Gundersen [I7] , Amemia-Ozawa [I]
et Ozawa [27], Langley a carrément démontré dans [25] que si B (z) est un polynéme non
constant, alors toute solution f # 0 de est d’ordre infini. Dans ce chapitre on va voir
des extensions et des généralisations de cette équation qui ont été réalisés par Hamouda et
Belaidi [18].

Théoréme 2.1.1 Si [’équation différentielle
w™ 4+ e’ + cw = 0, (2.1.2)

ot ¢ # 0 est un nombre complexe, posséde une solution w % 0 d’ordre fini, alors ¢ = —k"
ou k est un entier positif. Inversement, pour tout entier positif k, l’équation (2.1.2)), avec
c = —k", posséde une solution w qui est sous la forme d’un polynome en e* de degré k

Théoréme 2.1.2 Si Q) (z) est un polynéme non constant, alors toute solution w % 0 de
l’équation différentielle
w™ + e 7w +Q (2)w =0, (2.1.3)

ot n = 2, est d’ordre infini
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Théoréme 2.1.3 Soit B (z) une fonction entiére transcendante avec o (B) # 1. Alors toute
solution w # 0 de [’équation différentielle
w™ + e 7w + B (2)w =0, (2.1.4)

est d’ordre infini.
Théoréme 2.1.4 Soient (Q un polynéme non constant, Py, ..., P,_1 des polynomes et oy, ..., 0,1
des nombres réels. Supposons qu’il existe s € {1,..., n— 1} tel que Ps(2) = z avec l'une des
deux conditions suivante

i) ag >0et ap <0 pour tout k=1,...,s—1,s+1,.... n—1;

i) a; <0 et ap =0 pour tout k=1,....s —1,s+1,...n— 1.
Alors toute solution w # 0 de ’équation différentielle

w™ + P, 4 (e“n1%) w4 4+ P, (e*%) w” + .

+P (e“*)w + Q(2)w =0, (2.1.5)
ou n = 2, est d’ordre infini.
Théoréme 2.1.5 Soient Py (z2) = amnz™ + ... + ag, Py (2) = by, 2™ + ... + by deux polynomes

non constants de degré m tels que a,, = cb,, (c > 1), et A; (2) (£0) (j =0,1) deux fonctions
entiéres avec o (A;) <m (j = 0,1).Alors toute solution w # 0 de l’équation différentielle

w™ + Ay (2) P Ow’ 4+ Ay (2) PP =0, (2.1.6)
oun =2, est d’ordre infini.

Théoréme 2.1.6 Soient Py (2) = a,, 2™ + ... + ag, Po(2) = byy2™ + ... + by deux polynomes
non constants de degré m tels que arga,, # argb,, ou bien a,, = cb,, (0 <c<1) et Ay (2)
(k=0,..,n—1), B;(2) (j=0,1) des fonctions entiéres telles que Ay (z) Z 0 (k=0,1),
og(Ay) <m (k=0,.,n—1),0(Bj) <m (j =0,1). Alors toute solution w # 0 de l’équation
différentielle

(n—1)

w™ + A, (2)w + o+ A )

+ (A1 (2) PP 4+ By (2)) w' + (Ao (2) €@ + By (2)) w = 0, (2.1.7)
ot n = 2, est d’ordre infini.
Remarque 2.6.1. En combinant le théoreme 2.1.5 avec le théoréme 2.1.6 on obtient le

résultat suivant qui contribue le cas o (B) = 1 de ([2.1.4)).

Corollaire 2.1.1 Si B (z) est une fonction entiére avec B (z) = h(z) e’ ot b # —1 est une
constante complexe et h (z) est une fonction entiére avec o (h) < 1, alors toute solution w % 0

de (2.1.4]) est d’ordre infini

Théoréme 2.1.7 Soient a, b deux nombres complexes non nuls tel que a # b et Q(z) un
polynome non constant ou Q (2) = h(z)e*" ou h(z) est un polynéme non nul. Alors toute
solution w # 0 de I’équation différentielle

w™ + e w' + Q (2)w =0, (2.1.8)

oun = 2, est d’ordre infini et oo (W) = m.
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2.2 Lemmes préliminaires

pour la démonstration des théorémes on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 [J] On suppose que Ag(z), ..., An_1(2) avec Ag(z) # 0 sont des fonctions
entieres telles que pour les constantes réels o, 3, 61, 05, ot >0, >0, et 61 < 03 on a

|A; (2)] = exp {a|z|"} (2.2.1)

et
|4; (2)] <exp{f|z]"}; (1=0,2,...,n—1), (2.2.2)
quand z — oo et 01 < argz < 0, avec o > [3. Soit € > 0 une constante assez petite et S (g)

désigne le secteur 01 + e < argz < 0y —e. Siw # 0 est une solution avec o (w) < 400 de
léquation différentielle

w™ 4 Ap1 (2) w4+ A (2)w + A (2)w =0, (2.2.3)
alors les conditions suivantes sont vérifiées

1. 1l existe une constante b # 0 telle que w — b quand z — oo dans S (¢) . De plus, quand
z — 0o dans S ()

jw(2) — b < exp{—(a—p)[2["} (2.2.4)
2. Pour chaque m > 1, quand z — oo dans S (¢)
0™ (2)] < exp{~ (@ — B) 21"} (225

Lemme 2.2.2 [15] Soient f une fonction entiére transcendante

d’ordre fini p, T' = {(k1,71), (k2, J2) s .- (km, jm)} un ensemble fini de couples d’entiers véri-
fiant k; > 7, > 0;1=1,...,m et € > 0 une constante donnée. Alors, on a les deux propositions
sutvantes.

1. il existe un ensemble E; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 1, € [0,27) — Ej,
il existe Ry = Ro (0) > 0 tel que, pour tout z vérifiant argz =1, et |z| = Ry, et pour
tout (k,j) €T, on ait

’f ® (2)
(2)

70)
2. il existe un ensemble Ey C [0,4+00) de mesure linéaire fini, tel que pour tout z vérifiant
|z| ¢ Ey et pour tout

< [o|F e (2.2.6)

f®(2)
e
Lemme 2.2.3 ([7], [24)]) Soit f une fonction entiére telle que ‘f(k) (z)‘ est non bornée dans
un certain rayon arg z = 0. Alors il existe une suite infinie de points z, = r,e? (n =1,2,...),
ot 1, — +00 tel que f*) (2) — 400 et
U (2n)
f® (z,)

(k,j) €T, on ait < ‘Z|(k*j)(p+s)

1 i e
<<k_ﬁﬂl+0“”“f (G=0,..k—1). (2.2.7)
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Lemme 2.2.4 Soient « > 0, 8 > 0, K > 0 et 0 < n < K. Alors lintégrale I (r) =
+oo

| exp (—Katﬂ) dt converge et il existe o tel que sir = 1o, alors I (r) < exp (— (K —n) arﬁ) )

r

Preuve
—+o0

C’est facile & démontrer que Uintégrale [ exp (—K Oétﬁ) dt est convergente. On a

—+o00

I(r) = / exp (—K%tﬁ) exp (—K%tﬁ> dt

r
+oo

r

Il existe 1 > 0 tel que si r > rq alors

+oo
exp (—K%rﬁ) /( o /3—1) ( o B)
1 < ——= 7 —BK—t —K—t")dt
(r) —BK2rA1 IR P 2

T

exp (—K%Tﬁ) exp (_Kg,r.,3>
2

S ThRgAT
< exp (—Kozrﬁ)
BKGro-1
_ B
exp (—nar
X ﬁjgg—rﬁ_l)exp(—(l(—n)arﬂ) .
2

exp ( —narf )

tel que 0 < n < K. Il existe 7o > 0 tel que si » > ry on aura BRI

< 1. Donc si
r > ro = max (ry,rz) on obtient

I(r) <exp(— (K —n)ar’).

Lemme 2.2.5 Supposons que Ag (z) , ..., An—1 (2) avec Ay (z) Z 0 sont des fonctions entiéres
telles que pour les constantes réels o, 3, 01, 02, C' ou v > 0, >0, C >0 et 61 < 05 on a,
pour un entier s, 1 <s<n—1,

A, ()] = exp {a |z|5} (2.2.8)

et
14, (2)| < C (2.2.9)

pour tout 7 = 0,1,....,s —1,s+1,....,n — 1 quand z — oo dans le secteur 6, < arg z < 6.
Soit € > 0 une constante assez petite et S (€) désigne le secteur 01 + ¢ < argz < 0y — €.
Siw # 0 est une solution transcendante avec o (w) < 400 de ’équation , alors les
conditions suivantes sont vérifiées
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i) Il existe j € {0,...,5 — 1} et une constante complexe b; # 0 tel que w) — b; quand
z — 00 dans S (€). De plus, quand z — oo dans S (¢),

‘w(j) (2) — bj| <exp {— (v —p) |z|ﬁ} (2.2.10)
ot 0 < p <«
ii Pour chaque m > j+ 1, quand z — oo dans S (¢),
|w™ (2)| < exp {— (@ — p) |z|ﬁ} (2.2.11)
ou 0 < p < a.

Lemme 2.2.6 [3] Soient Ay (2), ..., An—1(2) ; Ao (2) #Z 0 sont des fonctions entiéres telles
que pour les constantes réels o, 3, 11,01, 03 avec 0 < B < a,u>0 et <0y, ona

Ao (2)] = e (2.2.12)

[Ar (2)] < 7P (k=1,..,n—1), (2.2.13)
quand z — oo avec 01 < argz < 0y. Alors toute solution non nulle de (2.2.3)) est d’ordre

Lemme 2.2.7 [7] Soient P(2) = anz™ + ..., (@, = a+if #0) un polynéme de degré
m > liet A(2) (£0) une fonction entiére avec o (A) < m. Posons f(z) = A(z)el®),
z =re? §(P,0) = acosmb — Bsinmb. Alors pour une certaine constante donnée ¢ > 0,
il existe un ensemble Hy C [0,2m) de mesure linéaire nulle, tel que pour un certain 0 €
0,27) \ (H1 U Hy), ou Hy = {0 € [0,27m) : § (P,0) = 0} est un ensemble fini, il existe R > 0
tel que pour |z| =r > R, on a

1. Si §(P,60) > 0,alors
exp{(1—¢)8(P,0)r™} < |f (2)] <exp{(1+¢)d(P,0)rm} (2.2.14)
2. 8i 6(P,0) <0, alors
exp{(1+2)8(P.0)r™} < |f (=) < exp{(1—e)6(P,0)r™}. (2.2.15)

Lemme 2.2.8 [9] Soit g (z) une fonction entiére d’ordre infini avec 'hyper-ordre o4 (g) = o
et soit ~y (r) lindice central de g. Alors

T loglogy (r)
r—oo  logr

Lemme 2.2.9 Soient A et B deux fonctions entiéres d’ordre fini. Si w % 0 est une solution
de l’équation différentielle
w™ + A(2)w' + B (2)w =0, (2.2.16)

alors 05 (w) < max{o (A4), o (B)}.
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Preuve
Posons max {o (A), o (B)} = a. Pour € > 0 et r suffisamment grand, on a

|A(2)] <exp {r*™}, |B(z)] <exp{r**}. (2.2.17)

Du théoréeme de Wiman-Valiron [20], il existe un ensemble E' C (1,00) de mesure logarith-
mique finie telle que pour z satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U E et |w (2)| = M (r.w), on a

w¥ (2) (vw(

w(z) - z

T))J(1+o(1)), (j=1,..,n), (2.2.18)

ot v,, (r) est I'indice central de w (z). En utilisant (2.2.17)) et (2.2.18)) dans (2.2.19)) , on aura

<7u|;2(|7’))n |(1 + 0(1))’ < exp {raJFE} %TTY) |(1 + 0(1))’ + exp {Ta+s} (2.2.19)

< 2exp{ra+f}”77(()\<1+o<1>>|,

ou z satisfait |z| =r ¢ [0,1]U E et |w (z)| = M (r,w) . De (2.2.5)) , on obtient

Hlog log v, (1)

< . 2.2.20
k—oo  logr ate ( )

Comme ¢ est arbitraire, de (2.2.6]) et du lemme 2.2.8 , on obtient
os (W) < «

Lemme 2.2.10 [15] Soit w (z) une fonction entiére non nulle et soient a« > 1 et € > 0 deux
constantes. Alors il existe une constante ¢ > 0 et un ensemble E C [0,00) de mesure linéaire
finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ E, on a
w® (2)
w ()

< e[T (ar,w) rflog T (ar,w)]*, ke N.

Lemme 2.2.11 Soient P (z) = a;p2™ + ..., Q (2) = bp2™ + ... (m = 1) deux polynémes non
constants de degré m tel que arga,, # argb,, ou bien a,, = cb,, (0 <c<1); ho(2) et hy (2)
deux fonctions entiéres non nulles avec o (h;) < m (j = 0,1). Alors toute solution w # 0 de
léquation différentielle

w™ + hy (2) e"Ew’ + ho (2) 9w =0, (2.2.21)
oun = 2, est d’ordre infini avec oo (w) = m.

Preuve

On a deux cas a traiter.

Le premier cas. arga,, # argb,,. Il existe un secteur S : 0; < argz < 05 tel que § (Q,0) >0
et § (P,0) < 0 sur tout rayon arg z = 6 € S. En utilisant le lemme 2.2.7, on a pour |z| =7
suffisamment grand

|ho (2) eQ(z)| >exp{(1—¢)d(Q,0)r™} (2.2.22)
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et
b1 () eP(z)| <exp{(1+e¢e)d(PO)rm}. (2.2.23)

De (2.2.21)), on a

(n)
|ho (2) e9B)| < ‘%' +|hi (2) €]

%‘ . (2.2.24)

D’apres le lemme 2.2.10, il existe un ensemble £ C [0,00) de mesure linéaire finie tel que
pour tout z vérifiant |z| =r ¢ F, on a

<r[T@rnw)]"", k=1,2,..,n. (2.2.25)

‘ w® (2)
w (2)

En utilisant (2.2.22) , (2.2.23)) et (2.2.25) dans (2.2.24]) , on obtient pour z tel que |z| =7 ¢ E

exp{(1 —£)d(Q,0)r™}

< r[T©2rw)]"t! [1+ |7 (2) GP(Z)H
< r[T2rw)]" (14 0(1))
< 2r [T (2r, w)]"+1

— o/

quand r — oo. Il s’ensuit que, pour |z| =1 ¢ E,

exp {(1+o0(1)) \™} < [T (2r,w)]"",

log log T'(r,w)

logr = m.

o A > 0, quand » — oco. D’ou lim

T—00

Le deuxiéme cas. a,, = cb,, (0 < c < 1). Il existe un secteur S’ : 0] < argz < 05 tel que
d(P,0) = cd(Q,0) > 0 sur tout rayon argz = 6 € S’. D’apres le lemme 2.2.7, on a pour
|z| = r suffisamment grand

‘hg (2) eQ(Z)| >exp{(1—¢)d(Q,0)r"} (2.2.26)

|1 (2) eP(z)} <exp{(1+¢)cd(Q,0)r}. (2.2.27)
En utilisant (2.2.25)) , (2.2.26]) et (2.2.27)) dans (2.2.24)) , on obtient pour |z| =17 ¢ E

exp{(1—2)0(Q,0)r™} < r[T2r,w)]"" [1+exp{(1+¢)cd(Q,0)r"}]
< 2r [T (2r,w)]" ™ exp {(1+¢)cd (Q,0)r™},

exp{[(1 —¢)—c(1+¢)]0(Q,0)r™} < 2r [T (2r,w)] (2.2.28)
En prenant dans (2.2.28)) € tel que 0 < € < }—jﬂf, on obtient le résultat demandé.

Lemme 2.2.12 Supposons que P (z), A(z), f (z) et 0 (P,0) vérifient les mémes données du
lemme 2.2.7. Alors, pour € > 0, il existe un ensemble E C (1,00) de mesure logarithmique
finie (ImE < o0), tel que pour 6 € [0,2m)\Hy; (Hy = {0 € [0,27m); 0 (P,0) =0}) et pour
|z| =7 ¢ [0,1] U E, on aura les mémes relations et (2.2.15)).
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Preuve

Posons f (2) = h(2) et ot h(2) = A(2) e P,_1 (2) = P(2) — (a+iB) 2™, alors
o (h) = s < m. En utilisant la méme méthode de démonstration du lemme 2.2 de ref. [§], on
obtient que pour € > 0, il existe £ C (1,00) de mesure logarithmique finie (ImE < o0), tel
que pour z =re r ¢ [0,1]UFE, on a

exp {—7"”5} < |h (reie)| < exp {TS“} )

On continue de la méme maniére du lemme 2.2.7, on obtient les relations ([2.2.14]) et ([2.2.15|).

Remarque 2.2.1 Soit w (z) une fonction entiére d’ordre infini avec o (w) = o < 400, so0it

E C (1,00) un ensemble de mesure logarithmique finie. Alors il existe une suite de points

{2k = rie®} telles que |w (2)| = M (ry,w), 0; € [0,27), klim O, =6y € [0,27), 1 ¢ E,
—00

rry — +00 et pour € > 0 et i suffisamment grand, on a

Hlog v (Tk)

= 2.2.29
k—oo log Ty, o ( )

exp {ry "} < (r) <exp{ry™}, (2.2.30)
ot 7y (r) est lindice central de w(z). En effet, d’aprés le lemme 2.2.8 et 03 (w) = «, on a

mlog logy (1)

= < 0.
r—00 log r 72 (’LU) o0

Donc, il eziste une suite {r;.} (r, — 00) qui vérifie

iy Loglog 7/(%) _
rp—oo  logry

Posons la mesure logarithmique de E, ImE = § < 0o, alors il existe 1y, € [}, (6 + 1) r | \E.
Comme

loglogy (1) _ loglogy(ry) _  loglogny (ry)
logric -~ 1og (6 17l 1ogy [1 4 o]’

alors on a
iy Loglogy () _
im —=—~ "~ =
rp—oo  log Ty

Done, ([2.2.30)) est vérifice et évidemment (2.2.29)) aussi. Maintenant on prend z, = rype’’*,
O € [0,2m), telle que |w (z,)] = M (ry,w). Il existe un sous-ensemble {0y, } de {0;}, telle

que lim 0y, = 0y € [0,27) . Donc {ij = Tkjeiekj} vérifie les conditions en question.
j—00
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2.3 Preuve du théoréme 2.1.1

Soient wy, ..., w, n solutions indépendantes de I’équation (2.1.2]). D’aprés [12], il y a parmi
ces n solutions, au plus une seule solution d’ordre fini. On peut supposer que w; (z) est cette
fonction qui est d’ordre fini. Evidemment w; (z + 27i) est solution de I’équation (2.1.2]) . Donc

(z 4 2mi) Zoz]wj (2.3.1)

Comme wy (z + 27i) est d’ordre fini aussi, alors a; = 0 pour j = 2,...,n; et d’aprés le
lemme 2.2.1 on a wy (z) — b # 0, wy (24 27i) — b # 0 quand z — oo dans le secteur
Si(e): 3+e <argz < Z—e (e > 0), ce qui implique que a; = 1 et wy (2 + 2mi) = wy (2). On
en dedult qu'’il existe une fonction réguliere f (¢) dans 0 < |¢| < oo telle que wy (2) = f (€?).
Si f (¢) avait une singularité essentielle en ¢ = 0, alors wy (2) = f (€*) n’aurait pas eu une
limite quand z — oo dans le secteur Sy () : 2 +¢ < argz < 2 — ¢ (¢ > 0). Aussi, si f (¢)
avait un pole en ¢ = 0, alors w; (2) — oo quand z — oo dans S (¢). Donc f (¢) est une

400 400 +oo
fonction entiere (f (¢) = Y- arC* et wy (2) = 3 are®). En remplacant wy (2) = 3 axe®* dans
k=0

k=0 k=0
(2.1.2), on obtient

+o0 +oo +o0
Zk"akekz + e*'szakekz + cZakekZ =0; (2.3.2)
k=1 k=1 k=0
ce qui donne
(K"+c)ap+(k+1D a1 =0 (k>1) (2.3.3)
et
ay + cag = 0. (2.3.4)
On aag=0#0.Sic# —k" pour tout k£ > 1, alors
lim %L g (2.3.5)
k—too | Q1]

“+o00
ce qui montre que le rayon de convergence de Z arC" est égal a zéro. C’est une contradiction.

Donc il existe un entier kg > 1, telle que ¢ = —k” Et de ,ar = 0 pour tout k > ky+1

et wy (2) = Zajejz. Inversement, si ¢ = —k", alors la fonction qui s’écrit sous la forme
=0
k
w (z) = Y aje’* vérifie 'équation différentielle (2.1.2). Ce qui achéve la démonstration.
j=0

2.4 Preuve du théoréme 2.1.2

On suppose qu’il existe une solution w # 0 de I’équation ([2.1.3)) d’ordre fini. On peut appliquer
le lemme 2.2.1 parce que ses conditions sont vérifiées dans le secteur Sy (¢) : m — e < arg z <
T+ (0 <e< %) . Donc, il existe une constante b # 0 telle que

lw(z) —b] <exp{—(1—p)|z|cose}, (2.4.1)
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et pour chaque entier n > 1
|w(”) (2)| <exp{—(1—p)|z|cose}, (2.4.2)
ol 0 < p <1 quand z — oo dans Sg(%) , (O<5<§).Deplus, on a
le?| < € (2.4.3)
et il existe une constante positive c et ry assez grand, telle que pour |z| > 79, on a
Q ()] <l (2.4.4)
ou g =deg@(z). De , on peut écrire

Q (2)b] < [w™ (2)] +[e7*] |w' (2)

+1Q (2)||w (2) — b]. (2.4.5)

D’aprés ([2.4.1) — (2.4.5)), on obtient

|Q (2)b] < exp{—(1 = p)|z|cose} +exp{[z| (1 = (1 = p)cose)}

+c|z|"exp{— (1 — p)|z| cose} . (2.4.6)

Comme est vérifiée pour les constantes arbitraires e, p (0 <e< 3 0<p< 1) , il
s’ensuit qu’il existe une constante positive M tel que, quelque soit |z| assez grand, on peut
obtenir. En prenant ¢ et p assez petits, que |Q (2)| < M . Ceci contredit le fait que @ (z) est
un polynoéme non constant. Ce qui achéve la démonstration.

2.5 Preuve du théoréme 2.1.3

On suppose que w Z 0 est une solution de (2.1.4)) d’ordre fini o. De (2.1.4)) on peut écrire

(m) /
B(z) = —ww - e*Z%; (2.5.1)

et de l'estimation fondamentale de Nevanlinna des dérivées logarithmiques, on obtient

(n) /
m(r,ez)+m<r,w > +m<r,£)
w w

< m (r, e_z) + O (logr),

m (r, B)

VAN

quand r — oco. Ce qui implique que B (z) doit étre d’ordre ¢ < 1. Soit € > 0. On considére
les deux secteurs Sy : —5 < argz < —5 +eet Sy § —e <argz < 3. Du lemme 2.2.2, si
01 € S1— FEy (resp: 0y € So— E3), ( Ey et Ey sont de mesure linéaire nulle ), il existe R; > 0
(resp : Ry > 0) tels que pour tout z vérifiant |z| > Ry et argz = 6, ( resp : pour tout z
vérifiant |z| > Ry et argz = 05),

< |27 (2.5.2)
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(n)
‘U} (Z) < |Z|n(a'—1+€) . (253)

w(2)

Comme |e #| < 1 pour Re(z) > 0, il s’ensuit de (2.5.2), (2.5.3) et (2.5.1) que

B (2)] < 212" (2.5.4)

pour |z| > max (R, R, 1). Et d’aprés la deuxiéme proposition du lemme 2.2.2, il existe un
cercle C,. : |z| = r > max (R, Ry) tel que pour z € C,, on a

w' (2) ote

'w B < |7 (2.5.5)
w(n) (Z) p n(o+e)
’—w | S (2.5.6)

Alors, de (2.5.5)), (2.5.6) et (2.5.1)), on obtient

B (2)] < 212", (2.5.7)

pour z € C’,ﬂ{z -5 <argz < %} . Maintenant, comme B (z) est une fonction entiére trans-
cendante d’ordre o < 1, alors elle admet un nombre infini de zéros. Soit ¢ (z) un polynéme de
degré supérieur a n (o + ¢) tel que 15((5)) soit une fonction entieére. Soient &, le point d’inter-
section du cercle Cj : |z| = max (Ry, R2) avec le rayon arg z = 61, &, le point d’intersection
de Cj avec le rayon arg z = 0, &5 est 'intersection du cercle C),. avec le rayon arg z = 6 et £,
est celui de C, avec le rayon arg z = ;. Soit I', le contour qui va de &, a &, sur Cy, de &, a
&5 sur le rayon arg z = 0o, de &3 & &, sur C), puis de £, a £; sur le rayon arg z = ;. Donc, de
(2.5.4) et (2.5.7)) il s’ensuit qu'il existe une constante M > 0 qui est indépendante de 7 telle
que

‘ B(z)
q(2)
pour tout z € I',.. Du principe de maximum cette estimation reste vraie a l'intérieure de I',.
En faisant tendre 7 — oo, on déduit que (2.5.8) est vraie dans le secteur —5+¢ < argz < §—¢
et en particulier sur arg z = —7 +¢ et arg 2 = § —¢, € est arbitraire. Du théoréme classique de
Phragmeén-Lindelsf [11], il s’ensuit que ([2.5.8)) reste vraie sur le plan entier C. Et du théoréme
de Liouville, B(j) doit étre constante, ce qui contredit que f((j))
solution w # 0 est d’ordre infini.

(2.5.8)

est transcendante. Donc, toute

2.6 Preuve du théoréme 2.1.4

Le cas a, > 0. Siargz =0 € S3(e) = { z: —e <argz<e (0<e< %)}, et 2| suffisam-
ment grand, alors on a
le®*| > exp {asrcose} (2.6.1)

et
Py () < C (2.6.2)
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pour tout j =1,...,s—1,s+1,. —1, ot C' > 0 est une constante réel. Donc les conditions
du lemme 2.2.5 sont verlﬁees Alors si on suppose que w Z 0 est une solution de ( avec
o (w) =0 < 00, on aura

i)

ii)

Il existe j € {0,...,s — 1} et un nombre complexe constant b; # 0 telle que wl) — b;
quand z — oo dans Ss (%) (() <e< %) et en plus

|w(j) (2) — bj‘ <exp{— (ascose —p)|z|} (2.6.3)
ou 0 < p < agcose
Pour chaque entier m > j + 1, quand z — oo dans S3 (%),
‘w(m) (z)! < exp{— (ascose — p)|z|}, (2.6.4)

ou 0 < p < agcose. De la condition (i), par j intégrations successives sur le segment
[0, 2], on obtient

” 2 j—1

z =
-+ (0)§+...+w( Y (0)

w(z>:w(0)+w’(0)1

/ / / t) dtdg...du

=w(0) +w (0) 5 +w (0)5+ 4w (0)

/ // (b; + A (1)) dtde...du

Zrw (0)—+ 4w’ (0)

S b

(-1t j

/ / / t) dtde...du, (2.6.5)

o A(z) — 0 et |A(2)] < exp{—(ascose —p)|z|} (0 <p < ascose) quand z — oo

—w(0) +w (0)

1!

dans S5 (£) (0 <e < Z). Il s'ensuit de (2.6.5)) que
O]
d ]<Z) — 0 pour tout [ =1, ..., j; (2.6.6)
2z
w(z) b
i j—Jl #0 (2.6.7)
et

w(z) b,
]

=0 <%> : (2.6.8)

quand z — oo dans S3 ( ) D’autre part, pour z € S3 (%) ,on a

£
2

| sz

< exp{asr}. (2.6.9)
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On divise (2.1.5) sur 27 et on Pécrit sous la forme

. w(n) z 1 edn—1% w(nfl) P
Qo OO P el @)
J: ‘Z| ‘z|
e 2| [w) (2 1 (e¥1? w (2 w(z ;
|Ps ( |)Z|’l (2)] + .+ [P ( ’Z)||J| ()] +1Q (2)] ‘% —% . (2.6.10)

En utilisant (2.6.4) et (2.6.6) —2.6.9, de (2.6.10) on obtient une contradiction quand
z—o00, € =0 et p—0.

Le cas o, < 0. On utilise la méme méthode du premier cas en prenant le secteur
Sy(e):m—e<argz<m+e (0<e<%).

2.7 Preuve du théoréme 2.1.5

Supposons que w (z) est une solution transcendante de d’ordre fini. D’apres le lemme
2.2.2, pour une constante € > 0, il existe un ensemble E; C [0,27) de mesure linéaire nulle,
tel que si 6 € [0,27) \ By, alors il existe une constante Ry () = Ry > 1 tel que pour tout z
satisfaisant argz = 0 et |z| =r > Rp, on a

(n)
’U} (’Z) < |Z|(TL*1)(0'71+8) ' (271)

w' (2)

Soient a,, = o+ i # 0 et 0 (P1,0) = acosmf — Fsinmf. D’aprés le lemme 2.2.7, il existe,
pour une constante donnée £ (0 < ¢ < 1), un ensemble H; C [0, 27) de mesure linéaire nulle,
tel que pour 0 € [0,27) \ (H1 U Hsy) , (Hy ={0 € [0,27) : § (P1,0) = 0}), il existe R; > 0 tel
que pour |z| =7 > Ry, on a

i Si 6(P,0) <0, alors

!Al (2) ePl(z)| > exp{(1—¢)d(P,0)r™} et (2.7.2)
| A1 (2) ePl(Z)| > exp{(1—¢)0(P,0)r™} et

ii Sid(P,0) >0, alors
|A1 (2) ePl(z)| > exp{(1 —¢)d(P,0)r™} et (2.7.3)

1
!Ao (2) ePO(Z)| < exp{(l1+¢)=d(P,0)r™}.
c
Maintenant on prend 6 € [0,27) \ (Ey U H; U H,), telle que la mesure linéaire de £y U
H, U H; est nulle, alors 0 satisfait 6 (P;,0) < 0 ou 0 (P,0) > 0. On traite les deux cas :

Le cas, § (P1,0) < 0. De a,, = cb,, on a § (Py,0) = 26 (P;,0) < 0. De (2.1.6]) , on peut écrire

T ¢

w(2)
w™ (2)|

1< |A(2) ePl(Z)|’ ?) ‘HAO (2) eP0<Z>]' (2.7.4)

w (
w™ (z)
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Si ‘w(") (Z)‘ n’est pas bornée sur le rayon arg z = 6, alors du lemme 2.2.3, il existe une suite
infinie de points {z, = r,e”}, ot r, — 400 telle que w™ (z,) — oo et

w' (rpew)

w™ (rpet?)

<%ﬂ1+0ﬂ»@: (2.7.5)

1 -1

<G 0o [

w™ (rpet?)

n
p Y

En utilisant les inégalités ([2.7.2)) et (2.7.5)) dans (2.7.4)) , on obtient, pour § € [0,27) \ (£ U Hy U Hy)
et r, > max (Ro, R1) ,

1<

n 1)!7";—1 (I4+o0(1)exp{(1—¢)d(P,0)r}+

1
(n)!

. N N . . (n) 3 A
ce qui meéne & une contradiction quand r, — +o0o. Donc w " (rew) est bornée sur le rayon
arg z = 0, i.e.

s omen -2 1m0} (2.76)

’w‘") (re”)| < b, (2.7.7)

ou M; > 0 est une constante. De et par n intégrations successives sur le segment [0, z],
on obtient

w@wﬂgmm»wwmﬂ§+p()||+ +MLQ (2.7.8)

sur le rayon arg z = 6.

Le cas ¢ (P,0) > 0. On a 6§ (Fy,0) = 16 (P1,0) > 0. De on a

w™ (2)
w' (2)

Si ‘w ‘ n’est pas bornee sur le rayon arg z = 6, alors du lemme 2.2.3, il existe une suite
infinie de points {zp = rpe’ } ou r, — 400 telle que w' (z,) — oo et

w (2)

| Ay (2) "] < ' (2.7.9)

+ | Ao (2) ePO(Z)‘ ‘

w' (2)

w (rpe”)

w' (rye?)

<(1+o0(1))r,. (2.7.10)

En utilisant les inégalités (2.7.1)), (2.7.3)) et (2.7.10]), on obtient

eXp{(l—E P17 m} 7“” 1)(o— 1+5)+

+(1+0(1))Tpexp{(1+5) %5 (P, )"

< (14+0(1)) 27“36Xp{(1+€) 1(5(P1,9) ;”}, (2.7.11)

ol a=max{l,(n—1)(c —1+¢)}.
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Si on choisit ¢ tel que 0 < & < <4 dans (2.7.11]), on trouve une contradiction. Donc |w’ (re')|
est bornée sur le rayon arg z = 0 i.e. il existe une constante My > 0, telle que

‘w/ (rew)‘ < M.

< |w (0)| + M, |2|

) = o @+ [ (wya

sur le rayon arg z = 6. Dans les deux cas précédents, on a

12l 2I*
1!

\|"

lw (re”)| < |w (0)] + ’w/ (0) +..+ M— (M >0) (2.7.12)

o 5

sur le rayon argz = 0 € [0,27) \ (E1 U H; U Hs). Du théoréme de Phragmén-Lindelof [26],
(2.7.12)) est vérifice sur le plan complexe entier. Donc, w (z) est un polynome. Mais w (z) est
une fonction transcendante, alors toute solution transcendante de est d’ordre infini.

Maintenant on prouve que ne peut pas avoir un polynéme non nul comme solution.
Supposons que w (z) est un polynéme non nul de degré d. On peut choisir un rayon arg z = 6

tel que § (Py,6) > 0. De (2.1.6]) , on a
| Ay (2) epl(z)‘ ‘w/ (z)‘ < |w(") (2)| + |40 (2) ePO(Z)’ lw (2)], (2.7.13)
et en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient

(14+0(1)) rd 1 exp {1—=¢)d(P,0)r™}

<(1 —i—o(l)))\rdexp{(l +¢) %5(]31,9)7””1},

ou A > 0 et ceci donne une contradiction en prenant ¢ tel que 0 < ¢ < ? Donc, toute
solution w # 0 de (??) est d’ordre infini.

2.8 Preuve du théoréme 2.1.6

Supposons que arg a,, # argb,,. D’aprés le lemme 2.2.7, il existe un rayon arg z = 6 tel que
6 € [0,27)\ (Hy U Hy), ot Hy et Hy sont définies comme dans le lemme 2.2.7, H; U Hy de
mesure linéaire nulle, et § (P, 0) > 0, § (P1,0) < 0 et pour |z| = r suffisamment grand, on a

}Ao (2) e 1 By (z)‘ > (14+0(1))exp{(1 —¢)d(Py,0)r™}, (2.8.1)
et
|A1 (2) @P1(Z) + B1 (Z)| < exp {(1 — 5) ) (P17 0) rm} exp {TU(Bl)+%}

< exp {r7Btel (2.8.2)

Si on prend ¢ dans (2.8.1)) et (2.8.2) tel que o (By) + & < m, alors les conditions (2.2.12)),
(2.2.13) du lemme 2.2.6 sont vérifiées. Alors toute solution w # 0 de (2.1.7)) est d’ordre
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infini.Maintenant, supposons que a,, = ¢b,, (0 <c<1). Alors § (P,0) = ¢d (Fp,0). En
utilisant la méme méthode précédente, il existe un rayon argz = 6 satisfaisant 0 (P, ) =
cd (Po,8) > 0 et pour |z| = r suffisamment grand, on a

| Ag (2) e 4 B, (2)| = (1 +0(1)exp{(l —€)d(FP,0)r"} (2.8.3)

et
|A1 (2) P + B (z)| < exp {(1 +¢)c 6 (Py,0) 7"’”} : (2.8.4)

o1 0 < ¢ < ¢ < 1. En prenant ¢ dans (2.8.3), (2.8.4) tel que 0 < ¢ < ;—5, alors du lemme
2.2.6., on obtient le résultat.

2.9 Preuve du théoréme 2.1.7

On démontre le cas Q (2) = h (2) €™ ot h(z) est un polynéme non nul. Le cas o Q (2) est
un polynoéme se démontre par la méme méthode.Supposons que w est une solution non nulle
de (2.1.8)). Alors, d’aprés le lemme 2.2.9, théoréme 2.1.4 et théoréme 2.2.5, on a 0 (w) = o0
et oo (w) < m. On va traiter deux cas :

Cas 1. arga # argboua =cb (0 <c<1). Dapreés le lemme 2.2.11, on a oy (w) > m; ce
qui achéve la démonstration.

Cas 2. a = ¢b (¢ > 1). On utilise la démonstration par I’absurde. Supposons que 02 (W) = «
tel que 0 < a < m. D’aprés le théoreme de Wiman-Valiron, on a

wd) (z) (vw (r)

z

)J 1+0(1), G=1,..n), (2.9.1)

o |w(z)| =M (rw), |z =r¢|0,1]UE}, Ey C (1,00) de mesure logarithmique finie et v,, (7)
est l'indice central de w (z). De la remarque 2.2.1, il existe une suite de points {zk = rkewk}
telle que |w (2)| = M (r.w), 0 € [0,27), klim Or =0y €10,2m), 1 ¢ [0,1]U Ey U Ey, ( Es est

définie comme dans le lemme 2.2.12 ) r, — +00 et pour € > 0 et r suffisamment grand, on

a

AU (2.9.2)

k—oo log Ty
exp {ry "} <y (r) <exp{ry™}. (2.9.3)
Posons a = 1™, § (az™, 0y) = cos (¢ + mby) = §; il existe trois cas a étudier :
1. 6<0
2.0>0
3. =0.
Cas 1) § < 0. Comme kh—{go 0. = 6, pour k suffisamment grand, on a

§ (b2, 0y) = 0 = %(5 (az™,0r) < 0,0 (—=b2™,0k) = —0 > 0,0 (az™ — b2",0;) = §(b(c—1)2™,0;) =
(C — 1) 0r < 0.
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On peut écrire I’équation (|2 sous la forme

b wt (2) _ ble=1)zm w' (2) p
w(z) w(z)+h<)'

(2.9.4)

En remplacant (2.9.1)) et (2.9.3) dans (2 et d’apres le lemme 2.2.12, onapoure (0 <e < 1 — «)
et k suffisamment grand

exp{(1 —¢) (—0x) 7'} exp {nrk }rk (14+0(1))

_ b2 w(n) (zk)
w ()

<exp{(Ll—¢)(c—1)(0)ri"exp {rp™}rt + it

X ‘

<exp{(1—¢)(c—1)(d;) rk }exp {rote} it (2.9.5)

ol d = degh. Comme ¢, < 0et 0 < a <1, alors ) donne une contradiction.
Cas 2) § > 0. Aussi comme klim 0. = 0y, pour k assez grand, on a

(5( Hk)—5k>0 (S( Qk):—(5k<0,(5((b—a)zm,9k):(%)(5k<0
On peut écrire sous la forme :
w' (2) W™ (2) (b—a)em
N\ ez a)z 2.9.
w2 e o () +h(z)e (2.9.6)

En remplacant (2.9.1)) et (2.9.3)) dans (2.9.6)) et en utilisant le lemme 2.2.12, on obtient, pour
e (0 <e<1—a)et k suffisamment grand :

¥ (%)
Tk

1+0(1) < exp{(l—e)(=5)rP" Vnr(:’“ﬁ (2.9.7)

1 exp {(1 o) (1 - C) (5k)r;n}

< exp{(L—¢)(=dp) i exp {nry™} ry" (1 +0(1))

L e {(1 o) (1 - C) (5k>r,z"} ,

ou d = degh. De ([2.9.7) on déduit que v (1) — 0 quand k — oo; et ceci contredit (2.9.2)).
Cas 3) § = 0. Comme pour tout k, Re {arkeiek} = 0 et la demi-droite argz = 0, est
asymptote aux points {arkeiok} , il existe K > 0 telle que quand k¥ > K, on a

—1 < Re {arkew’“} <1 (2.9.8)

1 ; 1
— < Re{brkegk} <E.

De (2.1.8)) et (2.9.1]), on obtient

- (M) o) e 10 1 o ) 4 0 ) (29.9)

2k
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De (2.9.9)), (2.9.8) et en tenant compte du fait que ¢ > 1, on obtient, quand 7, est suffisamment
grand :

Y () (1+0(1)) < erp 'y (ry) (L+0(1)) +erf™
< 2er™y (i) (L+0(1),

Y (re) (L +0(1)) < 6r¢t™ (1 +0(1)). (2.9.10)
C’est facile a voir que (2.9.10)) contredit (2.9.2), ce qui termine la démonstration.
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