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Introduction

Depuis plusieurs siècles, les savants ont pu modéliser des phénomènes naturels sous forme
des équations di¤érentielles et depuis ce domaine mathématiques est devenu indisponsables
pour résoudre beaucoup de problèmes dans plusieurs disciplines. On sait maintenant que
l�analyse complexe est un outil très puissant pour résoudre certains problèmes mathématiques
durs dans l�axe réel, comme par exemple le fameux théorème de Cauchy pour les intégrales.
Depuis plus de trois déscennies, plusieurs chercheurs utilisent la théorie de la distribution des
valeurs d�une fonction méromorphe, fondée par R. Nevanlinna dans l�étude de la croissance
et l�oscillations des solutions des équations di¤érentielles linéaires dont les coe¢ cients sont
des fonctions entières ou méromorphes. Pour l�équation di¤érentielle

f (n) + An�1 (z) f
(n�1) + :::+ A1 (z) f

0
+ A0 (z) f = 0; (0.0.1)

on sait que si les coe¢ cients Ai (z) (i = 0; :::; n� 1) sont des fonctions entières, alors toutes les
solutions sont aussi des fonctions entières. Frei [12] a démontré que si p est le plus grand entier
tel que Ap (z) est transcendante, alors il existe au maximum p solutions indépendantes d�ordre
�ni de l�équation di¤érentielle (0:0:1) : La question qui se pose souvent est la suivante"quels
sont les conditions sur les coe¢ cients qui assurent que toutes les solutions sont d�ordre in�ni.
Dans ce mémoire, on vas se baser sur l�équation di¤érentielle

w00 + e�zw0 +Q (z)w = 0; (0.0.2)

où Q (z) est une fonctions entière, qui a été étudiée par plusieurs chercheurs, voir par exemple
([13], [27], [30], [17], [25]).
Ce mémoire contient deux chapitres. Dans le premier chapitre, on va citer les notions fonda-
mentales de la théorie de Nevanlinna nécessaires pour notre travail et le deuxièmes chapitre
est consacré à l�équations di¤érentielle

w(n) + e�zw0 +Q (z)w = 0;

et ses extensions. Ces résultats ont été réalisés par Hamouda et Belaidi [18].



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.
Nevanlinna

On va citer seulement les éléments nécessaires à notre travail. Pour plus de détail voir [19].

1.1 Préliminaires

Dé�nition 1.1.1 Pour touts nombres réels � > 0;

on dé�nit ln+ � = max(0; ln�) = :

�
lnx x > 1

0 0 < x 6 1
les propriétés de bases du logarithmique tronqué sont contenues dans le lemme suivant

Lemme 1.1.1
ln� 6 ln+ � (1.1.1)

ln+ � 6 ln+ �, pour � 6 � (1.1.2)

ln� = ln+ �� ln+ 1
�

(1.1.3)

jln�j = ln+ �+ ln+ 1
�

(1.1.4)

ln+

 
nY
i=1

�i

!
6

nX
i=1

ln+ �i (1.1.5)

ln+

 
nX
i=1

�i

!
6 lnn+

nX
ln+

i=1

�i: (1.1.6)
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1.1.1 Principe de maximun

Théorème 1.1.1 [11] Soit f(z) 6= const; une fonction analytique dans un domaine simple-
ment connexe D et continue sur sa frontière. Si on a 8z 2 @D; jf(z)j 6 M alors 8z 2 D;
jf(z)j 6M:

1.1.2 Théorème de liouville

Théorème 1.1.2 [11] Toute fonctions entière bornée dans C est constante.

1.2 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.2.1 [20] Soit f une fonction méromorphe on dé�nit la fonction de proximité
de f par :

m (r�a�f) = m(r;
1

(f � a)
) =

1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf (rei�)� ajd�; si f 6� a 2 C

m (r;1; f) = m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei���� d�:

Dé�nition 1.2.2 [20] Soit f une fonction méromorphe on dé�nit la fonction a� point de f
par la fonction

N (r; a; f) = N(r;
1

(f � a)
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) ln r; si f 6� a 2 C(1.2.1)

N (r;1; f) = N(r; f)

r

=

Z
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) ln r (1.2.2)

ou n (t,a,f) désigne le nombre de zéro de l�équation f (z) = a dans le disque jzj 6 t; n (t;1; f)
désigne le nombre de pôle de f dans le disque jzj 6 t:

Dé�nition 1.2.3 [20] Soit f une fonction méromorphe, on dé�nit la fonction caractéristique
de R. Nevanlinna par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Elle joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes, notamment dans le premier théorème fondamentale de R Nevanlinna
Exemple
Pour la fonction f(z) = eaz (a 6= 0), on a

m (r; f) =
jaj r
�
; N (r; f) = 0;

d�où

T (r; f) =
jaj r
�
:
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1.3 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.3.1 [20] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour toute
nombre complexe a 6=1, on a

m (r; a; f) +N (r; a; f) = T (r; f) + " (r; a) ;

où " (r; a) = O (1) ; quand r ! +1:

Proposition 1.3.1 Soit f0; f1; f2:::::fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des constantes
complexes telle que ad� cb 6= 0; alors

1.

T

 
r;

nY
k=1

fk

!
6

nX
k=1

T (r; fk) ; (n > 1):

2.
T (r; fn) = nT (r; f) ; ( si n 2 N�):

3.

T

 
r;

nX
k=1

fk

!
6

nX
K=1

T (r; fk) + lnn:

4.

T (r;
af + b

cf + d
) = T (r; f) +O(1); f 6� �d

c
:

Preuve

1. On a par dé�nition

T

 
r;

nY
k=1

fk

!
= m

 
r;

nY
k=1

fk

!
+N

 
r;

nY
k=1

fk

!
et comme

m

 
r;

nY
k=1

fk

!
=

1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
nY
k=1

fk
�
rei'

������ d'
6

nX
k=1

1

2�

Z 2�

0

ln+
��fk �rei'��� d'

6
nX

K=1

m(r; fk);

et on a

N(r;
nY
k=1

fk) 6
nX
k=1

N(r; fk)

donc

T (r;
nY
k=1

fk) 6
nX
k=1

T (r; fk)



1.3 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna 4

2. on a jf jn 6 1() jf j 6 1

i Si jf j 6 1; alors

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn)

= nN(r; f) = nT (r; f):

ii Si jf j > 1, alors

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn)

= nm(r; f) + nN(r; f) = nT (r; f):

3.

T (r;
nX
k=1

fk) = m(r;
nX
k=1

fk) +N(r;
nX
k=1

fk):

On a

m(r;
nX
k=1

fk) =
1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
nX
k=1

fk
�
rei'

������ d'
6

nX
k=1

1

2�

Z 2�

0

ln+
��fk(rei')�� d'+ lnn

=
nX
k=1

m(r; f) + lnn:

et comme

N(r;

nX
k=1

fk) 6
nX
k=1

N(r; fk);

donc

T (r;

nX
k=1

fk) 6
nX
k=1

T (r; fk) + lnn:

4. On pose que

g =
af + b

cf + d
=

af + b
a

c
�
f + d

c

�
=

a

c
�
f + d

c
+ b

a
� d

c

f + d
c

=
a

c

"
1 + (

bc� ad

ac
)� ( 1

f + d
c

)

#

=
a

c
+ (

bc� ad

c2
)� ( 1

f + d
c

);
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donc

T (r; g) = T (r;
a

c
+ (

bc� ad

c2
)� ( 1

f + d
c

))

= T (r; (
bc� ad

c2
)� ( 1

f + d
c

)) +O(1) (1.3.1)

= T (r;
1

f + d
c

) +O(1)

= T (r; f) +O(1):

Exemple
Soit f(z) = c z

p+ap�1zp�1+:::+ap
zq+aq�1zq�1+:::+aq

; (c 6= 0):
Supposons que p > q alors f(z) ! 1; z ! 1; et donc m(r; a; f) = o(1), pour r > r0; si
a 6=1.
L�équation f(z) = a admet p racines; d�où n(t; a; f) = p, pour t > t0: Donc

N(r; a; f) =

Z r

0

n(t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) ln r

=

Z t0

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+

Z r

t0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) ln r

= [(p� n (0; a; f))]� (ln r � ln t0) + n (0; a; f) ln r +O (1)

= p ln r � p ln t0 + n (0; a; f) ln t0 +O (1)

= p ln r +O(1):

Par suit pour r !1
T (r; f) = p ln r +O (1) ; si a 6=1;

m (r; a; f) = o (1) ; N (r; a; f) = p ln r +O (1) :

Si p < q; alors pour r !1
T (r; f) = q ln r +O (1)

m (r; a; f) = o (1) ; N (r; a; f) = q ln r +O (1) : si a 6= 0
Si p = q; alors pour r !1

T (r; f) = p ln r +O (1)

m (r; a; f) = O (1)

N (r; a; f) = p ln r +O (1) ;

1.4 L�ordre et l�hyper ordre d�une fonction entière

Dé�nition 1.4.1 ([20]; [22]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre de f est dé�nie par

� (f) = lim
r!+1

lnT (r; f)

ln r
= lim

r!+1

ln lnM (r; f)

ln r
;

l�hyper ordre d�une fonction entière f est dé�nit par
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�2 (f) = lim sup
r!1

ln lnT (r; f)

ln r

= lim sup
r!1

ln ln lnM (r; f)

ln r
:

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :
Cette notion est utilisée pour préciser plus la croissance des fonctions d�ordre in�ni.
Exemple Soit la fonction f(z) = (exp fezg) donc

� (exp fezg) =1

et l�hyper ordre
�2(exp fezg) = 1

Proposition 1.4.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1. �(f + g) 6 max f� (f) ; � (g)g ; � (f � g) 6 max f� (f) ; � (g)g
2. Si � (g) < � (f) alors � (f + g) = � (f � g) = � (f)

Preuve
On pose � (f) = �1; � (g) = �2; alors pour tout " > 0 et r assez grand

�1 = lim
r!1

lnT (r; f)

ln r
, T (r; f) < r�1+"

on a
T (r; f) 6 r�1+"; T (r; g) 6 r�2+":

1. Soit

T (r; f + g) 6 T (r; f) + T (r; g) + ln 2

6 r�1+" + r�2+" + ln 2

6 2rmax(�1;�2)+" + ln 2;

et

T (r; f � g) 6 T (r; f) + T (r; g)

6 2rmaxf�1;�2g+":

D�où � (f + g) 6 max f�1; �2g + "; � (f � g) 6 max f�1; �2g + ": Comme " > 0 est
arbitraire alors

�(f + g) 6 max (� (f) ; � (g)) (1.4.1)

� (f � g) 6 max (� (f) ; � (g)) :
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2. Supposons �(f) > �(g): En écrivons

T (r; f) = T (r; (f + g)� g)

6 T (r; f + g) + T (r; g) +O(1):

T (r; f) = T

�
r;
fg

g

�
6 T (r; fg) + T (r;

1

g
)

= T (r; fg) + T (r; g) +O(1):

Donc � (f) 6 � (f + g) ; � (f) 6 � (fg), on utilisons (1:4:1) on obtient,

� (f + g) = � (fg) = � (f) :

Exemple
Soit f(z) = z3 + z + 1 + ez

z+1
; alors

� (f) = �

�
ez

z + 1

�
= � (ez) = 1:

1.5 La mesure linéaire et logarithmique

Dé�nition 1.5.1 On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) par

m (E) =

Z 1

0

�E (t) dt

ou �E est la fonction caractéristique de l�ensemble E,

Dé�nition 1.5.2 la mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;1) est dé�nit par

Im (F ) =

Z 1

1

�E (t)

t
dt

Exemple
Soit E = [1; 2] alors

m(E) = 1; Im(E) = ln 2

1.6 Le terme maximal et l�indice central

Dé�nition 1.6.1 [19] Soient f (z) =
P1

n=0 anz
n une fonction entière et � (r) le terme maxi-

mal de cette série i.e
� (r) = max fjanj rn;n = 0; 1; ::g ;

alors l�indice central de la fonction f est dé�nit par

�f (r) = max fm;� (r) = jamj rmg
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Exemple 01
Pour le polynôme p(z) = anz

n + :::+ a0; an 6= 0;
on a

� (r) = janj rn;
et

vp(r) = n;

pour r asser grand.

Théorème 1.6.1 [6]Soit f une fonction méromorphe transcendante alors,

m(r;
f 0

f
) = S(r; f);

et si f est d�ordre �nie alors

m(r;
f 0

f
) = O(ln r)

Remarque 1.6.1 Dans le théorème (1.6.1) on a

S(r; f) = O (lnT (r; f) + ln r) ;

pour jzj = r ,à l�extérieurs d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie

Corollaire 1.6.1 [6] Soit f une fonction méromorphe transcendante et k 2 N�. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (lnT (r; f) + ln r) :

à l�extérieurs d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni,
alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (ln r)

Preuve
Si pour k = 1; le corollaire est vrais d�après le théorème (1.6.1) :
Supposons qu�on a
m
�
r; f

(k)

f

�
= S(r; f):

On a

m(r; f (k)) = m(r;
f (k)

f
:f) 6 m(r; f) +m(r;

f (k)

f
) 6 m(r; f) + S(r; f):

Si z0 est un pôle de degré � pour f; alors z0 est un pôle de degrée (�+ k) 6 (k + 1)�: Pour
la dérivée f (k), donc

N(r; f (k)) 6 (k + 1)N(r; f)
donc

T (r; f (k)) = m(r; f (k)) +N(r; f (k))

6 m(r; f) + S(r; f) + (k + 1)N(r; f)

6 (k + 1)T (r; f) + S(r; f):
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D�où

m(r;
f (k+1)

f (k)
) = m(r;

(f (k))
0

f (k)
) = S(r; f (k)) = O(lnT (r; f (k)) + ln r) = S(r; f)

et par suite

m(r;
f (k+1)

f
) = m(r;

f (k+1)

f (k)
:
f (k)

f
)

6 m(r;
f (k+1)

f (k)
) +m

�
r;
f (k)

f

�
= S(r; f) + S(r; f) = S(r; f)

1.7 Théorème de Phragmém-Lindelof

Théorème 1.7.1 [11] Soit f une fonction analytique dans le secteur S� (de mesure angulaire
�
�
) et continue sur @S� tel que jf (z)j 6M pour tout z 2 @S�: Si l�ordre angulaire � (f) < �;
alors jf (z)j 6M pour tout z 2 S�:



Chapitre 2

Sur la croissance des solutions de
l�équation di¤érentielles
w(n) + e�zw0 +Q (z)w = 0 et quelques
extensions liées

2.1 Introduction et résultat

Plusieurs auteurs ont étudié l�équation di¤érentielle particulière

f
00
+ e�zf

0
+B (z) f = 0; (2.1.1)

où B (z) 6� 0 est une fonction entière. Cette équation peut avoir des solutions d�ordre �ni.
En e¤et, Frei [13] a démontré que si B (z) � c 6= 0 est un nombre complexe, alors l�équation
(2:1:1) admet une solution f 6� 0 d�ordre �ni si et seulement si c = �k2 où k est un entier
naturel non nul. D�autres démonstrations de ce résultat ont été données par Ozawa [27] et
Wittich [30]: En complétant les résultats partiaux de Gundersen [17] ; Amemia-Ozawa [1]
et Ozawa [27], Langley a carrément démontré dans [25] que si B (z) est un polynôme non
constant, alors toute solution f 6� 0 de (2:1:1) est d�ordre in�ni. Dans ce chapitre on va voir
des extensions et des généralisations de cette équation qui ont été réalisés par Hamouda et
Belaidi [18].

Théorème 2.1.1 Si l�équation di¤érentielle

w(n) + e�zw0 + cw = 0; (2.1.2)

où c 6= 0 est un nombre complexe, possède une solution w 6� 0 d�ordre �ni, alors c = �kn
où k est un entier positif. Inversement, pour tout entier positif k; l�équation (2:1:2) ; avec
c = �kn, possède une solution w qui est sous la forme d�un polynôme en ez de degré k

Théorème 2.1.2 Si Q (z) est un polynôme non constant, alors toute solution w 6� 0 de
l�équation di¤érentielle

w(n) + e�zw0 +Q (z)w = 0; (2.1.3)

où n > 2; est d�ordre in�ni
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Théorème 2.1.3 Soit B (z) une fonction entière transcendante avec � (B) 6= 1: Alors toute
solution w 6� 0 de l�équation di¤érentielle

w(n) + e�zw0 +B (z)w = 0; (2.1.4)

est d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.4 Soient Q un polynôme non constant, P1; :::; Pn�1 des polynômes et �1; :::; �n�1
des nombres réels. Supposons qu�il existe s 2 f1; :::; n� 1g tel que Ps (z) = z avec l�une des
deux conditions suivante

i) �s > 0 et �k 6 0 pour tout k = 1; :::; s� 1; s+ 1; :::; n� 1;
ii) �s < 0 et �k > 0 pour tout k = 1; :::; s� 1; s+ 1; :::; n� 1.

Alors toute solution w 6� 0 de l�équation di¤érentielle
w(n) + Pn�1 (e

�n�1z)w(n�1) + :::+ Ps (e
�sz)w

(s)

+ :::

+P1 (e
�1z)w

0
+Q (z)w = 0; (2.1.5)

où n > 2; est d�ordre in�ni.
Théorème 2.1.5 Soient P1 (z) = amz

m + ::: + a0; P0 (z) = bmz
m + ::: + b0 deux polynômes

non constants de degré m tels que am = cbm (c > 1) ; et Aj (z) (6� 0) (j = 0; 1) deux fonctions
entières avec � (Aj) < m (j = 0; 1).Alors toute solution w 6� 0 de l�équation di¤érentielle

w(n) + A1 (z) e
P1(z)w

0
+ A0 (z) e

P0(z)w = 0; (2.1.6)

où n > 2; est d�ordre in�ni.
Théorème 2.1.6 Soient P1 (z) = amz

m + ::: + a0; P0 (z) = bmz
m + ::: + b0 deux polynômes

non constants de degré m tels que arg am 6= arg bm ou bien am = cbm (0 < c < 1) et Ak (z)
(k = 0; :::; n� 1) ; Bj (z) (j = 0; 1) des fonctions entières telles que Ak (z) 6� 0 (k = 0; 1) ;
� (Ak) < m (k = 0; ::; n� 1) ; � (Bj) < m (j = 0; 1) : Alors toute solution w 6� 0 de l�équation
di¤érentielle

w(n) + An�1 (z)w
(n�1)

+ :::+ A2 (z)w
00

+
�
A1 (z) e

P1(z) +B1 (z)
�
w
0
+
�
A0 (z) e

P0(z) +B0 (z)
�
w = 0; (2.1.7)

où n > 2; est d�ordre in�ni.
Remarque 2.6.1. En combinant le théorème 2.1.5 avec le théorème 2.1.6 on obtient le
résultat suivant qui contribue le cas � (B) = 1 de (2:1:4).

Corollaire 2.1.1 Si B (z) est une fonction entière avec B (z) = h (z) ebz où b 6= �1 est une
constante complexe et h (z) est une fonction entière avec � (h) < 1, alors toute solution w 6� 0
de (2:1:4) est d�ordre in�ni

Théorème 2.1.7 Soient a, b deux nombres complexes non nuls tel que a 6= b et Q (z) un
polynôme non constant ou Q (z) = h (z) ebz

m
où h (z) est un polynôme non nul. Alors toute

solution w 6� 0 de l�équation di¤érentielle
w(n) + eaz

m

w0 +Q (z)w = 0; (2.1.8)

où n > 2; est d�ordre in�ni et �2 (w) = m.
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2.2 Lemmes préliminaires

pour la démonstration des théorèmes on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 [5] On suppose que A0 (z) ; :::; An�1 (z) avec A0 (z) 6� 0 sont des fonctions
entières telles que pour les constantes réels �; �, �1; �2; où � > 0; � > 0; et �1 < �2 on a

jA1 (z)j > exp f� jzjng (2.2.1)

et
jAj (z)j 6 exp f� jzjng ; (j = 0; 2; :::; n� 1) ; (2.2.2)

quand z �!1 et �1 6 arg z 6 �2, avec � > �: Soit " > 0 une constante assez petite et S (")
désigne le secteur �1 + " 6 arg z 6 �2 � ": Si w 6� 0 est une solution avec � (w) < +1 de
l�équation di¤érentielle

w(n) + An�1 (z)w
(n�1) + :::+ A1 (z)w

0
+ A0 (z)w = 0; (2.2.3)

alors les conditions suivantes sont véri�ées

1. Il existe une constante b 6= 0 telle que w ! b quand z !1 dans S (") : De plus, quand
z �!1 dans S (")

jw (z)� bj 6 exp f� (�� �) jzjng (2.2.4)

2. Pour chaque m > 1, quand z �!1 dans S (")��w(m) (z)�� 6 exp f� (�� �) jzjng : (2.2.5)

Lemme 2.2.2 [15] Soient f une fonction entière transcendante

d�ordre �ni �, � = f(k1; j1) ; (k2; j2) ; ::: (km; jm)g un ensemble �ni de couples d�entiers véri-
�ant ki > ji > 0; i = 1; :::;m et " > 0 une constante donnée. Alors, on a les deux propositions
suivantes.

1. il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si  0 2 [0; 2�)�E1,
il existe R0 = R0 (�) > 0 tel que, pour tout z véri�ant arg z =  0 et jzj > R0, et pour
tout (k; j) 2 �, on ait ����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+"): (2.2.6)

2. il existe un ensemble E2 � [0;+1) de mesure linéaire �ni, tel que pour tout z véri�ant
jzj =2 E2 et pour tout

(k; j) 2 �, on ait
����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(�+")
Lemme 2.2.3 ([7], [24]) Soit f une fonction entière telle que

��f (k) (z)�� est non bornée dans
un certain rayon arg z = �: Alors il existe une suite in�nie de points zn = rne

i� (n = 1; 2; :::) ;
où rn ! +1 tel que f (k) (z)! +1 et����f (j) (zn)f (k) (zn)

���� 6 1

(k � j)!
(1 + o (1)) jznjk�j (j = 0; :::; k � 1) : (2.2.7)
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Lemme 2.2.4 Soient � > 0; � > 0; K > 0 et 0 < � < K: Alors l�intégrale I (r) =
+1R
r

exp
�
�K�t�

�
dt converge et il existe r0 tel que si r > r0; alors I (r) 6 exp

�
� (K � �)�r�

�
:

Preuve

C�est facile à démontrer que l�intégrale
+1R
r

exp
�
�K�t�

�
dt est convergente. On a

I (r) =

+1Z
r

exp
�
�K�

2
t�
�
exp

�
�K�

2
t�
�
dt

=

+1Z
r

exp
�
�K �

2
t�
�

��K �
2
t��1

�
��K�

2
t��1

�
exp

�
�K�

2
t�
�
dt:

Il existe r1 > 0 tel que si r > r1 alors

I (r) 6
exp

�
�K �

2
r�
�

��K �
2
r��1

+1Z
r

�
��K�

2
t��1

�
exp

�
�K�

2
t�
�
dt

6
exp

�
�K �

2
r�
�

�K �
2
r��1

exp
�
�K�

2
r�
�

6
exp

�
�K�r�

�
�K �

2
r��1

6
exp

�
���r�

�
�K �

2
r��1

exp
�
� (K � �)�r�

�
:

tel que 0 < � < K: Il existe r2 > 0 tel que si r > r2 on aura
exp(���r�)
�K �

2
r��1 6 1. Donc si

r > r0 = max (r1; r2) on obtient

I (r) 6 exp
�
� (K � �)�r�

�
:

Lemme 2.2.5 Supposons que A0 (z) ; :::; An�1 (z) avec A0 (z) 6� 0 sont des fonctions entières
telles que pour les constantes réels �; �, �1; �2; C où � > 0; � > 0; C > 0 et �1 < �2 on a,
pour un entier s; 1 6 s 6 n� 1;

jAs (z)j > exp
n
� jzj�

o
(2.2.8)

et
jAj (z)j 6 C (2.2.9)

pour tout j = 0; 1; :::; s � 1; s + 1; :::; n � 1 quand z �! 1 dans le secteur �1 6 arg z 6 �2.
Soit " > 0 une constante assez petite et S (") désigne le secteur �1 + " 6 arg z 6 �2 � ":
Si w 6� 0 est une solution transcendante avec � (w) < +1 de l�équation (2:2:3), alors les
conditions suivantes sont véri�ées
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i) Il existe j 2 f0; :::; s� 1g et une constante complexe bj 6= 0 tel que w(j) ! bj quand
z !1 dans S (") : De plus, quand z �!1 dans S (") ;��w(j) (z)� bj

�� 6 expn� (�� �) jzj�
o

(2.2.10)

où 0 < � < �

ii Pour chaque m > j + 1, quand z �!1 dans S ("),��w(m) (z)�� 6 expn� (�� �) jzj�
o

(2.2.11)

où 0 < � < �.

Lemme 2.2.6 [3] Soient A0 (z) ; :::; An�1 (z) ; A0 (z) 6� 0 sont des fonctions entières telles
que pour les constantes réels �; �; �; �1; �2 avec 0 6 � < �; � > 0 et �1 < �2, on a

jA0 (z)j > e�jzj
�

(2.2.12)

jAk (z)j 6 e�jzj
�

; (k = 1; :::; n� 1) ; (2.2.13)

quand z ! 1 avec �1 6 arg z 6 �2. Alors toute solution non nulle de (2:2:3) est d�ordre
in�ni.

Lemme 2.2.7 [7] Soient P (z) = amz
m + :::; (am = �+ i� 6= 0) un polynôme de degré

m > 1;et A (z) (6� 0) une fonction entière avec � (A) < m. Posons f (z) = A (z) eP (z);
z = rei�; � (P; �) = � cosm� � � sinm�: Alors pour une certaine constante donnée " > 0;
il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour un certain � 2
[0; 2�) n (H1 [H2), où H2 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble �ni, il existe R > 0
tel que pour jzj = r > R; on a

1. Si � (P; �) > 0;alors

exp f(1� ") � (P; �) rmg 6 jf (z)j 6 exp f(1 + ") � (P; �) rmg (2.2.14)

2. Si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rmg 6 jf (z)j 6 exp f(1� ") � (P; �) rmg : (2.2.15)

Lemme 2.2.8 [9] Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni avec l�hyper-ordre �2 (g) = �
et soit 
 (r) l�indice central de g: Alors

lim
r!1

log log 
 (r)

log r
= �:

Lemme 2.2.9 Soient A et B deux fonctions entières d�ordre �ni. Si w 6� 0 est une solution
de l�équation di¤érentielle

w(n) + A (z)w0 +B (z)w = 0; (2.2.16)

alors �2 (w) 6 max f� (A) ; � (B)g :
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Preuve
Posons max f� (A) ; � (B)g = �: Pour " > 0 et r su¢ samment grand, on a

jA (z)j 6 exp
�
r�+"

	
; jB (z)j 6 exp

�
r�+"

	
. (2.2.17)

Du théorème de Wiman-Valiron [20], il existe un ensemble E � (1;1) de mesure logarith-
mique �nie telle que pour z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E et jw (z)j =M (r:w) ; on a

w(j) (z)

w (z)
=

�

w (r)

z

�j
(1 + o (1)) ; (j = 1; :::; n) ; (2.2.18)

où 
w (r) est l�indice central de w (z). En utilisant (2:2:17) et (2:2:18) dans (2:2:19) , on aura�

w (r)

jzj

�n
j(1 + o (1))j 6 exp

�
r�+"

	 
w (r)
jzj j(1 + o (1))j+ exp

�
r�+"

	
(2.2.19)

6 2 exp
�
r�+"

	 
w (r)
jzj j(1 + o (1))j ;

où z satisfait jzj = r =2 [0; 1] [ E et jw (z)j =M (r; w) : De (2:2:5) ; on obtient

lim
k!1

log log 
w (r)

log r
6 �+ ": (2.2.20)

Comme " est arbitraire, de (2:2:6) et du lemme 2.2.8 , on obtient

�2 (w) 6 �

Lemme 2.2.10 [15] Soit w (z) une fonction entière non nulle et soient � > 1 et � > 0 deux
constantes. Alors il existe une constante c > 0 et un ensemble E � [0;1) de mesure linéaire
�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E, on a����w(k) (z)w (z)

���� 6 c [T (�r; w) r" log T (�r; w)]k ; k 2 N:

Lemme 2.2.11 Soient P (z) = amz
m + :::; Q (z) = bmz

m + ::: (m > 1) deux polynômes non
constants de degré m tel que arg am 6= arg bm ou bien am = cbm (0 < c < 1) ; h0 (z) et h1 (z)
deux fonctions entières non nulles avec � (hj) < m (j = 0; 1). Alors toute solution w 6� 0 de
l�équation di¤érentielle

w(n) + h1 (z) e
P (z)w

0
+ h0 (z) e

Q(z)w = 0; (2.2.21)

où n > 2; est d�ordre in�ni avec �2 (w) > m:

Preuve
On a deux cas à traiter.
Le premier cas. arg am 6= arg bm: Il existe un secteur S : �1 6 arg z 6 �2 tel que � (Q; �) > 0
et � (P; �) < 0 sur tout rayon arg z = � 2 S: En utilisant le lemme 2.2.7, on a pour jzj = r
su¢ samment grand ��h0 (z) eQ(z)�� > exp f(1� ") � (Q; �) rmg (2.2.22)
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et ��h1 (z) eP (z)�� 6 exp f(1 + ") � (P; �) rmg : (2.2.23)

De (2:2:21) ; on a ��h0 (z) eQ(z)�� 6 ����w(n)w
����+ ��h1 (z) eP (z)�� ����w0w

���� : (2.2.24)

D�après le lemme 2.2.10, il existe un ensemble E � [0;1) de mesure linéaire �nie tel que
pour tout z véri�ant jzj = r =2 E, on a����w(k) (z)w (z)

���� � r [T (2r; w)]n+1 ; k = 1; 2; :::; n: (2.2.25)

En utilisant (2:2:22) ; (2:2:23) et (2:2:25) dans (2:2:24) ; on obtient pour z tel que jzj = r =2 E

exp f(1� ") � (Q; �) rmg 6 r [T (2r; w)]n+1
�
1 +

��h1 (z) eP (z)���
6 r [T (2r; w)]n+1 (1 + o (1))

6 2r [T (2r; w)]n+1

quand r !1: Il s�ensuit que, pour jzj = r =2 E;

exp f(1 + o (1))�rmg 6 [T (2r; w)]n+1 ;

où � > 0; quand r !1: D�où lim
r!1

log log T (r;w)
log r

> m:

Le deuxième cas. am = cbm (0 < c < 1) : Il existe un secteur S 0 : �01 6 arg z 6 �02 tel que
� (P; �) = c� (Q; �) > 0 sur tout rayon arg z = � 2 S 0: D�après le lemme 2.2.7, on a pour
jzj = r su¢ samment grand��h0 (z) eQ(z)�� > exp f(1� ") � (Q; �) rmg (2.2.26)

��h1 (z) eP (z)�� 6 exp f(1 + ") c� (Q; �) rmg : (2.2.27)

En utilisant (2:2:25) ; (2:2:26) et (2:2:27) dans (2:2:24) ; on obtient pour jzj = r =2 E

exp f(1� ") � (Q; �) rmg 6 r [T (2r; w)]n+1 [1 + exp f(1 + ") c� (Q; �) rmg]
6 2r [T (2r; w)]n+1 exp f(1 + ") c� (Q; �) rmg ;

exp f[(1� ")� c(1 + ")] �(Q; �)rmg 6 2r [T (2r; w)] (2.2.28)

En prenant dans (2:2:28) " tel que 0 < " < 1�c
1+c

; on obtient le résultat demandé.

Lemme 2.2.12 Supposons que P (z) ; A (z), f (z) et � (P; �) véri�ent les mêmes données du
lemme 2.2.7. Alors, pour " > 0; il existe un ensemble E � (1;1) de mesure logarithmique
�nie (lmE < 1); tel que pour � 2 [0; 2�) nH2 ; (H2 = f� 2 [0; 2�) ; � (P; �) = 0g) et pour
jzj = r =2 [0; 1] [ E; on aura les mêmes relations (2:2:14) et (2:2:15).
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Preuve
Posons f (z) = h (z) e(�+i�)z

m
où h (z) = A (z) ePn�1(z); Pn�1 (z) = P (z) � (�+ i�) zm; alors

� (h) = s < m: En utilisant la même méthode de démonstration du lemme 2.2 de ref. [8]; on
obtient que pour " > 0, il existe E � (1;1) de mesure logarithmique �nie (lmE < 1); tel
que pour z = rei�; r =2 [0; 1] [ E; on a

exp
�
�rs+"

	
6
��h �rei���� 6 exp�rs+"	 :

On continue de la même manière du lemme 2.2.7, on obtient les relations (2:2:14) et (2:2:15).

Remarque 2.2.1 Soit w (z) une fonction entière d�ordre in�ni avec �2 (w) = � < +1; soit
E � (1;1) un ensemble de mesure logarithmique �nie. Alors il existe une suite de points�
zk = rke

i�k
	
telles que jw (zk)j = M (rk; w) ; �k 2 [0; 2�) ; lim

k!1
�k = �0 2 [0; 2�) ; rk =2 E;

rk ! +1 et pour " > 0 et rk su¢ samment grand, on a

lim
k!1

log 
 (rk)

log rk
=1; (2.2.29)

exp
�
r��"k

	
< 
 (rk) < exp

�
r�+"k

	
; (2.2.30)

où 
 (r) est l�indice central de w (z). En e¤et, d�après le lemme 2.2.8 et �2 (w) = �, on a

lim
r!1

log log 
 (r)

log r
= �2 (w) <1:

Donc, il existe une suite fr0kg (r0k !1) qui véri�e

lim
r0k!1

log log 
 (r0k)

log r0k
= �:

Posons la mesure logarithmique de E; lmE = � < 1; alors il existe rk 2 [r0k; (� + 1) r0k] nE.
Comme

log log 
 (rk)

log rk
> log log 
 (r0k)

log [(� + 1) r0k]
=

log log 
 (r0k)

log r0k

h
1 + log(�+1)

log r0k

i ;
alors on a

lim
rk!1

log log 
 (rk)

log rk
= �:

Donc, (2:2:30) est véri�ée et évidemment (2:2:29) aussi. Maintenant on prend zk = rke
i�k ;

�k 2 [0; 2�) ; telle que jw (zk)j = M (rk; w) : Il existe un sous-ensemble
�
�kj
	
de f�kg ; telle

que lim
j!1

�kj = �0 2 [0; 2�) : Donc
n
zkj = rkje

i�kj

o
véri�e les conditions en question.
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2.3 Preuve du théorème 2.1.1

Soient w1; :::; wn n solutions indépendantes de l�équation (2:1:2) : D�après [12], il y a parmi
ces n solutions, au plus une seule solution d�ordre �ni. On peut supposer que w1 (z) est cette
fonction qui est d�ordre �ni. Evidemment w1 (z + 2�i) est solution de l�équation (2:1:2) : Donc

w1 (z + 2�i) =

nX
j=1

�jwj (z) : (2.3.1)

Comme w1 (z + 2�i) est d�ordre �ni aussi, alors �j = 0 pour j = 2; :::; n; et d�après le
lemme 2.2.1 on a w1 (z) ! b 6= 0, w1 (z + 2�i) ! b 6= 0 quand z �! 1 dans le secteur
S1 (") :

�
2
+" 6 arg z 6 3�

2
�" (" > 0), ce qui implique que �1 = 1 et w1 (z + 2�i) = w1 (z). On

en déduit qu�il existe une fonction régulière f (�) dans 0 < j�j <1 telle que w1 (z) = f (ez).
Si f (�) avait une singularité essentielle en � = 0; alors w1 (z) = f (ez) n�aurait pas eu une
limite quand z �!1 dans le secteur S1 (") : �2 + " 6 arg z 6 3�

2
� " (" > 0) : Aussi, si f (�)

avait un pôle en � = 0, alors w1 (z) ! 1 quand z �! 1 dans S1 (") : Donc f (�) est une

fonction entière (f (�) =
+1P
k=0

ak�
k et w1 (z) =

+1P
k=0

ake
kz). En remplaçant w1 (z) =

+1P
k=0

ake
kz dans

(2:1:2), on obtient
+1X
k=1

knake
kz + e�z

+1X
k=1

kake
kz + c

+1X
k=0

ake
kz = 0; (2.3.2)

ce qui donne
(kn + c) ak + (k + 1) ak+1 = 0 (k > 1) (2.3.3)

et
a1 + ca0 = 0: (2.3.4)

On a a0 = b 6= 0: Si c 6= �kn pour tout k > 1, alors

lim
k!+1

jakj
jak+1j

= 0, (2.3.5)

ce qui montre que le rayon de convergence de
+1P
k=0

ak�
k est égal à zéro. C�est une contradiction.

Donc il existe un entier k0 > 1; telle que c = �kn0 : Et de (2:3:3) ; ak = 0 pour tout k > k0+1

et w1 (z) =
k0P
j=0

aje
jz. Inversement, si c = �kn; alors la fonction qui s�écrit sous la forme

w (z) =
kP
j=0

aje
jz véri�e l�équation di¤érentielle (2:1:2). Ce qui achève la démonstration.

2.4 Preuve du théorème 2.1.2

On suppose qu�il existe une solutionw 6� 0 de l�équation (2:1:3) d�ordre �ni. On peut appliquer
le lemme 2.2.1 parce que ses conditions sont véri�ées dans le secteur S2 (") : � � " 6 arg z 6
� + "

�
0 < " < �

2

�
: Donc, il existe une constante b 6= 0 telle que

jw (z)� bj 6 exp f� (1� �) jzj cos "g ; (2.4.1)
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et pour chaque entier n > 1��w(n) (z)�� 6 exp f� (1� �) jzj cos "g ; (2.4.2)

où 0 < � < 1 quand z !1 dans S2
�
"
2

�
,
�
0 < " < �

2

�
. De plus, on a��e�z�� 6 ejzj (2.4.3)

et il existe une constante positive c et r0 assez grand, telle que pour jzj > r0, on a

jQ (z)j 6 c jzjq , (2.4.4)

où q = degQ (z). De (2:1:3), on peut écrire

jQ (z) bj 6
��w(n) (z)��+ ��e�z�� ���w0

(z)
���+ jQ (z)j jw (z)� bj : (2.4.5)

D�après (2:4:1)� (2:4:5), on obtient

jQ (z) bj 6 exp f� (1� �) jzj cos "g+ exp fjzj (1� (1� �) cos ")g

+c jzjq exp f� (1� �) jzj cos "g : (2.4.6)

Comme (2:4:6) est véri�ée pour les constantes arbitraires "; �
�
0 < " < �

2
; 0 < � < 1

�
; il

s�ensuit qu�il existe une constante positive M tel que, quelque soit jzj assez grand; on peut
obtenir. En prenant " et � assez petits, que jQ (z)j < M . Ceci contredit le fait que Q (z) est
un polynôme non constant. Ce qui achève la démonstration.

2.5 Preuve du théorème 2.1.3

On suppose que w 6� 0 est une solution de (2:1:4) d�ordre �ni �: De (2:1:4) on peut écrire

B (z) = �w
(n)

w
� e�z

w0

w
; (2.5.1)

et de l�estimation fondamentale de Nevanlinna des dérivées logarithmiques, on obtient

m (r; B) 6 m
�
r; e�z

�
+m

�
r;
w(n)

w

�
+m

�
r;
w0

w

�
6 m

�
r; e�z

�
+O (log r) ;

quand r ! 1: Ce qui implique que B (z) doit être d�ordre � < 1: Soit " > 0: On considère
les deux secteurs S1 : ��

2
< arg z < ��

2
+ " et S2 : �2 � " < arg z < �

2
: Du lemme 2.2.2, si

�1 2 S1�E1 ( resp : �2 2 S2�E2); ( E1 et E2 sont de mesure linéaire nulle ); il existe R1 > 0
( resp : R2 > 0 ) tels que pour tout z véri�ant jzj > R1 et arg z = �1 ( resp : pour tout z
véri�ant jzj > R2 et arg z = �2), ����w0 (z)w (z)

���� 6 jzj��1+" (2.5.2)
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����w(n) (z)w (z)

���� 6 jzjn(��1+") : (2.5.3)

Comme je�zj 6 1 pour Re (z) > 0, il s�ensuit de (2:5:2) ; (2:5:3) et (2:5:1) que

jB (z)j 6 2 jzjn(��1+") ; (2.5.4)

pour jzj > max (R1; R2; 1) : Et d�aprés la deuxième proposition du lemme 2.2.2, il existe un
cercle Cr : jzj = r > max (R1; R2) tel que pour z 2 Cr; on a����w0 (z)w (z)

���� 6 jzj�+" (2.5.5)

����w(n) (z)w (z)

���� 6 jzjn(�+") : (2.5.6)

Alors, de (2:5:5) ; (2:5:6) et (2:5:1) ; on obtient

jB (z)j 6 2 jzjn(�+") ; (2.5.7)

pour z 2 Cr\
�
z : ��

2
< arg z < �

2

	
:Maintenant, comme B (z) est une fonction entière trans-

cendante d�ordre � < 1; alors elle admet un nombre in�ni de zéros. Soit q (z) un polynôme de
degré supérieur à n (� + ") tel que B(z)

q(z)
soit une fonction entière. Soient �1 le point d�inter-

section du cercle C0 : jzj = max (R1; R2) avec le rayon arg z = �1, �2 le point d�intersection
de C0 avec le rayon arg z = �2; �3 est l�intersection du cercle Cr avec le rayon arg z = �2 et �4
est celui de Cr avec le rayon arg z = �1: Soit �r le contour qui va de �1 à �2 sur C0; de �2 à
�3 sur le rayon arg z = �2; de �3 à �4 sur Cr puis de �4 à �1 sur le rayon arg z = �1: Donc, de
(2:5:4) et (2:5:7) il s�ensuit qu�il existe une constante M > 0 qui est indépendante de r telle
que ����B (z)q (z)

���� 6M (2.5.8)

pour tout z 2 �r: Du principe de maximum cette estimation reste vraie à l�intérieure de �r:
En faisant tendre r !1, on déduit que (2:5:8) est vraie dans le secteur��

2
+" 6 arg z 6 �

2
�"

et en particulier sur arg z = ��
2
+" et arg z = �

2
�"; " est arbitraire. Du théorème classique de

Phragmén-Lindelöf [11], il s�ensuit que (2:5:8) reste vraie sur le plan entier C: Et du théorème
de Liouville, B(z)

q(z)
doit être constante, ce qui contredit que B(z)

q(z)
est transcendante. Donc, toute

solution w 6� 0 est d�ordre in�ni.

2.6 Preuve du théorème 2.1.4

Le cas �s > 0: Si arg z = � 2 S3 (") =
�
z : �" 6 arg z 6 "

�
0 < " < �

2

�	
, et jzj su¢ sam-

ment grand, alors on a
je�szj > exp f�sr cos "g (2.6.1)

et
jPj (e�jz)j 6 C (2.6.2)
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pour tout j = 1; :::; s�1; s+1; :::; n�1; où C > 0 est une constante réel. Donc les conditions
du lemme 2.2.5 sont véri�ées. Alors, si on suppose que w 6� 0 est une solution de (2:1:5) avec
� (w) = � <1, on aura
i) Il existe j 2 f0; :::; s� 1g et un nombre complexe constant bj 6= 0 telle que w(j) ! bj
quand z !1 dans S3

�
"
2

� �
0 < " < �

2

�
et en plus��w(j) (z)� bj

�� � exp f� (�s cos "� �) jzjg (2.6.3)

où 0 < � < �s cos "

ii) Pour chaque entier m > j + 1, quand z �!1 dans S3
�
"
2

�
,��w(m) (z)�� 6 exp f� (�s cos "� �) jzjg ; (2.6.4)

où 0 < � < �s cos ". De la condition (i), par j intégrations successives sur le segment
[0; z], on obtient

w (z) = w (0) + w
0
(0)

z

1!
+ w

00
(0)

z2

2!
+ :::+ w

(j�1)
(0)

zj�1

(j � 1)!

+

Z z

0

:::

Z z

0

Z z

0

w(j) (t) dtd�:::du

= w (0) + w
0
(0)

z

1!
+ w

00
(0)

z2

2!
+ :::+ w

(j�1)
(0)

zj�1

(j � 1)!

+

Z z

0

:::

Z �

0

Z �

0

(bj + � (t)) dtd�:::du

= w (0) + w
0
(0)

z

1!
+ w

00
(0)

z2

2!
+ :::+ w

(j�1)
(0)

zj�1

(j � 1)! +
bj
j!
zj

+

Z z

0

:::

Z �

0

Z �

0

� (t) dtd�:::du; (2.6.5)

où � (z) ! 0 et j� (z)j 6 exp f� (�s cos "� �) jzjg (0 < � < �s cos ") quand z ! 1
dans S3

�
"
2

� �
0 < " < �

2

�
. Il s�ensuit de (2:6:5) que

w(l) (z)

zj
! 0 pour tout l = 1; :::; j; (2.6.6)

w (z)

zj
! bj

j!
6= 0 (2.6.7)

et ����w (z)zj
� bj
j!

���� = O

�
1

jzj

�
; (2.6.8)

quand z !1 dans S3
�
"
2

�
. D�autre part, pour z 2 S3

�
"
2

�
; on a

je�szj 6 exp f�srg : (2.6.9)
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On divise (2:1:5) sur zj et on l�écrit sous la forme

jQ (z)j jbjj
j!
6
��w(n) (z)��
jzjj

+
jPn�1 (e�n�1z)j

��w(n�1) (z)��
jzjj

+ :::

+
jPs (e�sz)j

��w(s) (z)��
jzjj

+ :::+
jP1 (e�1z)j

��w0
(z)
��

jzjj
+ jQ (z)j

����w (z)zj
� bj
j!

���� : (2.6.10)

En utilisant (2:6:4) et (2:6:6) � 2:6:9; de (2:6:10) on obtient une contradiction quand
z !1; "! 0 et �! 0:

Le cas �s < 0: On utilise la même méthode du premier cas en prenant le secteur
S2 (") : � � " 6 arg z 6 � + "

�
0 < " < �

2

�
:

2.7 Preuve du théorème 2.1.5

Supposons que w (z) est une solution transcendante de (2:1:6) d�ordre �ni. D�après le lemme
2.2.2, pour une constante " > 0, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle,
tel que si � 2 [0; 2�) nE1, alors il existe une constante R0 (�) = R0 > 1 tel que pour tout z
satisfaisant arg z = � et jzj = r > R0, on a����w(n) (z)w0 (z)

���� 6 jzj(n�1)(��1+") : (2.7.1)

Soient am = � + i� 6= 0 et � (P1; �) = � cosm� � � sinm�: D�après le lemme 2.2.7, il existe,
pour une constante donnée " (0 < " < 1) ; un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle,
tel que pour � 2 [0; 2�) n (H1 [H2) , (H2 = f� 2 [0; 2�) : � (P1; �) = 0g) ; il existe R1 > 0 tel
que pour jzj = r > R1; on a

i Si � (P1; �) < 0; alors��A1 (z) eP1(z)�� > expf(1� ") � (P1; �) r
mg et (2.7.2)��A1 (z) eP1(z)�� > expf(1� ") � (P1; �) r
mg et

ii Si � (P1; �) > 0; alors��A1 (z) eP1(z)�� > expf(1� ") � (P1; �) r
mg et (2.7.3)��A0 (z) eP0(z)�� 6 expf(1 + ") 1

c
� (P1; �) r

mg:

Maintenant on prend � 2 [0; 2�) n (E1 [H1 [H2), telle que la mesure linéaire de E1 [
H1 [H2 est nulle, alors � satisfait � (P1; �) < 0 ou � (P1; �) > 0. On traite les deux cas :

Le cas, � (P1; �) < 0: De am = cbm, on a � (P0; �) = 1
c
� (P1; �) < 0. De (2:1:6) ; on peut écrire

1 6
��A1 (z) eP1(z)�� ���� w0

(z)

w(n) (z)

����+ ��A0 (z) eP0(z)�� ���� w (z)w(n) (z)

���� : (2.7.4)
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Si
��w(n) (z)�� n�est pas bornée sur le rayon arg z = �, alors du lemme 2.2.3, il existe une suite

in�nie de points
�
zp = rpe

i�
	
; où rp ! +1 telle que w(n) (zp)!1 et����� w

0 �
rpe

i�
�

w(n) (rpei�)

����� 6 1

(n� 1)! (1 + o (1)) r
n�1
p ,

����� w
�
rpe

i�
�

w(n) (rpei�)

����� 6 1

n!
(1 + o (1)) rnp : (2.7.5)

En utilisant les inégalités (2:7:2) et (2:7:5) dans (2:7:4) ; on obtient, pour � 2 [0; 2�) n (E1 [H1 [H2)
et rp > max (R0; R1) ;

1 6 1

(n� 1)!r
n�1
p (1 + o (1)) exp

�
(1� ") � (P1; �) r

m
p

	
+

+
1

(n)!
rnp (1 + o (1)) exp

�
(1� ")

1

c
� (P1; �) r

m
p

�
; (2.7.6)

ce qui mène à une contradiction quand rp ! +1. Donc w(n) �
rei�
�
est bornée sur le rayon

arg z = �; i.e. ���w(n) �
rei�
���� 6M1; (2.7.7)

oùM1 > 0 est une constante. De (2:7:7) et par n intégrations successives sur le segment [0; z],
on obtient ��w �rei���� 6 jw (0)j+ ���w0

(0)
��� jzj
1!
+
���w00

(0)
��� jzj2
2!
+ :::+M1

jzjn

n!
; (2.7.8)

sur le rayon arg z = �:
Le cas � (P1; �) > 0: On a � (P0; �) = 1

c
� (P1; �) > 0. De (2:1:6) on a

��A1 (z) eP1(z)�� 6 ����w(n) (z)w0 (z)

����+ ��A0 (z) eP0(z)�� ���� w (z)w0 (z)

���� : (2.7.9)

Si
��w0
(z)
�� n�est pas bornée sur le rayon arg z = �, alors du lemme 2.2.3, il existe une suite

in�nie de points
�
zp = rpe

i�
	
; où rp ! +1 telle que w0 (zp)!1 et�����w

�
rpe

i�
�

w0 (rpei�)

����� 6 (1 + o (1)) rp: (2.7.10)

En utilisant les inégalités (2:7:1), (2:7:3) et (2:7:10) ; on obtient

exp
�
(1� ") � (P1; �) r

m
p

	
6 r(n�1)(��1+")p +

+(1 + o (1)) rp exp

�
(1 + ")

1

c
� (P1; �) r

m
p

�

6 (1 + o (1)) 2r�p exp
�
(1 + ")

1

c
� (P1; �) r

m
p

�
; (2.7.11)

où � = max f1; (n� 1) (� � 1 + ")g :
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Si on choisit " tel que 0 < " < c�1
c+1

dans (2:7:11), on trouve une contradiction. Donc
��w0 �

rei�
���

est bornée sur le rayon arg z = �, i.e. il existe une constante M2 > 0; telle que���w0 �
rei�
���� 6M2:

D�où ��w �rei���� = ����w (0) + Z z

0

w
0
(u) du

���� 6 jw (0)j+M2 jzj

sur le rayon arg z = �: Dans les deux cas précédents, on a

��w �rei���� 6 jw (0)j+ ���w0
(0)
��� jzj
1!
+
���w00

(0)
��� jzj2
2!
+ :::+M

jzjn

n!
(M > 0) (2.7.12)

sur le rayon arg z = � 2 [0; 2�) n (E1 [H1 [H2) : Du théorème de Phragmén-Lindel
::
of [26];

(2:7:12) est véri�ée sur le plan complexe entier. Donc, w (z) est un polynôme. Mais w (z) est
une fonction transcendante, alors toute solution transcendante de (2:1:6) est d�ordre in�ni.
Maintenant on prouve que (2:1:6) ne peut pas avoir un polynôme non nul comme solution.
Supposons que w (z) est un polynôme non nul de degré d: On peut choisir un rayon arg z = �
tel que � (P1; �) > 0. De (2:1:6) ; on a��A1 (z) eP1(z)�� ���w0

(z)
��� 6 ��w(n) (z)��+ ��A0 (z) eP0(z)�� jw (z)j ; (2.7.13)

et en utilisant le lemme 2.2.7, on obtient

(1 + o (1)) rd�1 exp f(1� ") � (P1; �) r
mg

6 (1 + o (1))�rd exp
�
(1 + ")

1

c
� (P1; �) r

m

�
;

où � > 0 et ceci donne une contradiction en prenant " tel que 0 < " < c�1
c+1

: Donc, toute
solution w 6� 0 de (??) est d�ordre in�ni.

2.8 Preuve du théorème 2.1.6

Supposons que arg am 6= arg bm: D�après le lemme 2.2.7, il existe un rayon arg z = � tel que
� 2 [0; 2�) n (H1 [H2), où H1 et H2 sont dé�nies comme dans le lemme 2.2.7, H1 [ H2 de
mesure linéaire nulle, et � (P0; �) > 0, � (P1; �) < 0 et pour jzj = r su¢ samment grand, on a��A0 (z) eP0(z) +B0 (z)

�� > (1 + o (1)) exp f(1� ") � (P0; �) r
mg ; (2.8.1)

et ��A1 (z) eP1(z) +B1 (z)
�� 6 exp f(1� ") � (P1; �) r

mg exp
�
r�(B1)+

"
2

	
6 exp

�
r�(B1)+"

	
: (2.8.2)

Si on prend " dans (2:8:1) et (2:8:2) tel que � (B1) + " < m; alors les conditions (2:2:12) ;
(2:2:13) du lemme 2.2.6 sont véri�ées. Alors toute solution w 6� 0 de (2:1:7) est d�ordre
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in�ni.Maintenant, supposons que am = cbm (0 < c < 1) : Alors � (P1; �) = c� (P0; �) : En
utilisant la même méthode précédente, il existe un rayon arg z = � satisfaisant � (P1; �) =
c� (P0; �) > 0 et pour jzj = r su¢ samment grand, on a��A0 (z) eP0(z) +B0 (z)

�� > (1 + o (1)) exp f(1� ") � (P0; �) r
mg (2.8.3)

et ��A1 (z) eP1(z) +B1 (z)
�� 6 expn(1 + ") c0� (P0; �) rmo ; (2.8.4)

où 0 < c < c
0
< 1. En prenant " dans (2:8:3) ; (2:8:4) tel que 0 < " < 1�c0

1+c0
; alors du lemme

2.2.6., on obtient le résultat.

2.9 Preuve du théorème 2.1.7

On démontre le cas Q (z) = h (z) ebz
m
où h (z) est un polynôme non nul. Le cas où Q (z) est

un polynôme se démontre par la même méthode.Supposons que w est une solution non nulle
de (2:1:8) : Alors, d�après le lemme 2.2.9, théorème 2.1.4 et théorème 2.2.5, on a � (w) =1
et �2 (w) 6 m: On va traiter deux cas :
Cas 1. arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1) : D�après le lemme 2.2.11, on a �2 (w) > m ; ce
qui achève la démonstration.
Cas 2. a = cb (c > 1). On utilise la démonstration par l�absurde. Supposons que �2 (w) = �
tel que 0 6 � < m: D�après le théorème de Wiman-Valiron, on a

w(j) (z)

w (z)
=

�

w (r)

z

�j
(1 + o (1)) , (j = 1; :::; n) ; (2.9.1)

où jw (z)j =M (r:w) ; jzj = r =2 [0; 1][E1; E1 � (1;1) de mesure logarithmique �nie et 
w (r)
est l�indice central de w (z). De la remarque 2.2.1, il existe une suite de points

�
zk = rke

i�k
	

telle que jw (z)j =M (r:w) ; �k 2 [0; 2�) ; lim
k!1

�k = �0 2 [0; 2�) ; rk =2 [0; 1][E1 [E2; ( E2 est
dé�nie comme dans le lemme 2.2.12 ) rk ! +1 et pour " > 0 et rk su¢ samment grand, on
a

lim
k!1

log 
 (rk)

log rk
=1; (2.9.2)

exp
�
r��"k

	
< 
 (rk) < exp

�
r�+"k

	
: (2.9.3)

Posons a = rae
i'; � (azm; �0) = cos ('+m�0) = �; il existe trois cas à étudier :

1. � < 0

2. � > 0

3. � = 0:

Cas 1) � < 0: Comme lim
k!1

�k = �0; pour k su¢ samment grand, on a

� (bzm; �k) = �k =
1
c
� (azm; �k) < 0; � (�bzm; �k) = ��k > 0; � (azm � bzm; �k) = � (b (c� 1) zm; �k) =

(c� 1) �k < 0:
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On peut écrire l�équation (2:1:8) sous la forme

�e�bzmw
(n) (z)

w (z)
= eb(c�1)z

mw0 (z)

w (z)
+ h (z) : (2.9.4)

En remplaçant (2:9:1) et (2:9:3) dans (2:9:4) et d�après le lemme 2.2.12, on a pour " (0 < " < 1� �)
et k su¢ samment grand

exp f(1� ") (��k) rmk g exp
�
nr��"k

	
r�nk (1 + o (1))

6
�����e�bzmw(n) (zk)w (zk)

����
6 exp f(1� ") (c� 1) (�k) rmk g exp

�
r�+"k

	
r�1k + rd+1k

6 exp f(1� ") (c� 1) (�k) rmk g exp
�
r�+"k

	
rd+1k ; (2.9.5)

où d = deg h: Comme �k < 0 et 0 6 � < 1; alors (2:9:5) donne une contradiction.
Cas 2) � > 0: Aussi comme lim

k!1
�k = �0; pour k assez grand, on a

� (azm; �k) = �k > 0; � (�azm; �k) = ��k < 0; � ((b� a) zm; �k) =
�
1�c
c

�
�k < 0:

On peut écrire (2:1:8) sous la forme :

�w
0 (z)

w (z)
= e�az

mw(n) (z)

w (z)
+ h (z) e(b�a)z

m

: (2.9.6)

En remplaçant (2:9:1) et (2:9:3) dans (2:9:6) et en utilisant le lemme 2.2.12, on obtient, pour
" (0 < " < 1� �) et k su¢ samment grand :


 (rk)

rk
(1 + o (1)) 6 exp f(1� ") (��k) rmk g


n (rk)

rnk
+ (2.9.7)

+rd+1k exp

�
(1� ")

�
1� c

c

�
(�k) r

m
k

�
6 exp f(1� ") (��k) rmk g exp

�
nr�+"k

	
r�nk (1 + o (1))

+rd+1k exp

�
(1� ")

�
1� c

c

�
(�k) r

m
k

�
;

où d = deg h: De (2:9:7) on déduit que 
 (rk)! 0 quand k !1; et ceci contredit (2:9:2) :
Cas 3) � = 0: Comme pour tout k; Re

�
arke

i�k
	
= 0 et la demi-droite arg z = �0 est

asymptote aux points
�
arke

i�k
	
; il existe K > 0 telle que quand k > K, on a

� 1 < Re
�
arke

i�k
	
< 1 (2.9.8)

�1
c

< Re
�
brke

i�k
	
<
1

c
:

De (2:1:8) et (2:9:1), on obtient

�
�

 (rk)

zk

�n
(1 + o (1)) = eaz

m
k

 (rk)

zk
(1 + o (1)) + h (zk) e

bzmk : (2.9.9)
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De (2:9:9), (2:9:8) et en tenant compte du fait que c > 1, on obtient, quand rk est su¢ samment
grand :


n (rk) (1 + o (1)) 6 ern�1k 
 (rk) (1 + o (1)) + erd+1k

6 2erd+nk 
 (rk) (1 + o (1)) ;


n�1 (rk) (1 + o (1)) 6 6rd+nk (1 + o (1)) : (2.9.10)

C�est facile à voir que (2:9:10) contredit (2:9:2) ; ce qui termine la démonstration.
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