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INTRODUCTION

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaires a émergé comme un domaine

intéressant à explorer ces dernières années. Cette théorie a de nombreuses applications dans

la description de nombreux évènements dans le monde réel. Par exemple, les équations di¤é-

rentielles fractionnaires sont souvent applicables dans l�ingénierie, la physique, la chimie, la

biologie, ...etc [1, 2, 3].

Dans ce mémoire, nous allons nous inspirer des articles de [5, 6, 4, 7] pour faire le point

sur toutes ces études en donnant plusieurs résultats d�existence des solutions pour certaines

classes d�équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire, moyennant la dérivée fractionnaire de

Caputo. Cette étude se fera principalement à l�aide de théorème de point �xe de Banach,

théorème de point �xe de Schaefer et de Krasnoselski.

Le principe de contraction de Banach, qui garantit l�existence d�un point �xe d�une

contraction dé�nie sur un espace métrique complet et à valeur dans lui même, a été énoncé

par Banach en 1922. Ce principe est le plus simple des théorèmes de point �xe et il a de

nombreuses applications dans la théorie des équations di¤érentielles.

Le théorème du point �xe de Schaefer, est particulièrement utile pour prouver l�existence

des solutions d�équations di¤érentielles non linéaires. Ce théorème est en fait un cas particulier

d�un théorème de plus grande portée découvert auparavant par Schauder.

En 1955, et pour la première fois, Krasnoselski a élaboré son théorème du point �xe

qui a¢ rme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d�une

somme de deux applications dont l�une est contractante et l�autre compacte admet un point

�xe. Ce théorème est très e¢ cace dans la résolution des équations di¤érentielles non linéaires,

il apporte des réponses aux problèmes d�existence et d�unicité.



Objectifs de ce travail

L�objectif principal de ce travail est l�étude de l�existence et de l�unicité des solutions de

certaines équations di¤érentielles fractionnaires.

Dans la première partie, on présente quelques dé�nitions et quelques propriétés des

intégrales et des dérivées fractionnaires.

Dans la deuxième partie, on abordera quelques théorèmes assurant l�existence et l�unicité

des solutions pour les équations di¤érentielles.

La troisième partie est consacrée à l�étude de quelques résultats d�existence et d�unicité des

équations di¤érentielles fractionnaire. Quelques exemples illustratifs seront aussi présentés

dans cette partie.



Chapitre 1

Calcul Fractionnaires

Le but de ce chapitre est de présenter, d�une manière synthétique et uni�ée, les éléments sur

la théorie du calcul fractionnaire sur lesquels s�appuient nos travaux décrits dans le chapitre

2.

1.1 Intégrales Fractionnaires

1.1.1 Dé�nition

Dé�nition 1.1 : "Fonction Gamma d�Euler"

On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulérienne de seconde espèce) la fonction

notée � dé�nie par

� (z ) :=

1Z
0

e�ttx�1dt ; z > 0: (1.1)

Propriétés

Pour tout z 2 Rn f0;�1;�2; :::g ; et m 2 N; on a

1. � (z + 1)= z� (z)

2. � (z +m)= z (z + 1) : : : (z +m� 1)� (Z)

3. � (m+ 1)= m!:
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Dé�nition 1.2 : "La fonction Bêta"

On dé�nit la fonction Bêta par [4] :

B (�; �) :=

Z 1

0

(1� u)��1 u��1du; � > 0 ; � > 0 : (1.2)

Les fonctions Gamma et Bêta sont reliées par la relation :

B (�; �) =
� (�) � (�)

� (�+ �)
: (1.3)

Propriétés :

1. B (�; �)= B (�; �) :

2. �B (�; � + 1)= �B (�+ 1; �) :

3. Si n = � + 1 alors, on obtient : B (�; n) =
n� 1
�

B (�+ 1; n� 1) :

4. B (�; 1)=
1

�+ 1
:

Dé�nition 1.3 [5][6] :

Soit f une fonction continue sur [0;+1[ : On dé�nit l�opérateur de l�intégrale fractionnaire

d�ordre � de Riemann-Liouville par la formule :

J�f (t) : =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� ; � > 0; t > 0: (1.4)

J0f (t) : = f (t) :

Et si la fonction est dé�nie sur un intervelle quelconque [a; b]; alors :

Dé�nition 1.4 :

Soit f une fonction continue sur [a; b]: On dé�nit l�opérateur de l�intégrale fractionnaire

d�ordre � de Riemann-Liouville par la formule :

J�a f (t) : =
1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 f (�) d� ; � > 0 ; t > 0 : (1.5)
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1.1.2 Propriétés

Proposition 1.1 :

Soit J� l�opérateur de l�intégrale fractionnaire d�ordre � de Riemann-Liouville. On a :

J�t�=
� (� + 1)

� (�+ � + 1)
t�+�; � > 0 ; � > �1 ; t > 0 : (1.6)

Preuve :

Par dé�nition, on a

J�t� =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 ��d� :

Alors

J�t� =
t��1

� (�)

Z t

0

�
1� �

t

���1
��d� :

Grâce au changement de variable
�

t
= y; on obtient :

J�t� =
t��1

� (�)

Z t

0

(1� y)��1 t�+1y�d�

=
t�+�

� (�)

Z 1

0

(1� y)��1 y�d�

=
t�+�

� (�)
B (�; � + 1)

=
t�+�

� (�)

�(�)�(� + 1)

�(�+ � + 1)

=
t�+��(� + 1)

�(�+ � + 1)
:

Exemple : Considérons la fonction f (x) = (t� a)� ; f : [a; b]! R: Alors :

J� (t� a)� = 1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 (� � a)� d� :

Pour évaluer cette intégrale, on pose le changement � = a+ (t� a) s: D�où
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J� (t� a)� =
(t� a)�+�

� (�)

Z 1

0

(1� s)��1 s�ds

=
� (� + 1)

� (� + 1 + �)
(t� a)�+� :

On voit bien que c�est une généralisation du cas � = 1 où on a :

J1 (t� a)� = � (� + 1)

� (� + 2)
(t� a)�+1 = (t� a)�+1

� + 1

à cause de la relation � (z + 1) = z� (z) :

Proposition 1.2 :

Soit f : [0;+1[! R et soient � > 0; � > 0: On a :

�
J� � J�

�
f (t)=

�
J� � J�

�
f (t)= J�+�f (t) : (1.7)

Preuve : Par dé�nition, on a :

J� � J�f (t) =
1

� (�) � (�)

Z t

0

(t� �)��1
�Z �

0

(� � �)��1 f (�) d�
�
d�

=
1

� (�) � (�)

Z t

0

�Z �

0

(t� �)��1 (� � �)��1 f (�) d�
�
d�

=
1

� (�) � (�)

Z �

0

Z t

0

(t� �)��1 (� � �)��1 f (�) d� :

En utilisant la formule(1:4), on obtient :

J� � J�f (t) =
1

� (�)

Z �

0

�
J� (� � �)��1 f (�)

�
d�

=
1

� (�)

Z �

0

� (�)

� (�+ �)
(� � �)�+��1 f (�) d�

= J�+�f (t)

= J�+�f (t) :
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Proposition 1.3 :

Soient c > 0; � > 0; on a alors :

J��1e
ct = c��ect: (1.8)

Preuve : Avec les mêmes arguments que précédemment, on obtient :

J��1e
ct =

1

� (�)

Z t

�1
(t� �)��1 ec�d� :

On pose (t� �) = y; on obtient alors :

J��1e
ct = � ect

� (�)

Z 0

+1
y��1e�cydy

=
ect

� (�)

Z +1

0

y��1e�cydy :

Le changement de variable t = cy transforme cette dernière intégrale en :

J��1e
ct =

ect

c�� (�)

Z +1

0

t��1e�tdt:

D�où

J��1e
ct =

ect� (�)

c�� (�)
=
ect

c�
; c > 0:

1.2 Dérivées Fractionnaires :

1.2.1 Opérateur de Dérivée n�eme :

Dé�nition 1.5 :

L�opérateur de la dérivée d�ordre n; n 2 N� est noté par Dn:

Dnf(t) =
dn

dtn
f(t)

où Dn, véri�e les propriétés suivantes :

DnJ nf = f ; J nDnf 6= f ; f 2 C n (R+) : (1.9)
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J nDnf = f (x )�
n�1X
k=0

f (k) (0)
tk

k!
; t > 0 : (1.10)

Preuve :

On passe à démontrer (1.10), on a le dévellopement limités de f au point 0

f(x) = f(0) + f (1)(0)t+ f (2)(0)
t2

2!
+ :::+

1

(n� 1)!

Z t

0

(t� �)n�1f (n)(�)d� :

D�où,
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� �)n�1f (n)(�)d� = f(x)�
n�1X
k=0

f (k) (0)
tk

k!
:

1.2.2 Dérivée au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.6 [5][6] :

Soit f 2 C1 ([a; b]) ; la dérivée fractionnaire d�ordre (0 < � < 1) au sens de Riemann-

Liouville est

D�f (t) =
1

� (1� �)
d

dt

Z t

a

(t� �)�� f (�) d� : (1.12)

Dé�nition 1.7 :

Soit f 2 Cn ([a; b]) ; on dé�nit la dérivée d�ordre � (0 � n� 1 < � < n) au sens de Riemann-

Liouville par :

D�f (t)=
1

� (n� �)
dn

dtn

Z t

a

(t� �)n���1 f (�) d� ; (1.13)

= DnJ n��f (t) :

Propriétés :

Soient �; � deux paramètres réels et f : [a; b]! R: Alors, on a :

1. D�J�f (x)= f (x) ; � > 0 :

2. D�J�f (x)= D���f (x) ; � < 0 ; � > 0 :

3. J�D�f (x) 6= f (x) ; � > 0 :
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4. DnD�f (x)= Dn+�f (x) ; � > 0 ; n 2 N:

5. D�D�f (x) 6= D�D�f (x) :

6. D�D�f (x) 6= D�+�f (x) :

Démonstration :

1-On commence par démontrer la propriété 1.

D�J�f (x) = DnJn��J�f (x) ; � > 0

= DnJn��+�f (x)

= DnJnf(x)

= f(x):

2-Pour la démonstration de la propriété 3, on prend f(t) = (t� a)��1; t > a:

Alors,

D�f(t) = D�(t� a)��1

=
�(�)

�(�� 1 + 1� �)(t� a)
��1��

=
�(�)

�(0)
(t� a)1

= 0:

Donc,

J�(0) = 0 6= f(t):
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1.2.3 Dérivée au sens de Caputo

Dé�nition 1.8 [5][6] :

Soit f 2 Cn ([a; b]) : On dé�nit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f

comme suit :

D�
� f (t) =

8><>:
1

� (n� �)
R t
a
(t� �)n���1 f (n) (�) d� ; n� 1 < � < n; n 2 N�

dn

dtn
f (t) ; � = n; a < t � b

(1.14)

= Jn��Dnf (t)

Exemple : Soit f : [a; b]! R ; f (t) = (t� a)� et soit � non entier 0 � n� 1 < � < n avec

� > n� 1; alors on a :

f (n) (t) =
� (� + 1)

� (� � n+ 1) (t� a)
��n :

Donc,

D�
� (t� a)

� =
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��n d� :

En faisant le changement de variable � = a+ s (t� a) on obtient :

D�
� (t� a)

� =
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��n d�

=
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1) (t� a)
���

Z 1

0

(1� s)n���1 s��nds

=
� (�+ 1)B (n� �; � � n+ 1)

� (n� �) � (� � n+ 1) (t� a)���

=
� (� + 1)� (n� �) � (� � n+ 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)� (� � �+ 1) (t� a)
���

=
� (� + 1)

� (� � �+ 1) (t� a)
��� :
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Propriétés :

1. D�
� c = 0; c est une constante.

2. D�
� t
� =

8<:
� (� + 1)

� (��+ � + 1)t
���; � > �� 1

0; � � �� 1:
:

1.2.4 Lien entre Caputo et Rieman-Liouville :

Pour tout t > 0; n� 1 < � < n; n 2 N�; on a :

D�f (t) = D�
� f (t) +

n�1X
k=0

f (k) (0)
tk��

� (k � �+ 1) : (1.15)

Démonstration :

Par dé�nition, on a :

D�f(t) =
dn

dtn

0@ 1

�(n� �)

tZ
0

(t� �)n���1f(�)d�

1A :
Une simple intégration par partie donne :

D�f(t) =
dn

�(n� �)dtn

0@ tn��

n� �f(0) +
tn��+1

n� � f
(1)(0) + :::+

tZ
0

(t� �)n��+n�1f (n)(�)d�

1A :
Et donc,

D�f(t) =
n�1X
k=0

f (k)(0)
tk��

�(k � �+ 1) +
dn

�(n� �)dtn

0@ tZ
0

(t� �)n��+n�1f (n)(�)d�

1A
=

n�1X
k=0

f (k)(0)
tk��

�(k � �+ 1) +
1

�(n� �)

0@ tZ
0

(t� �)n���1f (n)(�)d�

1A :
1.3 Quelques Théorèmes du Point Fixe :

Les théorèmes du point �xe jouent un rôle crucial dans le domaine des applications. Il inter-

vient dans les résultats d�existence et d�unicité. Par conséquent on énonce quelques dé�nitions

liées à ce paragraphe et certain nombre des résultats du point �xe.
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1.3.1 Dé�nitions :

Dé�nition 1.9 : (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C; on appelle norme sur l�espace E toute

application notée jj:jj dé�nie sur E à valeurs dans R+; véri�ant pour tout x; y dans E et 

dans K

1. jjxjj = 0 si seulement si x = 0:

2. jjxjj = jjjjxjj (homogènéité ).

3. jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj ( inégalité triangulaire ).

Tout espace vectoriel muni d�une norme est appelé espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.10 : (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Exemple :

((C([a; b];R); jj:jj1) est un espace de Banach.

Dé�nition 1.11 : (Suites de Cauchy)

Soit (un)n2N une suite de K. On dit que (un)n2N est une suite de Cauchy pour la norme

jj:jjK si

8" > 0 ; 9N � 0 ; 8n � N ; 8p � 0 ; jjun+p�unjj � ":

Dé�nition 1.12 : (Espace complet)

Un R� ev K est dit complet pour la norme jj.jjK si toute suite de Cauchy(pour cette norme)

est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Dé�nition 1.13 :

On dit que K � X est un ensemble convexe si :

8(x ; y) 2 K �K ; 8� 2 [0 ; 1 ] : �x + (1 � �)y 2 K :
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Autrement dit, K est convexe s�il contient tout "segment" reliant deux quelconques de ses

points.

Dé�nition 1.14 :

Soit E un espace de Banach. Un sous ensemble F � E est dit compact si de tout recrou-

vrement ouvert de F on peut extraire un sous recouvrement �ni. Cela veut dire que, toute

famille fVj; j 2 Jg d�ensembles ouverts dont la rénuion contient F admet une sous-famille

�nie :

fV j; j (k) 2 J ; k = 1 ; 2 ; :::; ng dont la rénuion contient F :

Dé�nition 1.15 :

Soient E et F deux espaces de Banach. Une application linéaire continue T est dite compacte

si l�image T (BE) par l�application T de la boule unité fermée BE de l�espace E est relati-

vement compacte (en norme) dans F . On note C(E;F ) l�ensemble des applicatons linéaires

compactes de E dans F:

Dé�nition 1.16 :

Pou tout élément x de K l�ensemble A(x) = ff(x); f 2 Ag est équicontinue si

8" > 0;9v 2 #(x);8f 2 A;8y 2 v; d(f(x); f(y)) < ":

Dé�nition 1.17 :

L�opérateur T est dite complètement continue, si elle est continue et compacte.

Théorème d�Ascoli-Arzila [4] :

Soient X et Y deux espaces de Banach. Si X est compact, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. L�ensemble A est relativement compact dans C(X; Y ):

2.
�

i) l�ensemble A est équicontinue en tout point de X
ii) A(x) := ff(x); f 2 Ag est borné.
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1.3.2 Théorème du point �xe de Banach :

Le théorème du point �xe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de l�application

contractante) est un théorème simple à prouver et qui s�applique aux espaces complets et

possède de nombreuses applications. Ces applications incluent les théorèmes d�existence de

solution pour les équations di¤érentielles ou les équations intégrales.

Théorème 1.1 :

Soient X un espace de Banach et f : X ! X une application contractante sur X. Alors f

admet un unique point �xe dans X:

1.3.3 Théorème du point �xe de Schaefer

Théorème 1.2 :

Soient X un espace de Banach et Q : X ! X une application continue et compact sur X. Si

l�ensemble B = fx 2 X; x = �Q; 0 < � < 1g est bornée, alors l�application admet au moins

un point �xe.

1.3.4 Théorème du point �xe de Krasnoselski

Théorème 1.3 :

Soit B un ensemble non vide fermé convexe dans un espace de Banach X. On suppose que

Q1; Q2 : B ! X telles que :

(1)- 8x; y 2 B; alors Q1x+Q2y 2 B:

(2)- Q1 est une application contractante

(3)- Q2 est continue et Q2(B) est relativement compact.

Sous ces trois conditions, alors on peut dire qu�il existe Z 2 B; telle que Z = Q1Z +Q2Z:



Chapitre 2

Equations di¤érentielles fractionnaires

Dans ce chapitre, on va s�intéresser à l�existence et l�unicité des solutions des équations

di¤érentielles d�ordre fractionnaires.

2.1 Existence et unicité

2.1.1 Problème 1 :

Soit � un réel positif véri�ant m�1 < � < m , m 2 N�; D�
� désigne l�opérateur de dérivation

au sens de Caputo et I� l�opérateur de l�intégrale fractionnaire d�ordre �.

On se donne le problème aux conditions initiales suivant :

8<:
D�
� x(t) = f(t; x(t)) ; t 2 J = [0; T ] ,1 < � < 2

x(0)� x0(0) = I�g(T )
x(T )� x0(T ) = I�h(T ) ; � > 0

(2.1)

tel que h; g : J ! E soient deux fonctions continues.

Pour trouver la solution intégrale on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.1 [ 7,8] :

Soit � > 0, alors l�équation di¤érentielle fractionnaire suivante :

D�
� x (t) = 0

admet comme solution
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x (t) = C 0+C 1t + C 2t
2+:::+ Cm�1t

m�1 ;m = [�] + 1 ;C j2 R ; j = 0 ; :::;m � 1 :

Preuve : Soit

x(t) = C0 + C1t+ C2t
2 + :::+ Cm�1t

m�1:

Alors, on a

D�
� x(t) = D

�
� (C0 + C1t+ C2t

2 + :::+ Cm�1t
m�1)

D�aprèt la proprposition 1.2, on a alors :

D�
� x(t) =

�(�+ 1)

�(�+ n)
Cm�1t

m�1�� = 0:

Lemme 2.2 [7,8 ] :

Soit � > 0. Alors,

I �D�
� f (t) = f (t) + C 0+C 1t + C 2t

2+:::+ Cm�1t
m�1;

où m = [�] + 1 et Cj 2 R; j = 0; :::;m� 1:

Preuve : On a,

D�
� f(t) = I

m��Dmf(t):

Et donc,

I�D�
� f(t) = I�Im��Dmf(t)

= ImDmf(t)

= f(t)�
m�1X
k=0

tk

k!
:

f (k)(0)

= f(t)�
m�1X
j=0

Cjt
j; o�u Cj =

f (k)(0)

k!
:
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Lemme 2.3 :

La solution intégrale de problème (2.1) est :

x(t) = I�f(t; x(t))� 1 + t
T
I�f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T (2.2)

+
1 + t

T
I�h(T ) +

T � 1� t
T

I�g(T ):

Preuve :

1-Supposons que (2.2) est véri�é. Alors

D�
� x(t) = D�

�

�
I�f(t; x(t))� 1 + t

T
I�f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I�h(T )

+
T � 1� t

T
I�g(T ) +

1 + t

T
I�h(T ) +

T � 1� t
T

I�g(T )

�
= D�

� I
�f(t; x(t))

= f(t; x(t)):

2�Supposons que (2.1) est véri�é et par application de lemme 2.1 on trouve :

I�D�
� x(t) = x(t) (2.3)

= I�f(t; x(t))� C0 � C1t:

Pour trouver C0 et C1, on utilise les conditions initiales de (2.1). On obtient

x(0) = I�f(t; x(t))jt=0 � C0 � C10

x(0) = �C0

et

x(T ) = I�f(t; x(t))jt=T � C0 � C1T:

Et comme,

y
0
(t) = �C1 + I��1f(t; x(t));
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alors on obtient,

x
0
(0) = �C1 + I��1f(t; x(t))jt=0 ;

x
0
(0) = �C1;

et

x
0
(T ) = �C1 + I��1f(t; x(t))jt=T :

Par conséquent,

x(0)� x0(0) = �C0 + C1

= I�g(T )

x(T )� x0(T ) = I�f(t; x(t))jt=T � C0 � C1T + C1 � I��1f(t; x(t))jt=T

= I�h(T ):

D�où �
C1 � C0 = I�g(T ) :::(1)

(T � 1)C1 + C0 = I�f(t; x(t))jt=T � I��1f(t; x(t))jt=T � I�h(T ) . :::(2)
:

Pour (1)-(2) on obtient :

TC1 = I�g(T ) + I�f(t; x(t))jt=T � I��1f(t; x(t))jt=T � I�h(T ):

D�où

C1 =
1

T
I�g(T ) +

1

T
I�f(t; x(t))jt=T �

1

T
I��1f(t; x(t))jt=T �

1

T
I�h(T ):

En remplaçant C1 dans l�équation (2.3) on obtient :

C0 =
1

T
I�f(t; x(t))jt=T �

1

T
I��1f(t; x(t))jt=T �

1

T
I�h(T ) +

1� T
T

I�g(T ):

En conclusion, on a :
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x(t) = I�f(t; x(t))� 1 + t
T
I�f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T

+
1 + t

T
I�h(T ) +

T � 1� t
T

I�g(T ):

2.1.2 Premier Résultat :

Théorème 2.1 :

Supposons que :

(A1) : Il existe une constante L > 0 telle que :

jf (t ; x )� f (t ; y)j � Ljx � y j ; x ; y 2 R, t 2 [0 ;T ]

et

jjhjj = sup
t2[0;T ]

jh(t)j � k1, k1 > 0

et

jjgjj = sup
t2[0;T ]

jg(t)j � k2, k2 > 0

et

H =
2T� + �T��2 + (1 + �)T��1

�(�+ 1)
: (2.4)

Si LH < 1; alors le problème (2.1) admet une solution unique dans C([0; T ];R):

Preuve : Considérons l�opérateur � : C([0; T ];R)! C([0; T ];R) dé�nie par :

�x(t) = I�f(t; x(t))� 1 + t
T
I�f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T

+
1 + t

T
I�h(T ) +

T � 1� t
T

I�g(T ):

Pour montrer que � admet un unique point �xe il su¢ t de montrer que � est contractante.

En e¤et :

Soient x; y 2 C(J;R) et t 2 J; alors :
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j�x(t)� �y(t)j = jI�f(t; x(t)� 1 + t
T
I�f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I�h(T )

+
T � 1� t

T
I�g(T )� I�f(t; y(t)) + 1 + t

T
I�h(T ) +

T � 1� t
T

I�g(T )

�I�f(t; y(t)) + 1 + t
T
I�f(t; y(t))jt=T �

1 + t

T
I��1f(t; y(t))jt=T

�1 + t
T
I�h(T )� T � 1� t

T
I�g(T )j

� jI�f(t; x(t)� I�f(t; y(t))j+ j1 + t
T
jjI�f(t; x(t))jt=T � I�f(t; y(t))jt=T j

+j1 + t
T
jjI��1f(t; x(t))jt=T � I��1f(t; y(t))jt=T j

� 1

�(�)

tZ
0

(t� �)��1Ljx� yjd� + 1 + t

T �(�)

TZ
0

(T � �)��1Ljx� yjd�

+
1 + t

T �(�� 1)

TZ
0

(T � �)��2Ljx� yjd�

� Ljx� yj
�(�)

�
t�

�
+
T�(1 + t)

�T
+
T��1(1 + t)

T

�
:

Donc,

jj�x� �yjj � Ljjx� yjj
�(�+ 1)

�
T� + T��1 + T� + �T��2 + �T��1

�
� Ljjx� yjj

�(�+ 1)
[2T� + (1 + �)T��1 + �T��2]:

D�où, � est contractant et d�après le théorème de point �xe Banach, � admet un seul point

�xe qui est une solution du problème (2.1).
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2.1.3 Deuxiéme Résultat :

On va utiliser le théorème de point �xe de Schaefer pour démontrer que � admet au moins

un point �xe.

Théorème 2.2 :

Supposons que

(A2) : f : [0; T ]� R est une fonction continue.

(A3) : Il existe une constante M > 0 telle que :

jf(t; y)j �M t 2 [0; T ] ; y 2 R:

Alors le problème (2.1) admet au moins une solution sur J:

Preuve : Pour démontrer que � admet au moins un point �xe il faut passer par 4 étapes :

Etape 1 : "� est continue"

Soit (xn)n2N est une suite telle que xn converge vers x dans C(J;R) .

Donc, 8t 2 J on a :

j�xn(t)� �x(t)j � jI�f(t; xn(t)� I�f(t; x(t))j+
����1 + tT

���� jI�f(t; xn(t))jt=T � I�f(t; x(t))jt=T j
+

����1 + tT
���� ��I��1f(t; xn(t))jt=T � I��1f(t; x(t))jt=T �� :

Comme f est une fonction continue on a :

j�xn(t)� �x(t)j ! 0, quand n!1

Etape 2 : "� est borné dans C(J;R) "

� est born�e dans C(J; R), 8r > 0; 9N > 0; 8x 2 Br = fx 2 C([0; T ];R); jjxjj � rg ; jj�xjj � N

Pour tout t 2 J , x 2 Br; on a :
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j�x(t)j =
����I�f(t; x(t))� 1 + tT I�f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T +

1 + t

T
I�h(T )

+
T � 1� t

T
I�g(T )

����
� 1

�(�)

tZ
0

(t� �)��1 jf(� ; x(�))j d� + 1

�(�)

����1 + tT
����
TZ
0

(T � �)��1 jf(� ; x(�))j d�

+
1

�(�� 1)

����1 + tT
����
TZ
0

(T � �)��2 jf(� ; x(�))j d� + 1

�(�)

����1 + tT
����
TZ
0

(T � �)��1 jh(�)j d�

+
1

�(�)

����1� T + tT

����
TZ
0

(T � �)��1 jg(�)j d�

� M

�(�+ 1)
t� +

M(1 + t)

T �(�+ 1)
T� +

M(1 + t)

T �(�)
T��1 +

k1(1 + t)

T �(� + 1)
T � +

k2(1� T + t)
T �(�+ 1)

T�:

Donc,

jj�xjj � M

�(�+ 1)
T� +

M(1 + T )

�(�+ 1)
T��1 +

M(1 + T )

�(�)
T��2 +

k1(1 + T )

�(� + 1)
T ��1 +

k2(1� T + T )
�(�+ 1)

T��1

� M

�(�+ 1)

�
T� + T��1 + T� + �T��2 + �T��1

�
+
k1(1 + T )

�(� + 1)
T ��1 +

k2
�(�+ 1)

T��1

�
�(� + 1)M [2T� + (1 + �)T��1 + �T��2] + �(�+ 1)

�
k1(1 + T )T

��1�+ k2T��1
�(� + 1)�(�+ 1)

� N <1:

D�où � est borné sur C(J;R) .

Etape 3 : "� est équicontinue"

Soient t1; t2 2 J; t1 < t2; x 2 Bk , on a alors :
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j�x(t2)� �x(t1)j �
1

�(�)

t2Z
0

(t2 � �)��1 jf(� ; x(�))j d� �
1

�(�)

t1Z
0

(t1 � �)��1] jf(� ; x(�))j d�

� 1

�(�)

t1Z
0

(t2 � �)��1 jf(� ; x(�))j d� +
1

�(�)

t2Z
t1

(t2 � �)��1 jf(� ; x(�))j d�

� 1

�(�)

t1Z
0

(t1 � �)��1 jf(� ; x(�))j d�

� 1

�(�)

t1Z
0

�
(t2 � �)��1 � (t1 � �)��1

�
jf(� ; x(�))j d�

+
1

�(�)

t2Z
t1

(t2 � �)��1 jf(� ; x(�))j d�

� M

�(�)

t1Z
0

�
(t2 � �)��1 � (t1 � �)��1

�
d� +

M

�(�)

t2Z
t1

(t2 � �)��1

� M

�(�+ 1)
(t2 � t1)� �

M

�(�+ 1)
t�2 +

M

�(�+ 1)
t�1 +

M

�(�+ 1)
(t2 � t1)�

� M

�(�+ 1)
(t�1 � t�2 ) +

2M

�(�+ 1)
(t1 � t2)�:

D�où,

j�x(t2)� �x(t1)j �
M

�(�+ 1)
(t�1 � t�2 ) +

2M

�(�+ 1)
(t1 � t2)�:

Quand t1 ! t2, le second membre de cette dernière inégalité tend vers zéro. Ainsi les étapes

1 à 3 et d�aprés le théorème d�Ascoli-Arzela, d�où � est complètement continu.

Etape 4 : "
 est borné"

Maintenant, il faut démontrer que l�ensemble :


 = fx 2 C(J;R) : x = ��(x); 0 < � < 1g

est borné.

Soit x 2 
; alors x = ��(x) pour 0 < � < 1: Donc, pour chacun t 2 J; on obtient :



2.1 Existence et unicité 22

x(t) = �I�f(t; x(t))� �1 + t
T
I�f(t; x(t))jt=T + �

1 + t

T
I��1f(t; x(t))jt=T + �

1 + t

T
I�h(T )

+�
T � 1� t

T
I�g(T )

=
�

�(�)

tZ
0

(t� �)��1f(� ; x(�))d� + �

�(�)

1 + t

T

TZ
0

(T � �)��1f(� ; x(�))d�

+
�

�(�� 1)
1 + t

T

TZ
0

(T � �)��2f(� ; x(�))d� + �

�(�)

1 + t

T

TZ
0

(T � �)��1h(�)d�

+
�� �T + �t
�(�)T

TZ
0

(T � �)��1g(�)d� :

Ceci implique par (A3) que pour tout t 2 J; on a :

jx(t)j = �j�x(t)j

� �

�(�)

tZ
0

(t� �)��1jf(� ; x(�))jd� + �

�(�)

1 + t

T

TZ
0

(T � �)��1jf(� ; x(�))jd�

+
�

�(�� 1)
1 + t

T

TZ
0

(T � �)��2jf(� ; x(�))jd� + �

�(�)

1 + t

T

TZ
0

(T � �)��1 jh(�)j d�

+
�� �T + �t
�(�)T

TZ
0

(T � �)��1jg(�)jd�

� �M

�(�)

tZ
0

(t� �)��1d� + �M

�(�)

1 + t

T

TZ
0

(T � �)��1d� + �M

�(�� 1)
1 + t

T

TZ
0

(T � �)��2d�

+
�k1
�(�)

1 + t

T

TZ
0

(T � �)��1d� + k2
�� �T + �t
�(�)T

TZ
0

(T � �)��1d�

� �M

�(�+ 1)
t� +

�M

�(�+ 1)

1 + t

T
T� +

�M

�(�)

1 + t

T
T��1 +

�k1
�(� + 1)

1 + t

T
T �

+k2
�� �T + �t
�(�)T

T�:

D�où,
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jjxjj � �
�(� + 1)M [2T� + (1 + �)T��1 + �T��2] + �(�+ 1)

�
k1(1 + T )T

��1�+ k2T��1
�(� + 1)�(�+ 1)

� �N <1:

D�où, l�ensemble 
 est borné et donc, d�aprés le théorème du point �xe de Schaefer, nous

déduisons que � admet au moins un point �xe qui est une solution du problème (2.1).

Exemple 2.1 :

Considérons le probième aux limites suivant :

8>><>>:
D�
� x(t) =

e�2t

(3 + e2t)(1 + jx(t)j) , t�[0; T ]; 1 < � < 2

x(0) + x
0
(0) = I�g(T )

x(T ) + x
0
(T ) = I�h(T ); � > 0:

(2.5)

On prend :

f(t; x) =
e�2t

(3 + e2t)(1 + x)
; (t; x)�[0; 1]� [0;+1[

g(t) =
1

2 + t
; t�[0; T ]

h(t) =
t

1 + t2
; t�[0; T ]

1-Pour T = 1; on a

jjgjj � 1

3

jjhjj � 1

2

2-Soient x; y 2 [0;+1[ et t 2 [0; 1]. Alors, on obtient :
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jf(t; x)� f(t; y)j =
���� e�2t

(3 + e2t)(1 + x)
� e�2t

(3 + e2t)(1 + y)

����
=

����e�2t(1 + y)� e�2t(1 + x)(3 + e2t)(1 + y)(1 + x)

����
=

���� (1 + y)� (1 + x)
e2t(3 + e2t)(1 + y)(1 + x)

����
� jx� yj

e2t(3 + e2t)

� 1

4
jx� yj :

Donc, d�aprés le théorème 2.1, la condition de (A1) est véri�ée avec k1 =
1

2
; k2 =

1

3
; L =

1

4
:

On véri�e la condition (2.4) pour T = 1. En e¤et,

L
2T� + �T��2 + (1 + �)T��1

�(�+ 1)
< 1() 3 + 2�

4�(�+ 1)
< 1

() �(�+ 1) � 1:74:

D�où le problème (2.5) admet une solution unique sur [0; 1]:

On passe maintenant à véri�er les conditions du deuxième résultat :

(A2) : f est continue sur [0; 1]� [0;+1[ :

(A3) : f est bornée.

On a,

jf(t; x)j =
���� e�2t

(3 + e2t)(1 + x)

����
� 1

e2t(3 + e2t)

���� 1

1 + x

����
� 1

4
�M:

Donc f est bornée.

D�où, le problème (2.6) admet au moins une solution sur [0; 1]:
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2.1.4 Problème 2 :

Considérons le problème aux limites suivant [9] :

� D�
� x(t) = f(t; x(t)); t 2 J = [0; T ], 0 < � < 1

ax(0) + bx(T ) =

TZ
0

G(s)x(s)ds avec a; b 2 R; a+ b 6= 0
(3.1)

Lemme 2.4 :

La solution du problème aux limites (3.1) est donnée par :

x(t) =
1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds (3.2)

+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; x(s))ds. (2.1.1)

Preuve : On a

D�
� x(t) = D�

�

0@ 1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds

+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; x(s))ds

1A
= D�

�

0@ 1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; x(s))ds

1A
= f(s; x(s)):

En appliquant le lemme 2.2, on obtient :

x(t) = I�f(t; x(t))� C0: (3.3)

En utilisant la condition intégrale du problème (3.1), on obtient :
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x(0) = �C0

x(T ) = I�f(T; x(T ))� C0

=
1

�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds:

Par conséquent,

ax(0) = �aC0

bx(T ) =
b

�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds� bC0:

D�où,

ax(0) + bx(T ) = �(a+ b)C0 +
b

�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds

=

TZ
0

G(s)x(s)ds:

Donc la valeur de C0 est donnée par :

�C0 =
1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds:

En remplaçant C0 dans (3.3), on obtient :

x(t) =
1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds+ I�f(t; x(t)):

Passons maintenant à dé�nir l�opérateur :

	 : C(J;R)! C(J;R)

	x(t) =
1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds+ I�f(t; x(t)):
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2.1.5 Troisième Résultat

Théorème 3.1 :

(B1) : Supposons qu�il existe une constant k > 0 telle que :

jf (t ; x )� f (t ; y)j � k jx � y j; k > 0 ; x ; y 2 R; t 2 J

et N > 0; telle que :

jf (t ; y)j � N ; 8t 2 J ; y 2 R

(B2) : Soient l et r telle que :

MrT

a+ b
+

bNT�

(a+ b)�(�+ 1)
+

NT�

�(�+ 1)
� l < r :pour tout r > 0

où M = sup
t2J
jG(t)j et TM < (a+ b):

(B3) : Soit � un réel positif tel que : 0 < � < 1

MT�(�+ 1) + bkT� + (a+ b)kT�

(a+ b)�(�+ 1)
� �

Alors le problème (3.1) admet une unique solution sur J:

Preuve :

Pour prouver ce théorème, il su¢ t de montrer que l�opérateur 	 admet un point �xe dans

Br = fx 2 C(J;R); jjxjj � rg ; r > 0 (voir B2)

1) Soit x 2 Br; alors on a :



2.1 Existence et unicité 28

j	x(t)j =

������ 1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds+ I�f(t; x(t))

������
� 1

a+ b

TZ
0

jG(s)jjx(s)jds+ b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1jf(s; x(s))jds

+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(s; x(s))jds

� Mr

a+ b

TZ
0

ds+
bN

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1ds+ N

�(�)

tZ
0

(t� s)��1ds:

En utilisant la condition (B2), on trouve :

jj	xjj � MrT

a+ b
+

bNT�

(a+ b)�(�+ 1)
+

NT�

�(�+ 1)
� l < r:

D�où 	Br 2 Br:

2) Maintenant, on montre que 	 est contractant sur Br:

Soient x; y 2 Br, t 2 J . On a,

j	x(t)�	y(t)j =

������ 1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds+ I�f(t; x(t))

� 1

a+ b

TZ
0

G(s)y(s)ds+
b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; y(s))ds� I�f(t; y(t))

������
� 1

a+ b

TZ
0

jG(s)jjx(s)� y(x)jds

+
b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1jf(s; x(s))� f(t; y(t))jds

+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(t; x(t))� f(t; y(t))jds:

Donc,
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j j	x�	yj j � MT jjx� yjj
a+ b

+
bkT�jjx� yjj
(a+ b)�(�+ 1)

+
kT�jjx� yjj
�(�+ 1)

� MT�(�+ 1) + bkT� + (a+ b)kT�

(a+ b)�(�+ 1)
jjx� yjj

� �jjx� yjj:

D�où 	 est contractant sur Br; et d�aprés le théorème de point �xe Banach, 	 admet un

unique point �xe.

2.1.6 Quatrième Résultat

Le résultat suivant est basé sur le théorème de point �xe de Krasnoselski.

Théorème 2.4 :

Soient (B4) :

jf (t ; y)j � '(t); (t ; y) 2 J � R:

' fonction continue sur [0; T ]:

(B5) : la fonction f : [0; T ]� R! R est continue et bornée telle que :

jf (t ; x )� f (t ; y)j � �jx � y j; 0 < � < 1 :

Supposons que les conditions (B4); (B5) sont véri�ées, alors le problème (3.1) admet au moins

une solution sur J .

Preuve Soit � > 0 tel que :

MrT

a+ b
+

bT�

(a+ b)�(�+ 1)
k'k+ T�

�(�+ 1)
k'k � � < r

avec k'k = sup
t2J
j'(t)j:

Dans Br, on dé�nit les deux opérateurs R et S, comme suit :
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Rx(t) =
1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds:

+
1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; x(s))ds

Sy(t) =
1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; y(s))ds:

Etap1 : "R + S est borné"

Pour x; y 2 Br, on a :

jRx(t) + Sy(t)j =

������ 1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds

+
1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; x(s))ds+ 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; y(s))ds

������
� 1

a+ b

TZ
0

jG(s)jjx(s)jds+ b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1jf(s; x(s))jds

+
1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(s; x(s))jds+ 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(s; y(s))jds

Donc,

kR + Sk � MrT

a+ b
+

bT�

(a+ b)�(�+ 1)
k'k+ T�

�(�+ 1)
jj'jj

� � < r:

D�où Rx(t) + Sy(t) 2 Br:

Etap2 : "R est contractant"

Il est facile de voir que R est contractant, alors on a
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jRx(t)�Ry(t)j =

������ 1

a+ b

TZ
0

G(s)x(s)ds� 1

a+ b

TZ
0

G(s)y(s)ds� b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; x(s))ds

+
b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1f(s; y(s))ds+ 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; x(s))ds

� 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; y(s))ds

������
� 1

a+ b

TZ
0

jG(s)jjx(s)� y(s)jds+ b

(a+ b)�(�)

TZ
0

(T � s)��1jf(s; x(s))� f(s; y(s))jds

+
1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(s; x(s))� f(s; y(s))jjds:

Donc,

jjRx�Ryjj � MT

a+ b
jjx� yjj+ bkT�

(a+ b)�(�+ 1)
jjx� yjj+ T�k

2�(�+ 1)
jjx� yjj

� �jjx� yjj.

D�où R est contractant.

Etap3 : "S est continu"

Soit (yn)n2N est une suite telle que yn converge vers y dans C(J;R): Donc pour toute t 2 J;

on a :

jS(yn)(t)� S(y)(t)j =

������ 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; yn(s))ds�
1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; y(s))ds

������
� 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(s; yn(s))� f(s; y(s))jds:

Comme f est une fonction continue, on obtient :

jS(yn)(t)� S(y)(t)j ! 0; quand n!1:
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Etap4 : "la relative compacité de S(Br)"

1-On a :

jSy(t)j =

������ 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1f(s; y(s))ds

������
� 1

2�(�)

tZ
0

(t� s)��1jf(s; y(s))jds:

D�où,

jjSyjj � T�

2�(�+ 1)
jj'jj:

Donc S est uniformément borné dans Br .

2- Soient t1; t2 2 J; t1 < t2 et y 2 Br: On a :

jSy(t1)� Sy(t2)j =

������ 1

2�(�)

t1Z
0

(t1 � s)��1f(s; y(s))ds�
1

2�(�)

t2Z
0

(t2 � s)��1f(s; y(s))ds

������
� 1

2�(�)

t1Z
0

(t1 � s)��1jf(s; y(s))jds�
1

2�(�)

t2Z
0

(t2 � s)��1jf(s; y(s))jds

� 1

2�(�)

t1Z
0

(t1 � s)��1jf(s; y(s))jds�
1

2�(�)

t1Z
0

(t1 � s)��1jf(s; y(s))jds

� 1

2�(�)

t2Z
t1

(t2 � s)��1jf(s; y(s))jds

� (t2 � t1)�
�(�+ 1)

j'j+ t�1 � t�2
2�(�+ 1)

j'j:

Donc,

kSyt1 � Syt2k �
(t2 � t1)�
�(�+ 1)

jj'jj+ t�1 � t�2
2�(�+ 1)

jj'jj

D�où, S est équicontinu dans Br: Quand t1 ! t2; le second membre de cette dernière inégalit

tend vers zéro, ainsi S(Br) est relativement compact et d�aprés le théorème d�Ascoli-Arzela,

d�où S est un opérateur compact.

D�aprés le théorème de Krasnoselskii, le problème (3.1) admet au moins un point �xe.



CONCLUSION

Notre but principal est de présenter quelques résultats d�existence pour certaines équations

di¤érentielles d�ordre fractionnaire. Nous nous somme basés sur le théorème de point �xe de

Banach, le théorème de Schauder et le théorème de Krasnoselski.
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