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INTRODUCTION

On s’intéresse dans ce travail, & 'équation dyu — 92 u— 92 u = f avec les conditions
aux limites dans un domaine conique non-symétrique. Q@ ouvert de R® défini par

Q= {(t,xl,azg) ER?: (21,19) € Qt,0<t<T}.

ou T est un nombre positif fini et pour un ¢ fixé dans l'intervalle |0, T'[, £2; est un domaine
borné de R? défini par

Qt:{(xl,xg)eRQ:OS f% + $%2 <1}.
> (t) B> (1) ¢* (1)

Ici, ¢ est une fonction a valeurs réelles continue Lipschitzienne définie sur [0, 77, telle que

v (0) =0,90(t) >0

pour chaque t € [0, 7], h est une fonction a valeurs réelles continue Lipschitzienne définie
sur [0, 77, telle que
0<s<h(t)<p (1)

pour chaque t € [0,77],01 0 et 3 sonts des constantes positives.
Dans @ on considére le probléme avec les conditions aux limites

Ou— 2 u—%u — fel¥Q). @

ulog-r, = 0,

ou L*(Q) est I'espace de Lebesgue sur Q,9Q est la frontiere de Q et I'; est la partie de
la frontiére de QQ ou t =T.

Dans ce mémoire on fait la synthése du travail de Arezki KHELOUFT : "[ Resolution of
parabolic equation in non-symmetric conical domains |", [ Electronic Journal of Differential
Equations, Vol. 2012 (2012), No. 116, pp.1-14 |.

La difficulté liée & ce genre de problémes vient d’une situation singuliére pour les pro-
blémes d’évolution ; plus précisement ¢ s’annule pour ¢ = 0, ce qui empéche le domaine @)
d’étre transformé en un domaine régulier sans I’apparition de termes dégénérés dans I’équa-
tion parabolique, voir par exemple Sadallah[12].

Afin de surmonter cette difficulté, on pose une condition suffisante pour la fonction ¢ :

' (t)p(t) — 0 quand t — 0 (3)

et on obtient des résultats d’existence et de régularité pour le probléme(2).On utilise la
méthode de décomposition de domaine pour montrer que le probléme (2) a une solution avec
la régularité optimale, c-a-d a une solution u appartenant & ’espace anisotrope de Sobolev

Hy*(Q) = {u€ H"*(Q) : ulog-r, = 0}.

avec

H"(Q) = {ue L*(Q) : Ou, &, u,d) u, 0y, 0pu € L*(Q),j = 1,2} .

y Y Yo



Dans Sadallah[13] le méme probléme & été étudié dans le cas d’un domaine conique
symétrique, c-a-d, dans le cas ou h = 1. D’autres références sur 'analyse des problémes
paraboliques dans des domaines non-cylindrique sont : Alkhutov[1,2], Deatyarev([4], Labbas,
Medeghri et Sadallah[8,9], Sadallah[12]. Il y a beaucoup d’autres travaux au sujet des pro-
bléemes aux limites dans des domaines non-réguliers ( voir, par exemple Grisvard[6] et les
références citees dans ce travail ).

Dans le chapitre 1, on donne des rappels sur les espaces de sobolev et les formules de
Green.

Au chapitre 2 on montre un résultat d’unicité pour le probléme(2), et on démontre
quelques lemmes techniques cela permettra de prouver une estimation uniforme ( dans un
sens qui sera défini plus tard ).

Au chapitre 3 on montre que le probléme (2) admet une solution ( unique ) dans le cas
d’un domaine qui peut étre transformé en un cylindre.

Au chapitre 4, pour T assez petit, on montre que les précédents résultats restent vrais
dans le cas d’'un domaine conique avec la condition mentionnée ci-dessus sur les fonctions ¢
et h. La méthode utilisée ici est basée sur ’approximation du domaine conique par une suite
de sous domaines (@),,),, qui peuvent etre transformés en domaines réguliers (cylindres) . On
établie une estimation uniforme du type

”UnHHlﬂ(Qn) <k Hf||L2(Q) ;

ol u,, est la solution du probléme (2) en @, et K une constante indépendante de n.
Finalement, dans le dernier chapitre on compléte la preuve du résultat principal ( Théo-
réme 5.1 ).




Chapitre 1

Rappels

1.1 Rappels sur I’espace L*(Q)
On désigne par © un ouvert de R? muni de la mesure de Lebesgue dz.

Définition 1.1 on définit ’éspace L*(Q2) comme :

L) =< f:Q— R, f est mesurable, /|f(a:)\ dr < 400

¢
%
on le munit de la norme | f|, = /|f($)\2 , et on notera (L*(Q))* Uéspace des
0

champs de vecteurs dont chaque composante appartient a L*(£2).

Définition 1.2 on note D(S2) l’espace des fonctions infiniments dérivables a support com-
pact danc 2, et on écrit : D(Q) = C3°(Q).

Proposition 1.1 [’espace D(Q) est dense dans L*().

Définition 1.3 (Gradient) Soit ¢ une fonction de classe C* de Q dans R.
on appelle gradient de @, la fonction de Q dans R? définie par :

9p

Vo= (%f;)

aZEQ

1.2 Espace de Sobolev

Définition 1.4 On définit ’espace de Sobolev H' () comme [’ensemble des fonctions u
dans L*(Q) telles qu’il existe V = (Vy,V3) € (L*(Q))” vérifiant :

Oy ‘
=— [ Vi, Yo e D(Q),i=1,2.
/“aq:i /90 v € D(),i
Q Q

on notera alors V = Vu.



La fonction Vu de R dans R? est ainsi définie comme 1'unique fonction vectorielle a

composantes L%(Q) telle que l'identité entre vecteurs de R? : / uVp = — / ©Vu, soit

Q Q
vérifiée pour tout ¢ € D(2).

1.3 Formules de Green

Définition 1.5 (Vecteur normale) soit Q un ouvert de classe C', a un point de T ( la
frontiére de Q) ; Et p € C* telle que ¢ : 2 — R.
on appelle vecteur normal o I' au point a le vecteur :

_ (cha _1)
(Vo =11’

Définition 1.6 (Dérivée normale) Soit Q un domaine de frontiére Lipschitzienne. On
note n le vecteur normale o T dirigé vers exterieur de €), ce vecteur est défini presque
partout.

Pour toute fonction p € D(Q),( D(Q) I’ensemble des restrictions des fonctions de D(R?)
a Q ), on appelle dérivée normale de p en un point de T' la quantité :

dyp
on
Définition 1.7 (L’intégrale curviligne ) Longueur d’un élément différentiel de
courbe
Le cas des équations cartésiennes, dans le plan :supposons que la coordonnée y soit une
fonction continuement dérivable de la variable x.
On s’intéresse & l'arc de courbe formé des points M (z,y) tels que y = f(z) ou x varie
de x1 a4 To avec x1 < Tg.

on a:
y=f(z)=dy=f(zr)de=dl =+/1 )2dx.

1.3.1 Premiére formule de Green

=Vopun.

Proposition 1.2 Soit Q2 un ouvert borné de frontiére Lipschitzienne I', pour tout u,v dans

HY(Q), on a :
/UVu: —/uVU—l—/u.v.n.

Q Q r

1.3.2 Deuxiéme formule de Green

Proposition 1.3 Soit Q un ouvert borné de régularité C?, pour tout u dans H*(Q) ( H*(Q)
I’ensemble des fonctions H(Q) dont toutes les dérivées partielles par rapport & l'une des
composantes sont elles-memes dans H'(Q) ), et tout v dans H'(Q), on a :

/UVU = /VUVU — 5’u
8n

Q



Chapitre 2

Unicité et lemmes techniques

2.1 Unicité

Proposition 2.1 Le probléme (2) admet une unique solution.
Preuve. Considérons u € Hy*(Q) une solution du probléme (2) avec un second membre nul.

Ainsi
Oy — 8§1u - 6’§2u =0 dans Q.

de plus u vérifie les conditions de frontiére
u |3Q—FT =0.
on utilise la formule de Green; on a
/(@u — 02 u— 07 wudtdridry = / |ul® v, — Oy, w.uvy, — (9x2u.uvm2) do

1

2

Q Q

+/(|3$1u|2—|— |8x2u|2) dtdxidxs.
Q

D

0l Vg, Vg, , Uz SONL les composantes du vecteur normal exterieur & 0Q), tenant compte des

.. . L, . . . . 2
conditions de frontiére, toutes les intégrales de frontiére disparaissent excepté / |u|” do; on

oQ
/|u|20tda:/|u|2dx1d:v2.
oQ Iy

a

alors
1
/(@U — 02 u— 07 wudtdridry = /5 \ul? dayda,
Q I

+/(|5’x1u|2—|— |0,,ul?) dtdayds.
Q



puisque
/(&u — 02 u— 02 w)udtdzydry = 0
Q
alors
/ (|8gglu|2 + |8$2u|2) dtdxidzy = 0,
Q
car

1
§/|u|2dx1dx2 > 0.
Iy

Ceci imlique
‘az1u|2 + ’ax2u|2 =0

et par conséquence
2. 92, _
O, u = 0,,u =0,

puis I’hypothése
du—02u— 2 u=0

donne
@u =0.

Ainsi u est constante. Les conditions de frontiére impliquent que u = 0 dans Q). Ceci prouve
Punicité de la solution du probléme (2) . m

Remarque 2.1 Dans la suite, on s’interesse seulement a l’existence de la solution du pro-
bleme (2) .
2.2 Lemmes techniques
Lemme 2.1 Soit D(0,1) le disque unité de R?, "opérateur de Laplace
A H*(D(0,1)) N Hy(D(0,1)) — L*(D(0,1))
est un isomorphisme. De plus il existe une constante C' > 0 telle que
||UHH2(D(0,1)) <C ”AUHLZ(D(O,I)) Yo € H?(D(0,1)).

Dans le lemme ci-dessus, H? et H) sont les espaces habituels de Sobolev définis, par
exemple, dans Lions-Magenes [11].
Dans le chapitre 3, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 2.2 Soit t € |a,, T, ot (o), est une suite décroissante vers zéro. Alors il existe
une constante C' > 0 indépendante de n telle que pour chaque u, € H?(§);), on a

2 2
a [|0s 72, < CO*) [ Dunllz2q,) -

2 2
b |[0a,tnl 720,y < C9* (1) | A2 g, -



Preuve. C’est une conséquence directe du lemme 2.1. En effet, soit ¢ € |a,, T on définit le

changement de variables suivant

D(O, 1) — Qt

(21,22) = ()1, h(t)p(t)zs) =

d’ou

a)ona

2
|0, v ||L2(D(0,1))

D’autre part,

2
|Av ||L2(D(o,1))

!/ ’

($1>5’32)-

v(@1, T2) = ul(p(t)zr, h(t)e(t)z2),
donc si v € H*(D(0,1)), u,, appartient aH?(Q).

<

/ (8x10)2(a:1, To)dzridrs

D(0,1)
= /<3lu >2(x/ )2 (t) ;dx/dxl
J A ht)e? (6
1 2 ’ ! ! ’
_ m/(ﬁx;un> (x4, xy)dxydz,y
Q
1 2
B W‘ wllu"’wﬂt)'

[ 1@+ 8,0) rr.00) o

’ ’
2 ’ ’ dxlde

(#0020 + (P ()0 ) (01, 20) s

2 ! ’ !/ !
/ (82, u, + h2(t)0% un) (2, x5)dx dy
Z1 xy

Q

1 2
() [Aunll72q,)

L2
590

ol J est la constante qui apparait dans (1). En utilisant le lemme 2.1 et la condition(1), on

obtient l'inégalité désirée.

b )ona

2
||8112U||L2(D(0,1))

/ (8@1})2(@, To)dx1dry

D(0,1)
/(‘9 ) (@ (1)@ (1) oy dayda
) m;u” Ly, Ty 14 h(t)QO2 (t) T1ATg

2 ! ’ ! !
h(t) / (8961211%) (1, s)dx dTy
Q

h(t) ]

2

L2(Q)

0./ Uy,

Tg




D’autre part,

2
< <0 (1) | At 20, -

S

2
| AUHLQ(D(O,I))

On utilise 'inégalité
2 2
102,022 p0.1)) < C 1A 2201

du lemme 2.1 et de la condition (1) , on obtient I'inégalité désirée

‘8ru

n
Tg

2
< CR*(t) | Dunll 2y -

L2(Q%)



Chapitre 3

Cas d’un domaine pouvant étre
transformé en un cylindre

Dans ce chapitre, on remplace @) par (),

1 x2 12
0 =1 (t R : - <t<T,0< 2 2 <1
< {(’“’@)6 a PEEG T REBe 0 }

avec a > 0.
Théoréme 3.1 Le probléeme
du—Pu—u = feL*Qa), (3.1)
u |8Qa_FT = 07
admet une unique solution u € H**(Q,).

Preuve. le changement de variables

(t, 1, 22) = (t,y1,92) = (t’ PORIOE (t))

1 1 1
transforme @),en cylindre P, = } -, T { x D (—, 1> ,ouD (—, 1> est le disque unité centré
Q@ o

«
1
en (—,0,0> . En posant
Q@

u(t, z1,20) = v (t,y1,Y2)
et
[, m2) =gt yr,y2)
le probléme (3.1) est transformé, dans ), en probléme parabolique de coefficient-variable

!

I S SR S 2U_90(t)?/1 y M -
W T RO T e T hBew

ulop,—r; = 0.

Ce changement de variables conserve les espaces H'? et L?. En d’autres termes

f e L*Qa) =g e L*(P.)
u € HY(Q.) =ve HY(R,).



Proposition 3.1 L’opérateur

!

e (t) 5 4 (o) By

o) T e el (Fa) = L)

est compact.
Preuve. P, a la propriété de Besov (voir [ 8 ]). Ainsi, pour j = 1, 2

Hy*(P) —  HzY(P,)

v o Oy,

d,,

J

est continu. Puisque P, est borné, l’injection canonique est compacte de H %’1(]3&) dans
L*(P,) (voir par exemple [ 3 ]), ou

H>Y(P,) = L* (é,T; ' (D (é 1))) NH:z (é,T; % (D (é 1))) :

Pour les définitions complétes de H™® les espaces de Sobolev Hilbertien voir par exemple

[11].

Considérons la composition

d,, Hi*(P.) — H2Y(P,) — L*(P,)

v o= Oy v Oy,

alors 0,; est un opérateur compact de Hy?(P,) dans L*(P,). Comme

sont des fonctions bornées, les opérateurs

I

O Wy, (o) ()
o) 0 T ()

sont compacts de Hy*(P,) dans L*(P,). En conséquence,

¢ )y (he)' (t) ys
o) T e ) O

est compact de Hy*(P,) dans L*(P,). m

Ainsi, pour completer la preuve du théoréme 3.1, il est suffisant de montrer que 'opérateur

1 1
? (1) h? (t) 2 (1)

est un isomorphisme de Hy?(P,) dans L?(P,).

O —

2 2
81/1 a 0y2
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Lemme 3.1 L’opérateur

92 —
p2 ()" ()¢ (1)
est un isomorphisme de Hy*(P,) dans L*(P,).

1
et
w2 (t)  h2(t)e* (1)
optimale est montrée par Ladyzhenskaya-Solonnikov-Ural’tseva [10].

O —

2
8@/2

sont bornés dans P,, la régularité

Preuve. Comme les coefficients

Nous aurons besoin du résultat suivant pour justifier le calcul de ce chapitre.

Lemme 3.2 L’espace
{ue H P,) : uls,p, =0}
est dense dans [’espace

{ue HY?(P,):ulg,p, =0},

Ici, 9,P, est la frontiére parabolique P, et H* représente ’espace habituel de Sobolev
deéfini, par exemple, dans Lions-Magenes [11].
La preuve du lemme ci-dessus peut étre trouvée dans [7].

Remarque 3.1 Dans le lemme 3.2, on peut remplacer P, par Q). avec l’aide du changement
de variables défini ci-dessus.



Chapitre 4

Cas d’un domaine conique ( T assez
petit )

Dans ce cas, on défini () par

2 2
Q= {(t,xl,xg) ER*:0<t<T,0< 905215) + 2 (t;BSDQ 0 < 1}
avec
©(0)=0,¢(t) >0,t€]0,T]. (4.1)

On suppose que les fonctions h et ¢ vérifient les conditions (1) et (3). Pour chaque n € N*,
on définit @), par

1 2 2
Qn:{(t,ml,mg)eR?’:—<t<T,0§ ! + T2

n EIORCCEIOR 1}

et on note f,, = f|o, et u, € H“*(Q,) la solution du probléme dans Q,,. Telle que la
solution existe d’aprés le Theoreme 3.1.

Proposition 4.1 Il existe une constante K1 indépendante de n telle que

||Un||H1,2(Qn) < K ||fn||L2(Qn) < K ||f||L2(Q) )

ol

1
2 2
HunHHL?(Qn) = (Hunuzl@n) + Z HaxiaxjuHiz(Qn)> .

ij=1

Pour prouver la proposition, on a besoin du résultat suivant qui est une conséquence du
lemme 2.2 (voir Grisvard-Looss [ 5 | ,théoréme 2.2).

Lemme 4.1 Il existe une constante C' indépendante de n telle que

Hailun“;(gn) + Haiaun”;(qzn) + Ha§1$2unHi2(Qn) <C |’Au”|‘i2(Qn) '

11
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Preuve de la proposition. On note le produit scalaire dans L?(Q,,) par (.,.), alors on a
2
”fTLHL2(Qn) = <atun — Ay, Oy, — Aun>
2 2
= ||atunHL2(Qn) + HAUnHLz(Qn) — 2Oy, Auy)
Estimation de —2 (gu,, Au,) : on a

1
Ortin: Ity = Ony (OptinOrytun) + Doy (OptinOry i) — 50 (021 1n)? + (Duyun)?] -
alors

=2 (Opup, Auy) = —2 Optly,. I\ updtdaidas
Q'VL

= —2/ 102, (04, Oy ) + Ory (Optin Oy uy,)] dtdxydcs

+ [ 0 [(Onyun)® + (Opyun)?] dtdzida,
Qn

2
— / [|Vun| Vg — 200Uy, (Op, UnVs, ) + (8z2unvw2)] do
0Qn
ol U, Uy, , Vg, SONt les composantes du vecteur normal extérieur & 0Q),,.
On réecrit l'intégrale de frontiére en utilisant les conditions de frontiére. Sur la frontiere
de ), out =—, on a
n
U, =0
et par conséquent
Oy Up, = Opytty, = 0.
L’intégrale de frontiére correspondante disparait. Sur la frontiére ou ¢t =T, on a
Vg, = 0,04, =0 et vy = 1.

En conséquence 'intégrale de frontieére correspondante
A :/ V| deyda,
I'r

n’est pas négative. Sur la frontiére ot

=M OO R
o . h(t) cos 6
i \/ (go' ()h(t) cos? 6 + (hep)’ (t) sin® 9)2 + (h(t) cos 0)” + sin® 0
. sin
) \/ (go’(t)h(t) cos? 0 + (hp) (1) sin 9)2 + (h(t) cos §)* + sin” 0
L - (90’ (£)h(t) cos? 0 + (hy) (t)sin? 9)

\/<<,0’(t)h(t) cos? 0 + (hyp) (t)sin? 0)2 + (h(t) cos 0)® + sin?#
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et
up, (t, o(t) cos 0, h(t)p(t) sinf) =0

En dérivant par rapport & t et par rapport a 6 on obtient

o, = —¢ (t)cosb.0pu, — (hgo)l (t) sin 0.0, U,
sin6.0;,u, = h(t)cos0.0p,u,.

En conséquence 'intégrale de frontiére correspondante est

2 T

J, = —2//8tun. (hy cos 0.0, up, + hesin 0.0,,u,) dtdf
0 1

2r T
—// V) ((h(p), @sin® 0 + ¢ hy cos? 0) dtdf
0
27

T
=2 // { (90’ c0s 0.0, uy, + (hgp)l sin 9.8x2un) X (hg cos 0.0, u, + hesin 0.8m2un)} dtdo
0

1

n

2 T

— // V) ((hgo)/ @sin® 0 + ¢ hy cos? 9) dtdf
0

1
2 T
= 2/ |V, | <(hgp)l @sin® 0 + ¢ hy cos? 9) dtde
0 1

2 T

—//|Vun|2 ((hgp)/gosinzﬁ—l—gp,h(pcosQQ) dtde
0 1

n

2 T

= // IV, | ((h(p), @sin? 0 + ¢ hp cos® 9) dtdb.

0

finalement,
2 T
—2 Dy, Auy,) = / / IV, |2 ((hgo)’gpsm29+¢’h¢cos29) dtdo (4.2)
0 1

n

+/\Vun]2 (T, xl,l’g) dﬂ?ldlCQ

I'r

on utilisera aussi le resultat suivant
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Lemme 4.2 on a

’ h /
—2(Optiy, Nuy) = 2/ (%xlamun + (hp) xgamun) A u,dtdridxs

he
Qn
—I—/|Vun|2(T,x1,x2)dx1dx2.
I'r

Preuve. Pour % <t < T, on considére la paramétrisation du domaine €);

(0,2r) —
0 — (p(t)cosh, h(t)p(t)sinbd) = (x1, ).

Notons le produit scalaire dans L? (%) par (.,.), d’ou

/ ]’L /
I, = ( Au,, gxlamlun + (hp) 220z, Un,
® he

alors on a

/ h /
[n - / (ailun + 8?2““) gxlaamun + ﬂx28x2un d$1d{132
2 he

Q

/ h !
— / gxlailunﬁxlun—i—( #) x28§2un8x2un dxdxs
@ he

Q

! h !
+/ <£x16£2un0xlun + iep) xgaglunﬁmun) dzidzs.
@ he
Qy

On wutilise la formule de Green, on obtient

1
L=/
2

Qy

/ h /
(%xﬁm (@) + hi) 220, (aggzun)?) dz1ds

Q¢

1 /
2
0

1 g’ 2, (he) 2
2/((’0 (3w1un) + hgp (@Uzun) d[Elde‘Q

Q¢

1 h !
+ / (%xlvm + ﬂxﬂ)xl) Oy Un Oy U do

¢ (hp)
(Exlvml (aacluTL)Q + h(,O L2Vz, <a$2un)2> do

he
0

¢ (he)
_/ (leamun@ilmun—k ho xg(‘?munc?ilmun) dzydxs

Q

—I—/ gxlam (Opytin) Oy Uy, + o) 290y, (Opy Un) Oyt | drydg
¥ he
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0l Vg, Vg, SONt les composantes du vecteur normal extérieur a 0§2;. Alors

I,
Ainsi

I,
alors

I,

g’ 2 (hSD)/ 2

(SO 10z, (O un)” + ho ToUs, (OpyUn) ) do
¢ 2, (he) :

— —_— dzyd

( 90 (8a:1un) + hg@ (axgun) ) T1aT2

i (he)
+ / (;xlvm + W.TQUQ;I) Oy UnOp, undo

! h ’
(%xlaxl (aﬂfzun)Q + <h:00> anﬂC? (6x1un)2) dmlde'

90, 2 (hSO)/ 2
— x aasl n To amg n d
<gpxlvl( up)” + h(p:cgv ( u)) o
o
_1/
2
Q¢

/ h /
+/ gxlvm—l—ﬂxgvm Oy UpnOg, Updo
@ he

ﬁl 2 (h(zp), 2
(g& (a-'l'lun> + ho (a:vzun) ) drydry

o

4

o

+3 [
2

Qy

¢ (he)
(5%%1 (3952%)2 + ho ToUy, (8zlun)2> dxydzs

gl 2 (hSO)I 2

1 [ (¢ 2 (hp) )
2/(@1’1%1 (O tn)” + 5 Loz, (Opytin)” | do

o

’ !

h
+/ £:lclvm +( #) XUz, | Opy Un O, Undo
@ he

! h !
<%x1vxl (&Ezun)2 + ﬂxwm (8x1un)2) dxidx,.

he
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En conséquence

2w ’
1 ’ h
I, = _/ ggphgp((;os@.&glun)Q4—ﬂ(ph(p(si119.(9:,32un)2 do
2 © he
0

2m , 4
+/ £g02+ (_hSO) (Sph)Z sin 6 cos 0.0, u, Oy, u, dO
o hup

2m , ’
— / (ggoh(p (cos 0.0,,u,)” + “;L—gp)goh(p (sin 9.8m1un)2) do
¥ ¥

27

/ (90,}%0 (cos 0.0, un)” + ¢ (hgp)/ (sin 8.6x2un)2> do

0
2

—|—/ ((p'go + (hy) h(p) sin 6 cos 0.0, 1, Oy, 1, dO

0
2

1 / ((p’hgp (cos 0.0,,11,)" + @ (h(p), (sin 0.8$1un)2> de.

1
2

2
0

Les conditions de frontiére

un, = (t,(t) cos @, h(t)p(t)sinf) =0

impliquent
sin 0.0,,u, = h(t) cos 0.0,,un;
alors
sin 0 cos 0.0, Uy, Oyt = h(t)(cos 0.0,,u,)?
et

h(t) sin 0 cos 0.0, 1, O,y = (sin 0.0,,u,)>.
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En conséquence

I, = (gplhgo (cos 0.8x1un)2 + (h(p)/ (sin 0.8x2un)2> do

1
2

+ (90 h (cos 0.05,u,)° + ¢ (he) (sin G.leun)2) df

o\:"’, o\:‘m

/ © h (cos 0.0,,u,)* + ¢ (he) (sin 9.0x1un)2> db

0
T

l\DI»—t

N

0 he (cos0.0,,un)? + ¢ (he) (sin 0.Bx2un)2> do

I
N =
:‘M O\

N | —

/ ((p,hgo (c08 0.0, un)? + ¢ (hep) (sin 9.8x1un)2> df
0

27

/{go/hgp (08 0.0y, un)? + @ (he) (sin 0.0,,u,)?
0

N =

+¢ hep (€08 0.0,,u,)* + ¢ (hcp)l (sin 0.8, u,)* }d6

2

- %/ [(axlun)z + (axzun)ﬂ <S0 (hgp)/ sin? 0 4 ¢ he cos® 0) do.
0

Ainsi
/|Vun| o (hp) sin? 0 + ¢ hy cos? 0) df

et
T 27

//|Vun| th sin? 0 + ¢ he cos? 0) dtdo

i h /
— 2/ &xlaxlun —+ ( ()0) xganUn A undtdl’ldl‘g
S\ P he

Finalement, d’aprés (4.2) on a

’ h /
—2(Otiy, Nuy) = 2/ ﬁxlamuﬁ( ?) To0p,Upn | A updtdridas
S \¥ he

-I—/|Vun|2(T, T4, o) dryds.
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On continue la preuve de la proposition4.1. On a

/ (gzpl@wlun + (hp) x28z2un> A updtdridxs
¥

he
Qn
¢ (h)
S ||Aun||L2(Qn) H_xlaz’lun + HAU””LZ(QTL) h xgﬁxzun ,
SO Lz(Qn) SO LQ(Qn)
mais le lemme 2.2 implique
, 2 A o\ 2
Hﬁxlamun _ / 0 / (Tlt)) (0, )2 dbdzrdars
14 L2(Qn) ] 5 ¥
T
< /gpl2(t)/(0xlun)2 dtdxidxs
L.
T
LN2
< 2 / <<,0(t)go (t)) / (Auy)? didadrs
1 Q

< % ||Aun||iz(c2n) ,

puisque (¢(t)¢ (t)) < e. De méme on a

(hp)
he

90y U < %6 HAunHig(Qn) )

L2(Qn)

alors

’ h !
/ (%$13x1un + %fh&cgun) A updtdrydze| < 2Ce ”Au”HiQ(Qn) :
QTL

Par conséquent, le lemme 4.2 montre que

’ h /
12 (Oyun, Auy)| > —2 /(%xlaxlun—l—ﬂxg@mun) A u,dtdridxs

he
Qn
—I—/|Vun|2 (T,l’l,l‘g) dl‘ldl'g
I'r

2
> =40 || Aug |72, -
Par conséquent

2 2 2
||fn||L2(Q") = ||8tun||L2(Qn) + ||Aun||L2(Qn) — 2 (O, Duy)
2 2
||atun||L2(Qn) + (1 —4C¢) ||Aun||L2(Qn) :

V
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Alors, il suffit de choisir € tel que 1 — 4C'e > 0 pour obtenir une constante Ky > 0
indépendante de n telle que

1fnll 22y = Ko llunllgr2q, -
@) @)

et
||fn||L2(Qn) < HfHLQ(Qn)’

il existe une constante K; > 0, indépendante de n telle que

HunHHlﬁ(Qn) <K an“p(@n) <K Hf“L?(Q) :

Ceci termine la preuve de la proposition4.1. m

4.1 Passage a la limite.
On est en position de prouver le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 4.1 Supposons que les fonctions h et ¢ vérifient les conditions (1), (3) et (4.1).
Alors, pour T assez petit, le probléme (2) admet une unique solution u € H?(Q).
Preuve. Choisissons une suite Q, n =1,2..., de domaines coniques tronqués (voir chapitre

3) tels que Q,, C Q. Alors on a
Q. — Q quand n — +o0.
On considére la solution u, € H"?(Q,) du probléme de Cauchy-Dirichlet

Oplly, — 8£1un — 5§2un = f dans Q,

uloge-r, = 0,

ou 't est la partie de la frontiére de ), ou t = T. La solution u, existe d’aprés le
Theoreme 3.1. Soit u, la 0-extension de u, & Q. Par la Proposition 4.1, on a l’existence
d’une constante C' telle que

2

||an||L2(Q) + ”atanHLQ(Q) + Z ”ailagzan”m(cg) <C ||f||L2(Q) )
1,j=0,1<i+;j<2

Cect signifie que Uy, Oy, 0. 09 W, pour 1 < i+ j < 2 sont des fonctions bornées dans
12(Q).

Ainsi pour un ordre croissant approprié de nombres entiers ny, k =1,2..., on a l’exis-
tence des fonctions u,v,v;;, 1 <i+j <2 dans L*(Q) telles que

Un, — u faiblement dans L*(Q) quand k — 400
O, — v faiblement dans L*(Q) quand k — +o0
&1 9w, — v, faiblement dans L*(Q) quand k — +o00,1 <i+j < 2.

X1 " xT2
1l est évident que
v=0w,v;; =0, 0 ul<i+j<2

T1 T2
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dans le sens des distributions dans Q et ainsi dans L*(Q). Ainsi, u € HY*(Q) et
ou — ailu - 8§2u = f dans Q.
d’autre part, la solution u satisfait les conditions de frontiére
ulag-r, =0

tel que u|g, = u, pour tout n € N*. Ceci prouve ['existence d’une solution au probléme

(2). m



Chapitre 5

Résultat principal

Supposons que ) vérifie (4.1). Dans le cas ou 7' n’est pas dans le voisinage de zéro, on
aQ:DlLJDQUPTl ou

:132 132
Dy = {(t,z,20) eR*:0<t <Ty,0< —1_+ 2 <1}
= Qe AT R HT

3 a? )
Dy = {(t,l‘l,fﬂg)eR ZT1<t<T,0§ + <1}

I2 2
Iy = (T, a,20) ER?:0< ——— + <1}
T {( 1,41 2) SOQ (TI) (th)Q (Tl)

avec 17 assez petit.

Dans la suite, f représente un élément fixe arbitraire de L*(Q) et f; = f|p, ,i = 1,2.

Le théoréme 4.1 appliqué au domaine conique D4, prouve qu’il existe une solution unique
u; € H%(D;) du probléme

Opuy — 5;“1 - 8§2u1 = fi  fiel*(Dy) (5.1)
u ‘8D1_FT1 = 0.

Ci-apres, on note la trace u ‘FTI par 1 qui est dans l'espace de Sobolev H!(T'p,) car
u; € HY(Dy) (voir [ 11 ]).
Maintenant, considérons le probléme suivant dans Do,

@ug — 831162 — 8§2u2 = f2 f2 € L2(D2) (52)
Uz ‘FTl =
U2 0Dy —(T'p,Ul'y) = 0

On utilise le résultat suivant, qui est une conséquence de [ 11, théoréme 4.3, vol. 2 ], pour
résoudre le probléeme (5.2).

Proposition 5.1 Soit Q le cylindre ]0,T[xD(0,1), f € L*(Q) et v» € H'(vy,). Alors, le
probléme

@tu—ﬁilu—aizu = f dans Q
u|’70 = w

u|"/oU71 =0

21
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o
Yo = {0} X D(Oa 1)7’71 = ]OaT[ X 8D(O’ 1)7

admet une (unique ) solution u € H?(Q).

Remarque 5.1 Dans lapplication de [ 11, théoréme 4.3, Vol.2 ], on peut observer qu’il n’y
a aucune compatibilité o satisfaire parceque 0,1 est seulement dans L*(v,).

Gréce a la transformation
(t, 21, 22) — (41, 92) ¥ (£, ()21, (hep) (T)22)
on déduit le résultat suivant.
Proposition 5.2 Le probléme (5.2) admet une ( unique ) solution ug € HY?(Dy).

Ainsi, la fonction u définie par

| wu; dans D,
= U9 dans D2

est la solution (unique) du probléme (2) pour 7" arbitraire.
La deuxiéme résultat principal est :

Théoréme 5.1 Supposons que les fonctions h et ¢ vérifient les conditions (1), (3) et (4.1).
Alors, le probléeme (2) admet une solution unique u € H*(Q).
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