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Introduction

On sait que les équations di¤érentielles linéaires constitue une partie très intéressante en ma-
thématiques qui a des applications énormes dans plusieurs domaines scienti�ques à savoir la
physique, la chimie, l�astronomie, le mecanique, l�électricité et d�autres. De l�autre coté, l�ana-
lyse complexe s�est introduit pour résoudre certains problèmes épineux en mathématiques, à
savoir le fameux théorème de Cauchy et la méthode d�intégration des résidu.
Depuis environ trois déscennies, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes fondée par le célèbre mathématicien Rolph Nevanlinna est devenue un outil indis-
pensable dans l�étude de certaines propriétés des solutions des équations di¤érentielles dans
le domaine complexe.
En 1966, H. Wittich a démontré le résultat suivant :
Les coe¢ cients de l�équation di¤érentielle

f (n) + pn�1 (z) f
(n�1) + :::+ p0 (z) f = 0; (0.0.1)

sont des polynômes si et seulement si toutes les solutions sont des fonctions entières d�ordre
�ni de croissance.
On signale ici qu�il est très connu que si les coe¢ cients de (0.0.1) sont des fonctions entières
alors les solutions le sont aussi, la même chose pour le cas des fonctions analytiques dans le
disque unité. La question qui se pose ici, qu�en est-il pour le cas oú il existe un coe¢ cient
transcendant (non polynôme) ? Plusieurs auteurs cherchent des conditions su¢ santes qui as-
surent que toute solution f(6� 0) de (0.0.1) est d�ordre in�ni ; (voir par exemple [2],[3],[5],[11].
Plusieurs auteurs ont étudié l�équation di¤érentielle particulière suivante

f 00 + e�zf 0 +Q(z)f = 0 (0.0.2)

où Q(z) est une fonction entière d�ordre �ni. Toute solution de l�équation (0.0.2) est une fonc-
tion entière. De plus, si f1 ; f2 sont deux solutions méromorphes linéairement indépendantes
de (0.0.2), il y a au moins une des solutions qui doit être d�ordre in�ni.
De là, la plupart des solutions de (0.0.2) sont l�ordre in�ni.



Introduction (suite)

Ce mémoire contient trois chapitre, le premier chapitre est consacré à quelques éléments de la
théorie de R. Nevanlinna, la théorie de la distribustion des valeurs des fonctions méromorphes,
qu�on aura besoin par la suite. Dans le deuxième chapitre, on étudie la croisance des solutions
de l�équation di¤érentielle 0.0.2 et d�autres qui sont lieés et ont une relation avec celles étudies
en troixième chapitre dans le disque unité et on va voir qu�il y a des resemblenses et des
di¤érences entre les deux cas : complexe et disque unité.



Chapitre 1

Eléments de la Théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe
où a 6=1, alors on dé�nit m(r; a; f) la fonction de proximité de la fonction f au point a par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

Z 2�

0

ln+
1

jf(rei�)� ajd� si a 6=1;

et

m(r;1; f) = m(r; f) =

Z 2�

0

ln+
��f(rei�)�� d� si a =1;

où ln+ x = max(0; lnx) pour x > 0 et on dé�nit N(r; a; f) la fonction a-points de la fonction
f dans le disque jzj � r par

N(r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt+ n(0; a; f) ln r d� si a 6=1

N(r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) ln r d� si a =1

et

N(r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

_
n(t; a; f)�

_
n(0; a; f)

t
dt+

_
n(0; a; f) ln r d� si a 6=1

N(r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

_
n(t;1; f)�

_
n(0;1; f)

t
dt+

_
n(0;1; f) ln r d� si a =1;

où
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n(t; a; f) désigne le nombre des zéros de l�équation f(z) = a dans le disque jzj � t, chaque
racine étant comptée avec son ordre de multiplicité ;
n(t;1; f) désigne le nombre des pôles de la fonction f(z) dans le disque jzj � t, chaque pôle
étant compté avec son ordre de multiplicité ;
n(t; a; f) désigne le nombre des zéros distincts de l�équation f(z) = a dans le disquejzj � t ;
et :
n(t;1; f) désigne le nombre des pôles distincts de la fonction f(z) dans le disque jzj � t:
On pose N(r;1; f) = N(r; f) et m(r;1; f) = m(r; f):
On dé�nit T (r; f) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T (r; f) = N(r; f) +m(r; f)

1.2 Premier Théorème fondamental de R.Nevanlinna

Théorème 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout nombre
complexe a; on a

N(r; a; f) +m(r; a; f) = T (r; f) + "(r; a);

où "(r; a) = O(1) (r !1):

1.3 L�ordre et l�hyper ordre de la croissance

Dé�nition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe. On dé�nit l�ordre
�(f) de la fonction f par

�(f) = lim sup
r�!+1

lnT (r; f)

ln r
= lim sup

r�!+1

ln lnM(r; f)

ln r

et on dé�nit l�hyper ordre �2(f) de la fonction f par

�2(f) = lim sup
r�!+1

ln lnT (r; f)

ln r
= lim sup

r�!+1

ln ln lnM(r; f)

ln r
;

où M(r; f) = maxjzj=r jf(z)j :

Exemple 1.3.1
i) Soit f(z) = ez. Nous avons n(t; f) = 0 car f n�admet pas de pôles, par conséquent

N(r; f) = 0:

De plus

m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��er cos ��� d�

=
1

2�
(

Z �
2

0

(r cos �)d� +

Z 2�

3�
2

(r cos �)d�)

=
r

2�
(1 + 1) =

r

�
:
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Donc
T (r; f) =

r

�
:

D�où

�(ez) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
= 1:

ii) Soient P (z) = apz
p + :::+ a0 un polynôme de degré p > 0 et f(z) = ep(z), alors

T (r; f) � japj
�
rp(r �!1):

D�où
�(ep(z)) = p:

Par exemple
�(ez

2

) = 2; �(ez
3+3z2+1) = 3:

iii) Soit f(z) = exp(ez), alors

T (r; f) � ez

(2�3r)
1
2

(quand r �!1):

D�où
�(ee

z

) =1:

Exemple 1.3.2

�2(e
z) = 0; �2(exp(e

z)) = 1; �2(exp(e
z3)) = 3:

Dé�nition 1.3.2 L�ordre d�une fonction méromorphe f(z) dans le disque unité D = fz 2
C : jzj < 1g; est dé�ni par

�(f) = lim sup
r�!1�

log+ T (r; f)

log 1
1�r

;

où T (r; f) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f , et pour toute fonction
analytique f(z) dans D, on a

�M(f) = lim sup
r�!1�

log+ log+M(r; f)

log 1
1�r

;

où M(r; f) = maxjzj=r jf(z)j :

Remarque 1.3.1 Tsuji [27, p. 205], a démontré que

�(f) � �M(f) � �(f) + 1:

Par exemple la fonction g(z) = exp
n

1
(1�z)�

o
satisfait �(g) = � � 1 et �M(g) = �: Evidem-

ment, on a �(f) <1 si et selement si �M(f) <1:
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Dé�nition 1.3.3 Soit f(z) une fonction méromorphe dans le disque unité D: f est dite
admissible si

lim sup
r�!1�

T (r; f)

log 1
1�r

=1;

et dite non admissible si

lim sup
r�!1�

T (r; f)

log 1
1�r

<1:

Dé�nition 1.3.4 Soit f une fonction analytique dans D, et q 2 [0;1). On dit que f appar-
tient à l�espace Hardy H1

q si on a

sup
z2D

�
1� jzj2

�q jf (z)j <1:

On dit que f est H-fonction quand f 2 H1
q pour un certain q:

1.4 La mesure linéaire et la mesure logarithmique

Dé�nition 1.4.1 Supposons que E � [1;+1), on désigne par m(E) la mesure linéaire de
l�ensemble E et par lm(E) la mesure logarithmique de l�ensemble E, avec

m(E) =

Z +1

1

�E(t)dt;

et

lm(E) =

Z +1

1

�E(t)

t
dt;

où E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

Exemple 1.4.1
i) La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; e] � [1;+1) est

m(E) =

Z +1

1

�E(t)dt =

Z e

2

dt = e� 2:

ii) La mesure logarithmique de l�ensemble E = [2; e] � [1;+1) est

lm(E) =

Z +1

1

�E(t)

t
dt =

Z e

2

dt

t
= 1� ln 2:

iii) La mesure linéaire d�un ensemble �ni E est nulle, m(E) = 0.
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1.5 L�indice central et le terme maximal

Dé�nition 1.5.1 Soit f(z) =
P
n�0

anz
n une fonction entière. Pour tout r > 0 la série

P
n�0

anr
n

est convergente. D�où
lim

n!+1
janj rn = 0;

et le terme maximal �(r; f) = fmax janj rn; n 2 Ng est bien dé�ni.
On dé�nit l�indice central par �(r; P ) = maxfm : jamj rm = janj rng:

Exemple 1.5.1

1. Soit le polynôme p (z) = anz
n + an�1z

n�1 + :::+ a0; an 6= 0; on a

� (r; p) = janj rn; quand r !1;

et
�(r; p) = n:

2. Soit f(z) = ez: Donc le développement de f est f(z) =
+1X
n=0

1

n!
zn: Posons an = 1

n!
: On

a
� (r; f) = max

n�0
janj rn = max

n�0

1

n!
rn:

Posons Un = janj rn =
1

n!
rn: Etudions la monotonie de la suite Un. On a

Un+1
Un

=
r

n+ 1
:

Donc Un est décroissante si
Un+1
Un

< 1; c�est à dire n > [r]�1; où le crochet [ ] désigne

la partie entier. La suite Un est croissante si
Un+1
Un

> 1; c�est à dire n < [r]� 1; d�où

� (r; f) =
1

[r]!
r[r];

et par suite
�(r; f) = [r] :

Proposition 1.5.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1.
� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g ;

et
� (fg) � max f� (f) ; � (g)g :

2. Si � (g) < � (f), alors
� (f + g) = � (fg) = � (f) :



Chapitre 2

Croissance des solutions de l�équation
f 00 + e�zf 0 +Q(z)f = 0 où �(Q) = 1:

2.1 Introduction et résultats

En 1962, Frei a établi le résultat suivant.

Théorème 2.1.1 [10] Si l�équation

f 00 + e�zf 0 + Cf = 0 (2.1.1)

où (C 6= 0) est une constante complexe, admet une solution f 6� 0 d�ordre �ni, alors C = �k2
où k est un entier positif. Inversement, pour tout entier positif k, (2.1.1) avec C = �k2; admet
une solution f qui est polynômiale en ez de degré k.

Ozawa [25], Amemiya et Ozawa [1], et Gundersen [12] ont étudiés le cas où Q(z) est un
polynôme particulier. Langley prouva le résultat suivant pour le cas où Q(z) est un polynôme
général [23].

Théorème 2.1.2 [23] Soit Q(z) un polynôme non constant. Alors toutes les solutions non
triviales de l�équation

f 00 + Ae�zf 0 +Q(z)f = 0 (2.1.2)

sont d�ordre in�ni, pour toute constante non nulle A.

Pour le cas où Q(z) est une fonction entière transcendente, Gundersen a démontre le résultat
suivant.

Théorème 2.1.3 [12] Si Q(z) est une fonction entière transcendante d�ordre �(Q) 6= 1;
alors toute solution f 6� 0 de l�équation (0.0.2) est d�ordre in�ni.

En 2002, Chen a étudié le cas où �(Q) = 1 et a établi les résultats suivants
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Théorème 2.1.4 [5] Soit Aj(z)(6� 0) (j = 0; 1) une fonction entière avec �(Aj) < 1:
a; b sont des nombres complexes constants telles que ab 6= 0 et a = cb (c > 1): Alors toute
solution f(6� 0) de l�équation

f 00 + A1(z)e
azf 0 + A0(z)e

bzf = 0 (2.1.3)

est d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.5 [5] Soient Aj(z)(6� 0); Dj(z) (j = 0; 1) des fonctions entières avec
�(Aj) < 1; �(Dj) < 1: a; b deux nombres complexes constants telles que ab 6= 0 et arg a 6=
arg b où a = cb (c > 1). Alors toute solution f(6� 0) de l�équation

f 00 + (A1e
az +D1)f

0 + (A0e
bz +D0)f = 0 (2.1.4)

est d�ordre in�ni.

Du Théorèmes (2.1.4)-(2.1.5) et Théorèmes (2.1.2)-(2.1.3) on a le corollaire suivant

Corollaire 2.1.1 Soit Q(z) une fonction entière non constant, véri�e l�une des trois hypô-
thèses suivantes :
(i) Q(z) est un polynôme non constant.
(ii) �(Q) < 1 ou �(Q) > 1:
(iii) Q(z) = h(z)e�dz; où h(z) (6� 0) est une fonction entière avec �(h) < 1; est une constante
complexe non nulle.
Alors toute solution f(6� 0) de (0.0.2) est d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.6 [21] Soient p(z) = anz
n + :::; Q(z) = bnz

n + :::; (anbn 6= 0) des polynômes
non constants telles que arg an 6= arg bn ou an = cbn (0 < c < 1); h1(z) et h0(z) 6� 0 sont
des fonctions entières avec �(hj) < n (j = 0; 1): Alors toute solution f(6� 0) de

f 00 + h1(z)e
p(z)f 0 + h0(z)e

Q(z)f = 0 (2.1.5)

est d�ordre in�ni avec �2(f) = n:

En étudiant le cas où p(z) = az; Q(z) = bz (ab 6= 0); a 6= b où a; b sont des nombres
complexes, on trouve le Théoème suivant.

Théorème 2.1.7 [5] Soient a; b des nombres complexes non nuls et a 6= b; Q(z) est un
polynôme non constant ou Q(z) = h(z)ebzoù h(z) est un polynôme non nul. Alors toute
solution f(6� 0) de l�équation

f 00 + eazf 0 +Q(z)f = 0 (2.1.6)

est d�ordre in�ni et �2(f) = 1.

Du Théoème (2.1.6), on trouve le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2 Soient b 6= �1 un nombre complexe et h(z) un polynôme non nul. Alors
toute solution f(6� 0) de l�équation

f 00 + e�zf 0 + h(z)ebzf = 0

est d�ordre in�ni avec �2(f) = 1.
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2.2 Lemmes préliminaires

Dans cette partie du Chapitre 2, nous présentons des lemmes nécessaires pour la démonstra-
tion des Théorèmes données précédemments.

Lemme 2.2.1 Soit f(z) une fonction entière. Si
��f (k)(z)�� est non borné sur le rayon arg z =

�, alors il existe une suite in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; :::), où rn ! 1,

telle que f (k)(zn)!1 et����f (j)(zn)f (k)(zn)

���� � jznjk�j (1 + �(1)) (j = 0; :::; k � 1): (2.2.1)

Preuve
Posons M(r; �; f (k)) = fmax

��f (k)(z)�� : jzj � r; arg z = �g: Alors, il existe une suite in�nie de
points zn = rne

i�; rn !1; telle que pour tout n, on a M(rn; �; f (k)) =
��f (k)(zn)��!1 quand

n! +1: pour tout n, par (k� j) intégrations itérées le long du segment L1 : z = rne
i�; 0 <

r < jznj
f (j)(zn) = f (j)(0) + f (j+1)(0) zn

1!
+ :::+ 1

(k�j�1)!f
(k�1)(0)zk�j�1n +

R zn
0
:::
R zn
0
f (k)(t)dtd�d�:::

Par suite, en utilisant l�inégalité triangulaire et l�estimation
��f (k)(z)�� � ��f (k)(zn)�� sur le

segement L1 on obtient��f (j)(zn)�� = ��f (j)(0)��+��f (j+1)(0)�� jznj+:::+ 1
(k�j�1)!

��f (k�1)(0)�� jznjk�j�1+ 1
(k�j)!

��f (k)(0)�� jznjk�j
D�où, on aura pour zn !1;����f (j)(zn)f (k)(zn)

���� � 1

(k � j)
(1 + �(1)) jznjk�j (j = 0; :::; k � 1):

Lemme 2.2.2 [13] Soit f une fonction méromorphe et transcendante avec �(f) = � <1;
H = f(k1;j1); (k2;j2); :::; (kq;jq)g un ensemble �ni de paires d�entiers distinctes véri�ant ki �
ji � 0; pour i = 1; :::; q. Et soit " > 0 une constante donnée. Alors
(i) Il existe un ensemble E � [0; 2�) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si  2 [0; 2�)nE;
alors il existe une constante R0 = R0( ) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z =  et
jzj � R0 et pour tout (k; j) 2 H, on a����f (k)(zn)f (j)(zn)

���� � jzj(k�j)(��1+") (2.2.2)

(ii) il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure logarithmique �nie, tel que pour tout z
véri�ant jzj =2 E [ [0; 1] pour et tout (k; j) 2 H, on a����f (k)(zn)f (j)(zn)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (2.2.3)

(iii) il existe un ensemble E � [1;+1) de mesure linéaire �nie,tel que pour tout z véri�ant
jzj =2 E [ [0; 1] et pour tout (k; j) 2 H; on a����f (k)(zn)f (j)(zn)

���� � jzj(k�j)(�+") : (2.2.4)
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Lemme 2.2.3 On Suppose que P (z) = (�+i�)zn+::: (�; � sont deux nombres réel, j�j+j�j 6=
0) est un polynôme de degrée n � 1; et A(z)(6� 0) est une fonction entiére avec �(A) < n.
Posons g(z) = A(z)eP (z); z = rei�; �(P; �) = � cosn��� sinn�: Alors pour tout " > 0; il existe
un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout � 2 [0; 2�)n(H1 [H2),
il existe R > 0 tel que pour jzj = r > R, on a
(i) si �(P; �) > 0; alors

expf(1� ")�(P; �)rng <
��g(rei�)�� < expf(1 + ")�(P; �)rng; (2.2.5)

(ii) si �(P; �) < 0; alors

expf(1 + ")�(P; �)rng <
��g(rei�)�� < expf(1� ")�(P; �)rng (2.2.6)

où H2 = f� 2 [0; 2�); �(P; �) = 0g est un ensemble �ni.

Preuve
Supposons que g (z) = h (z) e(�+i�)z

n
où h (z) = A (z) ePn�1(z), Pn�1 (z) = P (z)� (�+ i�) zn;

alors � (h) = s < n: Du Lemme 2.2.2, pour tout " donné 0 < 2" < n � s; il existe un
H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle telle que pour tout z = rei� avec jzj su¢ samment grand
et � 2 [0; 2�)�H1, il y a R0 > 1 et pour jzj > R0 nous avons�����h0

�
rei�

�
h (rei�)

����� 6 r(s�1�"=2): (2.2.7)

En prenant la courbe intégrante C = fz : arg z = �;R0 � jzj < rg ; nous avons

log h
�
rei�

�
=

rZ
R0

h0
�
tei�
�

h (tei�)
ei�dt+ log h

�
R0e

i�
�
: (2.2.8)

De (2:2:7) et (2:2:8) nous obtenons��log h �rei���� � rs+"=2 +M � rs+"

où M > 0 est une constante, et��log ��h �rei������ � ��log h �rei���� � rs+"

D�où
exp

�
�rs+"

	
�
��h �rei���� � exp�rs+"	 (2.2.9)

De
��exp�(�+ i�)

�
rei�

�n	�� = e�(P;�)r
n
et (2:2:9) ; nous avons

exp
�
�(P; �)rn � rs+"

	
<
��g �rei���� < exp

�
�(P; �)rn + rs+"

	
(2.2.10)

D�où, de (2:2:10) il y a R > R0 telle que pour r > R le lemme 2.2.6. est vrai.

Lemme 2.2.4 [4] Soit g(z) une fonction entière d�ordre in�ni avec l�hyper ordre �2(g) = �;
et �(r) l�indice central de g, alors

lim sup
r!1

log log �(r)

log r
= �:
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Lemme 2.2.5 Soient A;B deux fonctions entières d�ordre �nie. Si f(z) est une solution de
l�équation

f 00 + Af 0 +Bf = 0; (2.2.11)

Alors �2(f) � maxf�(A); �(B)g:
Preuve. Supposons que maxf�(A); �(B)g = �, alors pour tout " > 0 et r est su¢ ssement
grand, on a

jAj � expfr�+"g; jBj � expfr�+"g: (2.2.12)

D�aprés la théorie de wiman valiron, il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarith-
mique nulle lmE < 1: On peut chiosé z qui véri�e jzj = r =2 [0; 1] [ E et jf(z)j = M(r; f);
on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�f (r)

z

�j
(1 + �(1))(j = 1:2); (2.2.13)

où �f (r) est l�indice central de f(z): En remplacent (2.2.12) et (2.2.13) dans (2.2.11) . On
obtient �

�f (r)

jzj

�2
j1� �(1)j � fr�+"g�f (r)jzj + j1 + �(1)j+ expfr�+"g: (2.2.14)

Où jzj = r =2 [0; 1] [ E et jf(z)j =M(r; f); on a

lim sup
r!1

log log �f (r)

log r
� � + ": (2.2.15)

Comme " est arbitraire, d�aprés (2.2.15) et le lemme2.2.4 on a �2(f) � �: �

Lemme 2.2.6 Supposons que P (z); A(z); g(z); �(P; �) satisfaient les hypothèses du lemme
2.2.3. Alors pour toute " > 0, il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique
lmE < 1; telle que pour tout � 2 [0; 2�)nH2 (H2 = f� 2 [0; 2�) : �(P; �) = 0g); pour jzj =
r =2 [0; 1] [ E; (2.2.5) et (2.2.6) sont véri�és.

Preuve
Supposons que g (z) = h (z) e(�+i�)z

n
où h (z) = A (z) ePn�1(z); Pn�1 (z) = P (z)� (�+ i�) zn;

alors � (h) = s < n: On utilise le même démonstration utilisée dans le lemme 2.2.3 [3], on
obtient que pour tout " > 0; il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique
lmE <1; telle que pour tout z satis�e z = rei�; r =2 [0; 1] [ E; on a

exp
�
�rs+"

	
�
��h �rei���� � exp

�
rs+"

	
:

Lemme 2.2.7 Soit f(z) une fonction entière avec �(f) = 1 et �2(f) = � < +1; soit un
ensemble E � [1;+1) ayant une mesure logarithmique �nie. Alors il existe une suite in�nie
de points fzk = rke

i�k g tel que jf(zk)j = M(rk; f); �k 2 [0; 2�) limk!1 �k = �0 2 [0; 2�);
rk =2 E; rk !1 et pour tout " > 0; et pour rk assez grand, on a

lim sup
rk!1

log �(rk)

log rk
=1; (2.2.16)

expfr��"k g < �(rk) < expfr�+"k g; (2.2.17)

où �f (r) est l�indice central de f(z):
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Preuve. Du lemme (2.2.4) et �2(f) = � , on a

lim sup
r!1

log log �(r)

log r
= �2(f) = � <1:

Il existe une suite �nie de points fr0kg (r
0
k !1) véri�ant

lim sup
r
0
k!1

log log �(r
0
k)

log r
0
k

: (2.2.18)

Sachant que lmE = � <1 alors il existe un point rk 2
�
r
0
k; (1 + �)r

0
k

�
nE: Comme

log log �(rk)

log rk
>

log log �(r
0
k)

log
�
(1 + �)r

0
k

� = log log �(r
0
k)

log r
0
k

h
1 + log(1+�)

log r
0
k

i ;
alors on a

lim sup
rk!1

log log �(rk)

log rk
= �:

D�où (2.2.17) et (2.2.16) sont véri�ées. On prend, zk = rke
i�k ,�k 2 [0; 2�); tel que jf(zk)j =

M(rk; f): Il existe une sous suite f�kjg de f�kg tel que limk!1 �k = �0 2 [0; 2�): �

2.3 Preuve du Théorème 2.1.4

Supposons que f(z) est une fonction transcendente de (2.1.3) avec �(f) = � <1. D�aprés le
lemme 2.2.2, et pour tout " > 0, il existe un ensemble E1 � [0; 2�), de mesure linéaire nulle,
tel que si � 2 [0; 2�)nE1, alors il existe une constante R0 = R0(�) > 1 tel que pour tout z
véri�ant arg z = � et jzj = r � R0; on a����f 00(rei�)f 0(rei�)

���� � r��1+": (2.3.1)

Soient az = (� + �)rei� ; �; � des nombres réels. Posons �(az; �) = � cosn� � � sinn�;
�(bz; �) = �(az; �)=c. Du lemme 2.2.3, on sait que pour tout " (0 < " < 1); il existe un
ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que pour tout � 2 [0; 2�)n(H1 [ H2)
(H2 = f� 2 [0; 2�) : �(az; �) = 0g est un ensemble �ni). Il existe R1 > 0 tel que jzj = r � R1;
on a
(i) si �(az; �) < 0; alors���A1(rei�)earei���� � expf(1� ")�(az; �)rg:

���A0(rei�)ebrei���� � expf(1� ")
1

c
�(az; �)r; (2.3.2)

(ii) si �(az; �) > 0; alors���A1(rei�)earei���� � expf(1� ")�(az; �)rg:
���A0(rei�)ebrei���� � expf(1 + ")1

c
�(az; �)rg: (2.3.3)
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Maintenant on prend � 2 [0; 2�)n(E1[H1[H2) (E1[H1[H2 sont de mesure linéaire nulles);
alors � véri�e �(az; �) < 0 ou �(az; �) > 0; on prend deux cas
1erCas: �(az; �) < 0. Du a = cb; �(bz; �) = (1=c)�(az; �) < 0. Du (2.1.3), on a

1 � jA1(z)eazj
���� f 0(z)f 00(z)

����+ ��A0(z)ebz�� ���� f(z)f 00(z)

���� : (2.3.4)

Si
��f 00(rei�)�� est non borné sur le rayon arg z = �; alors Du lemme 2.2.1, il existe une suite

�nie de points fzn = rne
i�g où rn !1 telle que f 00(zn)!1 et���� f(rnei�)f 00(rnei�)

���� � r2n(1 + �(1));
���� f 0(rnei�)f 00(rnei�)

���� � rn(1 + �(1)): (2.3.5)

En remplacent (2.3.2) et (2.3.5) dans (2.3.4), on a, quand n!1;

1 � expf(1� ")�(az; �)rngrn(1 + �(1)) + exp
�
(1� ")

1

c
�(az; �)rn

�
r2n(1 + �(1))! 0:

Contradiction. D�où
jf 00(zn)j �M1 (2.3.6)

est véri�é sur arg z = �; où M1 > 0 est une constante. On prend l�intégrale curvilinne
� = ft : arg t = �; 0 � jtj � jzjg; du (2.3.6) et

f 0(z) = f 0(0) +

Z z

0

f 00(t)dt (2.3.7)

on obtient
jf 0(z)j � jzjM2;

où M2 > 0 est une constante. Analogiquement, du (2.3.7) on obtient jf(z)j �M jzj2 (M > 0
est une constante) sur le rayon arg z = �:
2�emeCas: �(az; �) > 0. Alors �(bz; �) = (1=c)�(az; �) > 0. Du (2.1.3), on a���A1(rei�)earei���� � ����f 00(rei�)f 0(rei�)

����+ ���A0(rei�)ebrei���� ���� f(rei�)f 0(rei�)

���� : (2.3.8)

Si
��f 0(rei�)�� est non borné sur le rayon arg z = �, alors d�aprés le lemme 2.2.1, il existe une

suite �nie de points fzn = rne
i�ng, où rn !1 telles que f 0(zn)!1 et���� f(rnei�)f 0(rnei�)

���� � rn(1 + �(1)): (2.3.9)

En remplacent (2.3.1) , (2.3.3) et (2.3.9) dans (2.3.8). On a

expf(1� ")�(az; �)rng (2.3.10)

�
���A1(rnei�)earnei����

� r��1+"n + exp

�
(1 + ")

1

c
�(az; �)rn

�
rn(1 + �(1))

� r�+"n exp

�
(1 + ")

1

c
�(az; �)rn

�
rn(1 + �(1)):
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On prend " tel que

0 < 2" <
c� 1
c+ 1

: (2.3.11)

Du (2.3.10) et (2.3.11), on a

expf(c+ 1)
c

"�(az; �)rng � r�+"n (1 + �(1));

qui mene à une contraduction. D�où ���f 0(rei�)��� �M (2.3.12)

est véri�é sur arg z = �; où M > 0 est une constante. On utilise le même raisonement, on
obtient que jf(z)j �M jzj2 sur arg z = �:
Maintenent on démontre que la solution de (2.1.3) ne peut pas être un polynôme non nul.
Supposons f(z) est une solution polynômiale non nulle de (2.1.3). On peut prendre le rayon
arg z = � tel que �(az; �) > 0. Du lemme 2.2.3 et (2.1.3), pour tout " (0 < 2" < c�1

c+1
); pour r

assez grand, on a

expf(1� ")�(az; �)rgrk�1(1 + �(1)):
�

���A1(rei�)earei����
�

��f 00(rei�)��+ ���A0(rei�)ebrei�f(rei�)���
� 2rk exp

�
(1 + ")

1

c
�(az; �)r

�
(1 + �(1));

où k = deg f: En prenant 2" < c�1
c+1

on obtient une contraduction. D�où, toute solution de
(2.1.3) est d�ordre in�ni.

2.4 Preuve du Théorème 2.1.5

On utilise le même raisonnement utilisé dans la preuve du Théorème 2.2.4, on peut prouver
que (2.1.4) n�admet pas une solution polynômiale nulle.
Supposons que f(z) est une solution trascendante de (2.1.4) avec �(f) = � <1: D�aprés le
lemme 2.2.2; pour tout " (0 < 2" < 1� �(D1)); il existe un ensemble E1 2 [0; 2�) de mesure
linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)nE1, alors il existe une constante R0 = R0(�) > 1; tel que
pour tout z véri�ant arg z = � et jzj = r � R0; on a����f 00(rei�)f(rei�)

���� � jzj2(��1+") ; ����f 0(rei�)f(rei�)

���� � jzj(��1+") : (2.4.1)

Soit z = rei�. Alors

Refazg = jaj r cos(arg a+ �): (2.4.2)

Refbzg = jbj r cos(arg b+ �):
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Maintenent on suppose que arg a 6= arg b: Du lemme 2.2.3 et (2.4.2), il existe un rayon
arg z = � tel que � 2 [0; 2�)n(E1 [ H1 [ H2) (où H1; H2 sont dé�niés dans le lemme 2.2.3,
E1 [H1 [H2 sont des mesures linéaires nulles), et �(az; �) < 0, �(bz; �) > 0; et pour r assez
grand, on a ���A0(rei�)ebrei� +D0(re

i�)
��� � expf(1� ")�(bz; �)rg(1 + �(1)); (2.4.3)

���A1(rei�)earei� +D1(re
i�)
��� (2.4.4)

� expf(1� ")�(az; �)rg expfr�(D1)+"=2g � expfr�(D1)+"g: (2.4.5)

D�aprés (2.1.4) et (2.4.1), (2.4.3), (2.4.4), on a

expf(1� ")�(bz; �)rg(1 + �(1)) �
��A0ebz +D0

�� (2.4.6)

� r2(��1+") expfr�(D1)+"gr��1+"

� 2r2(��1+") expfr�(D1)+"g:

(2.4.6) est une absurde, ce qui imlique �(f) =1:
Maintenent, on suppose que a = cb (0 < c < 1). Alors �(az; �) = c�(bz; �): On utilise le même
raisonnement que précident, on sait que (2.4.1) est véri�é et il existe un rayon arg z = �
satis�e �(az; �) = c�(bz; �) > 0; et pour r assez grand, on a

jA1eaz +D1j � expf(1 + ")c�(bz; �)rg(1 + �(1)): (2.4.7)

D�aprés (2.1.4), (2.4.1), (2.4.3)et (2.4.7), on obtient

expf(1� ")�(bz; �)rg(1 + �(1)) �
��A0ebz +D0

��
�

����f 00(z)f(z)

����+ ����f 0(z)f(z)

���� expf(1 + ")c�(bz; �)rg(1 + �(1)) (2.4.8)

� 2r2(��1+") expf(1 + ")c�(bz; �)rg(1 + �(1):

On prend " tel que " (0 < 2" < min
�
1�c
1+c

; 1� �(D1)
	
; alors (1 � ") � c(1 + ") > "(1 + c):

D0aprés (2.4.8), on a
expf"(1 + c)�(bz; �)rg � 4r2(��1+"):

Ceci est une contradiction.

2.5 Preuve du Théorème 2.1.7

On prouve le cas où Q(z) = h(z)ebz où h(z) est un polynôme non nul, b 6= a; ab 6= 0: le cas
où Q est un polynôme non constant, peut être prouvé par la même méthode.
Supposons que f est une solution non triviale de (2.1.6). Alors �(f) = 1 et �2(f) � 1, du
corollaire 2.1.1 et lemme 2.2.5. On prend deux cas.
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1ercas: arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1). Du Théorème 2.1.6, on a �2(f) � 1; d�où le
Théoème 2.1.7 est véri�é.
2�emecas: a = cb (c > 1): On démontre que �2(f) = 1. Pour celà, on suppose que �2(f) = �
(0 < � < 1); et on démontre que �2(f) = � est fausse.
D�après la Théorie de wiman-valiron, on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�(r)

z

�j
(1 + �(1))(j = 1:2); (2.5.1)

où jf(z)j = M(r; f) et jzj = r =2 [0; 1] [ E1; E1 � (1;+1) de mesure logarithmique nulle;
�(r) est l�indice centrale de f:
Du lemme 2.2.7, il existe une suite �nie de pointsfzk = rke

i�k g tel que f(zk) = M(rk; f);
�k 2 [0; 2�); limk!1 �k = �0 2 [0; 2�); rk =2 [0; 1] [ E1 [ E2 (E2 est dé�nié dans le lemme
2.2.6) rk !1 et pour tout " > 0; et pour rk assez grand, on a

lim sup
r!1

log �(rk)

log rk
=1; (2.5.2)

expfr��"k g � �(rk) � expfr�+"k g: (2.5.3)

Pour �0; supposons que a = rae
i'; �(az; �0) = cos('; �0) = �; alors ils existent trois cas : (i)

� < 0; (ii) � > 0; (iii) � = 0. On divise la démonstration en trois cas :
cas i. � < 0. Du limk!1 �k = �0; on sait que pour k est assez grand; �(bz; �k) = �k < 0;
�(az; �k) = c�k < 0; �(�bz; �k) = ��k > 0; �(az � bz; �k) = �(b(c � 1); �k) = (c � 1)�k > 0:
Du (2.1.6), on a

�e�bz f
00(z)

f(z)
= eb(c�1)z

f
0
(z)

f(z)
+ h(z): (2.5.4)

En remplacent (2.5.1) et (2.5.3) dans (2.5.4), du lemme 2.2.6, pour tout " (0 < 2" < 1� �);
et pour k assez grand, on a

expf(1� ")(��k)rkg expf2r��"k gr�2k (1 + �(1)) (2.5.5)

�
�����e�bzk f 00(zk)f(zk)

����
� expf(1� ")(c� 1)�krkg expfr�+"k gr�1k + zm+1k

� expf(1� ")(c� 1)�krkg expfr�+"k gzm+1k ;

où m = deg h: Ceci est une contradiction du fait que �k < 0 et 0 � � < 1:
cas ii. � > 0. De limk!1 �k = �0; on sait que pour k assez grand, �(az; �k) = �k > 0;
�(�az; �k) = ��k < 0; �(a((1� c)=c)z; �k) = ((1� c)=c)�k < 0: Du (2.1.6), on a

�f
0(z)

f(z)
= e�az

f 00(z)

f(z)
+ h(z)ea((1�c)=c)z: (2.5.6)
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En remplacent (2.5.1) et (2.5.3) dans (2.5.6), du lemme 2.2.6, et pour tout " (0 < 2" < 1��);
et pour k assez grand, on a

�(rk)

rk
(1 + �(1)) (2.5.7)

� expf(1� ")(��k)rkg
�2(rk)

r2k
(1 + �(1))

+rm+1k expf(1� ")((1=c)� 1)�krkg
� expf(1� ")(��k)rkg expf2r�+"k gr�2k (1 + �(1))

+rm+1k expf(1� ")((1=c)� 1)�krkg;

où m = deg h: Du (2.5.7) et �+ " < 1, on a

�(rk)! 0 (k ! �):

Contradictions avec (2.5.2).
cas iii. � = 0: Puisque pour tout k, Refa rkei�0 g = 0 et la ligne arg z = �0 est une ligne
asymptotique de fa rkei�kg; il existe un nombre K > 0 tel que quand k > K. On a

� 1 < Refarkei�k g < 1: (2.5.8)

�1
c

< Refbrkei�k g <
1

c
:

Du (2.1.6), (2.5.1) et (2.5.8), on obtient

�
�
�(rk)

rk

�2
(1 + �(1)) = eazk

�(rk)

rk
(1 + �(1))h(zk)ebzk : (2.5.9)

Du (2.5.8), (2.5.9) et c > 0; pour rk est assez, on a

�2(rk)(1 + �(1)) � 2r2ke
rm+1k �(rk)(1 + �(1)); (m = deg h); (2.5.10)

�(rk) � 12rm+3k :

(2.5.10) contredit (2.5.2). D�où la démonstration du Théoème 2.2.7 est achevée.



Chapitre 3

Propriétés des solutions des équations
di¤éretielles linéaires avec coe¢ cients
analytiques dans le disque unité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s�intèresse à étudier la croissance des solutions des équations di¤éretiels
linèaires avec coe¢ cients analytiques dans le disque unité. On va voir qu�il y a des similitudes
et di¤érences entre le disque unité et le plan complexe.
En 2000, Heittokangas a établi les résultats suivants

Théorème 3.1.1 [19] Soient A(z) et B(z) des fonctions analytiques dans le disque unité. Si
�(A) < �(B) ou A(z) est non admisible et B(z) est admisible, alors toute solution f(z) 6� 0
de l�équation di¤éretiel linéaire

f 00 + A(z)f 0 +B(z)f = 0; (3.1.1)

est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.2 [19] Soient A0(z); :::; Ak�1(z) des coe¢ cients analytiques dans le disque
unité de l�équation di¤éretiel linéaire

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A0(z)f = 0: (3.1.2)

Soit Ad le derniér coe¢ cient nonH-fonction dans le disque unité et les coe¢ cients Ad+1(z); :::; Ak�1(z)
sont H-fonctions. Alors l�équation (3.1.2) admet au plus d solutions linéairement indepen-
dantes d�ordre �ni.

En 1988, Gundersen a prouvé le résultat suivant.

Théorème 3.1.3 [11] Soient A(z) et B(z) des fonctions entières. Si �(A) < �(B) ou A(z)
est un polynôme et B(z) est trascendente. Alors toute solution f(z) 6� 0 de 3.1.1 est d�ordre
in�ni.
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En 1962, Frei a établi le résultat suivant.

Théorème 3.1.4 [9] Soient A0(z); :::; Ak�1(z) des fonctions entières. Soit Ad le dernier co-
e¢ cient trascendent de l�équation 3.1.2 et Ad+1(z); :::; Ak�1(z) sont des polynômes. Alors
l�équation (3.1.2) admet au plus d solutions entières linéairement independantes d�ordre �ni.

En 2012, Hamouda a établit les résultats suivants.

Théorème 3.1.5 [14] Soient A(z) et B(z) 6� 0 des fonctions analytiques dans le disque
unité. Supposons que � > 1 est une constante réelle, b et z0 sont des nombres complexes
telles que b 6= 0; jz0j = 1: Si A(z) et B(z) sont analytiques en z0; alors toute solution
f(z) 6� 0 de l�équation di¤éretielle

f 00 + A(z)f 0 +B(z)e
b

(z0�z)� f = 0; (3.1.3)

est d�ordre in�ni.

Exemple 3.1.1 Toute solution f(z) 6� 0 de l�équation di¤éretiel

f 00 + A(z)e
1

(1+z)� f 0 +B(z)e
1

(1�z)� f = 0;

est d�ordre in�ni. Où � > 0; � > 0 sont des constantes reélles, on voit que, dans le cas où
� = �, les coe¢ cient sont de même ordre et de même type.

Théorème 3.1.6 [14] Soient A(z) et B(z) 6� 0 des fonctions analytiques dans le disque
unité. Supposons que � > 1 est une constante réelle, a; b et z0 sont des nombres complexes
telles que ab 6= 0; arg a 6= arg b; jz0j = 1. Si A(z) et B(z) sont analytiques en z0; alors toute
solution f(z) 6� 0 de l�équation di¤éretielle

f 00 + A(z)e
a

(z0�z)� f 0 +B(z)e
b

(z0�z)� f = 0; (3.1.4)

est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.7 [14] Soient A(z) et B(z) 6� 0 des fonctions analytiques dans le disque
unité. Supposons que � > 1 est une constante réelle, a; b et z0 sont des nombres complexes
telles que ab 6= 0; a = cb (0 < c < 1); jz0j = 1. Si A(z) et B(z) sont analytiques en z0 alors
toute solution f(z) 6� 0 de l�équation di¤éretielle

f 00 + A(z)e
a

(z0�z)� f 0 +B(z)e
b

(z0�z)� f = 0; (3.1.5)

est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.8 [14] On considère l�équation di¤éretielle

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A1(z)f

0 +B(z)e
b

(z0�z)� f = 0; (3.1.6)

où � > 1 est une constante réelle, b et z0 sont des nombres complexes telle que b 6= 0;
jz0j = 1; B(z) 6� 0; A1(z); :::; Ak�1(z) sont des fonctions analytiques dans le disque unité

telle que Aj(z) est analytique en z0 ou Aj(z) = Bj(z)e
bj

(z0�z)� où Bj(z) est analytique en z0 et
bj = cjb (0 < cj < 1) ou arg bj 6= arg b pour une fois au plus. Alors toute solution f(z) 6� 0
de (3.1.6) est d�ordre in�ni.
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3.2 Lemmes préliminaires

Pour la démonstration de ces résultats, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 [8] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D d�ordre �ni �:
Soit " > 0 une constante, k et j sont des nombres entiers véri�ant k > j � 0. Supposons que
f (j) 6� 0: Alors il existe un ensemble E � [0; 1) qui véri�e

R
E

1
1�rdr < 1; tel que pour tout

z 2 D véri�ant jzj =2 E; on a����f (k)(z)f (j)(z)

���� � � 1

1� jzj

�(k�j)(�+2+")
:

Lemme 3.2.2 Soit A(z) une fonction analytique en z0 2 C: Posons g(z) = A(z)e
a

(z0�z)� ;
(� > 1 est une constante réelle), a = � + i�; z0 � z = Rei'; �a(') = � cos(�') + � sin(�');
et H = f' 2 [0; 2�) : �a(') = 0g; (H est de mesure linéaire nulle): Alors pour tout " > 0 et
pour tout ' 2 [0; 2�)nH; il existe R0 > 0 telle que pour 0 < R < R0; on a
(i) si �a(') > 0; alors

expf(1� ")�a(')
1

R�
g � jg(z)j � expf(1 + ")�a(')

1

R�
g; (3.2.1)

(ii) si �a(') < 0; alors

expf(1 + ")�a(')
1

R�
g � jg(z)j � expf(1� ")�a(')

1

R�
g: (3.2.2)

Preuve

On a ���e a
(z0�z)�

��� = expf�a(') 1
R�
g: (3.2.3)

Si z0 est un zéro d�ordre m de A(z); alors il existe c1 > 0; c2 > 0 tel que

c01 � jA(z)j � c02;

Maintenant, si z0 n�est pas un zéro de A(z); alors il existe c01 > 0; c
0
2 > 0 tel que

c1R
m � jg(z)j � c2R

m; (3.2.4)

pour z au voisinage de z0:
Du (3.2.3) et (3.2.4), on a

c1R
m expf�a(')

1

R�
g � jg(z)j � c2R

m expf�a(')
1

R�
g; (3.2.5)

pour z au voisinage de z0:
et

c01 expf�a(')
1

R�
g � jg(z)j � c02 expf

1

R�
g; (3.2.6)

pour z au voisinage de z0: Du (3.2.5) et (3.2.6), on a (3.2.1) et (3.2.2).

Remarque 3.2.1 En génerale, on peut écrire �a(') = c cos(�'+'0); où c > 0; '0 2 [0; 2�):
De cette formule il est facile à démontrer que si � > 1; �a(') change son signe sur n�importe
quel intervalle ('1; '2) de mesure linéaire égal à �:
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3.3 Preuve du Théorème 3.1.5

Supposons que f 6� 0 est une solution de (3.1.3) d�ordre �ni �(f) = � <1: Puisque � > 1;
du remark 3.2.1 il existe ('1; '2) � [0; 2�) tel que pour z 2 D et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2)
on a �b(') > 0: D�aprés (3.1.3), on a���B(z)e b

(z0�z)�
��� � ����f 00f

����+ jA(z)j ����f 0f
���� : (3.3.1)

Du lemme 3.2.1, pour tout " > 0 il existe un ensemble E � [0; 1) véri�e
R
E

1
1�rdr < 1; tel

que pour tout z 2 D véri�e jzj =2 E; on a����f (k)(z)f(z)

���� � � 1

1� jzj

�k(�+2+")
; (k = 1; 2): (3.3.2)

Du lemme 3.2.2, pour tout 0 < " < 1 et pour z 2 D et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2) avec
jz0 � zj = R; il existe R0 > 0 tel que 0 < R < R0; on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �

���B(z)e b
(z0�z)�

��� : (3.3.3)

Comme A(z) est analytique en z0; pour z au voisinage de z0

jA(z)j < M; M > 0: (3.3.4)

En remplacent (3.3.2), (3.3.3) et (3.3.4) dans (3.3.1), on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �

�
1

1� jzj

�2(�+2+")
+M

�
1

1� jzj

�(�+2+")
; (3.3.5)

où z 2 D; jzj =2 E et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2) avec jz0 � zj = R; et 0 < R < R0; on a.
Des relations metriques dans le triangle (oz0z); on a jzj2 = 1 +R2 � 2R cos'�
et alors

1� jzj = R

�
2 cos'� �R

1 + jzj

�
: (3.3.6)

Pour z au voisinage de z0 et considérons que ' est �xé, alors il existe "0 > 0
tel que

2 cos'� �R

1 + jzj > "0; (3.3.7)

pour 0 < '� < �
2
. D�aprés (3.3.6) et (3.3.7), on a

1

1� jzj <
1

"0R
: (3.3.8)

De (3.3.5) et (3.3.8), on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �M 0

�
1

"0R

�2(�+2+")
; M 0 > 1;

contradiction quand R!1:



3.4 Preuve du Théorème 3.1.6 24

3.4 Preuve du Théorème 3.1.6

Supposons que f 6� 0 est une solution de (3.1.4) d�ordre �ni �(f) = � <1: Puisque arg a 6=
arg b et � > 1; alors il existe ('1; '2) � [0; 2�) tel que pour z 2 D et arg(z0�z) = ' 2 ('1; '2)
on a �b(') > 0 et �a(') < 0: D�aprés (3.1.4), on a���B(z)e b

(z0�z)�
��� � ����f 00f

����+ jA(z)j ���A(z)e a
(z0�z)�

��� ����f 0f
���� : (3.4.1)

Du lemme 3.2.1, pour tout " > 0 il existe un ensemble E � [0; 1) véri�e
R
E

1
1�rdr < 1; tel

que pour tout z 2 D véri�e jzj =2 E; on a����f (k)(z)f(z)

���� � � 1

1� jzj

�k(�+2+")
; (k = 1; 2): (3.4.2)

Du lemme 3.2.2, pour tout 0 < " < 1 et pour z 2 D et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2) avec
jz0 � zj = R; il existe R0 > 0 tel que 0 < R < R0; on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �

���B(z)e b
(z0�z)�

��� ; (3.4.3)

et ���A(z)e a
(z0�z)�

��� � expf(1� ")�a(')
1

R�
g: (3.4.4)

En utilisant (3.4.1), (3.4.4) et (3.3.8), on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �

�
1

"0R

�2(�+2+")
+

�
1

"0R

�(�+2+")
expf(1� ")�a(')

1

R�
g;

où z 2 D; jzj =2 E et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2) avec jz0 � zj = R; et 0 < R < R0:
Contradiction quand R!1:

3.5 Preuve du Théorème 3.1.7

Suppose que f 6� 0 est une solution de (3.1.5) d�ordre �ni �(f) = � < 1: Puisque � > 1;
alors il existe ('1; '2) � [0; 2�) tel que pour z 2 D et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2) on a
�a(') > 0: D�aprés (3.1.5), on a���B(z)e b

(z0�z)�
��� � ����f 00f

����+ jA(z)j ���A(z)e a
(z0�z)�

��� ����f 0f
���� : (3.5.1)

Du lemme 3.2.1, pour tout " > 0 il existe un ensemble E � [0; 1) véri�e
R
E

1
1�rdr < 1; tel

que pour tout z 2 D véri�e jzj =2 E; on a����f (k)(z)f(z)

���� � � 1

1� jzj

�k(�+2+")
; (k = 1; 2): (3.5.2)



3.6 Preuve du Théorème 3.1.8 25

Du lemme 3.2.2, pour tout " > 0 et pour z 2 D et arg(z0�z) = ' 2 ('1; '2) avec jz0 � zj = R;
il existe R0 > 0 tel que 0 < R < R0; on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �

���B(z)e b
(z0�z)�

��� ; (3.5.3)

et ���A(z)e a
(z0�z)�

��� � expf(1 + ")�a(') 1
R�
g: (3.5.4)

En remplacant (3.5.2 , (3.5.4) dans (3.5.1), et on prend �a(') = c�b(')(0 < c < 1)

expf(1� ")�b(')
1

R�
g �

�
1

"0R

�2(�+2+")
+

�
1

"0R

�(�+2+")
expf(1 + ")�a(')

1

R�
g;

on prend " tel que (0 < " < 1�c
1+c
); contradiction quand R!1:

3.6 Preuve du Théorème 3.1.8

Soit

Aj1(z) = Bj1(z)e
bj1

(z0�z)�

tel que Bj1(z) est analytique en z0 et arg bj1 6= arg b;

Ajm(z) = Bjm(z)e
bjm

(z0�z)� (m = 2; :::; s)

tel que Bjm(z) est analytique en z0 et bjm = cjmb(0 < cjm < 1); et les coe¢ cients Ajm(z)
sont analytique en z0 (m = s+ 1; :::; k � 1): Supposons f 6� 0 est une solution de l�eq(3.1.6)
d�ordre �ni �(f) = � < 1: Puisque arg bj1 6= arg b; alors il existe ('1; '2) � [0; 2�) tel que
pour z 2 D et arg(z0 � z) = ' 2 ('1; '2) on a �b(') > 0 �bj(') < 0: On suppose que
c = maxfcjm : m = 2; :::; sg: On a �bjm (') = �cjm�b(') � c�b('): Du (3.1.6), on a

���B(z)e b
(z0�z)�

��� �
����f (k)f

����+ k�1X
m=s+1

jAjm(z)j
����f (jm)f

���� (3.6.1)

+
sX

m=2

jAjm(z)j
����f (jm)f

����+ jAj1(z)j ����f (j1)f
���� :

En utilisant la même démonstration précidente, du (3.6.1), on a

expf(1� ")�b(')
1

R�
g

�
�
1

"0R

�k(�+2+")
+

�
M + (s� 1) expf(1 + ")c�b(')

1

R�
+ expf(1� ")�bj1 (')

1

R�
g
�
:

On prend " tel que (0 < " < 1�c
1+c
); contradiction quand R!1:
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Remarque 3.6.1 Considérons dans le cas où 0 < � � 1; en générale cette méthode n�est
pas valide. Par exemple, pour l�équation di¤érentielle

f 00 + A(z)f 0 +B(z)e
�1

(1�z)f = 0;

où A(z) et B(z) sont analytique en z0 = 1: D�où, on ne peut pas utiliser cette méthode,
puisque pour tout z 2 D on a ��1(') < 0; où ' = arg(1 � z): De plus, pour l�équation
di¤éretielle

f 00 + A(z)f 0 +B(z)e
1

(1�z)f = 0;

cette méthode est valide. Alors toute solution f 6� 0 de cette équation est d�ordre in�ni. En
générale cette méthode est valide pour 0 < � � 1 sauf dans le cas où �b(') < 0 pour arg z0� �

2

< ' < arg z0 +
�
2
:
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