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INTRODUCTION

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes re-
montent aux théorémes classiques de Sokhotskii-Casorati (1868), Weierstrass (1876) et Picard
(1879). Ce dernier a établi le fameux résultat " une fonction entiére transcendante prend tout
nombre complexe comme valeur, sauf peut-étre un", puis Hadamard (1893), Borel (1897) et
Blumenthal (1910) ont essay¢ d’entrainer une description quantitative et étendre le résultat
de Picard aux fonctions méromorphes. C’était R. Nevanlinna, qui a obtenu une telle tentative
en (1925) en établissant la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
qui a été salué par H. Weyl (1943) comme «l'un des rares grands événements mathématiques
de notre siécle».

Depuis une trentaine d’années, cette théorie est devenue un outil indispensable dans ’étude

des propriétés des solutions des équations différentielles complexes, en particulier la croissance
et loscillation des solutions. Plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des pays diffé-
rents ont joué un role remarquable dans ce domaine tels que : B. Belaidi ([2]), Chen ([4], [6]
et [7]), Gundersen ([13]) et Li ([18]). Des résultats importants ont été établis.
Récemment, la recherche des solutions méromorphes d’équations différentielles linéaires sous
la condition que tous les poles des solutions méromorphes sont de multiplicité uniformément
bornés suscite de grands intéréts. Ainsi, une question importante se pose : si cette condition
n’est pas vérifiée, qu’en est-il pour les propriétés de croissance des solutions méromorphes ?
Ce probléme sera considéré dans ce travail.

Ce mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notions préliminaires de la théorie de R.
Nevanlinna ainsi quelques éléments de la théorie de Wiman-Valiron.

Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier les zéros et la croissance des solutions meéro-

morphes de I’équation homogeéne

f +AQR)f +Bz)f =0,
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a coefficients méromorphes et améliorer les résultats de [1], (3], [9] et [17] avec des conditions
plus générales pour obtenir de meilleures estimations.

Dans le troisiéeme chapitre, on étudiera I’équation non-homogene
[ +AQR) +B(2)f = F(2),

a coeflicients méromorphes et estimer 1’ordre de croissance, I'ordre inférieur, I’hyper-ordre et
I’hyper-exposant de convergence des zéros distints des solutions méromorphes. De plus, on
utilisera une nouvelle méthode pour estimer les zéros et étudier la croissance de 1’équation

non-homogene.




Chapitre 1

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

On va citer quelques défintions, notations et résultats dont on aura besoin par

la suite. Voir W. K. Hayman [15] et I. Laine [18].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) #
0,00 et ay,as, ..., a, (respectivement by, bs, ..., b, ) ses zéros (respectivement ses poles), chacun

étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

2w

w10 = 5= 1 [f0e)]de+ 30 -

0 lbj|<r A

r
Z h’la—

aj|<7” | j‘
Preuve On démontre le théoréme dans le cas ot f ne posséde ni zéros ni poles sur le cercle

|z| = r. Considérons la fonction

o= 16 TT L2 T =5

laj|<r T(Z N aj) |bj|<r r

Alors g # 0,00 dans le disque |z| < 7 et In |g(2)| est une fonction harmonique.

D’apres la formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a
1 27
In [g(0)| = oy /ln ‘g(rei‘p)‘ dep. (1.1.1)
0

D’autre part,

9(0)] = 1£(0 IH—/H

\a\<r G jh1<r ’Jl
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d’ou
r r
In[g(0)] =In|f(0)] + > lnr mH. (1.1.2)
lajl<r Iyl MY
Pour z = re?, on a .
r?—ajz r? — a;re
pu— n pu— 1
r(z — a;) r(re — a;)
et o _
r?— bz B r? — bjre'¥ B
r(z — b)) r(re? —b;)

D’ou |g(re?)| = |f(re'?)|. De (1.1.1)) et (1.1.2)), on obtient la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

1 x> 1
In" 2z = max(Inz,0) = B S
0, st 0< z<1.
Lemme 1.1.1 On a les inégalitées suivantes
(a) Inx <In"z.
(b)) ntz<Infy si0<z<y)
(¢)lnz=In"z—In" 1.
(d) Inz|=In"z +1In* L.

(e) ln+(Exi) < Zzlanrxi.

(f) 1ﬂ+(i x;) <lnn+ i In" ;.

=1

Preuve Montrons (c)-(f)

(c) On a
In"z —In" i = max{lnz,0} — max{In i, 0}
= max{lnz,0} + min{—In i, 0}
= Inz.
(d) On a
In* 2 +1In" i = max{lnz, 0} + max{Iln i, 0}

= max{lnz,0} + max{—1Inz, 0}
= max{lnz,0} — min{lnz,0}

= |lnz.
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(e) Si [] x; <1, alors I'inégalité est triviale.
i=1

n
Supposons que [] z; > 1. Alors
i=1

n

ln+(H ;) = ln(H x;)

i=1

< ZlmJr x;; d’apres (a).
i=1
(f) On a d’apres (b) et (e)
+ , + ,
In"(Y x) < In"(n max x;)

< Inn+In"(max z;)
1<i<n

< Inn+ Zhﬁ x;.
i=1

Définition 1.1.2 (Fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n(t,a, f) le nombre de racines de l'équation f(z) = a situées
dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal & son ordre de

multiplicité et par n(t,co, f) le nombre de péles de la fonction f dans le disque |z| < t. Posons

T

N(r,a, f) :/

0

n(t,a, f) —n(0,a, f)
t

dt +n(0,a, f)Ilnr, a # oo

et

n(t, o0, f) — n(0, 00, f)
t

N(r,oo,f):N(r,f):/ dt +n(0, 00, f)Inr.

0
N(r,a, f) est appelée fonction a — points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec a — points ay,as, ..., a, dans le disque
1z| < r tel que 0 < |ay| < |ag] < ... < |a,| < r, chacun étant compté avec son ordre de

multiplicité. Alors

T r

/n(taaaf)dt:/n(taa’f)_n(o’a’f)dt: Z lnL.

t t
0 0 0<]aj|<r
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Preuve Posons |a;| =7; (i =1, ... n) Alors

ln = ln—: =nlnr — lnrl
T rre...Ty

0<]a;|<r i=1 i=1

n—1

- Z i(lnripy —Inr) +n(Inr —Inr,)
- z /_+n

_ /n(t,a,f)dt
t

0

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

o0

f(z):ZcZ “em #0, meZ.

i=m

Alors

2m
In|c,| = %/ln | f(re®)| d§ + N(r, f) — N(r, %)

0

Preuve Définissons la fonction A par

Il est clair que m = n(0,0, f)—n(0, 0o, f) et h(0) # 0, co. En effet, sim > 0, alors n(0, 0o, f) =
0 et m =n(0,0, f); si m <0, alors n(0, 00, f) = —m et n(0,0, f) = 0; et finalement si m = 0,
alors n(0,0, f) = n(0, 00, f) = 0. Donc les fonctions h et f ont les mémes poles et les mémes

zéros dans 0 < |z| < r. La formule de Jensen et le Lemme 1.1.2 impliquent

27
1 . r
In|e,| = ln|h(0)]:§/ln|f(re !d(p—f—Zlnm—Zl |a_j|
0 [bjl<r laj|<r
1 27
= 2 1n‘f 7"6 ‘d(p—(n(0,0,f)—n(O,oo,f))lnr
T

/ n(t, 00, ) — n(0, 00, f) / n(t,0, f) —n(0,0, f)
—|—/ ; dt —/ ; dt
0 0

1 1
= 5 ln‘fre ‘d(p-i—N(?”,f)—N(T»?)-
0
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Définition 1.1.3 (Fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe non constante

et a un nombre complexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

2

IR N U T
—a %/&|ﬂW%ﬂﬂ&“¢m

0

m(r,a, f) = m(r,

et
27

m(r, 00, f) =m(r, f) = % /lrfr | f(re™)| db.

0

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique) On définit la fonction caractéristique de

R.Nevanlinna de la fonction f par

T(r,00, f) = T(r, f) = m(r, f) + N(r, f).

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = e *. Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas des

poles, par conséquent

N(r, f)=0.

De plus

™

m(r, f) = % 1n+‘e_m°se}d0

1

— _/ln+ ’e—rcos9’d0

7
0

™

= l/(—7“(:089)d9

™

[VE]

r
m
Donc

T(r, f) = m(r, f) + N(r, ) =

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

o0

f(z)—a:Zcizi, cm #0, meZ, aeC.

=m
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Alors
T(r,

f _ a) = T(Ta f) - ln‘cm‘ + QO(T, CI,),

ol

lo(r,a)] <In" |a| +1n2.

Preuve Si a = 0, alors d’aprés le Lemme 1.1.1 (c¢) et la Proposition 1.1.1, on a

2 2w
1 , 1 1 1
ln|cm|:%/1n+|f(7“€w)|d90—g/hlJrWdSD‘FN(ﬂf)—N(T’?)
0

0

et
In |e,,| = m(r, f) — m(r, %) + N(r, f) — N(r, %),
donc
mir5) = N(.5) = mr.f) + Nr. ) = Infe.
D’ou
T(r, %) =T(r,f) —In|cy| ou p(r,0) =0. (1.2.1)
Montrons le cas général a # 0. Posons h = f — a. Alors
1 1
N(ﬁﬁ) :N(Tvm)a N(T‘,h) :N(T’,f)
et
1 1
m(r, E) = m(r, 7o a).
De plus

In" |h| =In" |f —a] <In"|f] + In" |a] + In" 2,

In®|f|=In"|f —a+a|=In"|h+a| <In"[h]+ 10" |a| +In" 2.

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que
m(r,h) <m(r, f) +1In" |a| + In" 2,

m(r, f) <m(r,h) +1In" |a| + In* 2.
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Posons
p(r,a) = m(r,h) —m(r, f).
Alors
o(r,a) <In" |a| +InT 2.

En appliquant ([1.2.1]) pour h, on aura

= m(r,h)+ N(r,h) — In ||
= m(r,f)+N(7’,f) +()0<T7a> —1H|Cm’

= T(r,f)+e(r,a) —Injen|.

Remarque 1.2.1 Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit

) =70 )+ O(),
pour tout nombre complexe a # oc.

Proposition 1.2.1 Soient f, fi, fo,..., fu des fonctions méromorphes et a,b,c,d € C telles
que ad — bc # 0. Alors

1) T(r, Hf1)<ZT( fi), (n=1).

wvaw n( f). (neN).
3) T(r, Z )SZ T(r, fi) + Inn.
4T ) = T(r, 1) + O(); [ £ 2
Preuve
1) On a ) )
m(r, [ [ f) < 3 m(r. f)
et - Zj
11 )sle(r fi
donc
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2) On a |[f"] = |f]" < 1 équivaut a |f| < 1. Si |f] < 1, alors m(r, f*) = 0 et N(r, f™)

nN(r, f). Donc

T(r, f") = N(r, ")

Si |f] > 1, alors

T(r, f*)

3) On a

IN

4) Si ¢ =0, alors

T
(T, d

Si ¢ # 0, alors on écrit

nN(r, f) = n(N(r, f) +m(r, f))

af +0b

nT(r, f).

m(r, ")+ N(r, f")
nm(r, f) +nN(r, f)

nT(r, f).

n n

N(r, Y f)+m(r) f)

i=1 i=1
n

2

=1

2": T(r, f;) +Inn.

i=1

N(r, fi) + Zm(r, fi) +Inn
=1

) =
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D’ou
af +0b a bc—ad 1
2O o 2
(T, Cf+d) (T, _'_ 02 f_'_g)
bc —ad 1
= T(r = d)
f+3
1
= T(r, +0(1
(r ) +OW
d
= 7 s+ Do)
= T(r, f)+0(1).
Exemple 1.2.1 Soit g(z) = 2=2. Alors
2e* 43
T — 70
o) = 10223

= T(r,e*)+0(1)

= —+0().

Théoréme 1.2.2 Soit R(u) une fonction rationnelle de degré d et f(z) une fonction méro-

morphe. Alors

T(r,R(f)) =dT'(r, f(2)) + O(1).
Exemple 1.2.2 Soit f(z) = cos? z. Alors
T(r,f) = T(r,cos’2)

= 2T(r,cos z)

= 2[2T(r,e”) + O(1)]
i

= 2=+ o)
= ‘;—T o(1)

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) Soit f une fonction méromorphe transcen-

dante. Alors

!

f7) = S(r, f) = o(T(r, f)),

ou S(r, f) = O(ogT(r, f)+logr) a lextérieur d’un ensemble E C|0, +oo[ de mesure linéaire
finie.

m(r,
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1.3 L’ordre de croissance et I’hyper-ordre

Définition 1.3.1 Soit f une fonction entiére. L’ordre de croissance et I’hyper-ordre de cette

fonction sont définis respectivement par

’

] loglog M(r, f)
=1
plf) = Nim sup——""

L logloglog M(r, f)
po(f) = lim sup og
o M(r, f) = max £ (2)].

Si f est une fonction méromorphe, alors l’ordre de croissance et l’hyper-ordre de cette fonction

sont définis respectivement par

L log T'(r, f)
p(f) = lim sup “logr

. loglog T'(r, f)
po(f) = TEEFHOO sup T

Y

Exemples
1/ La fonction f(z) = e2*’est d’ordre p(f) = 2 et d’hyper-ordre py(f) = 0.

2/ La fonction g(z) = exp(exp z) est d’ordre p(g) = oo et d’hyper-ordre p,(g) = 1.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction entiére non constante. L’ordre inférieur et [’hyper-

ordre inférieur de cette fonction sont définis respectivement par

pu(f) = lim inf M — lim inf loglog M (r, f)
r—-+00 log r oo log 7
fiy(f) = lim inf loglog T'(r, f) _ . . clogloglog M(r, f)
r—-+00 lOg r r—-+00 lOg r

1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique, la den-
sité des ensembles

Définition 1.4.1 La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,4o00] est définie par

—+o00

m(E) = / ya(t)dt,

0
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ot Ng(t) est la fonction caractéristique de ’ensemble E et la mesure logarithmique d’un
ensemble F' C [1,+o00| est définie par

+o0

t
my(F) = / XF; ) it
1
Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de 'ensemble E = [1,2] C [0, +00] est
400 2
m(E) = / u(t)dt = /dt _1
0 1
La mesure logarithmique de ensemble F' = [e, e*] C [1, +00] est
+o00o et
t dt
my(F) = / th( ) gt = —=3

1 e

Définition 1.4.2 La densité inférieure et la densité supérieure d’un sous ensemble H C
[0, 400 sont définies respectivement par

T

f xp(t)dt
H
densH = lim inf>——— = lim inf w,
r—-+00 r r—-+o0o r
f Xp(t)dt
- HnNI0
densH = lim Supo— = lim sup u
r—+00 T r—+00 T
Exemple 1.4.2 La densité inférieure et la densité supérieure de 'ensemble E = [1,2] C

[0, +-00[ sont

denslE = densE = 0.
Définition 1.4.3 On définit l’exposant de convergence des zéros de la fonction f par

log N (r, %
A(f) = lim supM

r—-o0 logr '

et l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

log N(r, 1)
— T ' f
A(f) = TEE]C.)O sup og



1.5 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron 13

ou

et n(t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

Remarque 1.4.1 L’exposant de convergence des zéros de la fonction % est aussi dit exposant

de convergence des poles de la fonction f.

Exemple 1.4.3 L’exposant de convergence de la fonction f(z) = e¢* + b (o b # 0,00) est
égal a 1.

1.5 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

+00
Définition 1.5.1 (L’indice central) Soit f(z) = > a,2" une fonction entiére. Pour tout

n=0

r >0 la série Z |a,| ™ est convergente. D’ot hm la,| ™ =0 et le terme mazimal p(r) =

n—-4

max{|a,| r"; n E N} est bien défini. On définit lmdzce central de la fonction f par
ve(r) =max{m : u(r) = |a,|r™}.
Proposition 1.5.1 Soit f une fonction entiére d’ordre p(f). Alors
logvs(r)

, : log T'(r, f)
=1 — =] _—
o) rotoo P log r rioo P log r

Proposition 1.5.2 Soit f une fonction entiére d’ordre infini et d’hyper-ordre oo(f). Alors
logl log log T
po(f) = lim sup M = lim sup M

r—-+00 log r r—400 log r

ou T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna de f.

Exemple 1.5.1 Soit P(z) = a,2" + ... + ag, a, # 0.

Alors p(r) = max{|a;|7; j = 0,...,n} = |a,|r", r assez grand, et par conséquent

vp(r) = max{m : |a,|r™ = |a,|r"} = n.
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1.6 Théoréme de factorisation de Hadamard

Définition 1.6.1 (Produits canonique) Soit f une fonction méromorphe transcendante

et soient z1, 23, ... ses zéros avec 0 < |z1| < |29 < ... . Soit p Uentier minimal tel que la série

[e.9]

S b
— |Zn|p+1’
converge. On appelle
E(u,0) =1 —u,
2 P
E(u,p) =1 —u)e" 2 % p=12 ..

des facteurs principauz. Le produit infini
= z
P(Z) - HE(Z_Jp>7
n=1 n

converge uniformément dans chaque domaine fini dans C et par suite P(z) est entier et
s’appelle le produit canonique de f formé & partir des zéros de [ . L’entier p est appelé le

genre du produit canonique.
Théoréme 1.6.1 Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini p(f) telle que
f(2) =i’ + g™+ L (a #£0),

au voisinage de z = 0 et soient {ay,as....} et {by,bs....} les zéros et les poles de f dans C

\{0}, respectivement. Alors

) = 2FeQ(2) Pi(z)
e B

avec Py(z) et Py(z) sont des produits canonique de f formés a partir des zéros et des poles

non-nuls de f et Q(z) est un polynome de degré < p(f).



Chapitre 2

Estimation des zéros et croissance des solutions méromorphes

d’équations différentielles linéaires homogénes du second ordre

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va estimer les zéros et étudier la croissance des solutions méromorphes
des équations différentielles linéaires homogénes d’ordre deux & coefficients fonctions méro-
morphes.

Ki-Ho Kwon, Z. X. Chen et C. C. Yang ont étudié la croissance des solutions de I’équation

différentielle linéaire d’ordre deux

"+ AR+ B(2)f =0, (2.1.1)

ot A(z) et B(z)(# 0) sont des fonctions entiéres.

Ki-Ho Kwon a prouvé dans [17] le théoréme suivant :

Théoréme A : Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{ |z| : z € H } > 0
et soient A(z) et B(z) des fonctions entieres telles que pour certaines constantes o > 0, 5 > 0,

on a

[A(2)] < exp{o(1)]2]"}

et
|B(2)| > exp{(1 + o(1))az|"},
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quand z — oo dans H. Alors chaque solution f # 0 de I’équation (2.1.1)) est d’ordre infini et
vérifie
po(f) = B.
Dans [9], Z. X. Chen et C. C. Yang ont prouvé le théoréme suivant :
Théoréme B : Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{ |z| : z € H } > 0

et soient A(z) et B(z) des fonctions entieres avec p(A) < p(B) = o < oo telles que pour une

constante réelle C' > 0 et pour tout € > 0 donné, on a
|A(z)| < exp{o(1)[2]""}
et
[B(2)] = exp{(1 +0o(1))C|2]""},

quand z — oo dans H. Alors chaque solution f # 0 de I’équation (2.1.1) vérifie

p(f) = oo et po(f) = p(B).

Maintenant, on va étendre ces résultats pour les équations différentielles linéaires d’ordre

deux & coeflicients fonctions méromorphes.

Théoréme 2.1.1 [3] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{ |z| : z € H
} > 0 et soient A(z) et B(z) des fonctions méromorphes telles que pour des constantes o > 0,
w>0,o0na
|A(2)] < exp{alz|'} < |B(2)|, quand z — oo pour z € H.
St ’équation admet des solutions méromorphes, alors chaque solution méromorphe
f # 0 vérifie
u(f) = p(f) = oo et po(f) = p.

De plus, si
max{|A(z)|,|B(2)|} <exp{p|z|'}, quand z — oo

avec B > 0 constante, alors chaque solution méromorphe f # 0 avec )\(%) < oo vérifie

po(f) = .
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Théoréme 2.1.2 [3] Soit H un ensemble de nombres complezes vérifiant dens{ |z| : z € H
} > 0 et soient A(z) et B(z) des fonctions méromorphes avec max{p(A),p(B)} = 0 < o0

telles que pour une constante réelle o > 0 et € > 0 suffisamment petit, on a
|A(2)| < exp{a|z|”°} < |B(z)|, quand z — oo pour z € H.

Si Uéquation (2.1.1)) admet des solutions méromorphes, alors chaque solution méromorphe
f # 0 vérifie
u(f) = p(f) = 0o et py(f) = max{p(A), p(B)}.

De plus, si )\(%) < oo alors py(f) = max{p(A), p(B)}.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe et soient a > 1 ete > 0 des constantes
réelles données. Alors, il existe un ensemble E C]0,400| de mesure linéaire finie et il existe
une constante B > 0 qui dépend de o uniquement tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E,

on a

< B(T(ar, f)r¢logT(ar, f)),j =1,2.

’f(“(Z)
f(2)

Lemme 2.2.2 ([4]) Soit f(z) = 28 une fonction méromorphe avec g(z) et d(z) des fonc-

tions entieres telles que

u(g) = u(f) = 11 < plg) = p(f) < +oo et Ad) = p(d) = A(%) — <

Soit z un point avec |z| = r surlequel |g(z)| = m(r,g) et vy(r) est noté lindice central de
g(z). Alors, il existe un ensemble E C|1,4o00| de mesure logarithmique m;(E) < oo tel que
pour tour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1]U E, on a

F(2) (vgm

z

) (1+0(1)) (n>1).
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Lemme 2.2.3 ([9]) Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini d’hyper-ordre py(g) = o et

v dénoté 'indice central de g. Alors

—loglog v(r)
lim —————~ =90
r—+oo log r

Lemme 2.2.4 ([6]) Supposons que w(z) est une fonction méromorphe avec p(w) = f < 00.
Alors pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E C|1,+o00| de mesure linéaire finie et

une mesure logarithmique finie tel que

w(z)] < exp{r|"*},
pour |z| =r ¢ [0,1]UE et r — oc.
2.3 Preuves des Théorémes

2.3.1 Preuve du Théoréme 2.1.1

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de (2.1.1)). Alors de (2.1.1)) on peut écrire

f? + A(z)f7 + B(z) =0,
ce qui nous donne " /
B(z) = —f? - A(Z)f7
d’ou
Il
1B| < 7 +|A[‘f . (2.3.1)

D’apres le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E; C|0, +oo[ de mesure linéaire finie tel que
pour tout z vérifiant |z| =7 ¢ Ej, on a

‘f‘“(Z)
(

8 (T'(2r, f)rlogT(2r, f))’

< T, f)rT(2r, f)

IN

IN

rT(2r, )7 =1,2. (2.3.2)
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D’autre part, d’apres ’hypotheése du Théoréme 2.1.1, il existe un ensemble Fy avec dens{ |z|

: z € Ey } >0 tel que pour tout z vérifiant z € Es, on a

|A(2)| < exp{a|z|"} < |B(#)], quand z — oo. (2.3.3)
De (Z3.3) on a
exp{a|z|''} < |B(2)] (2.3.4)
d’ou
1
0<a < o8IBEI
|2

De 14, il existe une constante v telle que

log | B(2)|

0<a<r<
2]~

Et par suite

|A(2)| < exp{a|z|"'} < exp{v|z|'} < |B(z)|, quand z — oo. (2.3.5)

Il s’ensuit de (2.3.1)), (2.3.2) et (2.3.5) que pour tout z vérifiant z € Ey et |z] =17 ¢ F1, on a

I !
f

" !/

exp{r|z["} < [B(z)] <

7 + |A|
rT(2r, f)? + exp{al|z|*}rT(2r, f)?

IN

IN

rexp{alz|"}T(2r, f)* + rexp{a|z|*}T(2r, f)?

IN

2r exp{alz|*}T(2r, f)?, quand z — oo. (2.3.6)

De 14, il existe un ensemble E3 C]0, +00| de densité supérieure positive tel que

exp{v|z|"} < 2rexp{alz|“}T(2r, f)?, quand z — oo dans Fj

= exp{(v — a)r*} < 2rT(2r, f)*, quand r — oo dans Fj. (2.3.7)
De (2.3.7)), on obtient

(v —a)r* <log2+logr+ 3logT(2r, f),
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rH < log 2 14 3log2'r log T'(2r, f)

logr = logr logr  log2r

(v —a)

u(f) = p(f) = oo. (2.3.8)

Et on a aussi

(v —a)r* <log2+logr+ 3logT(2r, ),

log(v — ) + plogr < loglog?2 + loglogr + log 3 + loglog T'(2r, f) + O(1),
log(v — ) 4 log log 2 N log log r N log 3 N log 2r log log T'(2r, f) N 0(1)

log r o= log r log r logr  logr log 2r log r
d’ou

pa(f) = . (2.3.9)

De plus, d’aprés I’hypothése du Théoreme 2.1.1, il existe un nombre positif R tel que
max{|A(z)],|B(2)|} < exp{f|z|"}, >0 (2.3.10)

pour |z| =7 > R. De méme, de I'hypothese )\(%) < 00 et 1) on obtient

A(%) < u(f).

D’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre définie par

1(g) = 1(f) < plg) = p(f) = +o0 et A(d) = p(d) = A(%) <u(f)=ple).  (2311)

Donc, d’apres le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble F4 C]1,400[ de mesure logarithmique

my(E,) finie et choisissons z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Ey et |g(2)| = M (r, g) tel que

f;:?i;) _ <I/g£7“)>n<1 +0(1)) (n>1). (2.3.12)
11 s’ensuit de (2.1.1) que " ,
f7 <A f7 +18B]. (2.3.13)
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Remplagons (2.3.10)) et (2.3.12) dans (2.3.13]), on obtient

(”9—(7"))2 (1+0(1) 7s(r)

< P
V4 V4

(1+ o<1>>' Lo

= (L) 1+ on) < e 1 o) 4 e (2:3.14)

avec z verifiant |z| =r ¢ [0,1] U [0, R] U Ey4 et |g(z)| = M(r, g).
De (2.3.14) et le Lemme 2.2.3, on obtient

() 1 oy < 20 oy,

vo(r
o(r) < 2Ke™ K > 0 constante

vy(r) < 2rKe’™,

logv,(r) <log2+logr+ fr* +log K,

loglog v,(r) < loglog2 + loglog r + log 3 + plogr + loglog K + O(1),

log log v4(r) < log log 2 N loglogr logp N loglog K + O(1)
log r — logr log r log r log r

d’ou

p2(9) < pu. (2.3.15)

De (2.3.9), (2.3.11)) et (2.3.15]), on obtient

po(f) = .

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.1.2

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de (2.1.1)). D’aprés le lemme 2.2.1, il existe

un ensemble F5 C|0, +o00[ de mesure linéaire finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Ej,

on a (2.3.2).
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D’autre part, d’apreés ’hypothése du Théoréme 2.1.2, il existe un ensemble Fg avec dens{ |z|

: 2 € Eg } > 0 tel que pour tout z vérifiant z € Eg et pour o > 0 on a

|A(2)| < exp{a|z|”°} < |B(#)|, quand z — oo pour z € Fjg (2.3.16)

De (2.3.16]) on obtient
exp{alz|”*} < |B(z)]

d’ou
log |B
0<a< w. (2.3.17)
z o—¢&
D’ou, il existe une constante ~ telle que
log |B
0<a<y< M.
|Z|0' 5
Et par suite
|A(2)] < exp{a|z|” 7} < exp{v|z|”7 "} < |B(2)|, quand z — oc. (2.3.18)

11 s’ensuit de (2.3.1)), (2.3.2)) et (2.3.18) que pour tout z vérifiant z € Fg et |2| =r ¢ Fs5, on a

7 Iz
Il all
ARREIY;

rT(2r, f)? 4+ exp{a|z|”}rT(2r, f)?

exp{7|z[7"} < [B(2)] <

IN

IN

rexp{al|z|” YT (2r, f)? + rexp{alz|”*}T(2r, f)?

IA

2r exp{alz|7}T(2r, f)?, quand z — oc. (2.3.19)

De 14, il existe un ensemble E7; C]0,4+00| de densité supérieure positive tel que

exp{v|z|”} < 2rexp{alz|”}T(2r, f)?, quand z — oo dans E,

= exp{(y — a)r7 ¢} < 2rT(2r, f)*, quand r — oo dans E;. (2.3.20)
De ([2.3.20)), on obtient

(v —a)r?=° <log2+logr+ 3log T'(2r, f),
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r’=¢ _log?2 log 27 log T'(2r,
logr = logr logr  log2r
d’ou
p(f) = p(f) = o0

Et on a aussi

(v —a)r? = <log2+logr+ 3log T'(2r, f),

log(y — @) + (6 —¢)logr < loglog 2 + loglogr + log 3 + log log T'(2r, f),

log(y — «) y ) < loglog 2 N loglogr N log 3 N log 27 log log T'(2r, f)
— —€
logr ’ — logr logr logr  logr log 2r

d’ou
pa(f) >0 —e¢.

et comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient

po(f) = 0 = max{p(A), p(B)}. (2.3.21)

D’une autre part, d’apres les hypotheéses et le Lemme 2.2.4, pour tout € > 0 donné, il existe

un ensemble Fg C]1,4+00[ de mesure linéaire finie et une mesure logarithmique finie tel que

[A(z)] < exp{r”™},
[B(z)| < exp{r”*}
= max{|A(2)], | B(2)[} < exp{r”"}, (2.3.22)
pour |z| =r ¢ [0,1] U Eg, r — oo. De ’hypothese /\(%) < 00 et (2.3.8), on obtient

A(%) < u(h).

D’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre définie par

avec g(z) et d(z) des fonctions entiéres telles que (2.3.11)) est réalisée.
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Donc, d’apres le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble Fy C]1,400[ de mesure logarithmique
my(FEy) finie et choisissons z vérifiant |z| = r ¢ [0,1]U Eyg et |g(2)| = M(r, g) tel que (2.3.12)).

De ([2.1.1]), on obtient ({2.3.13]).
Remplagons (2.3.22)) et (2.3.12) dans (2.3.13]), on obtient

‘(bbir))2<1-+cm1>> <o [P0 o+ o
- (Vgﬁr)y [T+o()] < GTWVQT(T) L+ o(1)] +e, (2.3.23)

avec z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Eg U Ey et |g(z)| = M (r,g), r — 0.
De (2.3.23)) et le Lemme 2.2.3, on obtient

(”97(7”)) 11+0(1) < 2e’“"“yg7(r) [1+o(1)],

o+e

2Ke"

IN

, K > 0 constante

o+e

ve(r) < 2rKe™

logv,(r) <log2-+logr+ " +log K,

loglog vy(r) <loglog2 + loglogr +log 8 + (¢ + ) log r + loglog K + O(1),

log log v4(r) < log log 2 N log log r N log 8 et loglog K + O(1)
log r log r log r log r

logr -
d’ou
pa(f) = palg) <o +e

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient

pa(f) <o (2.3.24)

De (2.3.21)) et (2.3.24), on obtient

palf) = o = max{p(A), p(B)}.

Exemple 2.1.1 Soit ’équation

z Z2

i+ %f =0, (2.3.25)

/ +z—|—1
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et soit H =0, +oo[, z — oo.

On remarque que les conditions du Théoréme 2.1.1 sont vérifiées. En effet, on a dens H =

2
Z P
et < sont méromorphes. De plus

eZ

z+1

1 > 0 et les fonctions

2

x z

e

A(2)] = < e <|B(z)| =

e? e
z+1| " x+1

quand z — oo pour z € H.
D’apres le Théoréme 2.1.1, si 'équation ([2.3.25) admet des solutions méromorphes, alors

chaque solution méromorphe f # 0 vérifie

De plus, on a

max{|A(x)|,|B(z)|} < ", quand z — oo

alors, chaque solution méromorphe f # 0 avec )\(%) < oo vérifie py(f) = 2.



Chapitre 3

Estimation des zéros et croissance des solutions méromorphes
d’équations différentielles linéaires non-homogénes du second

ordre

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va estimer les zéros et étudier la croissance des solutions
méromorphes des équations différentielles linéaires non-homogeénes d’ordre deux

a coeflicients fonctions méromorphes de la forme

["+ AR + B(2)f = F(2), (3.1.1)

avec A(z), B(z) (£ 0) et F(z) (£ 0) sont des fonctions méromorphes.

Théoréme 3.1.1 [3] Soient H, A(z) et B(z) vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.1.1 et
soit F'(2)(# 0) une fonction méromorphe avec p(F') < oo. Si toutes les solutions de l’équation
(3.1.1) sont des solutions méromorphes et chaque solution f vérifie )\(%) < o0, alors chaque
solution méromorphe f vérifie u(f) = p(f) = oo et po(f) = p, avec au plus une solution

exceptionnelle d’ordre fini.

Théoréme 3.1.2 [3] Soient H, A(z) et B(z) vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.1.2 et
soit F(z)(# 0) une fonction méromorphe avec p(F) < oo. Si toutes les solutions de l’équa-

tion (3.1.1) sont méromorphes et chaque solution f vérifie /\(%) < 00, alors chaque solution
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méromorphe f vérifie

et
Aa(f) = Xa(f) = palf) =0,

avec au plus une solution exceptionnelle fy telle que

p(fo) < max{A(fo), max{o, p(F)}} et py(fo) = 0.

De plus, si M fo) < p(fo), alors

p(fo) < max{o, p(F)}.

Théoréme 3.1.3 [3] Soient H, A(z) et B(z) vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.1.1 et

soit F'(z)(# 0) une fonction méromorphe avec
[F(2)] < expfafz["} ou p(F) < p.

Si Uéquation (3.1.1)) admet une solution méromorphe alors chaque solution méromorphe f
avec /\(%) < p(f) vérifie
u(f) = p(f) = o0 et py(f) = .

Théoréme 3.1.4 [3] Soient H, A(z) et B(z) vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.1.2 et
soit F(z)(£ 0) une fonction méromorphe avec p(F) < o. Si l'équation (3.1.1) admet une

solution méromorphe alors chaque solution méromorphe [ avec )\(%) < p(f) vérifie

et
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3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 Supposons que A(z), B(z), F(z)(# 0) sont des fonctions méromorphes telles
que p(F) < oo et vérifiant

1) maz{|A(2)|, |B(2)|} < cexp{B|z|"}, r — oo, avec ¢ > 0, > 0 des constantes ;

ou

2) maz{|A(2)|, |B(2)[} = p < oo.

Si ’équation admet des solutions méromorphes [ et )\(%) < u(f), p(f) = oo, alors
po(f) < .

Preuve Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de (3.1.1). Alors de la relation
(3.1.1) on a

" !/

AT S (3.2.1)

f f f

D’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre définie par

avec g(z) et d(z) des fonctions entieres telles que ([2.3.11)) est réalisée.

D’apres le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble £ C|1, +00| de mesure logarithmique m;(E})
finie et choisissons z vérifiant |z| = 7 ¢ [0,1] U E; et |g(z)] = M(r,g) tel que est
vérifiée.

Remplacons dans , on obtient
_ (”9—(7”)) (1+0(1) =4 (”g—m> (1+o(1))+B—L (3.2.2)

z z
avec z verifie |z| =r ¢ [0,1] U E; et |g(z)| = M (r,g).
1 cas : maz{|A(2)], |B(2)|} < cexp{B|z|"}.

Soit 0 = p(F(2)d(z)) < co. D’apres le Lemme 2.2.4, on a pour tout € > 0 donné, il existe un

ensemble Fy C|1, +00[ de mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que

|F(2)d(2)| < exp{r?*°}, (3.2.3)



3.2 Lemmes préliminaires 29

pour |z| =r ¢ [0,1] U Ey, r — oo. Pour un point z pour lequel |g(z)| = M(r,g), on a

loglog M(r, g)

_ i inf
H= o) e logr

log log |g(2)|
log r
= |g9(2)| > exp{r" °}.

> p—€

Comme p(g) < p(g), on prend
lg(2)| > exp{r7*}. (3.2.4)

De (3.2.3) et (3.2.4), on a

) ::‘zr<z)d(z) o oxp{r™} 0 — oo (3.2.5)

' f(2) g9(z) |~ exp{rotl}
tel que z vérifie |z| = r ¢ [0,1] U Es et |g(2)| = M(r,g),r — oo. D’apres 'hypothese (1), il

existe R > 0 tel que

max{|A(2)|,|B(2)|} < cexp{fS|z|"}, pour r > R. (3.2.6)

De (3.2.2)),(3.2.5)) et (3.2.6]), on a

C“”Yu+dn|:'ACﬁQ)u+ +B——‘

r r

VT
§|M%Qu+d\+wHWA

§|m%@n+dm+w|

32Q2|1%-00)|+-66XP{5TM}
( )

< cexp{pr*}

< 2cexp{prt}—L-+= Y 11+ o0(1)], (3.2.7)

ou z veérifie |z| =r ¢ [0,1] U By U E,U [0, R] et |g(2)| = M(r, g),r — 0.
Par conséquent, de ([3.2.7)) on obtient
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. < 2cKexp{pr*}, K > 0 constante
ve(r) < 2crKexp{prt},
logr,(r) < log2+logc+logr+ pr + log K,
loglogv,(r) < loglog2 +loglogc+ loglogr +log 8 + plogr + loglog K + O(1),
loglog v4(r) < log log 2 N log log ¢ N log log r N log bt loglog K + O(1)
logr logr logr logr log r logr

oa(f) = o2(g) < .
2m¢ cas : maz{|A(2)|, |B(2)|} = n < cc.
D’apres le Lemme 2.2.4, pour tout ¢ > 0 donné, il existe un ensemble Fg C (1,+00) de

mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que

maz{|A(2)],[B(2)]} < exp{B]z""},

pour |z| =7 ¢ [0,1] U Eg, 7 — 00. Soit 0 = p(F(z)d(z)). D’apres le Lemme 2.2.4, on a pour
tout € > 0 donné, il existe un ensemble E; C (1,400) de mesure linéaire finie et mesure
logarithmique finie tel que pour |z| =7 ¢ [0,1] U E7, r — oo. Pour un point z pour
lequel |g(2)| = M(r,g), on a

9(2)| = exp{r"~°}.

Comme p(g) < p(g), on prend (3.2.4). De (3.2.3) et (3.2.4), on a (3.2.5) tel que z vérifie
lz| =7 ¢ [0,1] U E7, r — o0 et |g(2)] = M(r,g),r — oo. D’aprés ’hypothese (2), il existe

R > 0 tel que
mazx{|A(z)|,|B(z)|} = 1 < oo, pour r > R. (3.2.8)

De (3.2.2)),(3.2.5)) et (3.2.8]), on a
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r

(”9(7”)>2\1+o(1)\ - ’A(”g—(”> (1+o(1) B——‘

IN

|A‘VQT(T)‘1+O( )|+ |B| +

7
< 2" 1 4 o(1) max{] 4] |BI)

< 2”97(7”) 11+ o(1)] exp{r+}.

Donc
vy(r) < 2K exp{r**¢}, K > 0 constante
”
log lo log lo log log 2 loglog K 4+ O(1
ggvg(r)gggmrggﬂﬂ%Hgg (1)
log r log r log r log r
d’ou

oa(f) =0a(g) < p+e.
Comme € > 0 est arbitraire, on obtient

o2(f) < .

Lemme 3.2.2 Supposons que f(z) et g(z) sont des fonctions méromorphes non-constantes

dans le plan complexe avec p(f) est Uordre de [ et p(g) est Uordre inférieur de g. Alors

w(f + g) < max{p(f), u(g)}.

Lemme 3.2.3 Soit ag, ay, ..., ax_1, F(Z 0) des fonctions méromorphes et toute solution

méromorphe f de l’équation

F® 4oap fO D 4 4agf =0, (3.2.9)
vérifie u(f) = oo. Si toutes les solutions de l’équation

F® 4 ap fED 4t aof = F, (3.2.10)

sont des solutions méromorphes, alors toute solution méromorphe f de (3.2.10) vérifie u(f) =

00, avec au plus une solution exceptionnelle d’ordre fini.
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Preuve Il est clair que toute solution méromorphe f de (3.2.10) vérifie p(f) = oo, avec au
plus une solution exceptionnelle f, vérifie p(fo) < occ.
On conclut que toute solution méromorphe f # fy de (3.2.10]) vérifie u(f) = oo. En effet, s’

existe une solution fi(# fy) telle que pu(f1) < oo, alors d’apres le Lemme 3.2.2, on obtient

p(fo— f1) < max{p(fo), u(f1)} < oco.

Mais fy — f1 est une solution de (3.2.9) alors u(fo — f1) = oo. Contradiction. D’ou, il existe

au plus une solution exceptionnelle d’ordre fini.

Lemme 3.2.4 Supposons que f(z) et g(z) sont des fonctions méromorphes non-constantes

dans le plan complexe avec py(f) et py(g) comme Uhyper-ordre de f(z) et g(z) respectivement.

Alors

po(f +g) < max{p,(f), p2(9)}-

Preuve Supposons que p,(f) < py(g) < co. D’apres la définition de ’hyper-ordre, pour tout

g > 0, il existe un nombre R positif tel que

loglog T'(r, f)

log r < py(f) +e

= loglog T(r, f) < logrr2(D+e
et

loglog T'(r, g)

<
log 7 pa(g) +¢

= loglog T(r, g) < logr"@+e

= T(r,g) < exp{r"@te},
pour r > R. Notons que
T(r,f+g9) <T(r,f)+T(r,g) +log2

= T(r, f + g) < exp{r2*} + exp{r*2@*=} 4+ log 2, pour r > R
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< 2exp{r*29*} 4 log2, pour r > R

= logT(r,f +g) <log2+r”¥* 4 loglog2 + O(1), pour r > R
loglog T'(r, f + g) < log 2 N re29)+e loglog2  O(1)
logr ~ logr logr log r logr’
loglog T
o i sup 2208 T+ 9)
r—00 logr

pour r > R

< po(g) + €, pour tout € > 0.
D’ou

pao(f +9) < pa(g)

Lemme 3.2.5 Soit g(z) une fonction entiére non-constante d’ordre fini. Alors, pour tout

e > 0 donné, il existe un ensemble G C [0, +oo| avec dens G =1 tel que
M(r,g) > exp{r"9==}, pour tout r € G.

Lemme 3.2.6 Soit w(z) une fonction méromorphe avec A() < p(w) < +oo. Alors, pour

tout € > 0 donné, il existe un ensemble H C [0,400| avec dens H =1 tel que
M(r,w) > exp{r"“ ==Y, pour tout r € H.

Preuve Définissons la fonction w par

w(z) = 2"=—+,

(2) a02)

avec k un entier, g(z) est une fonction entiére et d(z) est le produit canonique formé avec les
poles non-nuls de w(z). D’ou

Ad) = pld) = A(2) < () et plg) = ple).

D’apres le Lemme 3.2.5, pour tout ¢ donné (0 < 2e < p(w) — A(2)), il existe un ensemble

H; C [0,+00] avec dens H; = 1 tel que
M(r,g) > exp{r’9 =} = exp{r*“ ==}, pour tout r € H;. (3.2.11)

Maintenant, prenons un point z, vérifiant |z,| = r € Hy et |g(z,)| = M (r, g). Comme il existe

R > 0 tel que pour » > R, on a

exp{—r*G)TY} < |d(z,)| < exp{r@tel. (3.2.12)
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Posons H = H, — [0, R], alors dens H = 1. De (3.2.11)) et (3.2.12), on a

plw)—e
k exp{?“ i } > Tk eXp{Tp(w)—s +7’/\(%)+5} > eXp{Tp(w)is},
exp{—rM&)te}

v
<

M(r,w) > |zF

pour |z.| =1 € H.

3.3 Preuves des Théorémes

3.3.1 Preuve du Théoréme 3.1.1

Supposons que f est une solution méromorphe de . Il est clair que p(f) = oo, avec au
plus une solution exceptionnelle fy vérifiant p(fy) < oo.

D’aprés et le Lemme 3.2.3, on obtient u(f) = oo, avec au plus une solution excep-
tionnelle fy. De I'hypothese )\(%) < 00, On a )\(%) < u(f) (f # fo). Alors, d’apres le Lemme
3.21o0na

po(f) < (f # fo)

Clairement on a p,(fy) < p. Alors, chaque solution méromorphe f de (3.1.1)) vérifie p,(f) < p.
On conclut que py(f) = p, avec au plus une solution exceptionnelle f;. En effet, s’il existe
une deuxiéme solution f; de (3.1.1)) vérifiant py(f1) < p, alors, d’aprés le Lemme 3.2.4, on

obtient
po(f1 = fo) < max{py(f1), p2(fo)} < i,

mais, f; — fo est une solution de I’équation (3.1.1)) vérifiant po(fi1 — fo) = u. Contradiction.

3.3.2 Preuve du Théoréme 3.1.2

Supposons que [ est une solution méromorphe de . Il est clair que p(f) = oo, avec au
plus une solution exceptionnelle f, vérifiant p(fy) < oo.

D’aprés et le Lemme 3.2.3, on obtient u(f) = oo, avec au plus une solution excep-
tionnelle fy. De 'hypothese )\(%) < 00, on a )\(%) < u(f) (f # fo). Alors, d’apres le Lemme
3.21o0na

pa(f) <o, (f # fo)

Clairement on a p,(fo) < o. Alors, chaque solution méromorphe f de (3.1.1)) vérifie p,(f) < o.
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On conclut que p,(f) = o, avec au plus une solution exceptionnelle fy d’ordre fini. En effet,
s’il existe une deuxiéme solution f; de (3.1.1)) vérifiant p,(f1) < o, alors d’aprés le Lemme
3.2.4 on obtient

p2(f1 = fo) < max{p,(f1), p2(fo)} <o,

mais, fi — fo est une solution de ’équation ({2 vérifiant py(f1 — fo) = 0. Contradiction.
D’apres (3.1.1), il est clair que si f admet comme zéro zg d’ordre m > 2 et A(z), B(z)
sont analytiques en zg, alors F' admet nécessairement comme zéro zg d’ordre m — 2. D’otll on
obtient pour F' # 0

N(r ) < 2N )+ N ) + N A) + N B) (3.3.1)

De , on obtient

— 4+ A(z)

f; + B(2)) (3.3.2)

1
7

’

f

f"
3 + A(z)7 + B(z)))

! !

)+ m(r, A) + m(r, f7) +m(r, B) + O(1). (3.3.3)

IN
3
=

De (3.3.1) et (3.3.3), on obtient

,%Hm(r,l < 2N

L N A) + N, B) £ mr, %)

1" /

)+ m(r, A) + m(r, f?) +m(r, B) + O(1)

N(r r%
f

+m(r, 7

1

= T(r,~) <2N(r, %)—l—T(r —)+T(r,A)+T(r,B) 4+ O(1)

— |~

S T(r,2) = T(r, f) + O(1) < 2N(r, %) + T(r, i)+T(r A)

1
f f

+T'(r, B) + M log(rT'(r, f)) + O(1)
= T ) =T<r,}> o1) < 2 <,§>+Mlog<rT< )

+T(r, F)+T(r,A) +T(r, B), (3.3.4)
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pour |z| = r a lextérieur d’'un ensemble £ C|0, 0o de mesure linéaire finie, avec M > 0 une
constante convenable.

Pour tout € > 0 et pour r suffisamment large, on obtient
1
M log(rT(r, f)) < §T(r, f)- (3.3.5)
Comme p(F') < oo, alors

, logT(r, F)
F)y=1 e
p( ) r—lfknoosup logr

max{p(A), p(B)} = 0 < 0o = T(r, A) + T(r, B) < 2rmaxtep(B)}+e < gpote

=T(r F) < TP(F)J”':,

d’ou
T(r,F) +T(r,A) + T(r, B) < 3rmaxtor(E)}+e, (3.3.6)
D’apres (3.3.4)), (3.3.5)) et (3.3.6)), on obtient
—, 1 1
T(r, 1) < 2N(r, ) + 5T(r, )+ 3pstootres
1 1 max{o,p(F)}+e
= (7’ f) <2 ( Ty _) +3r ’
2 f
1
= T(r,f) < 4N(r, 7) Grmaxiop(F)}+e (3.3.7)

pour |z| =r ¢ E. Par coséquent de (3.3.7]) on obtient
—, 1
log T(r, f) < log4 + log N (r, ?) +log 6 + (max{o, p(F)} +¢)logr,
logT(r, f) _log4 logN(r,) log6
gT(r.f) _logd 7). log

logr  — logr log r log r
= p(f) < Af)

+ (max{o, p(F)} +€)

et
—, 1
log T'(r, f) < log4 + log N (r, ?) +1og 6 + (max{o, p(F)} +¢)logr

— 1
= loglogT(r, f) <loglog4 + loglog N (r, ?) + loglog 6 + log(max{o, p(F)} + ¢)

+loglogr + O(1)
loglog T'(r, f) < loglog4 N log log N (r, %) N log log 6 N log(max{c, p(F)} + ¢)
log r — logr log r log r log r
log1 o1
Lloglogr _ O(1)
log r log r
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= po(f) < ().

Comme p(f) = oo alors A(f) = A(f) = u(f) = p(f) = oo, et comme p,(f) = o alors
Xa(f) = Xa(f) = po(f) = 0. De (3.3.7), on a

—, 1

T(r, fo) < 4N(r, f—) + gpmax{op(E)} e (3.3.8)
0
pour |z| =r ¢ E.
Donc
—, 1
log T'(r, fo) < log4 + log N (r, f—) +log 6 + (max{o, p(F)} +¢)logr
0
= p(fo) < max{A(fo), max{o, p(F)}}
et

pa2(fo) = 0.

Si A(fo) < p(fo), alors

—, 1
log T'(r, fo) < log4 + log N (r, f—) +log 6 + (max{c, p(F)} +¢)logr
0

—, 1
= loglogT'(r, fo) < loglog4 + loglog N (r, f_) + loglog 6 + log(max{o, p(F)} + ¢)
0

+loglogr + O(1)
loglog T'(r, fo) < loglog4 N log log N (r, %) loglog6  log(max{o, p(F)} +¢)
logr — logr logr logr logr
log1 O(1
JJoglogr | O(1)
log r log r

= pa(fo) < Aa(fo)-

3.3.3 Preuve du Théoréme 3.1.3

1" cas : |F(z)| < exp{a]z|'}, 2 — .

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de (3.1.1)) et p(f) < oo. Alors de (3.1.1))

f f B
7 + A(z)? + B(z) = F(z)
= B(2) = —f7 - <z>f7 _F(2)
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f

= |B| < (3.3.9)

|-

D’apres le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E; C|0, +o0o[ de mesure linéaire finie tel que

pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Fy, on a (2.3.2)).

D’aprées 'hypothése du Théoréme 2.1.1, il existe un ensemble Fy avec dens{ |z| : z € Es

} > 0 tel que pour tout z vérifiant z € Es, on a (2.3.3)).
De la relation on obtient (§ - D’on, il existe une constante ( telle que

log | B(2)|

ki

0<a< (<
Et par suite
|A(2)] < exp{alz]"} < exp{C|z|"} <|B(z)], quand z — oco.

D’ou
max{|A(2)],[F(2)|} < exp{alz["} <exp{(|z["} <[B(z)|, (3.3.10)
quand ¢ > «, z — oo pour z € H.

De I’hypothéese )\(%) < p(f) et le Lemme 3.2.6, on obtient pour tout € donné (0 < & < p(f)),

il existe un ensemble H; C [0, +o0[ avec dens Hy =1 tel que
M(r, f) > exp{r*)—=}, (3.3.11)

pour tout r € H;.
Soit z un point tel que |z| = r ou |f(z)| = M(r, f). Alors, de (3.3.11)) on obtient

|£(2)] = exp{r"P e} > 1, (3.3.12)

pour tout z vérifiant |z| = r € Hy et |f(2)| = M(r, f).
Do, il résulte de (2.3.2), (3.3.9), (3.3.10) et (3.3.12)) pour tout z € H, |z| = r € Hi\E) et
[f(2)| = M(r, f)

1"

eoldlelt < (B < || ' f\
T 1+ exp(al T On P+ oxplals]

IN

< 3rexp{alz|"}T(2r, f)?, quand z — oc. (3.3.13)
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Ainsi, il existe un ensemble £ = {|z| : z € H} N H; C]0, 400 de densité supérieure positive
tel que
exp{¢|2|"} < 3rexp{alz|“}T(2r, f)?

= exp{ (¢ — a)r*} < 3rT(2r, f)?, (3.3.14)

quand z — oo dans E\E; et |f(z)| = M(r, f). D’ou, de (3.3.14)), on obtient

(¢ —a)r* <log3 +logr + 3logT'(2r, f)

p 1 log 2r log T'(2
:><C_a)r §0g3+1+30gr0g (2r, f)
logr — logr logr  log2r
= p(f) =0
= p(f) = oo,

contradiction avec p(f) < co. D’ow, on conclut que p(f) = oc.

D’aprés le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre définie par

avec g(z) et d(z) des fonctions entiéres telles que

o(g) = p(f) = 0o et A(d) = p(d) = A(}) < o).

Alors, d’apres le Lemme 2.2.4, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E3 C|1, +oo| de

mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que
|d(2)] < exp{r*@*}, (3.3.15)

pour |z| =r ¢ [0,1] U Ej, r — oco. De (3.3.15)), on obtient
|F(2)d(2)] < exp{art 4 rPDFe), (3.3.16)

pour |z| =r ¢ [0,1]U E3, r — o0.
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Comme p(g) = oo, alors pour un point z vérifiant |g(z)| = M(r, g) et pour r suffisamment

grand, on obtient

l9(2)| > exp{rPF1}, (3.3.17)

De (3.3.16) et (3.3.17)), on voit que pour un point z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Es, |g(2)| =

M(r,g) et r — oo, on obtient

'F(Z) _ ‘F(Z)d(Z)
f(2) 9(2)
11 résulte de (2.3.2), (3.3.9), (3.3.10) et (3.3.18]) que pour tout z vérifiant z € H, |z| =1 ¢

exp{art 4 rrd+e}

exp{rr+r(d+1} —0 (3.3.18)

[0,1]U Ey U E3, |g(2)| = M(r,g) et » — oo, on obtient
f

i Al
rT(2r, f)? 4+ exp{a|z|*}rT(2r, f)* + O(1)

1" f/

exp{Clz"} < [B(z)] <

17
7

IN

< 3rexp{alz|"}T(2r, f)*. (3.3.19)

Ainsi, il existe un ensemble E' = {|z| : z € H, |2| = r ¢ ([0,1] U F; U F3)} de densité
supérieure positive vérifiant (3.3.14) quand r — oo dans E'et |g(2)| = M(r, g).

D’ou, de(3.3.14]) on a
(( —a)r* <log3+logr+ 3logT(2r, f)

” log 3 log 2r log T'(2
logr = logr logr  log2r
= pf) =0

et
(¢ —a)r* <log3 +logr + 3log T (2r, f)

= log(¢ — ) + plogr < loglog3 + loglogr + log 3 + log log T'(2r, f) + O(1)
log(¢ — «) < loglog3 loglogr log3 log2rloglogT(2r, f) N 0(1)
log r — logr log r logr  logr log 27 log r
= p(f) =2 .

De I’hypothese )\(%) < p(f), on obtient )\(%) < u(f). Alors de 1' on obtient (3.2.1)).

D’apres le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble Fy C]1,4+00| de mesure logarithmique finie et

choisissons z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Ey et |g(2)| = M(r, g) tel que (2.3.12)).
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Substituons (2.3.12)) dans (3.2.1), on obtient (3.2.2)), avec z vérifie |z| = r ¢ [0,1] U E4 et
l9(2)| = M(r,g).
De I’hypothése du Théoreme 2.1.1, il existe R > 0 tel que

max{|A(z)[,[B(2)[} < exp{f]|z["}, (3.3.20)

pour r > R.
De (3.2.2)), (3.3.18) et (3.3.20]), on obtient

‘ (’/g_(”>2 (1+ 0(1))‘ < |4

”97<7“>(1+o(1))‘+|3|+‘§‘

< eﬂw—ygﬁr) |1+ o(1)] + €™ + o(1)

z

< 3 V) Loy (3.3.21)

- r
avec z vérifiant |z| =7 ¢ [0,1] U [0, R]U Ey4 et |g(2)| = M (r, g) quand r — oo.
De (3.3.21]) et le Lemme 2.2.3, on obtient

v,(r
o(7) < 3K65T“, K > 0 constante
,

v,(r) < 3rielH",

logv,(r) <log3+logr+ fr* +log K,

loglogv,(r) < loglog3 + loglogr + log 8 + plogr + loglog K + O(1),
log log v,(r) log log 3 N log log r N log 8 ot loglog K + O(1)
log r log r log r log r log r

N

p2(f) = pa(9) < e
D’ou
po(f) = 1.

2°me cas : p(F) < p.
Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de (3.1.1)) et p(f) < oco.
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D’apres le Lemme 2.2.4, on a pour tout € donné (0 < ¢ < p— p(F)), il existe un ensemble

Es5 C]1, +00o[ de mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que
[F(2)] < exp{r"+},

pour |z| =7 ¢ [0,1]U E5, r — o0

D’apres le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble Eg C|0, +0o[ de mesure linéaire finie tel que
pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Fp, on a (2.3.2).

D’aprés I'hypothése du Théoréme 2.1.1, il existe un ensemble E; avec dens{ |z| : z € F;
} > 0 tel que pour tout z vérifiant z € E7, on a (2.3.3).

D’ou, il existe une constante 7 telle que

log |B(=)|

0<a<n<
RN ET

Et par suite
|A(2)] < exp{a|z|'} < exp{n|z|'} < |B(2)|, quand z — oo.

De I'hypothese )\(%) < p(f) et le Lemme 3.2.6, on obtient pour tout € donné (0 < & < p(f)),
il existe un ensemble Hy C [0, +00[ avec dens Hy = 1 tel que pour tout r € Hs.
Soit z un point tel que |z| = r ou |f(z)| = M (r, f). Alors, de on obtient
pour tout z vérifiant |z| = r € Hy et |f(2)| = M(r, f).

D’ou, il résulte de (2.3.2)), (3.3.9), (3.3.10) et (3.3.12) que pour tout z € H, |z| =7 € Hy\E;
et [f(2)] = M(r, f)

7

I’

/
rT(2r, f)® + exp{a|z|*}rT(2r, f)? + exp{rrI+e}

exp{n|z["} < [B(z) <

+ 4]

17

IA

< 3rexp{alz|t 4+ rP*EYT(2r, £)3, quand z — co. (3.3.22)

Ainsi, il existe un ensemble £ = {|z| : z € H} N Hy C]0, +00[ de densité supérieure positive
tel que
exp{nr} < 3rexp{art 4+ rPITET (2, £)3
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= exp{(n — a)r* — POV < 30T (2r, f)?, (3.3.23)
quand z — oo dans E\ Eg et |f(2)| = M(r, f).
D’ou, de (3.3.23]), on obtient
(n —a)r* <log3+logr + 3logT(2r, f),

m
o log 3 1 +310g2r10gT(2r, f)

logr = logr logr  log2r

(n—a)

= p(f) >0

= p(f) =0,

contradiction avec p(f) < co. D’ow, on conclut que p(f) = oc.

D’aprés le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre définie par

avec g(z) et d(z) des fonctions entiéres telles que

pla) = () = 00 et A(d) = pld) = A7) < ()

Alors, d’apres le Lemme 2.2.4, pour tout £ > 0 donné, il existe un ensemble Fg C|1, +o0]
de mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que on a (3.3.15)) pour |z| = r ¢

0,1] U Eg, 7 — o0.

De (3.3.15]), on obtient
|F(2)d(2)] < exp{r* + rP(dte}, (3.3.24)

pour |z| =r ¢ [0,1] U Eg, r — oc.
Comme p(g) = oo, alors pour un point z vérifiant |g(z)| = M(r, g) et pour r suffisamment

grand, on obtient

19(2)| > exp{rrTr@t1y (3.3.25)
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De (3.3.24)) et (3.3.25)), on voit que pour un point z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Eg, |g(z)| =

M(r,g) et r — oo, on obtient
f(2)

z

exp{r# + rr(d+e}

_ ‘ F(2)d(2)
9(2)

— 0. (3.3.26)

11 résulte de (2.3.2), (3.3.9), (3.3.10)) et (3.3.25) que pour tout z vérifiant z € H, |z| =1 ¢
0,1] U Eg U Eg, |g(2)| = M(r,g) et r — oo, on obtient

Pyl

A
ARr;
rT(2r, f)? 4+ exp{al|z|*}rT(2r, f)? + o(1)

ep{nz'} < |B(2)| < !

s
f

IA

< 3rexp{al|z|"}T(2r, f)*.

Ainsi, il existe un ensemble E' = {|z| : z € H, |2| = r ¢ ([0,1] U Es U Fg)} de densité
supérieure positive vérifiant (3.3.14) quand r — oo dans E"et |g(2)| = M (r, g).
d’ot, de (3.3.14)) on obtient

(n—a)r* <log3+logr + 3logT(2r, f)

rH < log 3 T14 3log 2rlog T'(2r, f)
logr — logr logr  log2r
= p(f) = oo,

= (n—a)
et
(n —a)rt <log3 + logr + 3log T'(2r, f)

= log(n — a) + plogr < loglog3 + loglogr + log 3 + loglog T'(2r, f) + O(1)
log(n — «) 4 < log log 3 N log log r N log 3 N log 2r log log T'(2r, f) N O(1)

log r — logr log r logr = logr log 2r log r
= p(f) = p

De I'hypothese A(;) < p(f), on obtient () < u(f). Alors de (3.1.1) on obtient (3.2.1).

D’apres le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble F; C]1, 4+00[ de mesure logarithmique finie et
choisissons z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey et |g(2)| = M(r, g) tel que (2.3.12).

Substituons dans (3.2.1)), on obtient (3.2.2), avec z vérifie |z| = r ¢ [0,1] U Ey et
l9(2)| = M(r, g).
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De I’hypothése du Théoréeme 2.1.1, il existe R > 0 tel que (3.3.20) pour r > R.
De (3.2.2)), (3.3.18) et (3.3.20)), on obtient (3.3.21)) avec z vérifiant |z| = r ¢ [0,1]U[0, R]U E,4

et |g(2)] = M(r, g) quand r — oo.
De (3.3.21)) et le Lemme 2.2.3, on obtient p,(f) < p.
D’ou

pa(f) = 1.
3.3.4 Preuve du Théoréme 3.1.4

Supposons que f Z 0 est une solution méromorphe de (3.1.1)) et p(f) < co.

D’aprés le Lemme 2.2.4, on a pour tout € donné (0 < ¢ < %(F)), il existe un ensemble

E, C]1,+00[ de mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que
|F(2)] < exp{r**},

D’apres le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble Ey C|0, +00[ de mesure linéaire finie tel que

pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Fy, on a (2.3.2)).

D’apres 'hypothése du Théoréme 2.1.2; il existe un ensemble F3 avec dens{ |z| : z € Ej
} > 0 tel que pour tout z vérifiant z € Fs, on a (2.3.3)).

D’ou, il existe une constante & telle que

0<a<t< 10g|B_(Z)|
|Z|U €
Et par suite
|A(2)| < exp{a|z|”°} < exp{{|z]°°} < |B(z2)|, quand z — oo. (3.3.27)

De I’hypothese )\(%) < p(f) et le Lemme 3.2.6, on obtient pour tout ¢ donné (0 < & < p(f)),
il existe un ensemble Hs C [0, +oo[ avec dens Hs = 1 tel que pour tout r € Hs.
Soit z un point tel que |z| = r ou |f(z)| = M(r, f). Alors, de on obtient
pour tout z vérifiant |z| = r € Hz et |f(2)] = M(r, f).

D’ou, il résulte de (2.3.2)), (3.3.9), (3.3.27)et (3.3.12) que pour tout z € H, |z| =r € H3\Es
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et [f(2)| = M(r, f)

(el < 18 < T v 1| L+ 5
< rT(2r, f)3—|—exp{a|,z]ff—6}rT(2T7 f)2+exp{7,p(F)+e}
<

3rexp{alz|”7% + rPITEYT(2r, £)3, quand z — co.  (3.3.28)

Ainsi, il existe un ensemble E = {|z| : z € H} N H3 C]0, +oo[ de densité supérieure positive

tel que

exp{&r7 ¢} < 3rexp{ar? ¢ + rPEFEYT(2r, £)3

= exp{(§ — a)r7 = PP} <3 T(2r, f)?, (3.3.29)

quand z — oo dans E\E; et |f(z)| = M(r, f).
D’ou, de (3.3.29)), on obtient

exp{ (& — a)r" ¢(1 4+ 0(1))} < 3rT(2r, f)?,

(€ —a)r'(1+o0(1)) <log3+logr+3logT(2r, f),

r log 3 log 2r log T'(2r, f)
— 1 1 < =—4+14+3
(& = )(1+of ))logr ~ logr * logr log2r

= p(f) = o0

= p(f) = o0,

contradiction avec p(f) < co. D’ot, on conclut que p(f) = co.

D’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre définie par

avec g(z) et d(z) des fonctions entiéres telles que

p(g) = p(f) = co et A(d) = p(d) = A=) < p(f).
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Alors, d’apres le Lemme 2.2.4, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble F; C]1,400| de

mesure linéaire finie et mesure logarithmique finie tel que (3.3.15)) pour |z| = r ¢ [0, 1] U Ej,

r — 00.De ([3.3.15)), on obtient

|F(2)d(2)| < exp{rPtIte 4 prd+el (3.3.30)

pour |z| =r ¢ [0,1] U Ey, r — o0.
Comme p(g) = oo, alors pour un point z vérifiant |g(z)| = M(r,g) et pour r suffisament

grand, on obtient

|9(2)| > exp{r7 (D1}, (3.3.31)

De (3.3.16]) et (3.3.17)), on voit que pour un point z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, |g(z)] =

M(r,g) et r — oo, on obtient
‘F(Z)

f(2)

I1 résulte de (2.3.2)), (3.3.9), (3.3.10) et (3.3.18) que pour tout z vérifiant z € H, |z| = r ¢

0,1] U Ey U Ey, |g(2)] = M(r,g) et 1 — oo, on obtient

f

7 + | 4]
rT(2r, ) + exp{alz|” < }rT(2r, f)* + O(1)

eXp{Tp(F)+E + T,p(d)+5}

oy (3.3.32)

_ ‘ F(z)d(z)
9(2)

"

exp{€|z]°°} < |B(2)| < fﬂ + '?'

IN

< 3rexp{alz|”}T(2r, f)>. (3.3.33)

Ainsi, il existe un ensemble E' = {l]z] - z € H, |z| =r ¢ ([0,1] U E; U E,)} de densité

supérieure positive vérifiant (3.3.14) quand r — oo dans E et lg(2)| = M (r, g).

D’ot, de (3.3.33)) on obtient

(& —a)r?° <log3+logr+ 3logT(2r, f)

°=¢  log3 log 27 log T'(2
logr = logr logr  log2r
= :UJ(f) = 00,

et
(& —a)r’° <log3+logr+ 3logT(2r, f)
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= log(§ —a) + (0 —¢)logr < loglog3 + loglogr + log 3 + loglog T'(2r, f) + O(1)

log(¢ — a) to—e) < loglog3 loglogr log3 log2rloglogT(2r,f) O(1)
log r -

= po(f) >0 —c

logr log r logr  logr log 2r log r

et comme € > 0 est arbitraire, on obtient

pa(f) 2 0 = max{p(A), p(B)}.

D’une autre part, de 'hypothése )\(%) < p(f), on obtient )\(%) < u(f). Alors d’apres le
Lemme 3.2.1, on obtient p,(f) < 0. Et par conséquent p,(f) = 0.
D’apres (3.1.1)), il est clair que si f admet comme zéro zy d’ordre m > 2 et A(z), B(z)

sont analytiques en zg, alors F' admet nécessairement comme zéro zg d’ordre m — 2. D’otll on

obtient pour F' # 0 (3.3.1).

De (3.1.1), on obtient (3.3.2)). Et par suite, on a ((3.3.3]).
De (3.3.1)) et (3.3.3), on obtient (3.3.4) pour |z| = r a Pextérieur d'un ensemble E CJ0, oco|

de mesure linéaire finie, avec M > 0 une constante convenable.
Pour tout € > 0 et pour r suffisamment large, on obtient (i3.3.5)).
Comme p(F') < oo, alors
T(r, F) < r0%e,
max{p(A),p(B)} = 0 < 0o = T(r, A) + T(r, B) < 2rma{e().p(B)}+e _ gpote
d’ou

T(r,F)+T(r,A) + T(r, B) < 3rmaxtor(f)}+e — gpote (3.3.34)

D’apres (3.3.4)), (3.3.5)) et (3.3.34)), on obtient

T(r, f) < 2N(r, %) + %T(r, £) + 3rote

+ 6ot (3.3.35)
pour |z| =r ¢ E. Par coséquent, de (3.3.35) on aura

—, 1
log T'(r, f) < log4 + log N (r, ?) +1log6 + (0 +¢)logr



3.3 Preuves des Théorémes

49

N(r L
log T'(r, f) < log 4 N log N(r, 5)
logr 7 logr

= p(f) <A,

log r

et
— 1
logT(r, f) < log4—i—logN(r,?) +1log6 + (0 +¢)logr

—, 1
= loglogT(r, f) <loglog4 + loglog N (r, ?) + loglog 6 + log(o + ¢) + loglog r + O(1)
loglog T'(r, f) < loglog 4 N loglog 6 N log(o + ¢€)
log r log r

log log N(r, %)
log r log r
= po(f) < Xa(/f).

log 1 o(1
oglogr (1)

log r log r

log r

Comme p(f) = oo alors A(f) = A(f)

p(f) = oo, et comme py(f) = o alors
Xa(f) = Xa(f) = pao(f) = 0.
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