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INTRODUCTION

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes re-

montent aux théorèmes classiques de Sokhotskii-Casorati (1868), Weierstrass (1876) et Picard

(1879). Ce dernier a établi le fameux résultat " une fonction entière transcendante prend tout

nombre complexe comme valeur, sauf peut-être un", puis Hadamard (1893), Borel (1897) et

Blumenthal (1910) ont essayé d�entraîner une description quantitative et étendre le résultat

de Picard aux fonctions méromorphes. C�était R. Nevanlinna, qui a obtenu une telle tentative

en (1925) en établissant la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes

qui a été salué par H. Weyl (1943) comme «l�un des rares grands événements mathématiques

de notre siècle» .

Depuis une trentaine d�années, cette théorie est devenue un outil indispensable dans l�étude

des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes, en particulier la croissance

et l�oscillation des solutions. Plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des pays di¤é-

rents ont joué un rôle remarquable dans ce domaine tels que : B. Belaïdi ([2]); Chen ([4] ; [6]

et [7]); Gundersen ([13]) et Li ([18]). Des résultats importants ont été établis.

Récemment, la recherche des solutions méromorphes d�équations di¤érentielles linéaires sous

la condition que tous les pôles des solutions méromorphes sont de multiplicité uniformément

bornés suscite de grands intérêts. Ainsi, une question importante se pose : si cette condition

n�est pas véri�ée, qu�en est-il pour les propriétés de croissance des solutions méromorphes ?

Ce problème sera considéré dans ce travail.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notions préliminaires de la théorie de R.

Nevanlinna ainsi quelques éléments de la théorie de Wiman-Valiron.

Dans le deuxième chapitre, on va étudier les zéros et la croissance des solutions méro-

morphes de l�équation homogène

f
00
+ A(z)f

0
+B(z)f = 0;
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à coe¢ cients méromorphes et améliorer les résultats de [1]; [3]; [9] et [17] avec des conditions

plus générales pour obtenir de meilleures estimations.

Dans le troisième chapitre, on étudiera l�équation non-homogène

f
00
+ A(z)f

0
+B(z)f = F (z);

à coe¢ cients méromorphes et estimer l�ordre de croissance, l�ordre inférieur, l�hyper-ordre et

l�hyper-exposant de convergence des zéros distints des solutions méromorphes. De plus, on

utilisera une nouvelle méthode pour estimer les zéros et étudier la croissance de l�équation

non-homogène.



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

On va citer quelques dé�ntions, notations et résultats dont on aura besoin par

la suite. Voir W. K. Hayman [15] et I. Laine [18].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) 6�

0;1 et a1; a2; :::; an (respectivement b1; b2; :::; bn) ses zéros (respectivement ses pôles), chacun

étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei')�� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Preuve On démontre le théorème dans le cas où f ne possède ni zéros ni pôles sur le cercle

jzj = r: Considérons la fonction

g(z) = f(z)
Y
jaj j<r

r2 � ajz
r(z � aj)

=
Y
jbj j<r

r2 � bjz
r(z � bj)

:

Alors g 6� 0;1 dans le disque jzj < r et ln jg(z)j est une fonction harmonique.

D�après la formule de la moyenne d�une fonction harmonique, on a

ln jg(0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��g(rei')�� d': (1.1.1)

D�autre part,

jg(0)j = jf(0)j
Y
jaj j<r

r

jajj
=
Y
jbj j<r

r

jbjj
;
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d�où

ln jg(0)j = ln jf(0)j+
X
jaj j<r

ln
r

jajj
�
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
: (1.1.2)

Pour z = rei'; on a ���� r2 � ajzr(z � aj)

���� = ���� r2 � ajrei'r(rei' � aj)

���� = 1
et ���� r2 � bjzr(z � bj)

���� = ���� r2 � bjrei'r(rei' � bj)

���� = 1:
D�où jg(rei')j = jf(rei')j : De (1:1:1) et (1:1:2), on obtient la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 Pour tout réel x > 0; on dé�nit

ln+ x = max(ln x; 0) =

�
lnx; si x > 1;
0; si 0 < x � 1:

Lemme 1.1.1 On a les inégalitées suivantes

(a) lnx � ln+ x:

(b) ln+ x � ln+ y (si 0 < x � y ).

(c) lnx = ln+ x� ln+ 1
x
:

(d) jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
:

(e) ln+(
nQ
i=1

xi) �
nP
i=1

ln+ xi:

(f) ln+(
nP
i=1

xi) � lnn+
nP
i=1

ln+ xi:

Preuve Montrons (c)-(f)

(c) On a

ln+ x� ln+ 1
x
= maxflnx; 0g �maxfln 1

x
; 0g

= maxflnx; 0g+minf� ln 1
x
; 0g

= lnx:

(d) On a

ln+ x+ ln+
1

x
= maxflnx; 0g+maxfln 1

x
; 0g

= maxflnx; 0g+maxf� lnx; 0g

= maxflnx; 0g �minflnx; 0g

= jlnxj :
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(e) Si
nQ
i=1

xi � 1; alors l�inégalité est triviale.

Supposons que
nQ
i=1

xi > 1: Alors

ln+(
nY
i=1

xi) = ln(
nY
i=1

xi)

=
nX
i=1

lnxi

�
nX
i=1

ln+ xi; d�après (a).

(f) On a d�après (b) et (e)

ln+(

nX
i=1

xi) � ln+(n max
1�i�n

xi)

� lnn+ ln+(max
1�i�n

xi)

� lnn+
nX
i=1

ln+ xi:

Dé�nition 1.1.2 (Fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n(t; a; f) le nombre de racines de l�équation f(z) = a situées

dans le disque jzj � t: Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal à son ordre de

multiplicité et par n(t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f dans le disque jzj � t: Posons

N(r; a; f) =

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) ln r; a 6=1

et

N(r;1; f) = N(r; f) =
rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r:

N(r; a; f) est appelée fonction a� points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec a� points a1; a2; :::; an dans le disque

jzj � r tel que 0 < ja1j � ja2j � ::: � janj � r; chacun étant compté avec son ordre de

multiplicité. Alors

rZ
0

n(t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt =
X

0<jaj j�r

ln
r

jajj
:
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Preuve Posons jajj = ri (i = 1; :::; n): AlorsX
0<jaj j�r

ln
r

jajj
=

nX
i=1

ln
r

ri
= ln

r

r1r2:::rn
= n ln r �

nX
i=1

ln ri

=

n�1X
i=1

i(ln ri+1 � ln ri) + n(ln r � ln rn)

=
n�1X
i=1

i

ri+1Z
ri

dt

t
+ n

rZ
rn

dt

t

=

rZ
0

n(t; a; f)

t
dt:

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z) =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z:

Alors

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N(r; 1

f
):

Preuve Dé�nissons la fonction h par

h(z) = f(z)z�m:

Il est clair quem = n(0; 0; f)�n(0;1; f) et h(0) 6= 0;1: En e¤et, sim > 0; alors n(0;1; f) =

0 et m = n(0; 0; f); si m < 0; alors n(0;1; f) = �m et n(0; 0; f) = 0; et �nalement si m = 0;

alors n(0; 0; f) = n(0;1; f) = 0: Donc les fonctions h et f ont les mêmes pôles et les mêmes

zéros dans 0 < jzj � r: La formule de Jensen et le Lemme 1.1.2 impliquent

ln jcmj = ln jh(0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei')r�m�� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj

=
1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei')�� d'� (n(0; 0; f)� n(0;1; f)) ln r

+

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt�
rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)
t

dt

=
1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei')�� d'+N(r; f)�N(r; 1

f
):
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Dé�nition 1.1.3 (Fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe non constante

et a un nombre complexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei�)� ajd�; a 6=1

et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei�)�� d�:

Dé�nition 1.1.4 (Fonction caractéristique) On dé�nit la fonction caractéristique de

R.Nevanlinna de la fonction f par

T (r;1; f) = T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = e�z: Nous avons n(t; f) = 0 car f n�admet pas des

pôles, par conséquent

N(r; f) = 0:

De plus

m(r; f) =
1

2�

�Z
��

ln+
��e�r cos ��� d�

=
1

�

�Z
0

ln+
��e�r cos ��� d�

=
1

�

�Z
�
2

(�r cos �)d�

=
r

�
:

Donc

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) =
r

�
:

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z; a 2 C:
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Alors

T (r;
1

f � a) = T (r; f)� ln jcmj+ '(r; a);

où

j'(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

Preuve Si a = 0; alors d�après le Lemme 1.1.1 (c) et la Proposition 1.1.1, on a

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei')�� d'� 1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei')jd'+N(r; f)�N(r;
1

f
)

et

ln jcmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N(r; f)�N(r; 1

f
);

donc

m(r;
1

f
)�N(r; 1

f
) = m(r; f) +N(r; f)� ln jcmj :

D�où

T (r;
1

f
) = T (r; f)� ln jcmj où '(r; 0) = 0: (1.2.1)

Montrons le cas général a 6= 0: Posons h = f � a: Alors

N(r;
1

h
) = N(r;

1

f � a); N(r; h) = N(r; f)

et

m(r;
1

h
) = m(r;

1

f � a):

De plus

ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln+ 2;

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jh+ aj � ln+ jhj+ ln+ jaj+ ln+ 2:

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r; h) � m(r; f) + ln+ jaj+ ln+ 2;

m(r; f) � m(r; h) + ln+ jaj+ ln+ 2:
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Posons

'(r; a) = m(r; h)�m(r; f):

Alors

'(r; a) � ln+ jaj+ ln+ 2:

En appliquant (1:2:1) pour h, on aura

T (r;
1

h
) = m(r;

1

h
) +N(r;

1

h
)

= m(r; h) +N(r; h)� ln jcmj

= m(r; f) +N(r; f) + '(r; a)� ln jcmj

= T (r; f) + '(r; a)� ln jcmj :

Remarque 1.2.1 Le premier théorème fondamental peut être formulé comme suit

T (r;
1

f � a) = T (r; f) +O(1);

pour tout nombre complexe a 6=1:

Proposition 1.2.1 Soient f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d 2 C telles

que ad� bc 6= 0: Alors

1) T (r;
nQ
i=1

fi) �
nP
i=1

T (r; fi); (n � 1):

2) T (r; fn) = nT (r; f); (n 2 N):

3) T (r;
nP
i=1

fi) �
nP
i=1

T (r; fi) + lnn:

4) T (r; af+b
cf+d

) = T (r; f) +O(1); f 6� �d
c
:

Preuve

1) On a

m(r;

nY
i=1

fi) �
nX
i=1

m(r; fi)

et

N(r;
nY
i=1

fi) �
nX
i=1

N(r; fi);

donc

T (r;

nY
i=1

fi) = m(r;

nY
i=1

fi) +N(r;

nY
i=1

fi) �
nX
i=1

m(r; fi) +

nX
i=1

N(r; fi) �
nX
i=1

T (r; fi):
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2) On a jfnj = jf jn � 1 équivaut à jf j � 1: Si jf j � 1; alors m(r; fn) = 0 et N(r; fn) =

nN(r; f): Donc

T (r; fn) = N(r; fn) = nN(r; f) = n(N(r; f) +m(r; f)) = nT (r; f):

Si jf j > 1; alors

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn)

= nm(r; f) + nN(r; f)

= nT (r; f):

3) On a

T (r;

nX
i=1

fi) � N(r;

nX
i=1

fi) +m(r;

nX
i=1

fi)

�
nX
i=1

N(r; fi) +
nX
i=1

m(r; fi) + lnn

=
nX
i=1

T (r; fi) + lnn:

4) Si c = 0, alors

T (r;
af + b

d
) = T (r;

a

d
f +

b

d
)

= T (r;
a

d
f) +O(1)

= T (r; f) +O(1):

Si c 6= 0; alors on écrit

af + b

cf + d
=

a(f + b
a
)

c(f + d
c
)
=
a

c

f + d
c
+ b

a
� d

c

f + d
c

=
a

c

"
1 +

bc� ad
ac

1

f + d
c

#

=
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

:
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D�où

T (r;
af + b

cf + d
) = T (r;

a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

)

= T (r;
bc� ad
c2

1

f + d
c

)

= T (r;
1

f + d
c

) +O(1)

= T (r; f +
d

c
) +O(1)

= T (r; f) +O(1):

Exemple 1.2.1 Soit g(z) = 2ez+3
5ez+7

: Alors

T (r; g) = T (r;
2ez + 3

5ez + 7
)

= T (r; ez) +O(1)

=
r

�
+O(1):

Théorème 1.2.2 Soit R(u) une fonction rationnelle de degré d et f(z) une fonction méro-

morphe. Alors

T (r; R(f)) = dT (r; f(z)) +O(1):

Exemple 1.2.2 Soit f(z) = cos2 z: Alors

T (r; f) = T (r; cos2 z)

= 2T (r; cos z)

= 2[2T (r; eiz) +O(1)]

= 2[
2r

�
+O(1)]

=
4r

�
+O(1):

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) Soit f une fonction méromorphe transcen-

dante. Alors

m(r;
f
0

f
) = S(r; f) = o(T (r; f));

où S(r; f) = O(log T (r; f)+log r) à l�extérieur d�un ensemble E �]0;+1[ de mesure linéaire

�nie.
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1.3 L�ordre de croissance et l�hyper-ordre

Dé�nition 1.3.1 Soit f une fonction entière. L�ordre de croissance et l�hyper-ordre de cette

fonction sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

sup
log logM(r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

sup
log log logM(r; f)

log r
;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :

Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre de croissance et l�hyper-ordre de cette fonction

sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

sup
log T (r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

sup
log log T (r; f)

log r
:

Exemples

1/ La fonction f(z) = e
1
2
z2est d�ordre �(f) = 2 et d�hyper-ordre �2(f) = 0:

2/ La fonction g(z) = exp(exp z) est d�ordre �(g) =1 et d�hyper-ordre �2(g) = 1:

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction entière non constante. L�ordre inférieur et l�hyper-

ordre inférieur de cette fonction sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

inf
log T (r; f)

log r
= lim

r!+1
inf
log logM(r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

inf
log log T (r; f)

log r
= lim

r!+1
inf
log log logM(r; f)

log r
:

1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique, la den-
sité des ensembles

Dé�nition 1.4.1 La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1[ est dé�nie par

m(E) =

+1Z
0

�E(t)dt;



1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique, la densité des ensembles 12

où @E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un

ensemble F � [1;+1[ est dé�nie par

ml(F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; 2] � [0;+1[ est

m(E) =

+1Z
0

�E(t)dt =

2Z
1

dt = 1:

La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e; e4] � [1;+1[ est

ml(F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt =

e4Z
e

dt

t
= 3:

Dé�nition 1.4.2 La densité inférieure et la densité supérieure d�un sous ensemble H �

[0;+1[ sont dé�nies respectivement par

densH = lim
r!+1

inf

rR
0

�H(t)dt

r
= lim

r!+1
inf
m(H \ [0; r])

r
;

densH = lim
r!+1

sup

rR
0

�H(t)dt

r
= lim

r!+1
sup

m(H \ [0; r])
r

:

Exemple 1.4.2 La densité inférieure et la densité supérieure de l�ensemble E = [1; 2] �

[0;+1[ sont

densE = densE = 0:

Dé�nition 1.4.3 On dé�nit l�exposant de convergence des zéros de la fonction f par

�(f) = lim
r!+1

sup
logN(r; 1

f
)

log r
;

et l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�(f) = lim
r!+1

sup
logN(r; 1

f
)

log r
;
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où

�N(r;
1

f
) =

rZ
0

�n(t; 1
f
)� �n(0; 1

f
)

t
dt+ �n(0;

1

f
) log r;

et �n(t; 1
f
) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque jzj � t:

Remarque 1.4.1 L�exposant de convergence des zéros de la fonction 1
f
est aussi dit exposant

de convergence des pôles de la fonction f .

Exemple 1.4.3 L�exposant de convergence de la fonction f(z) = ez + b (où b 6= 0;1) est

égal à 1.

1.5 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

Dé�nition 1.5.1 (L�indice central) Soit f(z) =
+1P
n=0

anz
n une fonction entière. Pour tout

r > 0 la série
+1P
n=0

janj rn est convergente. D�où lim
n!+1

janj rn = 0 et le terme maximal �(r) =

maxfjanj rn; n 2 Ng est bien dé�ni. On dé�nit l�indice central de la fonction f par

�f (r) = maxfm : �(r) = jamj rmg:

Proposition 1.5.1 Soit f une fonction entière d�ordre �(f): Alors

�(f) = lim
r!+1

sup
log �f (r)

log r
= lim

r!+1
sup

log T (r; f)

log r
:

Proposition 1.5.2 Soit f une fonction entière d�ordre in�ni et d�hyper-ordre �2(f): Alors

�2(f) = lim
r!+1

sup
log log �f (r)

log r
= lim

r!+1
sup

log log T (r; f)

log r
;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna de f:

Exemple 1.5.1 Soit P (z) = anzn + :::+ a0; an 6= 0:

Alors �(r) = maxfjajj rj; j = 0; :::; ng = janj rn; r assez grand, et par conséquent

�P (r) = maxfm : jamj rm = janj rng = n:
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1.6 Théorème de factorisation de Hadamard

Dé�nition 1.6.1 (Produits canonique) Soit f une fonction méromorphe transcendante

et soient z1; z2; ::: ses zéros avec 0 < jz1j � jz2j � ::: . Soit p l�entier minimal tel que la série
1X
n=1

1

jznjp+1
;

converge. On appelle

E(u; 0) = 1� u;

E(u; p) = (1� u)eu+
u2

2
+:::+up

p ; p = 1; 2; :::

des facteurs principaux. Le produit in�ni

P (z) =
1Y
n=1

E(
z

zn
; p);

converge uniformément dans chaque domaine �ni dans C et par suite P (z) est entier et

s�appelle le produit canonique de f formé à partir des zéros de f . L�entier p est appelé le

genre du produit canonique.

Théorème 1.6.1 Soit f une fonction méromorphe d�ordre �ni �(f) telle que

f(z) = ckz
k + ck+1z

k+1 + :::; (ck 6= 0);

au voisinage de z = 0 et soient fa1; a2::::g et fb1; b2::::g les zéros et les pôles de f dans C

nf0g; respectivement. Alors

f(z) = zkeQ(z)
P1(z)

P2(z)
;

avec P1(z) et P2(z) sont des produits canonique de f formés à partir des zéros et des pôles

non-nuls de f et Q(z) est un polynome de degré � �(f):



Chapitre 2

Estimation des zéros et croissance des solutions méromorphes

d�équations di¤érentielles linéaires homogènes du second ordre

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va estimer les zéros et étudier la croissance des solutions méromorphes

des équations di¤érentielles linéaires homogènes d�ordre deux à coe¢ cients fonctions méro-

morphes.

Ki-Ho Kwon, Z. X. Chen et C. C. Yang ont étudié la croissance des solutions de l�équation

di¤érentielle linéaire d�ordre deux

f
00
+ A(z)f

0
+B(z)f = 0; (2.1.1)

où A(z) et B(z)(6� 0) sont des fonctions entières.

Ki-Ho Kwon a prouvé dans [17] le théorème suivant :

Théorème A : Soit H un ensemble de nombres complexes véri�ant densf jzj : z 2 H g > 0

et soient A(z) et B(z) des fonctions entières telles que pour certaines constantes � > 0; � > 0;

on a

jA(z)j � expfo(1)jzj�g

et

jB(z)j � expf(1 + o(1))�jzj�g;
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quand z !1 dans H: Alors chaque solution f 6� 0 de l�équation (2:1:1) est d�ordre in�ni et

véri�e

�2(f) � �:

Dans [9], Z. X. Chen et C. C. Yang ont prouvé le théorème suivant :

Théorème B : Soit H un ensemble de nombres complexes véri�ant densf jzj : z 2 H g > 0

et soient A(z) et B(z) des fonctions entières avec �(A) � �(B) = � <1 telles que pour une

constante réelle C > 0 et pour tout " > 0 donné, on a

jA(z)j � expfo(1)jzj��"g

et

jB(z)j � expf(1 + o(1))Cjzj��"g;

quand z !1 dans H: Alors chaque solution f 6� 0 de l�équation (2:1:1) véri�e

�(f) =1 et �2(f) = �(B):

Maintenant�on va étendre ces résultats pour les équations di¤érentielles linéaires d�ordre

deux à coe¢ cients fonctions méromorphes.

Théorème 2.1.1 [3] Soit H un ensemble de nombres complexes véri�ant densf jzj : z 2 H

g > 0 et soient A(z) et B(z) des fonctions méromorphes telles que pour des constantes � > 0;

� > 0 , on a

jA(z)j � expf�jzj�g < jB(z)j ; quand z !1 pour z 2 H:

Si l�équation (2:1:1) admet des solutions méromorphes, alors chaque solution méromorphe

f 6� 0 véri�e

�(f) = �(f) =1 et �2(f) � �:

De plus, si

maxfjA(z)j ; jB(z)jg � expf�jzj�g; quand z !1

avec � > 0 constante, alors chaque solution méromorphe f 6� 0 avec �( 1
f
) < 1 véri�e

�2(f) = �:
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Théorème 2.1.2 [3] Soit H un ensemble de nombres complexes véri�ant densf jzj : z 2 H

g > 0 et soient A(z) et B(z) des fonctions méromorphes avec maxf�(A); �(B)g = � < 1

telles que pour une constante réelle � � 0 et " > 0 su¢ samment petit, on a

jA(z)j � expf�jzj��"g < jB(z)j ; quand z !1 pour z 2 H:

Si l�équation (2:1:1) admet des solutions méromorphes, alors chaque solution méromorphe

f 6� 0 véri�e

�(f) = �(f) =1 et �2(f) � maxf�(A); �(B)g:

De plus, si �( 1
f
) <1 alors �2(f) = maxf�(A); �(B)g:

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe et soient � > 1 et " > 0 des constantes

réelles données. Alors, il existe un ensemble E �]0;+1[ de mesure linéaire �nie et il existe

une constante B > 0 qui dépend de � uniquement tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E;

on a ����f (i)(z)f(z)

���� � B(T (�r; f)r" log T (�r; f))j; j = 1; 2:

Lemme 2.2.2 ([4]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe avec g(z) et d(z) des fonc-

tions entières telles que

�(g) = �(f) = � � �(g) = �(f) � +1 et �(d) = �(d) = �(
1

f
) = � < �:

Soit z un point avec jzj = r surlequel jg(z)j = m(r; g) et �g(r) est noté l�indice central de

g(z): Alors, il existe un ensemble E �]1;+1[ de mesure logarithmique ml(E) < 1 tel que

pour tour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E; on a

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o(1)) (n � 1):
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Lemme 2.2.3 ([9]) Soit g(z) une fonction entière d�ordre in�ni d�hyper-ordre �2(g) = � et

� dénoté l�indice central de g. Alors

lim
r!+1

log log �(r)

log r
= �:

Lemme 2.2.4 ([6]) Supposons que !(z) est une fonction méromorphe avec �(!) = � <1:

Alors pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E �]1;+1[ de mesure linéaire �nie et

une mesure logarithmique �nie tel que

j!(z)j � expfrj�+"g;

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E et r !1:

2.3 Preuves des Théorèmes

2.3.1 Preuve du Théorème 2.1.1

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (2:1:1). Alors de (2:1:1) on peut écrire

f
00

f
+ A(z)

f
0

f
+B(z) = 0;

ce qui nous donne

B(z) = �f
00

f
� A(z)f

0

f

d�où

jBj �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
���� : (2.3.1)

D�après le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E1 �]0;+1[ de mesure linéaire �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 E1; on a����f (i)(z)f(z)

���� � (T (2r; f)r log T (2r; f))j

� T (2r; f)jrT (2r; f)

� rT (2r; f)j+1; j = 1; 2. (2.3.2)
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D�autre part, d�après l�hypothèse du Théorème 2.1.1, il existe un ensemble E2 avec densf jzj

: z 2 E2 g > 0 tel que pour tout z véri�ant z 2 E2; on a

jA(z)j � expf�jzj�g < jB(z)j ; quand z !1: (2.3.3)

De (2:3:3) on a

expf�jzj�g < jB(z)j (2.3.4)

d�où

0 � � < log jB(z)j
jzj� :

De là, il existe une constante � telle que

0 � � < � < log jB(z)j
jzj� :

Et par suite

jA(z)j � expf�jzj�g < expf�jzj�g < jB(z)j ; quand z !1: (2.3.5)

Il s�ensuit de (2:3:1); (2:3:2) et (2:3:5) que pour tout z véri�ant z 2 E2 et jzj = r =2 E1; on a

expf�jzj�g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����

� rT (2r; f)3 + expf�jzj�grT (2r; f)2

� r expf�jzj�gT (2r; f)3 + r expf�jzj�gT (2r; f)3

� 2r expf�jzj�gT (2r; f)3; quand z !1: (2.3.6)

De là, il existe un ensemble E3 �]0;+1[ de densité supérieure positive tel que

expf�jzj�g � 2r expf�jzj�gT (2r; f)3; quand z !1 dans E3

) expf(� � �)r�g � 2rT (2r; f)3; quand r !1 dans E3: (2.3.7)

De (2:3:7), on obtient

(� � �)r� � log 2 + log r + 3 log T (2r; f);
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(� � �) r
�

log r
� log 2

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

d�où

�(f) = �(f) =1: (2.3.8)

Et on a aussi

(� � �)r� � log 2 + log r + 3 log T (2r; f);

log(� � �) + � log r � log log 2 + log log r + log 3 + log log T (2r; f) +O(1);
log(� � �)
log r

+ � � log log 2

log r
+
log log r

log r
+
log 3

log r
+
log 2r

log r

log log T (2r; f)

log 2r
+
O(1)

log r

d�où

�2(f) � �: (2.3.9)

De plus, d�après l�hypothèse du Théorème 2.1.1, il existe un nombre positif R tel que

maxfjA(z)j ; jB(z)jg � expf�jzj�g; � > 0 (2.3.10)

pour jzj = r > R: De même, de l�hypothèse �( 1
f
) <1 et (2:3:8); on obtient

�(
1

f
) < �(f):

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être dé�nie par

f(z) =
g(z)

d(z)
;

avec g(z) et d(z) des fonctions entières telles que

�(g) = �(f) � �(g) = �(f) = +1 et �(d) = �(d) = �(
1

f
) < �(f) = �(g): (2.3.11)

Donc, d�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E4 �]1;+1[ de mesure logarithmique

ml(E4) �nie et choisissons z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg(z)j =M(r; g) tel que

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o(1)) (n � 1): (2.3.12)

Il s�ensuit de (2:1:1) que ����f 00f
���� � jAj ����f 0f

����+ jBj : (2.3.13)
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Remplaçons (2:3:10) et (2:3:12) dans (2:3:13); on obtient�����
�
�g(r)

z

�2
(1 + o(1))

����� � e�r�
�����g(r)z (1 + o(1))

����+ e�r�

)
�
�g(r)

r

�2
j1 + o(1)j � e�r� �g(r)

r
j1 + o(1)j+ e�r� ; (2.3.14)

avec z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ [0; R] [ E4 et jg(z)j =M(r; g):

De (2:3:14) et le Lemme 2.2.3, on obtient�
�g(r)

r

�2
j1 + o(1)j � 2e�r� �g(r)

r
j1 + o(1)j ;

�g(r)

r
� 2Ke�r

�

; K > 0 constante

�g(r) � 2rKe�r
�

;

log �g(r) � log 2 + log r + �r� + logK;

log log �g(r) � log log 2 + log log r + log � + � log r + log logK +O(1);

log log �g(r)

log r
� log log 2

log r
+
log log r

log r
+
log �

log r
+ �+

log logK +O(1)

log r

d�où

�2(g) � �: (2.3.15)

De (2:3:9); (2:3:11) et (2:3:15); on obtient

�2(f) = �:

2.3.2 Preuve du Théorème 2.1.2

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (2:1:1). D�après le lemme 2.2.1, il existe

un ensemble E5 �]0;+1[ de mesure linéaire �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E5;

on a (2:3:2).
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D�autre part, d�après l�hypothèse du Théorème 2.1.2, il existe un ensemble E6 avec densf jzj

: z 2 E6 g > 0 tel que pour tout z véri�ant z 2 E6 et pour � � 0 on a

jA(z)j � expf�jzj��"g < jB(z)j ; quand z !1 pour z 2 E6 (2.3.16)

De (2:3:16) on obtient

expf�jzj��"g < jB(z)j

d�où

0 � � < log jB(z)j
jzj��" : (2.3.17)

D�où, il existe une constante  telle que

0 � � <  < log jB(z)j
jzj��" :

Et par suite

jA(z)j � expf�jzj��"g < expfjzj��"g < jB(z)j ; quand z !1: (2.3.18)

Il s�ensuit de (2:3:1); (2:3:2) et (2:3:18) que pour tout z véri�ant z 2 E6 et jzj = r =2 E5; on a

expfjzj��"g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����

� rT (2r; f)3 + expf�jzj��"grT (2r; f)2

� r expf�jzj��"gT (2r; f)3 + r expf�jzj��"gT (2r; f)3

� 2r expf�jzj��"gT (2r; f)3; quand z !1: (2.3.19)

De là, il existe un ensemble E7 �]0;+1[ de densité supérieure positive tel que

expfjzj��"g � 2r expf�jzj��"gT (2r; f)3; quand z !1 dans E7

) expf( � �)r��"g � 2rT (2r; f)3; quand r !1 dans E7: (2.3.20)

De (2:3:20), on obtient

( � �)r��" � log 2 + log r + 3 log T (2r; f);
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( � �) r
��"

log r
� log 2

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

d�où

�(f) = �(f) =1:

Et on a aussi

( � �)r��" � log 2 + log r + 3 log T (2r; f);

log( � �) + (� � ") log r � log log 2 + log log r + log 3 + log log T (2r; f);
log( � �)
log r

+ (� � ") � log log 2

log r
+
log log r

log r
+
log 3

log r
+
log 2r

log r

log log T (2r; f)

log 2r

d�où

�2(f) � � � ":

et comme " > 0 est arbitraire, on obtient

�2(f) � � = maxf�(A); �(B)g: (2.3.21)

D�une autre part, d�après les hypothèses et le Lemme 2.2.4, pour tout " > 0 donné, il existe

un ensemble E8 �]1;+1[ de mesure linéaire �nie et une mesure logarithmique �nie tel que

jA(z)j � expfr�+"g;

jB(z)j � expfr�+"g

) maxfjA(z)j ; jB(z)jg � expfr�+"g; (2.3.22)

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E8; r !1: De l�hypothèse �( 1
f
) <1 et (2:3:8); on obtient

�(
1

f
) < �(f):

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être dé�nie par

f(z) =
g(z)

d(z)
;

avec g(z) et d(z) des fonctions entières telles que (2:3:11) est réalisée:
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Donc, d�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E9 �]1;+1[ de mesure logarithmique

ml(E9) �nie et choisissons z véri�ant jzj = r =2 [0; 1][E9 et jg(z)j =M(r; g) tel que (2:3:12).

De (2:1:1), on obtient (2:3:13):

Remplaçons (2:3:22) et (2:3:12) dans (2:3:13); on obtient�����
�
�g(r)

z

�2
(1 + o(1))

����� � er�+"
�����g(r)z (1 + o(1))

����+ er�+"

)
�
�g(r)

r

�2
j1 + o(1)j � er�+" �g(r)

r
j1 + o(1)j+ er�+" ; (2.3.23)

avec z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E8 [ E9 et jg(z)j =M(r; g); r !1:

De (2:3:23) et le Lemme 2.2.3, on obtient�
�g(r)

r

�2
j1 + o(1)j � 2er�+" �g(r)

r
j1 + o(1)j ;

�g(r)

r
� 2Ker

�+"

; K > 0 constante

�g(r) � 2rKer
�+"

;

log �g(r) � log 2 + log r + r�+" + logK;

log log �g(r) � log log 2 + log log r + log � + (� + ") log r + log logK +O(1);

log log �g(r)

log r
� log log 2

log r
+
log log r

log r
+
log �

log r
+ � + "+

log logK +O(1)

log r

d�où

�2(f) = �2(g) � � + ":

Comme " > 0 est arbitraire, on obtient

�2(f) � �: (2.3.24)

De (2:3:21) et (2:3:24); on obtient

�2(f) = � = maxf�(A); �(B)g:

Exemple 2.1.1 Soit l�équation

f " +
ez

z + 1
f
0
+
ez

2

z
f = 0; (2.3.25)
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et soit H =]0;+1[; x!1:

On remarque que les conditions du Théorème 2.1.1 sont véri�ées. En e¤et, on a dens H =

1 > 0 et les fonctions ez

z+1
et e

z2

z
sont méromorphes. De plus

jA(z)j =
���� ezz + 1

���� � ex

x+ 1
< e

1
2
x2 < jB(z)j =

�����ez
2

z

����� < ex
2

x
;

quand x!1 pour x 2 H:

D�après le Théorème 2.1.1, si l�équation (2:3:25) admet des solutions méromorphes, alors

chaque solution méromorphe f 6� 0 véri�e

�(f) = �(f) =1 et �2(f) � 2:

De plus, on a

maxfjA(x)j ; jB(x)jg � ex2 ; quand x!1

alors, chaque solution méromorphe f 6� 0 avec �( 1
f
) <1 véri�e �2(f) = 2:



Chapitre 3

Estimation des zéros et croissance des solutions méromorphes

d�équations di¤érentielles linéaires non-homogènes du second

ordre

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va estimer les zéros et étudier la croissance des solutions

méromorphes des équations di¤érentielles linéaires non-homogènes d�ordre deux

à coe¢ cients fonctions méromorphes de la forme

f
00
+ A(z)f

0
+B(z)f = F (z); (3.1.1)

avec A(z); B(z) (6� 0) et F (z) (6� 0) sont des fonctions méromorphes.

Théorème 3.1.1 [3] Soient H; A(z) et B(z) véri�ant les hypothèses du Théorème 2.1.1 et

soit F (z)(6� 0) une fonction méromorphe avec �(F ) <1: Si toutes les solutions de l�équation

(3:1:1) sont des solutions méromorphes et chaque solution f véri�e �( 1
f
) < 1, alors chaque

solution méromorphe f véri�e �(f) = �(f) = 1 et �2(f) = �; avec au plus une solution

exceptionnelle d�ordre �ni.

Théorème 3.1.2 [3] Soient H; A(z) et B(z) véri�ant les hypothèses du Théorème 2.1.2 et

soit F (z)(6� 0) une fonction méromorphe avec �(F ) < 1: Si toutes les solutions de l�équa-

tion (3:1:1) sont méromorphes et chaque solution f véri�e �( 1
f
) < 1, alors chaque solution
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méromorphe f véri�e

�(f) = �(f) = �(f) = �(f) =1

et

�2(f) = �2(f) = �2(f) = �;

avec au plus une solution exceptionnelle f0 telle que

�(f0) � maxf�(f0);maxf�; �(F )gg et �2(f0) = 0:

De plus, si �(f0) < �(f0); alors

�(f0) � maxf�; �(F )g:

Théorème 3.1.3 [3] Soient H; A(z) et B(z) véri�ant les hypothèses du Théorème 2.1.1 et

soit F (z)(6� 0) une fonction méromorphe avec

jF (z)j � expf� jzj�g ou �(F ) < �:

Si l�équation (3:1:1) admet une solution méromorphe alors chaque solution méromorphe f

avec �( 1
f
) < �(f) véri�e

�(f) = �(f) =1 et �2(f) = �:

Théorème 3.1.4 [3] Soient H; A(z) et B(z) véri�ant les hypothèses du Théorème 2.1.2 et

soit F (z)(6� 0) une fonction méromorphe avec �(F ) < �: Si l�équation (3:1:1) admet une

solution méromorphe alors chaque solution méromorphe f avec �( 1
f
) < �(f) véri�e

�(f) = �(f) = �(f) = �(f) =1

et

�2(f) = �2(f) = �2(f) = �:
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3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 Supposons que A(z); B(z); F (z)(6� 0) sont des fonctions méromorphes telles

que �(F ) <1 et véri�ant

1) maxfjA(z)j ; jB(z)jg � c expf� jzj�g; r !1; avec c > 0; � > 0 des constantes ;

ou

2) maxfjA(z)j ; jB(z)jg = � <1:

Si l�équation (3:1:1) admet des solutions méromorphes f et �( 1
f
) < �(f); �(f) = 1; alors

�2(f) � �:

Preuve Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (3:1:1). Alors de la relation

(3:1:1) on a

�f
00

f
= A

f
0

f
+B � F

f
: (3.2.1)

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être dé�nie par

f(z) =
g(z)

d(z)
;

avec g(z) et d(z) des fonctions entières telles que (2:3:11) est réalisée.

D�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E1 �]1;+1[ de mesure logarithmique ml(E1)

�nie et choisissons z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1 et jg(z)j = M(r; g) tel que (2:3:12) est

véri�ée.

Remplaçons (2:3:12) dans (3:2:1); on obtient

�
�
�g(r)

z

�2
(1 + o(1)) = A

�
�g(r)

z

�
(1 + o(1)) +B � F

f
; (3.2.2)

avec z véri�e jzj = r =2 [0; 1] [ E1 et jg(z)j =M(r; g):

1er cas : maxfjA(z)j ; jB(z)jg � c expf� jzj�g:

Soit � = �(F (z)d(z)) <1: D�après le Lemme 2.2.4, on a pour tout " > 0 donné, il existe un

ensemble E2 �]1;+1[ de mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que

jF (z)d(z)j � expfr�+"g; (3.2.3)
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pour jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r !1: Pour un point z pour lequel jg(z)j =M(r; g), on a

� = �(g) = lim inf
r!+1

log logM(r; g)

log r

=) log log jg(z)j
log r

� �� "

=) jg(z)j � expfr��"g:

Comme �(g) � �(g), on prend

jg(z)j � expfr�+1g: (3.2.4)

De (3:2:3) et (3:2:4), on a����F (z)f(z)

���� = ����F (z)d(z)g(z)

���� � expfr�+"g
expfr�+1g ! 0; r !1 (3.2.5)

tel que z véri�e jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg(z)j = M(r; g); r ! 1: D�après l�hypothèse (1), il

existe R > 0 tel que

maxfjA(z)j ; jB(z)jg � c expf� jzj�g; pour r > R: (3.2.6)

De (3:2:2),(3:2:5) et (3:2:6), on a

�
�g(r)

r

�2
j1 + o(1)j =

����A��g(r)r
�
(1 + o(1)) +B � F

f

����
� jAj �g(r)

r
j1 + o(1)j+ jBj+

����Ff
����

� jAj �g(r)
r

j1 + o(1)j+ jBj

� c expf�r�g�g(r)
r

j1 + o(1)j+ c expf�r�g

� 2c expf�r�g�g(r)
r

j1 + o(1)j ; (3.2.7)

où z véri�e jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2[ [0; R] et jg(z)j =M(r; g); r !1:

Par conséquent, de (3:2:7) on obtient
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�g(r)

r
� 2cK expf�r�g; K > 0 constante

�g(r) � 2crK expf�r�g;

log �g(r) � log 2 + log c+ log r + �r� + logK;

log log �g(r) � log log 2 + log log c+ log log r + log � + � log r + log logK +O(1);

log log �g(r)

log r
� log log 2

log r
+
log log c

log r
+
log log r

log r
+
log �

log r
+ �+

log logK +O(1)

log r

d�où

�2(f) = �2(g) � �:

2�eme cas : maxfjA(z)j ; jB(z)jg = � <1:

D�après le Lemme 2.2.4, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de

mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que

maxfjA(z)j ; jB(z)jg � expf� jzj�+"g;

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E6; r !1: Soit � = �(F (z)d(z)): D�après le Lemme 2.2.4, on a pour

tout " > 0 donné, il existe un ensemble E7 � (1;+1) de mesure linéaire �nie et mesure

logarithmique �nie tel que (3:2:3) pour jzj = r =2 [0; 1] [ E7; r ! 1: Pour un point z pour

lequel jg(z)j =M(r; g), on a

jg(z)j � expfr��"g:

Comme �(g) � �(g), on prend (3:2:4): De (3:2:3) et (3:2:4), on a (3:2:5) tel que z véri�e

jzj = r =2 [0; 1] [ E7; r ! 1 et jg(z)j = M(r; g); r ! 1: D�après l�hypothèse (2), il existe

R > 0 tel que

maxfjA(z)j ; jB(z)jg = � <1; pour r > R: (3.2.8)

De (3:2:2),(3:2:5) et (3:2:8), on a
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�
�g(r)

r

�2
j1 + o(1)j =

����A��g(r)r
�
(1 + o(1)) +B � F

f

����
� jAj �g(r)

r
j1 + o(1)j+ jBj+

����Ff
����

� 2
�g(r)

r
j1 + o(1)jmaxfjAj ; jBjg

� 2
�g(r)

r
j1 + o(1)j expfr�+"g:

Donc

�g(r)

r
� 2K expfr�+"g; K > 0 constante

log log �g(r)

log r
� log log r

log r
+
log log 2

log r
+ (�+ ") +

log logK +O(1)

log r

d�où

�2(f) = �2(g) � �+ ":

Comme " > 0 est arbitraire, on obtient

�2(f) � �:

Lemme 3.2.2 Supposons que f(z) et g(z) sont des fonctions méromorphes non-constantes

dans le plan complexe avec �(f) est l�ordre de f et �(g) est l�ordre inférieur de g: Alors

�(f + g) � maxf�(f); �(g)g:

Lemme 3.2.3 Soit a0; a1; :::; ak�1; F (6� 0) des fonctions méromorphes et toute solution

méromorphe f de l�équation

f (k) + ak�1f
(k�1) + :::+ a0f = 0; (3.2.9)

véri�e �(f) =1: Si toutes les solutions de l�équation

f (k) + ak�1f
(k�1) + :::+ a0f = F; (3.2.10)

sont des solutions méromorphes, alors toute solution méromorphe f de (3:2:10) véri�e �(f) =

1; avec au plus une solution exceptionnelle d�ordre �ni.
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Preuve Il est clair que toute solution méromorphe f de (3:2:10) véri�e �(f) = 1; avec au

plus une solution exceptionnelle f0 véri�e �(f0) <1:

On conclut que toute solution méromorphe f 6� f0 de (3:2:10) véri�e �(f) =1: En e¤et, s�il

existe une solution f1(6� f0) telle que �(f1) <1; alors d�après le Lemme 3.2.2, on obtient

�(f0 � f1) � maxf�(f0); �(f1)g <1:

Mais f0 � f1 est une solution de (3:2:9) alors �(f0 � f1) =1: Contradiction. D�où, il existe

au plus une solution exceptionnelle d�ordre �ni.

Lemme 3.2.4 Supposons que f(z) et g(z) sont des fonctions méromorphes non-constantes

dans le plan complexe avec �2(f) et �2(g) comme l�hyper-ordre de f(z) et g(z) respectivement.

Alors

�2(f + g) � maxf�2(f); �2(g)g:

Preuve Supposons que �2(f) � �2(g) <1: D�après la dé�nition de l�hyper-ordre, pour tout

" > 0, il existe un nombre R positif tel que

log log T (r; f)

log r
< �2(f) + "

) log log T (r; f) < log r�2(f)+"

) T (r; f) < expfr�2(f)+"g;

et
log log T (r; g)

log r
< �2(g) + "

) log log T (r; g) < log r�2(g)+"

) T (r; g) < expfr�2(g)+"g;

pour r � R: Notons que

T (r; f + g) � T (r; f) + T (r; g) + log 2

) T (r; f + g) � expfr�2(f)+"g+ expfr�2(g)+"g+ log 2; pour r � R
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� 2 expfr�2(g)+"g+ log 2; pour r � R

) log T (r; f + g) � log 2 + r�2(g)+" + log log 2 +O(1); pour r � R

) log log T (r; f + g)

log r
� log 2

log r
+
r�2(g)+"

log r
+
log log 2

log r
+
O(1)

log r
; pour r � R

) lim
r!1

sup
log log T (r; f + g)

log r
� �2(g) + "; pour tout " > 0:

D�où

�2(f + g) � �2(g):

Lemme 3.2.5 Soit g(z) une fonction entière non-constante d�ordre �ni. Alors, pour tout

" > 0 donné, il existe un ensemble G � [0;+1[ avec dens G = 1 tel que

M(r; g) � expfr�(g)�"g; pour tout r 2 G:

Lemme 3.2.6 Soit !(z) une fonction méromorphe avec �( 1
!
) < �(!) < +1: Alors, pour

tout " > 0 donné, il existe un ensemble H � [0;+1[ avec dens H = 1 tel que

M(r; !) � expfr�(!)�"g; pour tout r 2 H:

Preuve Dé�nissons la fonction ! par

!(z) = zk
g(z)

d(z)
;

avec k un entier, g(z) est une fonction entière et d(z) est le produit canonique formé avec les

pôles non-nuls de !(z): D�où

�(d) = �(d) = �(
1

!
) < �(!) et �(g) = �(!):

D�après le Lemme 3.2.5, pour tout " donné (0 < 2" < �(!) � �( 1
!
)), il existe un ensemble

H1 � [0;+1[ avec dens H1 = 1 tel que

M(r; g) � expfr�(g)�"g = expfr�(!)�"g; pour tout r 2 H1: (3.2.11)

Maintenant, prenons un point zr véri�ant jzrj = r 2 H1 et jg(zr)j =M(r; g): Comme il existe

R > 0 tel que pour r > R; on a

expf�r�( 1! )+"g � jd(zr)j � expfr�(
1
!
)+"g: (3.2.12)
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Posons H = H1 � [0; R]; alors dens H = 1: De (3:2:11) et (3:2:12); on a

M(r; !) �
����zkr g(zr)d(zr)

���� � rk expfr�(!)�"g
expf�r�( 1! )+"g

� rk expfr�(!)�" + r�( 1! )+"g � expfr�(!)�"g;

pour jzrj = r 2 H:

3.3 Preuves des Théorèmes

3.3.1 Preuve du Théorème 3.1.1

Supposons que f est une solution méromorphe de (3:1:1): Il est clair que �(f) =1; avec au

plus une solution exceptionnelle f0 véri�ant �(f0) <1:

D�après (2:3:8) et le Lemme 3.2.3, on obtient �(f) = 1; avec au plus une solution excep-

tionnelle f0: De l�hypothèse �( 1f ) <1; on a �(
1
f
) < �(f) (f 6� f0): Alors, d�après le Lemme

3.2.1 on a

�2(f) � � (f 6� f0):

Clairement on a �2(f0) � �:Alors, chaque solution méromorphe f de (3:1:1) véri�e �2(f) � �:

On conclut que �2(f) = �; avec au plus une solution exceptionnelle f0: En e¤et, s�il existe

une deuxième solution f1 de (3:1:1) véri�ant �2(f1) < �; alors, d�après le Lemme 3.2.4, on

obtient

�2(f1 � f0) � maxf�2(f1); �2(f0)g < �;

mais, f1 � f0 est une solution de l�équation (3:1:1) véri�ant �2(f1 � f0) = �: Contradiction.

3.3.2 Preuve du Théorème 3.1.2

Supposons que f est une solution méromorphe de (3:1:1). Il est clair que �(f) =1; avec au

plus une solution exceptionnelle f0 véri�ant �(f0) <1:

D�après (2:3:8) et le Lemme 3.2.3, on obtient �(f) = 1; avec au plus une solution excep-

tionnelle f0: De l�hypothèse �( 1f ) <1; on a �(
1
f
) < �(f) (f 6� f0): Alors, d�après le Lemme

3.2.1 on a

�2(f) � �; (f 6� f0):

Clairement on a �2(f0) � �:Alors, chaque solution méromorphe f de (3:1:1) véri�e �2(f) � �:



3.3 Preuves des Théorèmes 35

On conclut que �2(f) = �; avec au plus une solution exceptionnelle f0 d�ordre �ni: En e¤et,

s�il existe une deuxième solution f1 de (3:1:1) véri�ant �2(f1) < �; alors d�après le Lemme

3.2.4 on obtient

�2(f1 � f0) � maxf�2(f1); �2(f0)g < �;

mais, f1 � f0 est une solution de l�équation (2:1:1) véri�ant �2(f1 � f0) = �: Contradiction.

D�après (3:1:1); il est clair que si f admet comme zéro z0 d�ordre m > 2 et A(z); B(z)

sont analytiques en z0, alors F admet nécessairement comme zéro z0 d�ordre m� 2: D�où on

obtient pour F 6� 0

N(r;
1

f
) � 2N(r; 1

f
) +N(r;

1

F
) +N(r; A) +N(r; B): (3.3.1)

De (3:1:1); on obtient

1 =
f
00

F
+ A(z)

f
0

F
+B(z)

f

F

) 1 =
1

F
(f

00
+ A(z)f

0
+B(z)f)

) 1

f
=
1

F
(
f
00

f
+ A(z)

f
0

f
+B(z)) (3.3.2)

) m(r;
1

f
) � m(r; 1

F
(
f
00

f
+ A(z)

f
0

f
+B(z)))

� m(r;
1

F
) +m(r;

f
00

f
) +m(r; A) +m(r;

f
0

f
) +m(r; B) +O(1): (3.3.3)

De (3:3:1) et (3:3:3); on obtient

N(r;
1

f
) +m(r;

1

f
) � 2N(r;

1

f
) +N(r;

1

F
) +N(r; A) +N(r; B) +m(r;

1

F
)

+m(r;
f
00

f
) +m(r; A) +m(r;

f
0

f
) +m(r; B) +O(1)

) T (r;
1

f
) � 2N(r; 1

f
) + T (r;

1

F
) + T (r; A) + T (r; B) +O(1)

) T (r;
1

f
) = T (r; f) +O(1) � 2N(r; 1

f
) + T (r;

1

F
) + T (r; A)

+T (r; B) +M log(rT (r; f)) +O(1)

) T (r; f) = T (r;
1

f
) +O(1) � 2N(r; 1

f
) +M log(rT (r; f))

+T (r; F ) + T (r; A) + T (r; B); (3.3.4)
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pour jzj = r à l�extérieur d�un ensemble E �]0;1[ de mesure linéaire �nie, avec M > 0 une

constante convenable.

Pour tout " > 0 et pour r su¢ samment large, on obtient

M log(rT (r; f)) � 1

2
T (r; f): (3.3.5)

Comme �(F ) <1; alors

�(F ) = lim
r!+1

sup
log T (r; F )

log r
) T (r; F ) � r�(F )+";

maxf�(A); �(B)g = � <1) T (r; A) + T (r; B) � 2rmaxf�(A);�(B)g+" � 2r�+"

d�où

T (r; F ) + T (r; A) + T (r; B) � 3rmaxf�;�(F )g+": (3.3.6)

D�après (3:3:4); (3:3:5) et (3:3:6); on obtient

T (r; f) � 2N(r; 1
f
) +

1

2
T (r; f) + 3rmaxf�;�(F )g+"

) 1

2
T (r; f) � 2N(r; 1

f
) + 3rmaxf�;�(F )g+"

) T (r; f) � 4N(r; 1
f
) + 6rmaxf�;�(F )g+" (3.3.7)

pour jzj = r =2 E: Par coséquent de (3:3:7) on obtient

log T (r; f) � log 4 + logN(r; 1
f
) + log 6 + (maxf�; �(F )g+ ") log r;

) log T (r; f)

log r
� log 4

log r
+
logN(r; 1

f
)

log r
+
log 6

log r
+ (maxf�; �(F )g+ ")

) �(f) � �(f)

et

log T (r; f) � log 4 + logN(r; 1
f
) + log 6 + (maxf�; �(F )g+ ") log r

) log log T (r; f) � log log 4 + log logN(r; 1
f
) + log log 6 + log(maxf�; �(F )g+ ")

+ log log r +O(1)

) log log T (r; f)

log r
� log log 4

log r
+
log logN(r; 1

f
)

log r
+
log log 6

log r
+
log(maxf�; �(F )g+ ")

log r

+
log log r

log r
+
O(1)

log r
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) �2(f) � �2(f):

Comme �(f) = 1 alors �(f) = �(f) = �(f) = �(f) = 1; et comme �2(f) = � alors

�2(f) = �2(f) = �2(f) = �: De (3:3:7); on a

T (r; f0) � 4N(r;
1

f0
) + 6rmaxf�;�(F )g+"; (3.3.8)

pour jzj = r =2 E:

Donc

log T (r; f0) � log 4 + logN(r;
1

f0
) + log 6 + (maxf�; �(F )g+ ") log r

) �(f0) � maxf�(f0);maxf�; �(F )gg

et

�2(f0) = 0:

Si �(f0) < �(f0); alors

log T (r; f0) � log 4 + logN(r;
1

f0
) + log 6 + (maxf�; �(F )g+ ") log r

) log log T (r; f0) � log log 4 + log logN(r;
1

f0
) + log log 6 + log(maxf�; �(F )g+ ")

+ log log r +O(1)

) log log T (r; f0)

log r
� log log 4

log r
+
log logN(r; 1

f0
)

log r
+
log log 6

log r
+
log(maxf�; �(F )g+ ")

log r

+
log log r

log r
+
O(1)

log r

) �2(f0) � �2(f0):

3.3.3 Preuve du Théorème 3.1.3

1er cas : jF (z)j � expf� jzj�g; z !1:

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (3:1:1) et �(f) <1: Alors de (3:1:1)

on a
f
00

f
+ A(z)

f
0

f
+B(z) = F (z)

) B(z) = �f
00

f
� A(z)f

0

f
� F (z)



3.3 Preuves des Théorèmes 38

) jBj �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

���� (3.3.9)

D�après le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E1 �]0;+1[ de mesure linéaire �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 E1; on a (2:3:2).

D�après l�hypothèse du Théorème 2.1.1, il existe un ensemble E2 avec densf jzj : z 2 E2
g > 0 tel que pour tout z véri�ant z 2 E2; on a (2:3:3):

De la relation (2:3:3) on obtient (2:3:4): D�où, il existe une constante � telle que

0 � � < � < log jB(z)j
jzj�

Et par suite

jA(z)j � expf�jzj�g < expf�jzj�g < jB(z)j ; quand z !1:

D�où

maxfjA(z)j ; jF (z)jg � expf�jzj�g < expf�jzj�g < jB(z)j ; (3.3.10)

quand � > �; z !1 pour z 2 H:

De l�hypothèse �( 1
f
) < �(f) et le Lemme 3.2.6, on obtient pour tout " donné (0 < " < �(f));

il existe un ensemble H1 � [0;+1[ avec dens H1 = 1 tel que

M(r; f) � expfr�(f)�"g; (3.3.11)

pour tout r 2 H1:

Soit z un point tel que jzj = r où jf(z)j =M(r; f): Alors, de (3:3:11) on obtient

jf(z)j � expfr�(f)�"g � 1; (3.3.12)

pour tout z véri�ant jzj = r 2 H1 et jf(z)j =M(r; f):

D�où, il résulte de (2:3:2); (3:3:9); (3:3:10) et (3:3:12) pour tout z 2 H; jzj = r 2 H1nE1 et

jf(z)j =M(r; f)

expf�jzj�g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

����
� rT (2r; f)3 + expf�jzj�grT (2r; f)2 + expf�jzj�g

� 3r expf�jzj�gT (2r; f)3; quand z !1: (3.3.13)
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Ainsi, il existe un ensemble E = fjzj : z 2 Hg \H1 �]0;+1[ de densité supérieure positive

tel que

expf�jzj�g � 3r expf�jzj�gT (2r; f)3

) expf(� � �)r�g � 3rT (2r; f)3; (3.3.14)

quand z !1 dans EnE1 et jf(z)j =M(r; f). D�où, de (3:3:14), on obtient

(� � �)r� � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)

) (� � �) r
�

log r
� log 3

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

) �(f) � 1

) �(f) =1;

contradiction avec �(f) <1: D�où, on conclut que �(f) =1:

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être dé�nie par

f(z) =
g(z)

d(z)
;

avec g(z) et d(z) des fonctions entières telles que

�(g) = �(f) =1 et �(d) = �(d) = �(
1

f
) < �(f):

Alors, d�après le Lemme 2.2.4, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E3 �]1;+1[ de

mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que

jd(z)j � expfr�(d)+"g; (3.3.15)

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E3; r !1: De (3:3:15), on obtient

jF (z)d(z)j � expf�r� + r�(d)+"g; (3.3.16)

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E3; r !1:
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Comme �(g) = 1; alors pour un point z véri�ant jg(z)j = M(r; g) et pour r su¢ samment

grand, on obtient

jg(z)j � expfr�+�(d)+1g: (3.3.17)

De (3:3:16) et (3:3:17); on voit que pour un point z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3; jg(z)j =

M(r; g) et r !1; on obtient����F (z)f(z)

���� = ����F (z)d(z)g(z)

���� � expf�r� + r�(d)+"g
expfr�+�(d)+1g ! 0: (3.3.18)

Il résulte de (2:3:2); (3:3:9); (3:3:10) et (3:3:18) que pour tout z véri�ant z 2 H; jzj = r =2

[0; 1] [ E1 [ E3; jg(z)j =M(r; g) et r !1; on obtient

expf�jzj�g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

����
� rT (2r; f)3 + expf�jzj�grT (2r; f)2 +O(1)

� 3r expf�jzj�gT (2r; f)3: (3.3.19)

Ainsi, il existe un ensemble E
0
= fjzj : z 2 H; jzj = r =2 ([0; 1] [ E1 [ E3)g de densité

supérieure positive véri�ant (3:3:14) quand r !1 dans E
0
et jg(z)j =M(r; g).

D�où, de(3:3:14) on a

(� � �)r� � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)

) (� � �) r
�

log r
� log 3

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

) �(f) =1

et

(� � �)r� � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)

) log(� � �) + � log r � log log 3 + log log r + log 3 + log log T (2r; f) +O(1)

) log(� � �)
log r

+ � � log log 3

log r
+
log log r

log r
+
log 3

log r
+
log 2r

log r

log log T (2r; f)

log 2r
+
O(1)

log r

) �2(f) � �:

De l�hypothèse �( 1
f
) < �(f); on obtient �( 1

f
) < �(f): Alors de (3:1:1) on obtient (3:2:1):

D�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E4 �]1;+1[ de mesure logarithmique �nie et

choisissons z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg(z)j =M(r; g) tel que (2:3:12):
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Substituons (2:3:12) dans (3:2:1); on obtient (3:2:2); avec z véri�e jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et

jg(z)j =M(r; g):

De l�hypothèse du Théorème 2.1.1, il existe R > 0 tel que

maxfjA(z)j ; jB(z)jg � expf�jzj�g; (3.3.20)

pour r > R:

De (3:2:2); (3:3:18) et (3:3:20); on obtient�����
�
�g(r)

z

�2
(1 + o(1))

����� � jAj
�����g(r)z (1 + o(1))

����+ jBj+ ����Ff
����

� e�r
� �g(r)

r
j1 + o(1)j+ e�r� + o(1)

� 3e�r
� �g(r)

r
j1 + o(1)j ; (3.3.21)

avec z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ [0; R] [ E4 et jg(z)j =M(r; g) quand r !1:

De (3:3:21) et le Lemme 2.2.3, on obtient

�g(r)

r
� 3Ke�r� ; K > 0 constante

�g(r) � 3rKe�jzj
�

;

log �g(r) � log 3 + log r + �r� + logK;

log log �g(r) � log log 3 + log log r + log � + � log r + log logK +O(1);

log log �g(r)

log r
� log log 3

log r
+
log log r

log r
+
log �

log r
+ �+

log logK +O(1)

log r
;

�2(f) = �2(g) � �:

D�où

�2(f) = �:

2�eme cas : �(F ) < �:

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (3:1:1) et �(f) <1:
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D�après le Lemme 2.2.4, on a pour tout " donné (0 < " < � � �(F )); il existe un ensemble

E5 �]1;+1[ de mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que

jF (z)j � expfr�(F )+"g;

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r !1

D�après le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E6 �]0;+1[ de mesure linéaire �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 E6; on a (2:3:2).

D�après l�hypothèse du Théorème 2.1.1, il existe un ensemble E7 avec densf jzj : z 2 E7
g > 0 tel que pour tout z véri�ant z 2 E7; on a (2:3:3):

D�où, il existe une constante � telle que

0 � � < � < log jB(z)j
jzj� :

Et par suite

jA(z)j < expf�jzj�g < expf�jzj�g < jB(z)j ; quand z !1:

De l�hypothèse �( 1
f
) < �(f) et le Lemme 3.2.6, on obtient pour tout " donné (0 < " < �(f));

il existe un ensemble H2 � [0;+1[ avec dens H2 = 1 tel que (3:3:11) pour tout r 2 H2:

Soit z un point tel que jzj = r où jf(z)j = M(r; f): Alors, de (3:3:11) on obtient (3:3:12)

pour tout z véri�ant jzj = r 2 H2 et jf(z)j =M(r; f):

D�où, il résulte de (2:3:2); (3:3:9); (3:3:10) et (3:3:12) que pour tout z 2 H; jzj = r 2 H2nE6
et jf(z)j =M(r; f)

expf�jzj�g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

����
� rT (2r; f)3 + expf�jzj�grT (2r; f)2 + expfr�(F )+"g

� 3r expf�jzj� + r�(F )+"gT (2r; f)3; quand z !1: (3.3.22)

Ainsi, il existe un ensemble E = fjzj : z 2 Hg \H2 �]0;+1[ de densité supérieure positive

tel que

expf�r�g � 3r expf�r� + r�(F )+"gT (2r; f)3
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) expf(� � �)r� � r�(F )+"g � 3rT (2r; f)3; (3.3.23)

quand z !1 dans EnE6 et jf(z)j =M(r; f).

D�où, de (3:3:23), on obtient

(� � �)r� � log 3 + log r + 3 log T (2r; f);

(� � �) r
�

log r
� log 3

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

) �(f) � 1

) �(f) =1;

contradiction avec �(f) <1: D�où, on conclut que �(f) =1:

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être dé�nie par

f(z) =
g(z)

d(z)
;

avec g(z) et d(z) des fonctions entières telles que

�(g) = �(f) =1 et �(d) = �(d) = �(
1

f
) < �(f):

Alors, d�après le Lemme 2.2.4, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E8 �]1;+1[

de mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que on a (3:3:15) pour jzj = r =2

[0; 1] [ E8; r !1:

De (3:3:15), on obtient

jF (z)d(z)j < expfr� + r�(d)+"g; (3.3.24)

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E8; r !1:

Comme �(g) = 1; alors pour un point z véri�ant jg(z)j = M(r; g) et pour r su¢ samment

grand, on obtient

jg(z)j � expfr�+�(d)+1g: (3.3.25)
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De (3:3:24) et (3:3:25); on voit que pour un point z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E8; jg(z)j =

M(r; g) et r !1; on obtient����F (z)f(z)

���� = ����F (z)d(z)g(z)

���� < expfr� + r�(d)+"g
expfr�+�(d)+1g ! 0: (3.3.26)

Il résulte de (2:3:2); (3:3:9); (3:3:10) et (3:3:25) que pour tout z véri�ant z 2 H; jzj = r =2

[0; 1] [ E6 [ E8; jg(z)j =M(r; g) et r !1; on obtient

expf�jzj�g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

����
� rT (2r; f)3 + expf�jzj�grT (2r; f)2 + o(1)

� 3r expf�jzj�gT (2r; f)3:

Ainsi, il existe un ensemble E
00
= fjzj : z 2 H; jzj = r =2 ([0; 1] [ E6 [ E8)g de densité

supérieure positive véri�ant (3:3:14) quand r !1 dans E
00
et jg(z)j =M(r; g).

d�où, de (3:3:14) on obtient

(� � �)r� � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)

) (� � �) r
�

log r
� log 3

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

) �(f) =1;

et

(� � �)r� � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)

) log(� � �) + � log r � log log 3 + log log r + log 3 + log log T (2r; f) +O(1)

) log(� � �)
log r

+ � � log log 3

log r
+
log log r

log r
+
log 3

log r
+
log 2r

log r

log log T (2r; f)

log 2r
+
O(1)

log r

) �2(f) � �:

De l�hypothèse �( 1
f
) < �(f); on obtient �( 1

f
) < �(f): Alors de (3:1:1) on obtient (3:2:1):

D�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E4 �]1;+1[ de mesure logarithmique �nie et

choisissons z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg(z)j =M(r; g) tel que (2:3:12):

Substituons (2:3:12) dans (3:2:1); on obtient (3:2:2); avec z véri�e jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et

jg(z)j =M(r; g):
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De l�hypothèse du Théorème 2.1.1, il existe R > 0 tel que (3:3:20) pour r > R:

De (3:2:2); (3:3:18) et (3:3:20); on obtient (3:3:21) avec z véri�ant jzj = r =2 [0; 1][ [0; R][E4
et jg(z)j =M(r; g) quand r !1:

De (3:3:21) et le Lemme 2.2.3, on obtient �2(f) � �:

D�où

�2(f) = �:

3.3.4 Preuve du Théorème 3.1.4

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (3:1:1) et �(f) <1:

D�après le Lemme 2.2.4, on a pour tout " donné (0 < " < ���(F )
2
); il existe un ensemble

E1 �]1;+1[ de mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que

jF (z)j � expfr�(F )+"g:

D�après le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E2 �]0;+1[ de mesure linéaire �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 E2; on a (2:3:2).

D�après l�hypothèse du Théorème 2.1.2, il existe un ensemble E3 avec densf jzj : z 2 E3
g > 0 tel que pour tout z véri�ant z 2 E3; on a (2:3:3):

D�où, il existe une constante � telle que

0 � � < � < log jB(z)j
jzj��" :

Et par suite

jA(z)j < expf�jzj��"g < expf�jzj��"g < jB(z)j ; quand z !1: (3.3.27)

De l�hypothèse �( 1
f
) < �(f) et le Lemme 3.2.6, on obtient pour tout " donné (0 < " < �(f));

il existe un ensemble H3 � [0;+1[ avec dens H3 = 1 tel que (3:3:11) pour tout r 2 H3:

Soit z un point tel que jzj = r où jf(z)j = M(r; f): Alors, de (3:3:11) on obtient (3:3:12)

pour tout z véri�ant jzj = r 2 H3 et jf(z)j =M(r; f):

D�où, il résulte de (2:3:2); (3:3:9); (3:3:27)et (3:3:12) que pour tout z 2 H; jzj = r 2 H3nE2
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et jf(z)j =M(r; f)

expf�jzj��"g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

����
� rT (2r; f)3 + expf�jzj��"grT (2r; f)2 + expfr�(F )+"g

� 3r expf�jzj��" + r�(F )+"gT (2r; f)3; quand z !1: (3.3.28)

Ainsi, il existe un ensemble E = fjzj : z 2 Hg \H3 �]0;+1[ de densité supérieure positive

tel que

expf�r��"g � 3r expf�r��" + r�(F )+"gT (2r; f)3

) expf(� � �)r��" � r�(F )+"g � 3rT (2r; f)3; (3.3.29)

quand z !1 dans EnE1 et jf(z)j =M(r; f).

D�où, de (3:3:29), on obtient

expf(� � �)r��"(1 + o(1))g � 3rT (2r; f)3;

(� � �)r��"(1 + o(1)) � log 3 + log r + 3 log T (2r; f);

(� � �)(1 + o(1)) r
��"

log r
� log 3

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r
;

) �(f) � 1

) �(f) =1;

contradiction avec �(f) <1: D�où, on conclut que �(f) =1:

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être dé�nie par

f(z) =
g(z)

d(z)
;

avec g(z) et d(z) des fonctions entières telles que

�(g) = �(f) =1 et �(d) = �(d) = �(
1

f
) < �(f):
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Alors, d�après le Lemme 2.2.4, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E4 �]1;+1[ de

mesure linéaire �nie et mesure logarithmique �nie tel que (3:3:15) pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4;

r !1:De (3:3:15), on obtient

jF (z)d(z)j � expfr�(F )+" + r�(d)+"g; (3.3.30)

pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r !1:

Comme �(g) = 1; alors pour un point z véri�ant jg(z)j = M(r; g) et pour r su¢ sament

grand, on obtient

jg(z)j � expfr�+�(d)+1g: (3.3.31)

De (3:3:16) et (3:3:17); on voit que pour un point z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E4; jg(z)j =

M(r; g) et r !1; on obtient����F (z)f(z)

���� = ����F (z)d(z)g(z)

���� � expfr�(F )+" + r�(d)+"g
expfr�+�(d)+1g ! 0: (3.3.32)

Il résulte de (2:3:2); (3:3:9); (3:3:10) et (3:3:18) que pour tout z véri�ant z 2 H; jzj = r =2

[0; 1] [ E2 [ E4; jg(z)j =M(r; g) et r !1; on obtient

expf�jzj��"g < jB(z)j �
����f 00f

����+ jAj ����f 0f
����+ ����Ff

����
� rT (2r; f)3 + expf�jzj��"grT (2r; f)2 +O(1)

� 3r expf�jzj��"gT (2r; f)3: (3.3.33)

Ainsi, il existe un ensemble E
000
= fjzj : z 2 H; jzj = r =2 ([0; 1] [ E2 [ E4)g de densité

supérieure positive véri�ant (3:3:14) quand r !1 dans E
000
et jg(z)j =M(r; g).

D�où, de (3:3:33) on obtient

(� � �)r��" � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)

) (� � �) r
��"

log r
� log 3

log r
+ 1 + 3

log 2r

log r

log T (2r; f)

log 2r

) �(f) =1;

et

(� � �)r��" � log 3 + log r + 3 log T (2r; f)
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) log(� � �) + (� � ") log r � log log 3 + log log r + log 3 + log log T (2r; f) +O(1)

) log(� � �)
log r

+ (� � ") � log log 3

log r
+
log log r

log r
+
log 3

log r
+
log 2r

log r

log log T (2r; f)

log 2r
+
O(1)

log r

) �2(f) � � � ":

et comme " > 0 est arbitraire, on obtient

�2(f) � � = maxf�(A); �(B)g:

D�une autre part, de l�hypothèse �( 1
f
) < �(f); on obtient �( 1

f
) < �(f): Alors d�après le

Lemme 3.2.1, on obtient �2(f) � �: Et par conséquent �2(f) = �:

D�après (3:1:1); il est clair que si f admet comme zéro z0 d�ordre m > 2 et A(z); B(z)

sont analytiques en z0, alors F admet nécessairement comme zéro z0 d�ordre m� 2: D�où on

obtient pour F 6� 0 (3:3:1):

De (3:1:1); on obtient (3:3:2): Et par suite; on a (3:3:3):

De (3:3:1) et (3:3:3); on obtient (3:3:4) pour jzj = r à l�extérieur d�un ensemble E �]0;1[

de mesure linéaire �nie, avec M > 0 une constante convenable.

Pour tout " > 0 et pour r su¢ samment large, on obtient (3:3:5).

Comme �(F ) <1; alors

T (r; F ) � r�(F )+";

maxf�(A); �(B)g = � <1) T (r; A) + T (r; B) � 2rmaxf�(A);�(B)g+" = 2r�+"

d�où

T (r; F ) + T (r; A) + T (r; B) � 3rmaxf�;�(F )g+" = 3r�+": (3.3.34)

D�après (3:3:4); (3:3:5) et (3:3:34); on obtient

T (r; f) � 2N(r; 1
f
) +

1

2
T (r; f) + 3r�+"

) 1

2
T (r; f) � 2N(r; 1

f
) + 3r�+"

) T (r; f) � 4N(r; 1
f
) + 6r�+"; (3.3.35)

pour jzj = r =2 E: Par coséquent, de (3:3:35) on aura

log T (r; f) � log 4 + logN(r; 1
f
) + log 6 + (� + ") log r
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) log T (r; f)

log r
� log 4

log r
+
logN(r; 1

f
)

log r
+
log 6

log r
+ (� + ")

) �(f) � �(f);

et

log T (r; f) � log 4 + logN(r; 1
f
) + log 6 + (� + ") log r

) log log T (r; f) � log log 4 + log logN(r; 1
f
) + log log 6 + log(� + ") + log log r +O(1)

) log log T (r; f)

log r
� log log 4

log r
+
log logN(r; 1

f
)

log r
+
log log 6

log r
+
log(� + ")

log r
+
log log r

log r
+
O(1)

log r

) �2(f) � �2(f):

Comme �(f) = 1 alors �(f) = �(f) = �(f) = �(f) = 1; et comme �2(f) = � alors

�2(f) = �2(f) = �2(f) = �:
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