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Objectifs de ce travail

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

-Dans le premier chapitre, on a une introduction générale ot on va motiver ce travail,
puis on présente une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour le développement
des chapitres qui suivant.

-Le deuxiéme chapitre illustre les concepts de base et les principales propriétés des opé-
rateurs d’ordre fractionnaire y sont répertoriés.

-Dans le dernier chapitre, on présente une petite contribution aux inégalités intégrales
d’ordre arbitraire.



Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Historique

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. Son histoire remonte[1]
au début du 17 siécle alors que Leibniz a écrit une lettre & L’Hopital et lui a soulevé la
question suivante : "est ce qu’on a un sens de dérivée d’ordre non entier".

L’Hopital était un peut curieux au sujet de la question et répondit par une autre simple
de Leibniz "que faire si 'ordre sera 1/2 ".

Cette lettre de L’Hopital datée du 30 septembre 1695 est considérée comme la naissance

exacte du calcul fractionnaire. ] ] ) o
Cette théorie était au début comme un jeu d’esprit pour certains mathématiciens de

renommeée, qui voulaient généraliser la notion de différentiation d’ordre entier par des opé-
rateurs d’ordre fractionnaire permettant le calcul de la dérivée « réel d’une fonction dif-

férentiable f(t), soit D*{f(t)} = —daﬂt)

dt>
Leibniz(1695-1697) et Euler (1730).
Cette théorie a été largement développée jusqu’a nos jours de nombreux mathématiciens
ont contribué a ce développement jusqu’a la moitié du siécle passé dont nous pouvons citer :
P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823 — 1826), J. Liouville (1823 —
1826), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865 — 1867), A.K. Grunwald (1867 — 1872),
A.V. Letnikov (1868 — 1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890),
J. Hadamard (1892), O. Heavisid (1892 — 1912), S. Pincherle (1902), H. Weyl (1917),
P. L’evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924 — 1936), A. Zygmund (1935 —
1945),
E.R. Amour (1938 — 1996), A. Erd’elyi (1939 — 1965), H. Kober (1940), D.V. Wider
(1941), M. Riez (1949).

perméttant de quelques spéculations de G. W

1.2 Motivation

1.2.1 Modélisation d’ordre non entier

Parallelemenet au progres théoriques, quelques aspects pratiques limités du calcul frac-
tionnaire, ont été développés par Abel (1823 — 1825), Boole (1824), Heavisid (1892 — 1922)
et Germant (1936) pour résoudre certains problémes physiques.

Ce n’est qu’au début des années 1950 que Van Der Ziel dans ses recherches sur les spectres
de bruits des semi-conducteurs, puis Davidson et Cole dans leurs travaux sur la relaxation
diélectrique dans certains liquides ont pu modéliser des phénomeénes naturels en faisant appel
a la dérivée fractionnaire.
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Depuis ces découvertes, beaucoup de contributions autant théoriques que pratiques ont
montré I'importance des systémes d’ordre fractionnaires et leurs intérét dans différentes disci-
plines telle que : I’éléctricité, la chimie, la biologie, ’économie, I’automatique et le traitement
du signal.

De méme, les systémes d’ordre fractionnaires ont été utilisés dans d’autres domaines de
la physique comme la rhéologie, I’électronique,...[2]. Dans tous les cas, ces systémes sont par-
ticulierement adaptés pour modéliser soit des phénomeénes physiques de nature diffusive[3],
soit des phénomeénes intervenant sur un support physique de nature fractale.

1.2.2 Modéles Rhéologiques Elémentaires

Ce paragraphe concerne 1’étude de modéles rhéologiques permettant de décrire le com-
portement linéaire des matériaux viscoélastiques [4] - [5].

L’assemblage plus ou moins complexe des modeles rhéologiques de base constitués uni-
quement de ressorts ou d’amortisseurs visqueux (Figurel) est utilisé habituellement pour
décrire le comportement des corps viscoélastiques linéaires. On se limite ici au cas unidimen-

sionnel.
L’¢élasticité est définie par la loi de Hooke : o(t) = Fe(t). Le ressort représente un élément

élastique idéal : la contrainte o est proportionnelle & la déformation e.
La loi du frottement visqueux de Newton : o(t) = n°e(t) se représente par un amortisseur :
la contrainte o est proportionnelle & la vitesse de déformation .

AW ——

Ressort d"élasticité E Amortisseur de viscosite 1

FIG 1 : Eléments rhéologiques usuels en viscoélasticité

En combinant ces éléments purement élastiques et purement dissipatifs, nous obtenons
des modeles viscoélastiques linéaires classiques de la littérature (Figure.2).
Ils sont au nombre de trois : Kelvin-Voigt, Maxwell et Zener.

—-_I:I_— —w—ﬂl:l—

] n

FIG 2 :Modéles rhéologiques usuels

Modéle de Kelvin-Voigt

Ce modele résulte de I'association en parallele d’'un ressort de module d’élasticité E; et
d’un amortisseur de viscosité 7.
[’équation différentielle de comportement du modeéle s’écrit donc :

o(t) = E1e(t) + ne(t).
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Modéle de Maxwell

Ce modele est formé de 'association en série d’un ressort et d’un amortisseur.
L’équation différentielle de comportement du modeéle est :

() = o (t) + 2o (t).

T E, n

Modéle de Zener

Le modele de Zener est constitué d’'un modeéle de Kelvin-Voigt de paramétres (F1,n) en
série avec un ressort de module d’élasticité Ej.

Si g9 et 1 représentent respectivement la déformation de chacun des ressorts et o la
contrainte associée, on a :

E=¢&y+ €1,
g = E()Z‘:o7

o= Ee; +nei(t),

ou ¢ est la déformation totale du modele.
En combinant ces trois relations ci-dessus, ’équation de comportement s’écrit :

(Eo + Er)e(t) +no(t) = Eo(Ere +ne(t)).

1.2.3 Modéles Rhéologiques Fractionnaires

Les modeéles rhéologiques présentés dans la section précédente sont constitués de ressort
et d’amortisseur.

En introduisant I'opérateur différentiel non entier D? la relation contraite-déformation
pour le ressort et 'amortisseur s’écrit classiquement :

o(t) = ETD%(t).

Pour a = 0, on retrouve un ressort pur de module d’élasticité F.
Pour a@ = 1, on retrouve un amortisseur pur visqueux de viscosité n = ET.
Et pour 0 < a < 1, on introduit un nouvel élément nommé "spring pot".

FIG 3 : Spring pot

En remplacant dans les modeles classiques vus précédemment, I’amortisseur visqueux par
le spring-pot, nous obtenons des modéles rhéologiques fractionnaires que nous appellerons :
Kelvin-Voigt fractionnaire, Maxwell fractionnaire, Zener fractionnaire.

Ces modeles sont décrits sur la ( Figured) ci-dessous :
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E,

—AAAN— E, E, G o —AW— B
— - —w—)— | AW—
Gm:a

Kelvin-Voigt Fractionnaire (KVF) Maxwell Fractionnaire (MF) Zener Fractionnaire (ZF)

FIG 4 :Modéles frectionnaires
Les lois de comportement de ces modeéles sont de type :

N doro N o
U(t) -+ E Qe dior = E&‘(t) -+ E bkﬁ’
k=1 k=1

ou «ay, et (3, représentent des ordres de dérivation non entiers.
L’orsqu’ils sont entiers, on retrouve les modeéles rhéologiques usuels en unidimensionnel
de type :

N dro N dkg
a(t)—i—Zak dir :Ef':(t)_‘_zbkﬁ,
k=1 k=1

avec N entier, a,, et b, sont des coeflicients caractéristiques du matériau.
La loi constitutive du modele Bagley et Torvik s’écrit alors :

o(t) + aD*(a(t)) = E=(t) + bD*(=(t)).

Bagley et Torvik [17] ont montré que ce modele peut étre utilisé pour modéliser beaucoup
de matériaux viscoélastiques. C’est une référence pour la modélisation et I'identification du
comportement des polymeéres et des élastomeéres, d’autre part ils ont fait I’étude thermody-
namique d’un tel modeéle et ont montré qu’avoir une énergie de déformation positive impose
sur les coefficients les restricions suivantes :

aZ&bEQEZQaZB,%zﬂ

Ce qui restreint considérablement le domaine de recherche des parameétres, 1’élasticité

infinie de ce modéle étant donnée par le coefficient E, et I’élasticité instantanée par le rapport
a

b

Modéle de Kelvin-Voigt Fractionnaire(KVF) :

Le modele de Kelvin-Voigt fractionnaire est constitué d’un ressort en paralléle avec un
spring-pot. La loi correspondante est :

o(t) = E1e(t) + Exm*D%(t) + bDe(t).

Modéle de Zener Fractionnaire :

En substituant 1’élément amortissement visqueux par un spring-pot dans le modele clas-
sique de Zener, nous obtenons un modele dit de Zener Fractionnaire (ZF) représenté a la
(Figure4), on en déduit la loi de comportement du modele Zener Fractionnaire (ZF) :

E
e+ EOTQDO‘(O) — E. + ET°D"(e).
1
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1.3 Fonctions usuelles du calcul fractionnaire

dans ce paragraphe on s’intéresse aux fonctions spéciales du calcul fractionnaire, on cite
par exemple les fonctions d’Euler(fonction Gamma, fonction Beta), les fonctions de Mittag-
LefHler et la fonction de Wright.

1.3.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 :C’est l'une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire, elle
prolonge la factoriel aux valeurs réelles.

La définition intégrale de la fonction Gamma est [6] :

[(z) = /e‘ttz‘ldt, z > 0. (1.1)
0
Proppriétés
1.
Vz >0, I'(z+ 1) = 2I'(2).

Preuve. pour démontrer cette propriété fondamentale, on intégre par partie m
o0

['(z) = /ettZIdt.
0
D’ou

Fz+1) = /ettzdt

0
o0

= —e_ttz}go—l—z/e_ttz_ldt
0

= zI'(2).

2. Sin € N, alors
I'(z+n)=z2(z+1)...(z+n—1I'(2).

I'(n+1) =nl

1.3.2 Fonction Beta d’Euler
Définition 1.2 : On définie la fonction Béta par [6] :

1
Bl(a,b) = / (1—t)"1"t a>0, b>0. (1.2)
0
propriétés

B(a,b) = B(b,a), a >0, b> 0.

aB(a,b+1) = bB(a + 1,b).
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3. Sin = b+ 1, alors on obtient :
—1
B(a,n) = n—B(a—f— I,n—1).
a

Les fonctions Gamma et Beta sont reliées par la relation :

QIO a>0,b>o.

B(CL, b) = m,

Démonstration

[(a)T(b) = /0 e_tt“_ldt/o e Tt dw

o0 o0
= / / et b Nt da.
o Jo

Onposexr=u—tpour0 <z <wu,ona:

M(@r(F) = /0 N /0 ey — ) dtdu
= /OO e (7 ((u — 1) dt) du.

En effectuant le changement de variable t = vu, on a :
u 1
/ (tNu—t)oldt) = / (o) H(u — vu)’ tudu,
0 0

= gottt /1 v (1 —v)P 7,
= u‘“’b_lB(za, b).
D’ou
['(a)l'(b) = Bla,b) /Ooe_“u‘”“b_ldu
L(a)L(b) = B(a,b)FE)a%—b),

ce qui achéve la démonstration.

1.3.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.3 : Dans le cas d’un seul paramétre, la fonction de Mittag-Leffler est donnée
par [7] :

=Y ———— a>0, (1.3)
prd IN¢ ak: +1

Définition 1.4 : Dans le cas de deux paramétre o et 3, on obtient la fonction de Mittag-

Leffier :

) 1.4
;rak+6 a>0, >0 (1.4)
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1.3.4 propriétés
Proposition 1.1

s Soient a > 0, B > 0, on a la propriété suivante :

1
FEop(z) = 2Eq048(2) + =5 1.5
e )+ 75 (1.5)
Preuve. Par définition, on a :
—~ I'(ak + B
o Skt
Z ['(a+ B+ ak)
1
2B, 01p(2) +
+ﬁ( ) F(ﬁ)
Ainsi la propriété (1.5) est démontrée. m
Proposition 1.2 : Soient a >0, 5 > —1, on a :
d
Eaﬂ(,z) = ﬁEaug_H(Z) + OZZEEQ’Q_H(Z). (16)
Preuve. On a :
BEaa(2) 03 Baia(s) = BFnpna() + oz Y
o 2)+az—FE, z) = o az—
el dz P! (2 dz &= T(ak + 5 +1)
B f: (ak + )2k
prd D(ak+ 5 +1)
- St
~ T(ak + )
d
ﬁEa,BJrl (Z) + OCZEEQ,BJA (Z) = Ea,ﬁ(z)v
ce qui acheve la démonstration. m
Proposition 1.3 : Soient a > 0, B > m, on a alors :
d m
<—) PE, 5(2%) = 2P B, 5 (2). (1.7)
dz
Preuve. Par définition, on a :
d\" d\" = zoktA-1
_ p-1p @y - s
(dz) @ Bap(2) (d) ;F(akJrﬁ)’
> Zak+ﬁfm71
- ZF(&/{:—I—B—m)’ p-m>0,
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comme
> d )m Oé-‘rﬂ—l > F(O(k + 6) ak+B—m—1
— | =z = z ,
;(dz ;F(ak+6—m)
alors :
d m OO Zak+371 o0 Zak+,6—m—1
(E) kz%r(akw) - ,;r(amﬁ—m)’

= ZPTE, 5 (2).

D’ou la démonstration de la propriété (1.7). m

Cas particuliers

1. Lorsque 8 =1, alors E, 1(2) = E,(2).

o0 o0
- Zk _ z
2. Bra(z E:rk+1_§:ﬁ_e'
k=0
OO o0 o0
. k+1 . l i o e?—1
3E12 E:Fk+2_§:1‘k+l)' Fk+1 _ZE:T!— z
k=0 r=1
OO
_ e —1—Zz
4. Ey3(2 E:Fk+3_ 22 :
D’ou par recurrence sur n, on obtient :
n—2
_ 1 2" _
5. E1n(2) = zimr | €7 — E Slon=1,2,..
k=0
Si au lieu de z, on prend 2, alors
oo
o ZQk
6 E21( )— E I‘(2k+1)_Chz
k=0
o oo oo
. 52k . Z 52k 1 2kl gp o
7. Ehp(2%) = § :1"(2k+2) - T(2k+1)! — = T(2k+1) z

1.3.5 Fonction de Wright
Cette fonction est trés utilisée dans les EDF. Elle est donnée par [7] :

Sk
W(z,a,p) :

Zm a>0, >0.

Cas particuliers

(e o]

. . (=1)kz* _ (=Dk2*
2. W(=z,—a,1-0a): = Z R (—ak—atl) Z R (—a(kiD)11) "
k=0 k=0



Chapitre 2

Opérateurs d’Intégration d’Ordre
Non Entier et Quelques Inégalités

2.1 Integration Non Entiére

Dans ce paragraphe, on donne les définition de base liées aux intégrales au sens de
Riemann -Liouville.

Définition 2.1 : Soit f wune fonction continue sur [0, 00 .

On définit 'opérateur de I'intégrale fractionnaire d’ordre @ de Riemann-Liouville par la

formule [§] :

TR = ﬁ/ﬂ (t— 1) f(F)drs a > 0, £ > 0. (2.1)

Ff): = f(t).

Propriétés
Proposition 2.1 : Soit J lopérateur de lintégrale fractionnaire d’ordre o de Riemann-
Liouwille. On a :
r 1
Ma+5+1)
Preuve. Par définition, on a : m

1 t
JtP = —/ t— 1) rfdr,
T Jo 77

P a>0, >—-1,t>0. (2.2)

ce qui est équivalent a :

tafl t T
ayf — 1— —)*tr8dr.
J F(a)/o( t) TPdr

On pose 7 = y, on obtien alors :

tozfl 1
Ju = — 1 —q) > WPt 8q

o) /0 (1-y) y“dy
ta+’6 1 . Bd

= 1 — )
o) /0 (1—y)* y dy
tori-/BB

- — 1).

14
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Puis, en utilisant la relation entre les deux fonction I' et 5, on a :

o S (DB + 1)
2@l = fTar s+
F(B + 1) taJrB

Ia+p8+1) '

Ainsi la propriété (2.2) est prouvée.

Proposition 2.2 : Soient o > 0, 8 > 0, on a la propriété du semi-groupe suivante :

(J* 0 JOVf(t) = (J7 o J*) f(t) = J*f(1) (2.3)
Preuve. Par définition, on a : m
——1 t — )t TT— A1 T
1 t T o1 B 51 n
i L L €= 0 ]

On utilise (2.2), on obtient :

JIP() = ﬁ / (I — )P (p))dp
17T e
- 5 / e (G R (O
— ()
= JPef(t).

Proposition 2.3 : Soient ¢ >0, a >0, on a :

Jo e =c %" (2.4)

o0

Preuve. Avec les mémes arguments que précédement, on obtient : m

1 t
J et = m/ (t —7)* teTdr.
o

Si on pose (t — 7) = y, on obtient alors :

—00

a _ct —e 0 a—1_—cy
J—ooe = m Yy (& dy
+0o0

ect /+OO L
= Yy e Ydy.
[(a) Jo
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En effectuant le changement de variable ¢ = cy. On a :

; ect +o0 )
JC et = o tetdt.
> caF(a)/O

D’ou
ct ct
Jo ect — € F(Oé) — 6_
—00

T(a) ¢’
ce qui acheve la démonstration de la propriété (2.4).

2.2 Quelques Inégalités Fractionnaires

Dans ce paragraphe on présentera quelques inégalités intégrales fractionnaires qu’on uti-
lisera dans le chapitres suivant [9].

2.2.1 Inégalité de Cauchy Schwarz

Soient f, g : [a,b] — R telles que fab f2(7)dT < 0o et f; g*(T)dr < oo, alors :

[ sotmas| < sy

( / b fz(T)dT> " ( / b gQ(T)dT) " (2.5)

La généralisation fractionnaire de cette inégalité est la suivante :

IN

Théoréme 2.1 : Soit f, g : [a,b] — R telles que J*f?(t) < oo et J* g*(t) < oo, a > 0,
t € [a,b]. Alors :

T\ fgl (1) < (J2 @) (1 1)"”. (2.6)
Preuve. On cherche a démonter que : m
¢ 1 t
e L] < s s gl

(ﬁ /at(t - T)a_le(T)dT) " (ﬁ /at(t — T)a_192(7)dr) v :

Il suffit alors de prendre :
F(r)y: =(@{t—-n7)
G(r): =(t—7)2g(r), T€lal],a<t<bh
On remarque tout de suit que :

/ t FG(r)dr

a

I
Q\{*
—
~
|
\]
SN—
.

+
.
Q
—~
\]
S~—
QL
o

et que

/a @ (r)dr = / (= r)e g2 (r)dr.
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2.2.2 Inégalité de Holder
Soient f, g : [a,b] — R vérifiant : f |fP(7)|dT < o0 et f lg9(7)|dT < 00, pt + ¢ =1.
Alors I'inégalité :
b
< [ Ifgl(r)dr
b 1/p b 1/q
< ( fp(T)dT) (/ gq(T)dT) , (2.7)
est vérifiée, . i
La généralisation de Holder est la suivante :
Théoréme 2.2 : f, g : [a,b] — R vérifiant : J*|fP(t)| < oo et J*|g(t)| < o0,
p~ '+ ¢! =1, alors pour tout @ > 0 et t € [a,b] .On a :
[ Fg(0)] < T |fgl (1) < (J*fP(£) 7 (T4 (2) " (28)

Preuve. 1l suffit de prendre : m
F(r)=(t—7)% f(r), T€at] ,a<t<b,

G(r) = (t—T)q g(1), T€la,t] ,a<t<b,

et de remarque que :



Chapitre 3

Quelques Résultats

Le but de ce chapitre est d’établir quelques résultats fractionnaires généralisant des tra-
vaux classiques sur les inégalités intégrales.

3.1 Inégalités Intégrales Fractionnaires de Chebyshev

Dans ce paragraphe on considére la fonctionnelle de Chebyshev avec poids [10] définie
par :

1) = [ a@ie [0 + [ s [ o swo

-(/ bq(m)f(m)dx) (/ bp(w)g(as)da:)
([ s ([ awor). 51)

o f et g sont deux fonctions integrables sur [a,b], p et ¢ deux fonctions integrables
positives sur [a, b].

Cette fonctionnelle & beaucoup d’applications [11], on cite par exemple la théorie de
transformation, les probabilités et les statistiques.

Pour pouvoir énoncer quelques résultats sur cette fonctionnelle, on se place dans le cadre
suivant :

feL,fab],qg €Lifa,b],r>1,r"'+s1=1

3.1.1 Reésultat 1

Théoréme 3.1 : Soient p et q deux fonctions positives sur [0,00], et soient f et g deuz
fonctions dérivables sur [0, 00]. Si

feL 0,00, g €Li[0,00[, 7>1, ri+st=1,

alors pour tout t > 0, a > 0, on obtient :

18
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| J%q (t)J“pfg(t) + J“p(t)J‘”qu(t) = J%f(t)Jpg(t) — Jopf(t)J%qg(t)|

—p)" Im = plp(r)a(p)drdp

< \ p(t)1°a(t). (3:2)

Preuve. Soit f et g deux fonctions satisfaisant les conditions du théoréme 3.1, et soient p
et ¢ deux fonctions positives sur [0,00[. m
On pose :

H(r,p) = (f(r) = f(p)(g(T) —g(p)); T,p€[0,¢], t > 0. (3.3)

On multiplie (3.3) par (t}T():)_l p(7); T € (0,t) et on integre le résultat par rapport a 7 sur

[0,¢], on aura :

1 t o1
m/o (t—7)"p(r)H(T,p)dr (3.4)

= Jfg(t) — f(p)J"pg(t) — g(p)Jpf(t) + f(p)g(p)Jp(t).

On multiplie (3.4) par (t}’zg_lq(p); p € (0,t) et on integre le résultat par rapport a p sur

[0,¢], on aura :
i | = ) e s

= J%(0) I pfg(t) + Jp(t)J qfg(t) — Jqf (1) J"pg(t) — Jpf (1) "qy(t). (3-5)

D’une part, on a :
H(t,p) / / () g (2)dydz. (3.6)

On utilise 'inégalité de Holder pour les intégrales doubles, on aura :

H(r,p)| < g (z) (3.7)
Comme
—1
—1 Py, r T
—r—p / Fol a| (3.8)
et
1 1
571 P 12 s
- / d ()| dz (3.9)
Alors, nous pouvons estimer H comme suit :
p r rt ry, s s
H(r )| < |7 — 9l / )| dy / g ()| = (3.10)

D’autre part, on obtient :
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e [ == o o) )

W/o/o (t—1)" t—p)" " |7~ p|p(T)alp) Tp - /Tp

On applique l'inégalité de Holder pour les intégrales doubles au second membre de (3.11),
on peut écrire :

g/(z)rdz :

IN

drdp.

rof )

(3.11)

() //t 7)Yt = p)" p(r)alp) [H (7, p)| drdp

< [t [ [e=ne=o = soao)| [ 70 @

y {ﬁ /Ot /Ot(t — 7)Yt =p)" T = plp(T)a(p) Tp

Maintenant, on utilise le fait que

/Tp f'()

de,o}

o1
Cdz dep} (3.12)

g'(2)

r Py, s
dy g (z)‘ dz

’ T
<|1.

S

on obtient :

() //t )7t = p)" p(r)alp) |H (T, p)| drdp
0 0

[HfH/O/Ut Tt —p) | - plp()()dfdp]
[HQH /t/t - p‘p()()dep] : (3.14)

De (3.14), on obtient :

() //t )t = p)" p(r)ap) [H (7, )| drdp

[//t Tt —p)" T — p\p()()dfdpl 1

U/t )t —p)" |7 - p\p()()dfdp} 1. (3.15)

| /\
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Comme r~! + st =1, alors on a :
| [ = o) e )
< Il Do, ” ”g . [ / / oLt — ) I — plp(Palp)drdp| . (3.16)

De (3.5), (3.17) et par l'utilisation de les propriétés du module. Nous obtenons la premiére
inégalité de (3.2).
Maitenant on doit prouver la deuxieme inégalité de (3.2). On a :
O0<7<t 0<p<t.

Donc
0<|r—p| <t

D’ou
% /0 /0 (t=7)"""(t—p)" p(7)alp) |H(7, p)| drdp

< [ / / —p)" 'p(r)q(p)drdp

p(t)J%q(2). (3.17)

Le théoreme 3.1 est prouvé.
Théoréme 3.2 : Soient p et q deux fonctions positives sur [0,00[, et soient f et g deux

fonctions dérivables sur [0,00[. Si f € L, [0,00[, g € Ly[0,00[,7 > 1,771 + 51 =1, alors
pour toutt >0, a >0, >0, on a :

Je ()JB(Jfg + JPq(t)Jpfg(t) — Jopf(t) ] qg(t) — JPqf(t) ] py(t)

U / —0)" " Ir =l p(T)Q(P)de,O}

p(t)J7q(t). (3.18)

‘ ’

Preuve. On utilise 1’1dent1te . On peut écrire : m

U / (t=7)* P)BIP(T)Q(P)H(T,p)dep]

= Jp(t)JPqfq(t) + JPq(t)J*pfg(t)dx — J*pf(t) . qq(t) — JPqf(t)J%pg(t).  (3.19)

Par la relation (3.10), on peut obtenir ’estimation suivante :

L / (t — 7y p(r) | H 7, p)| dr

()
A A

-1
r s

1
— dz

I(a)

’

< g9 (2)

f )

/0 (t—7)*" 7 — p|p(7) dr. (3.20)
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Alors, on a :

W [/ /ot“ — 7)Yt = p) " p(m)alp) [H (7, )| dfdp]

< s | [ [ =m0 = slatmato)| [ |7 o) [l s ‘
Par application de Holder au second membre de (3.21), on obtient (3.21)
e L [ == o oo e ) ]
< e | [ammre=0 = sptoato) | [ 0 o] ] .
< | [ a=mr =0 1= slwrato| [ o) o v Cam

D’aprés (3.13) et (3.22), on obtient :

) [/ /ot“ =) =) p)alp) [H (7. ) drdp}

’f/ ‘9/ t{/t/t -1
< e (t=7)*"'(t=p) p(r)a(p)drdp| . (3.23)
INGIINCED 0 Jo
En utilisant (3.19), (3.23) et les propriétés du module, on aura la premiere inégalité de

(3.18).
Remarque : On applique le théoréme 3.2 pour a = (3, on obtient le théoréme 3.1.

Corollaire 3.1 : Soient.f et g deux fonctions dérivables sur [0,00[. Si f € L,.[0,00],
g € Ly[0,00[,r > 1,77 +s571 =1, alors pour tout t > 0,a >0, on a :

90 = 0900 3.24
, , t2a+1
= Hf r g 52F2(oz+1)

Corollaire 3.2 : Soient f et g deux fonctions dérivable sur [0,00[. Si f € L.[0,00[, g €
L, [0,00[,7 > 1, r7t + 571 =1, alors pour tout t >0, >0, 3> 0, on a :
te th
— JBfa(t -
‘P(aﬂ) T+ vt
ta+6+1
/ sDla+1DI(B+1)

Jfg(t) — T f(1)7g(t) = JOf () Tg(t)

’ /

g (3.25)

<

r
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3.2 Inégalités Intégrale Fractionnaires de Griiss

En 1935, Griiss [12] a prouvé I'inégalité intégrale suivante :

)dz — <b ! - /abf(x)dx)( ia /abg(x)dx> i ¢>4(‘I’ —) - (3.26)

ou f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] et satisfaisant les conditions :

6 < f(x) < 0,0 < g() <V, 6, 0,0, ¥ Rz € [a,0], (3.27)
et Dragomir| 13] a prouvé que :
_ _ b
7090 < EEEZ [y, p>0 (3.25)

Dans ce paragraphe, on utilise 'intégrale fracionnaire de Riemann-liouville pour donner
quelques résultats fractionnaires liées a (3.26) et (3.28).

On reprend la quantité (3.1).

On donne les résultats suivants :

3.2.1 Reésultats 2

Théoréme 3.3 : Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0, 0o[ satisfaisant les condi-
tions (3.27), et soient p et q deux fonctions positives sur [0, 00[. Alors pour toutt > 0, > 0,
on obtient :

(Jq(t )J“pfg( )+ Jp(t) T af g(t)dw — T qf(£)J°py(t) — J“pf( )J%qg(t))*
< [(@J%(t) — () D) () f(t) — ¢Jp(t)) + (2T p(t) — () ())(Ja () f(t) — ¢J%(1))]
x [(WJ%(t ) “g(t)a(t))(Jp(t)g(t) — v J*p(t)) + (LJp(t ) “g()p(t)(Jq(t)g(t) — J%(t))
(3.2
Preuve. On utilise (3.5) et on applique 'inégalité intégrale de Chauchy Schwartz, on peut
écrire :
( [ [ p(r)q(p)H(np)chdp)
( [ “‘T)C;((j)_ D ryate) ) - f(p)Qdep>
: ( [ [ oot —g(p»?drdp) 6
Donc

/ / t‘””‘p)% p(P)ale) (£(7) — F(p))* drdp

0

= J%(t)Jpfi(t )+J“ () J%qf?(t) — 2J%qf(t)J“pf (), (3.31)
et
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—1

/0 /0 = t_ p(T>Q(P)(9<T) — g(p))*drdp
(t)Jpg*(t )+ J“ p()Jqg*(t) — 2J%qg(t) T py(t). (3.32)

De (3.5), (3.31) et (3.32). On peut écrire (3.30) de la maniére suivante :

(Joq(t)J°pfa(t) + Jop(t)J*qfg(t) — J*qf(t)"pg(t) — J°pf(t)]"qg(t))
< [Jq(t) T pfA(t) + JOp(t) T qf 2 (t) — 2J%q f(t) pf(t)
x [Jq(t)Jpg®(t) + Jp(t)Jqg”(t) — 2J%qg(t) T py(t)] - (3.33)

D’autre part on a :

(®q(p) — f(p)q(p))(
—p(1)(® = f(7))(f(7)
= q(p)f*(7)p(7) +p(7) f*

Multiplions (3.34) par ‘= T(L)

(7)f(1) — ¢p(1)) + (Pp(
—)q(p) — ®
(p)alp) —

qa(p)( )
2p(7) f(7)f(P)a(p)- (3.34)

7 € (0,t) et intégrons le résultat par rapport a 7 sur [0, ¢],
nous obtenons :

(®q(p) = F(P)alp)(Tp() f(t) = ¢Jp(t)) + (Jp(t) — J*f()p(1))(a(p) f () = da(p))
—q(P)(Jp(t)(® = FO)(S () = &) = alp)(® = F(p))(f(p) — ¢)J"P(t)
= q(p)Jpf*(t) +alp) f*(p) J*p(t) — 2a(p) f (p) Jp(t) £ (1) (3.35)

Multiplions (3.35) par (= () P € (0, %) et intégrons le résultat par rapport a p sur [0, ],

nous obtenons :

(@J%(t) = J*f(t)q(t ))( p()f(t) = ¢Jp ( ) + (‘FJ“ () = JF(O)p)(Jq(t) [ (1) — 6J%q(1))
=) (T T (p(t)(® — f(O))(f(1) = @) = J*(a(O)(® — (1)) (f(t) — ¢))"p(t)
= Jq()Jpf(t) + T q(t) f2 () Jp(t) — 2J%q(t) f(£) Jp(t) £ (1) (3.36)

On applique (3.36) pour f = g, on obtient :

(WJ%(t) = J%g(t)q(1))(J"p(t)g(t) — W“ (1) + (\PJ“ (
=% (p()(¥ = g(1))(9(t) — ) = J*(q(t)(¥ — gt
= Jq(t)Jpg*(t) + Jq(t)g* (t) T p(t) — 27°q(t)g(t) J"p(t)g(t)-

~—
~—

Comme

=A%) (p(E)(® = F(O)(f(E) = ¢)) = J*(a(t)(® — f(1))(f(t) — ¢))Jp(t) <O,

et
—J%(t) (J*(p()(¥ — g(2))(9(t) — ¥)) = J*(a(®)(¥ — g(£))(9(t) — ©))Jp(t) <O,

alors, nous avons respectivement :
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Je ()J“pfz( )+J“ (&) () Tp(t) — 2J°q(t) £ (£).J"p(t) f (1)
< (J%() - (t)CJ( NI p(&)f(t) = ¢Jp(t))
H(@JSp(t) = S (Op)) () f(t) — dJq(t)), (3.38)

et
Jq(t) T pg?(t) + Jq(t)g*(t) Jp(t) — 2J%q(t)g(t) T p(t)g(t)
< (WJ%(t) — Jg(t)q(t))(J*p(t)g(t) — 1 Jp(t))
+(WJp(t) = Jg(t)p(t))(Jq(t)g(t) — (). (3.39)

On utilise (3.38) et (3.39), on peut estimer I'inégalité (3.30) de la maniére suivante :

(JO‘()Japfg()Ha () Jqfg(t) — Jqf (t)Jpg(t) — J“pf( >J“qg<t>)2
< [(@J%(t) — <><>><J p(6) f(t) — 6 Jp(t)) + (Jp(t) — ()(t))( q(t) f(t) — pJq(t))]
[(W() “g(t)q(t))(Jp(t)g(t) — wa<>>+<wap<> “g(t)p(t))(Jq(t)g(t) — bJq(t))

(3.4
Le théoréeme 3.3 est prouvé.
Théoréme 3.4 : Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0,00] satisfaisant les
conditions (8.27), et soient p et q deux fonctions positives sur [0,00[. Alors pour tout
t>0,aa>0,8>0, on obtient :
(e Jﬁqu () + T°a(t) T pfg(t) = J*pf ()T ag(t) = T af ()T pg(t))”
< [(@°q(t) = T F(B)a) (TP F(t) — Jp(t)) + (@J“p(t)—J“f(t)P(t))(JBQ(t)f(t)—¢JB<J(t))]
X [(‘PJ q(t) = I g()g() (Jp(t)g(t) — LI p(E) + (LI p(t) — Jg(E)p(1) (] q(t)g(t) — T q(t)
(3.4

Preuve. On utilise (3.19) et on applique I'inégalité de Cauchy Schwartz pour les intégrales
doubles, on obtient : m

2

(Jop(t) JPqfg(t) + JPq(t) T pfg(t) — Jpf(t)] qg(t) — JPqf (t)Jpy(t))
< Jp(t) qf?(t) + Jq(t) o pf3(t) — 20 pf(t) T q f ()
X Jop(t)J qg*(t) + JPq(t)Jpg(t) — 2J°pg(t). qy(t). (3.42)

On multiplie les deux membres de (3.35) par = ()) ; p € (0,t), et on integre le résultat

par rapport a p sur [0,¢]. On obtient :
Jop(t) ] f2(t )+ Toq(t)Tpf2(t) = 2J°pf (1) 7qf (1)
= [(@JBCI(t) " FOaO)(Tp(t) f (1) — T p(1)) + (BT p(t) — JF(£)p(t)) (] q(t) f(t) — ¢ q(t))
(

—Jq(t) (@ — FO)(f(t) — O)p(t) — T (q(t)(@ — F(O)(F(t) — 6))Jp(t).
(3.43)
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On applique (3.43) pour f = g, on obtient :

Jop(t)J%qg> (t) + JPq(t) J*pg?(t) — 2J%pg(t) P qg(t)

= (@7 q() = T gOa() (P9 (1) = $Ip(®) + (WIp(t) = J°g(Opt)(I a(t)g(t) = v a(t))]
—7"q() (¥ = g())(g(t) = ©)p(t)) — T (a(t)(¥ — g(t))(g(t) — )T *p(2). (3.44)
Comme
(® — F(M)(J(1) = &) 2 0et (¥ —g(r))(g(r) =) 2 0,
alors, on a :

—J ()T (@ = FO)(f() — $)p(t)) — T (a(t)(® — (1)) (f(t) — 6))J°p(t) <0,  (3.45)
et

B

—J ()T (¥ = (1)) (9(t) = ¥)p(t)) = T (a(6)(¥ = g(£))(g() — 1)) T*p(t) < 0. (3.46)

Par conséquent
Jop(t) I qf2(t) + JOq(t) I pf2(t) — 2J°pf (1) g f (1)

< [@Ta(t) = T F@a() (TR F () = 6T°p(1)) + (@p(t) — I F(p(E) (S a(t) (1) = 6T a)] |
(3.47)
et

Jop(t)JPqg> (t) + JPq(t) J*pg?(t) — 2J°pg(t) P qg(t)

< [T a(t) = T ga() (I *p(B)g(t) = 0T °p(6)) + (WIp(t) = J°g()p(0) (I a)g(t) — v a®)] |
3.48
Alors de (3.47), (3.48) et (3.42), nous obtenons (3.41). 345

Remarque : On applique le théoréme (3.4) pour a = 3, nous obtenons le théoréme (3.1).
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3.3 Inégalité Intégrale Fractionnaires de F. Qi
Dans ce paragraphe nous utilisons I'opérateur intégrale de Riemann-liouville pour générer
quelques inégalités intégrales fractionnais de type Feng. Qi. D’autre inégalités sont également

présentés. Mais avant de passer du résultats, on rappelle que Ngo et al [14], ont prouvé que
pour toute fonction f positive et continue sur [0, 1] satisfaisants

[ srir> [ rir

et pour ¢ > 0, les deux inégalités
1 1
/ f5+1(7')d7' > / T(Sf(T)dT (3.49)
0 0
et
1 1
/ f6+1(7')d7' > / Tf(s(T)dT, (3.50)
0 0
sont vérifiées.

Dans [15], W.J. liu, G.S. Cheng et C.C. Li ont établi le résultat suivant :
1 1
/ ferP(r)dr > / (1 —a)*fP(r)dr, (3.51)
0 0

a >0, >0, et f une fonction positive continue sur [a, b] telle que :

b b
/ f(r)dr > / (1 —a)’dr, vy =min(1, ), = € [a,]. (3.52)
Recement L. Bougoufa [16] a prouvé que pour f et g positives sur [0, 0o, avec 0 < m <
M < M < oo sur [a, b], alors pour p > 1,1 + 1 =1, nous avons :
g(x) pod

b 1 1 1 —1 b 1 1
/ @ [9@)]} de < MPrm® / @) 9@ da. (3.53)

/ab F(@)]F [g()]s do < MPzm ( / b f(:z:)dx)é ( / ’ g(x)dx)p ' (3.54)

3.3.1 Résultat 3

Théoréme 3.5 : Soient o > 0,p > 1, % + % =1, et soient f et g deux fonctions positives
sur [0, 00, telles que J*fP(t) < oo, J*g(t) < co,t > 0.

et

Si
0<m§f<7) <M < oo, T €0,
g9(7)
alors les deux inégalités
J[F@rgm)* < MrmE g f(1)ig(0)7 ] (3.55)
et
T Frg(t)e| < MFEmE (2 f(0)])7 [Jg(0)]7 (3.56)

sont vérifiées.
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Preuve. Comme [f(7)]> < M7 [g(7)]7, [g(r)]s <m7 [f(r)]s, 7 € [0,4], ¢ >0, alors :

F@)7 lg()]* < Mog(r), (3.57)
et
F@ lg(r)]s <m7 f(7). (3.58)
Alors N
PN [o(r)]7]" < M3 [g(r) (3.59)
et
PP o] <m (). (3.60)

Par conséquent m
(@1 o) (@ o(n]F)" < MPm# [f()) [o(n)]F . (361)

On multiplie (3.61) par (t_FT():)fl et on intégre le résultat par rapport a 7 sur [0,¢], on
obtient :

s [ ) ) drdp < 22O [ ) (100 () it (362
D’ou
7 (L) g]7) < Mm@ e ([F@]F [g(0)7) (3.63)
Pour prouver I'inégalité (3.56), on utilise 'inégalité de Holder :
7 (F®79F) < (J7F®)7 (7 (9())7 (3.64)
On a

B =

7 (L) [g]7) < MAma L1 f(1)]7 [J(9(0)] (3.65)

L’inégalité (3.56) est prouvée



2
Théoréme 3.6 : Pour un entier positive p > 2 Si0 <m < f(r) < M < (m(fa U)p sur
T'(a+1)

[0, 00[, alors :

TN < ()" (3.66)
Preuve. On prend g = 1 dans (3.56), on obtient : m
T < K [JoF )7 (3.67)
1 A P
()
ou K = F(al—{— D .
m(1*;)2,
m(p71)2
Comme M < 5, on conclue que K <1,

(r61)

ainsi I'inégalité (3.66) est prouvée.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a commencé par présenter quelques fonctions usuelles du calcul
fractionnaire, et on définit I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Puis, on a présenté quelques résultats intégraux liées a la fonctionnelle de Chebyshev
avec poids, et celle de F. Q sous certains conditions sur l'ordre d’intégration et les fonctions

considérées.
D’autres résultats ont été démontrés, ils dépendent de deux parameétres non entiers « et
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