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Notations

Corps des nombres réels.

Espace des vecteurs a n entiers réelles

Corps des nombres réels non-négatifs.

Espace des matrices réelles de dimension m x n.
Espace des matrices a entrées réelles non-négatives.
Transposée de la matrice A.

Matrice inverse de A.

Matrice identité d’ordre n.

Ensemble des n premiers entiers naturels.



INTRODUCTION

Dans de nombreux systémes physiques les variables sont par nature positives or les modeles
usuels en particulier linéaires n’intégrent en général pas cette contrainte.

Des modeles particuliers ont été développés par nombreux scientifiques, les modeéles a com-
partiments pour la médecine et la biologie, les modéles électriques (circuits RLC), d’autres
modeles apparaissent dans les sciences de la communication et I'information voir [2] et [3].
Dans ce mémoire, on s’intéresse aux systémes positifs qui sont d'un intérét pratique et qui
sont définis dans des cones et non pas des espaces vectoriels.

L’objectif du chapitre 1 est de rappeler certains concepts élémentaires concernant 1’étude des
systémes positifs.

Dans le deuxiéme chapitre on va étudier les systémes linéaires en temps continu connaissant
ses réponses ; quelques définitions et des exemples sur les systémes & compartiments ont été
décrits.

Dans la derniére section de ce chapitre, on s’intéresse au probléme de positivité de systémes
linéaires continus.

Nous adapterons dans le chapitre suivant les mémes procédures du chapitre précédent mais
pour les systémes & temps variables.

On terminera ce mémoire par la notion de 'atteignabilité pour les systémes positifs qui diftfere

de I'atteignabilité pour un probleme dont les variables d’état sont réelles.




Chapitre 1

Définitions et Préliminaires

Nous proposons quelques définitions et propriétés trés utiles pour ’étude de la classe des
systémes positifs, en se basant sur [I].

Soient A = (a;;)i; et B = (b;j);; € R™™ des matrices & coefficients réels. Par la suite, nous
notons I, la matrice identitée d’ordre n ou plus briévement /, A7 la transposée de la matrice

A, n, 'ensemble des n premiers entiers naturels, 1, ..., n.

1.1 Matrices non-négatives
1.1.1 Définition

A est une matrice non-négative si Vi € n vV j € m : a;; > 0, autrement dit toutes ses

entrées sont non-négatives.

1.1.2 Exemple

b

|
N O =
— =N
O = O

est une matrice non-négative.
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1.2 Matrices de Metzler
1.2.1 Définition

A est une matrice de Metzler siVicn Vj€m ,i# j:a; > 0, autrement dit toutes ses

entrées hors diagonales sont non-négatives.

1.2.2 Exemple

-1 2 0
A= 0 1 4
2 1 =2

est une matrice de Metzler.

1.2.3 Proposition

A est une marice de Metzler si et seulement si V ¢t > 0; et € R,

Preuve

Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel A > 0 tel que (A+\[) >
0.

Sachant que,

(A+ M) (=X) = (=AI)(A+ A])
il s’ensuit que,
At (ARADH=ADE

— €(A+)J)t6(f)\l)t c Rixn

du fait que, e Dt € R7*" et e(-ADE € R,
Suffisance :

Supposons que V ¢t > 0, et > 0 . Ainsi, puisque

d AT

_ At _ . €
A= (€)= = lim —
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Prenons comme e; le j™¢ vecteur la base canonique, nous obtenons pour 7 # 7,

on a,

ij tl—lg}k t
<eMe,—e; > <epe >
— hm J T o 7 (]
t—0t { t t }
— i S etlejre; >
t—0+ t

puisque < e;;¢; >= 0.
Dés lors, a;; = 0 pour 7 # j et la matrice A est donc une matrice de Metzler.
1.3 Matrices monomiales

1.3.1 Définition

Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n,
A est une matrice monomiale ou matrice de permutation généralisée si les entrées de A sont

toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui,est strictement positive.

1.3.2 Exemple

La matrice

01
A=10 0
10

O = O

est une matrice de permutation généralisée.
En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans laquelle chaque

entrée non nulle est égale a 1.

1.3.3 Proposition

Une matrice A non singuliere telle que, A~' € R7*" si et seulement si, A est une matrice

monomiale.
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1.4 Impulsion de Dirac

1.4.1 Définition

L’impulsion de Dirac notée 0(t) est la modélisation mathématique d’un signal d’amplitude

infinie vérifiant,



Chapitre 2

Les systémes Linéaires en Temps
Continu

2.1 Trajectoire d’états et réponse des systémes en temps
continu

Nous rappelons briévement dans cette section l’expression des trajectoires d’états et des
réponses des systémes linéaires en temps continu,[I].

Considérons le systéeme linéaire continu suivant,

ou,
x(t) € R™ est un vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € R? est le vecteur

de sortie et A, B, C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.
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Donnons le circuit & quatre mailles représenté par la figure 1.

L,

R, E:
AN W) py
@ R, el &) 0
R,

figurel : Circuit RLC

ou,

R;, 1 =1,2,...,8 sont les résistances données, L1, Ly les inductances et e, es les sources

de voltages. On note par iy, i, i3, 14 les intensités du courant dans les quatre mailles.

En appliquant la lois des mailles, on obtient alors :

L Z1(t) _ (Rl + R2 —+ R3)21(t) —+ R323(t) + R5Z4(t)
Ly~ dzl(t) = — (R4 + Rg + Ry)iz(t) + Ryiz(t) + Rrig(t)
0= Rgz (t) + Ruiz(t) — (R2 + Ry + Ry)is(t) + €1

)

0= R521( + R7i2(t) — (R5 + R7 + Rg)i4(t) + ()]

et si on pose w1 (t) = i1(t), x2(t) = ia(t), x3(t) = i3(t), et x4(t) = i4(t), on peut cependant

écrire les quatre équations sous la forme suivante,

Ex(t) = Az(t) + Bu(t),

avec,

1000 o0 e ia(t)
0100 0 _Bz s Hu (1
E: A: 2 Lo Lo .’L’(t): 22()
00 00O ’ R31 R32 —R33 0 7 Z?»(t)
0000 Ry Re 0 Ry ia (1)
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o O
o = O O
_ o O O

ou,

Riyy =Ri+ R3+ Rs ,Rog = Ry + Re + Ry, Roy = Ryg = Ry

R13 = R31 = R37 R14 = R41 = an R23 = R32 = R4

Rss = Ry + R3 + Ry, Rya = Rs + Ry + Rg.

Ce modele est un bon exemple de systémes positifs.

2.2 Reéponse des systémes linéaires en temps continu

Considérons le systéme linéaire standard en temps invariant suivant :

pour tout t > ty, nous obtenons,

Trajectoire d’état :

t
z(t) = etz —i—/ A== By(7)dr

to

Réponse de systéme :

t
y(t) = CeMtto)g C/ eA=T) By (1)dr + Du(t)
to

Matrice de réponse impulsionnelle :

G(t,ty) = Cet=0) B 4 D5(t — t)

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)
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2.3 Les systémes a compartiments

Dans cette section, la notion des systémes a compartiments est décrite. Nous rappelons les

principaux définitions et propriétés de ces systémes, tout en liant cela a la notion de positivité.

2.3.1 Définition

Un systeme & compartiment est un systéme constitué d’un nombre fini de sous systémes
appelés compartiments. La notion de systéeme a compartiment est utilisée pour désigner une
vaste classe de systéme dont la dynamique peut étre décrite par des équations de bilan. Elles
trouvent leurs applications dans de nombreux domaines des sciences de I'ingénieur tel que le

génie chimique ..., mais aussi en sciences économiques et sociales.

2.3.2 Définition

Un compartiment est un réservoir conceptuel qui contient des produits quantifiables est in-
diqué par deux flux qui sont toujours positifs exprimés en quantité de contenu par unité de

temps qui sont : les flux d’alimentation et du soutirage du compartiment.

2.3.3 Définition

Un systéme a compartiment sera donc représenté par différentes maniéres citons, les équations

de bilan, la représentation graphique et la représentation matricielles.

2.3.4 Exemple d’un systéme & compartiment

T

Ce modéle est représenté par les équations suivantes :
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T1 = qo1 — 12 — 413
T2 = q12 — §23
L1 = q13 — 423 — 430
Avec, x1, 9, x3 sont les variables d’état qui désignent les volumes d’eau contenus dans le
réservoir.
gij - Les flux représentent les débits qui s’écoulent des réservoirs supérieurs vers les réservoirs

inférieurs.

Une représentation graphique est mise en évidence,

il

Yz

2.4 Positivité des systémes linéaires en temps continu
Considérons a présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu.

2.4.1 Positivité externe

Tout d’abord, donnons la premiére définition de positivité des systémes linéaires, la positivité
externe.
Définition

Un systéme linéaire standard (2.2.1)) est dit externement positif si la sortie correspondante a
I’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e. pour, o = z(0) = 0

et pour tout u(t) € R, pour t > 0, on a x(t) € R et y(t) € R..
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Théoréme (Condition pour la positivité externe)

Un systéme linéaire standard (2.2.1)) est externement positif si et seulement si sa réponse
impulsionnelle est non-négative, i.e G(t) € RE*™ pour ¢ > 0.

2.4.2 Positivité interne

A présent, nous pouvons donner la seconde définition de la positivité, qui peut étre appelée

positivité interne.

Définition

Le systéme ({2.2.1)) est dit internement positif si pour tout zo € R", et tout controle u(t) € R
pour t > 0 on a z(t) € R} et y(t) e RY, t > 0.

Cette définition indique que toutes les trajectoires emmenant de n’importe quel point dans
I'orthant non-négatif R’} (frontieres incluses) de I'espace d’état R, obtenues en appliquant

une entrée non-négative au systéme, demeurent dans I'orthant non-négatif et ménent a une

sortie non-négative.

2.4.3 Théoréme

Le systéme ([2.2.1]) est dit internement positif si et seuleument si les matrices B, C' et D sont

positives et A est de metzler.

2.4.4 Preuve

Nécessité :
On sait que,

z(t) € R} et y(t) € RY

tel que,

t
z(t) = ety +/ A=) Bu(r)dr
0

et
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t
y(t) = Cerg + C/ eA(t’T)Bu(T)dT + D(7).
0

Donc les matrices B, C' et D sont positives et
et € R™™ Vit > 0,

alors A est de metzler.

Suffisance :

Si on suppose que la matrice A est de metzler et les matrices B, C et D sont positives, alors
et est positif d’apres la proposition(1.2.3).

D’ou,

z(t) € R} et y(t) e RE, t > 0.

2.4.5 Remarque

La positivité interne implique la positivité externe mais 'inverse n’est pas vrai.



Chapitre 3

Les Systémes a Temps Variables

Nous présentons dans ce chapitre les systémes positifs a temps variables.

Nous adaptons les résultats obtenus dans le chapitre 2 sur les systémes en temps continu.
Prendrons donc exactement la méme structure prise dans chapitre précédent.

Rappelons qu’'une vue d’ensemble de la situation actuelle de la théorie des systémes positifs
est donnée par [2].

Les équations d’espace d’états peuvent étre résolus pour les systémes variant dans le temps,
mais la solution est beaucoup plus compliquée que le cas invariant. Notre équation d’état

variante est donnée comme suit :

{ (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (3.0.1)

On considére le modéle :

x(t) = O(t to)zo + /t O (tot — 7)B(T)u(T)dr, (3.0.2)

to

avec,
la fonction ® (o t) est appelée la matrice de transition d’état, car elle controle le changement

d’états dans I’équation d’état.

3.1 Propriétés

o(tt) = 1.
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2.
O (tT)=d(11).
3.
@(tLtg) = (I)(tlj())‘b(t()’tg).
4.
d O(t7)=A)DP(¢
Lot )= awa().
5.

D(tty) = exp(/t A(T)dT).

3.2 Théoréme

La solution du systéme

est donnée par,

z(t) = ®(t to)xo +/t O(t, 7)B(T)u(r)dr

3.2.1 Preuve

On sait que

ﬂf(tg) = (I)(t(],t())l‘o = 29

et

z(t) = ®(t to)ro + /t P(tot — 7)B(T)u(r)dr.
On dérive la solution z(t), on obtient,
. d ¢
z(t) = %tﬁ(t,to)xo + O(t,t)B(t)u(t) —I—/t At)®(t.7)B(1)u(r)dr
= A(t)®(t to)xo + B(t)u(t) + /t A(t)®(t,7)B(T)u(T)dr
= A)[P(tto)zo + /t O (t 7)B(T)u(r)dr] + B(t)u(t)
= A(t)xz(t) + B(t)u(t)

(3.1.1)

(3.2.1)
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3.2.2 Remarque

Si la matrice A est constante, alors on a,

t t o1 t o1 o2
@(tﬂ'):I—f—/ Ad01+/ A/ Ad02d01+/ A/ A/ Ad03d02d01+...,

et
t
/Adal = (t—1)A
t o1 o 2
/ A / Adosdoy, — U 2'T> A2
t o1 op) t —7)3
/ A / A / Adosdosdo, = 3,T> A3,
alors,

O(tr) = i“_”kﬁ

k!
k=0

— e(t—T)A.

3.3 Positivité des systémes a temps variables

3.3.1 La positivité externe

Définition 1

Le systéme (3.0.1]) est dit externement positif si pour tout controle u(t) € R pour ¢t > 1, et

pour la condition initial g = 0, la sortie y(t) € RE, pour ¢t > .
soit g(t) € RE*™ la Matrice de réponse impulsionnelle pour le systéme (3.0.1).

Pour zy = 0, la sortie y(t) pour l'entré u(t) est donné par la formule

u(t) = / g(t, yu(r)dr, >t

to

ou,

g(t,7) =Ct)®(t,7)B(t) + D(t)o(t — 1),

Pour ¢ > 7 et §(t) impulsionnelle Dirac.

(3.3.1)

(3.3.2)
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Théoréme

Le systéme (3.0.1)) est externement positive si et seulement si
g(t) € RE™ pour t > to. (3.3.3)
Preuve

La nécessité découle immédiatement de la définition 1 et la définition de la réponse impul-

sionnelle.

Et pour montrer la suffisance, on a, (3.3.3)) est vérifiée, puis a partir de (3.3.1]), pour u(t) € R,
on a y(t) € RE pour t > t.

3.3.2 La positivité interne

Nous donnons dans ce qui suit une caractérisation sur la positivité.

Définition

Le systeme est dit internement positif si pour tout o € R’ et tout controéle u(t) € R7,
t>0onax(t) € R} et y(t) € RE, t > .

Lemme

La matrice de transition

(L to) € RI™ pour t >t (3.3.4)

si et seulement si les entrés hors diagonales a;;, tel que @ # j, 7,j = n, on a

t
/ ai;(t)dr 20 pour i#j, i, j=n. (3.3.5)

to

Preuve D’abord, on va montrer que (3.3.5) implique ((3.3.4).
Soit le vecteur z(t) (resp z(t)) et

xi(t) = z(t) exp(/ a;(T)dr), i=n. (3.3.6)
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On remplace (3.3.6) dans (3.2.1), pour u(t) =0, t > tg
2(t) = A(t)z(t) (3.3.7)
ot A(t) = [a;;(t)] € R™™ et
t . .
) - { Ol 0) =) poue i £ .
0 pouri=)
De (3.3.6)), il s’ensuit que
2(t) = x;i(tg) >0 pouri=n sizse€R]. (3.3.9)
En utilisant (3.0.2)) pour u(t) =0, t > ¢, et par (3.3.7), on obtient
Ou
t_ t_ t_
O(ttyg) = [+/ A(T)dT+/ A(T)/ A(ry)drdT + ... (3.3.11)
to

to to

De (3.3.8) il s’ensuit que si (3.3.6)) détient, alors A(t) € R™*™ et ®(tt,) € R et 2(t) € R,

t > .

Alors, de (3.3.7) et (3.3.9),on a z(t) € R, t >ty pour tout xo € R7}.

La nécessité il s’ensuit immédiatement que pour (3.1.1) et ®(¢ty) € R'*™ si et seulement si

ftto A(7)dr est de Metzler pour tout t > t,.

3.3.3 Théoréme

le systéme (3.0.1]) est internment positif si est seulement si
— Les entrées hors diagonales de A(t) satisfont (3.3.5)).
~ B(t) e RY™, C(t) € RE*™", D(t) € RE*™ pour t > 0.

preuve

Nécessité :
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Soit u(t) = 0 pour ¢t > ty et xy = e;. La trajectoire ne quitte pas 'orthant R’} seulement si
(o) = A(to)e; > 0, ce qui implique (3.3.5).

Pour la méme raison, pour xo = 0, on a z(ty) = Bu(ty) > 0, ce qui implique B(t) € RP*™
t >ty tel que u(ty) € R peut étre arbitraire.

De pour u(ty) = 0 on a y(ty) = C(to)ze € RE et C(t) € RE™, ¢ > 0 depuis zp € R"
peut étre arbitraire.

Méme de , pour z, = 0 on obtient, y(ty) = D(to)u(ty) € RL et D(t) € RE*™ pour
t > 0 tel que, u(tg) € R peut étre arbitraire.

Suffisance :

Si la condition est satisfaite, alors par le lemme, et , et de , alors, on
obtien u(t) € RT pour tout zo € R et u(t) € RT, t > to, alors B(t) € R}*™.

Si C(t) € RE™ et D(t) € RE*™ pour ¢ > 0, alors de on obtient y(t) € RE, donc
y(t) € R et u(t) € RY pour tout t > t.



Chapitre 4

L’atteignabilité

4.1 Deéfinition

L’état x4(t) € R} est dit atteignable au temps ¢y — o s’il existe un vecteur d’entré u(t) € R’

pour [ty — to] qui oriente I’état du systéme de xy = 0 jusqu’a z;.

4.2 Deéfinition

Si tout état x¢(t) € R est atteignable au temps ¢y — ¢, alors le systéme est dit atteignable
au temps ty — to.

Nous énnoncgons dans ce qui suit quelques caractérisations tout en dérivant des résultats
sur l'atteignabilité des systémes positifs. Pour ce faire nous nous basons sur les référencse

suivantes [2].

4.3 Théoréme

Le systeme internement positif est atteignable dans le temps ¢y — ?y si

Rits to) = / "Bty 1) B BB (1, 7)dr (4.3.1)

to

est une matrice monomiale.

Le vecteur d’entré qui oriente le vecteur d’état de zg = 0 vers xf, est donné par,

u(t) = B()T®T (t;,t) R (ts, 1)z, (4.3.2)

pour t € [ty — to].
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4.3.1 Preuve

Notons que d’aprés la proposition (1.3.3) du chapitre 1 si R(ty, ) est une matrice monomiale,
alors R (tg,ty) € RT™ et u(t) € R pour [ty — o).

On va montrer que le controle défini par sert a transférer 1’état du systéme (1) de
xo = 0 vers la cible finale x.

Substituant (4.3.2)) dans (2) pour ¢t =t et xy = 0, on obtient :

z(ty) = /fq)(tf,T)B<T)B(T)T(I)T<tf,T)R_l(tf,to)l’de

to

_ [/f@(tf,T)B(T)B(T>T<1>T(tf,T)dT]R—l(tf,to)xf _——

to

Donc, si (4.3.1)) est une matrice monomiale, alors le systéme positif (3.0.1]) est atteignable

pour ty — to.

4.4 Théoréme

Le systéme internement positif est atteignable au temps t; — ¢, si
A(t) = diag[al(t)a a2<t)7 (RS an<t)]7 (441)

(a;(t), i = n la fonction dépendant du temps continu) et B(t) € R}*" est une matrice

monomiale continue en t.

4.4.1 Preuve

On voit bien que si A(t) est de la forme (4.4.1]), alors I'égalité A(t1)A(t2) = A(t2)A(t1) est
satisfaite pour t1,ty € [ty, 00) et P(t,tg) = exp( fti A(T)dr) est une matrice monomiale pour
tout t > 1.

il s’ensuit alors que la matrice de transition ®(¢,%,)B(t) € R}*" est une matrice monomiale

et

Rit;.to) :/f@(tf,T)B(T)B(T)T@T(tf,T)dT

to

_ /fcp(tf,T)B<r)[<1>(tf,7>3(7)]TdT.

to
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En conséquence d’aprés le théoréme(4.3), le systéme (3.0.1)) est atteignable au temps ¢ — to.

4.5 Exemple

On consideére le systéme (3.0.1]) avec
2 0 0 €
At) = B(t) = :
d’apres le théoréme (4,4), le systéme est atteignable au temps t; — t,. ; soit alors, il existe un
vecteur d’entrée servant a transférer zo = 0 vers la cible finale 2y = [2 1]7 au temps t; = 1.

Utilisant (3.1.1)),(4.3.1)) et (4.3.2), on obtient,[2]

B(1,7) = exp(/t A(r)dr) = < P2 =) 0 ) ,

to eXp(%(l _T2))




CONCLUSION

Dans ce travail, 'accent est mis sur une nouvelle qui est la classe des systémes positifs.
Nous avons consacré, notre étude au cas des modeéles & temps variables ol nous avons traité
le probleme de solvabilité autrement dit, la recherche de la solution de tels modéles.

Par ailleurs et dans deux chapitres différents, les caractérisations sur la positivité ont été mis
en évidence. Enfin nous avons traité ’aspect analyse de ce type de modéles plus particulie-
rement, nous nous sommes intéressé a l’atteignabilité des modeéles a temps variables positifs,

chose qui différe de I'atteignabilité pour un probléme dont les variables d’état sont réelles.
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