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INTRODUCTION

De manière générale, l�automatique est une discipline permettant l�étude des systèmes, et
dont les domaines d�application sont très nombreux, tels que l�éléctricité, la mécanique, l�aé-
rospatial, la robotique, la chimie, la biologie, ect... Comme indique le titre de ce mémoire,
nous nous intéréssons dans la suite à l�étude de stabilité qui occupe une place importante
dans ce domaine.
Ce travail entre dans le cadre de l�analyse de stabilité d�une classe très importante qui repré-
sente les systèmes hybrides.
Un système hybride est décrit simultanément par une dynamique continue et une dynamique
discrète.
A�n d�illustrer correctement ces systèmes, nous donnerons quelques exemples et nous étudie-
rons leurs stabilité par la méthode de Lyapunov.
La stabilité au sens de Lyapunov signi�e que la solution peut être gardée arbitrairement
près de l�équilibre, si l�on prend une condition initiale su¢ samment proche de ce dernier. La
stabilité asymptotique signi�e que non seulement l�équilibre est stable mais que de plus la
solution d�une condition initiale appartenant au voisinage de l�équilibre, tend vers l�équilibre
lorsque le temps tend vers l�in�ni. En�n, nous rappelons de l�instabilité si tout simplement
l�équilibre n�est pas stable.
Pour ce faire, nous allons utiliser un outil très important, dit Linear Matrix Inequality (LMI ).
En e¤et, il est apparu que la très grande majorité des problèmes d�analyse et de commande de
systèmes Linéaire à Temps Invariants (LTI ) pouvant être résolus e¢ cacement et se formulent
comme des problèmes d�optimisation convexe sous contraintes LMI.
Pour un nombre signi�catif de problèmes d�analyse et de commande LTI, la formulation sous
forme de problèmes d�optimisation LMI pouvait être (parfois avantageusement) remplacée par
des formulations utilisant par exemple des équations de Lyapunov ou de Riccati. Par contre,
contrairement à l�optimisation LMI, ces outils alternatifs n�ont pas permis de formuler un
large spectre de problèmes sortant du cadre LTI "classique".
A�n d�accomplir au mieux cette étude, le mémoire est structuré en cinq chapitres en plus de
l�introduction et de la conclusion générale.
� Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques dé�nitions de bases et propriétés, no-
tament de la transformée de Laplace et la transformée en Z:

� Pour ensuite s�intérèsser à la transformée bidimensionnelle des systèmes mixtes continus-
discret.

� La partie qui succède c�est un chapitre traitons le problème de la stabilité. Des conditions
nécéssaires et su¢ santes concernant la stabilité des systèmes unidimensionnels.

� Dans le quatrième chapitre, des conditions LMIs seront énoncées avec des exemples d�ap-
plication sur le Simulink/Matlab.

� En�n, nous terminerons par des tests de stabilité des systèmes bidimensionnels hybrides
par l�approche LMI.



Chapitre 1

Dé�nitions de Bases et Propriétés

Dans cette section, nous proposons quelques dé�nitions et propriétés concernant la transfor-
mée de Laplace et la Z-transformée pour le cas 1D ; pour ensuite dé�nir et décrire toutes
les propriétés de la transformée mixte qui est la L-Z transformée. Pour ce faire, nous nous
basons sur les références suivantes [1], [2], [3] et [4].

1.1 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et très puissant pour résoudre les équations
et les systèmes di¤érentiels linéaires en temps continu.

1.1.1 Dé�nition

Une fonction est dite Causale, si elle est nulle pour t < 0:

1.1.2 Dé�nition

Soit f une fonction du temps t et causale, sa transformée de Laplace notée F (p) est donnée
par,

L[f(t)] = F (p) =
Z +1

0

f(t):e�ptdt: (1.1.1)

où, p est à priori un nombre complexe.

1.1.3 Propriétés

Pour tout �; � 2 < et pour f; g deux fonctions causales, nous décrivons les propriétés impor-
tantes et utiles pour répondre à certains problèmes de résolution,

1. Linéarité :
L[�f(t) + �g(t)] = �F (p) + �G(p): (1.1.2)
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2. Dérivation :

L[df(t)
dt

] = pF (p)� f(0): (1.1.3)

3. Intégration :

L[
Z t

0

f(t)dt] =
F (p)

p
: (1.1.4)

4. Retard temporelle :
L[f(t� �)] = e�p�F (p): (1.1.5)

5. Convolution :
L[f(t):g(t)] = F (p):G(p): (1.1.6)

6. Théorème de la valeur initiale :

lim
p!1

pF (p) = lim
t!0+

f(t): (1.1.7)

à condition que ces limites existent.

1.1.4 Transformée inverse de Laplace

La transformée inverse de Laplace notée f(t) dite aussi originale d�une fonction F (p) est
dé�nie par,

L�1[F (p)] = f(t) = 1

2�j

Z +1

0

F (p):eptdp; (1.1.8)

où, le chemin d�intégration peut être choisi quelconque dans le plan complexe à condition de
rester dans le domaine de convergence de F (p):

1.2 La Z-transformée

La Z-transformée est aussi un outil important et très puissant pour résoudre les équations et
les systèmes di¤érentielles linéaires mais en temps discret.

1.2.1 Dé�nition

La transformée en Z d�une séquence x(n) est dé�nie comme la série X(z); calculée comme
suit,

X(z) =
+1X
n=�1

x(n)z�n; (1.2.1)

où, z est une variable complexe. On appelle encore l�équation (1.2.1), la transformée directe
car c�est la relation qui permet d�obtenir X(z) à partir de x(n).
Cette transformation est quali�ée de bilatérale par opposition à unilatérale.
La transformée en Z unilatérale est dé�nie par Xu(z); calculée comme suit,

Xu(z) =

+1X
n=0

x(n)z�n: (1.2.2)
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Remarques

� Dans le cas de séquences causales, ces deux transformations sont les mêmes.
� Toute transformée en Z doit être accompagnée de la région pour laquelle elle converge.
Pour déterminer la région de convergence (RC), on utilise le critère de Cauchy sur la série

+1X
n=0

un = u0 + u1 + u2 + :::; (1.2.3)

qui converge si
lim
n!1

j un j1=n� 1: (1.2.4)

Quelques propriétés importantes seront cependant données,

1.2.2 Propriétés

Pour tout �; � 2 < et x1(n); x2(n) deux séquences, nous avons,
1. Linéarité :
Si

x(n) = ax1(n) + bx2(n);

alors,

X(z) =
+1X
n=�1

x(n)z�n =
+1X
n=�1

ax1(n)z
�n +

+1X
n=�1

bx2(n)z
�n (1.2.5)

= aX1(z) + bX2(z):

2. Décalage et transformée bilatérale :
Soit

y(n) = x(n� n0);

la transformée en Z de y(n) est donnée par :

Y (z) =

+1X
n=�1

y(n)z�n =

+1X
n=�1

x(n� n0)z�n =
+1X

m=�1
x(m)z�(m+n0) (1.2.6)

= z�n0X(z):

3. Dérivation :
Comme,

X(z) =
+1X
n=�1

x(n)z�n;

on a aussi
dX(z)

dz
=

+1X
n=�1

(�n)x(n)z�n�1;



1.2 La Z-transformée 8

et donc,

�zdX(z)
dz

=
+1X
n=�1

nx(n)z�n: (1.2.7)

De ce fait, il apparait que �z dX(z)
dz

est la transformée de nx(n):

4. Convolution :
Cette propriété est une des plus importantes et justi�e à elle seule l�usage qui est fait
de la transformée en Z pour étudier les systèmes linéaires permanents en temps discret.
Si y(n) est obtenue par convolution de x(n) et g(n), on a que :

y(n) =
+1X

m=�1
x(m)g(n�m);

donc,

Y (z) =

+1X
n=�1

y(n)z�n =

+1X
n=�1

+1X
m=�1

x(m)g(n�m)z�n (1.2.8)

=

"
+1X

m=�1
x(m)z�m

#"
+1X
n=�1

g(n�m)z�(n�m)
#

= X(z)G(z):

5. Valeur initiale :
La tranformée en Z, X(z) d�une séquence Causale x(n) est donnée par,

X(z) =
+1X
n=0

x(n)z�n = x(0) +
x(1)

z1
+
x(2)

z2
+ :::+

x(n)

zn
+ :::; (1.2.9)

donc,
lim
z!+1

X(z) = x(0); (1.2.10)

cette propriété n�a de sens que pour des valeurs Causales.

1.2.3 Z-Transformée inverse

Pour inverser une transformée en Z, on peut s�aider utilement du théorème de Cauchy qui
établie que :

1

2�j

I
�

zl�1dz =

�
1 pour l = 0
0 ailleurs

(1.2.11)

où, � est un contour qui entoure l�origine du plan complexe et parcouru dans le sens anti
horlogique.



1.3 Outils d�algèbre linéaire 9

En reprenant la dé�nition de la transformée en Z donnée par (1.2.1), en multipliant les deux
membres par zl�1 et on intégre le long d�un contour entourant l�origine et appartenant au
domaine de convergence, on trouve :I

�

X(z)zl�1dz =

I
�

n=+1X
n=�1

x(n)z�n+l�1dz (1.2.12)

= x(n)

I
�

n=+1X
n=�1

z�n+l�1dz;

où, l�inversion de l�intégrale de la somme est licite compte tenu du fait que l�on opère dans
la zone de convergence de la transformée.
En utilisant le théorème de Cauchy, on a �nalement,

x(n) =
1

2�j

I
�

n=+1X
n=�1

z�n+l�1dz: (1.2.13)

1.3 Outils d�algèbre linéaire

Dans cette petite section, nous proposons quelques outils d�algèbre linéaire qui sont très utiles
dans notre travail. On va citer donc quelques notions.

1.3.1 Polynôme caractéristique

Soit | un corps commutatif et n 2 N� un entier non nul. On dé�nit le polynôme caractéristique
d�une matrice A 2M(|) comme le polynôme,

�A = det (XIn � A) ; (1.3.1)

tel que �A annule A, i.e
�A = 0: (1.3.2)

Remarque

Attention au raisonnement naïf et faux évidement qui consiste à dire, on remplace X par A
dans la formule (1.3.1), ce qui donne,

�A(A) = det (AIn � A) = det(A� A) = 0;

donc, on écrit les choses proprement comme,

�A(A) = [det (XIn � A)](A): (1.3.3)

On calcule le déterminant dans l�anneau |[x], puis on évalue ce polynôme en la matrice A
dans l�anneau Mn(|):
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1.3.2 Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
d�une matrice

Les opérations élémentaires sont d�un intérêt important et servant à répondre à de nombreux
problèmes de contrôle en général.
Utiles pour la résolution des systèmes singuliers et même stantards qu�ils soient unidimen-
sionnels ou bidimensionnels.
Soit (A;+;�) un anneaux euclidien, on prendra le plus souvent A = Z. Soit aussi | un corps
commutatif.

Description des opérations élémentaires

Soient m;n 2 N� et M une matrice à m lignes et n colonnes à coe¢ cients dans A:

Dé�nition On appelle opération élémentaire sur M toute opération de l�un des types
suivants :
� En notant Li la i�eme ligne de M
� Li  Li + �Lj; où � 2 R, on ajoute à la Li la j�eme ligne de M multipliée par �:
� Li  Lj et Lj  Li, permutation de deux lignes de M:

Remarque On peut e¤ectuer des opérations similaires sur les colonnes (on note Ci la i�eme

colonne de M).

1.3.3 Dé�nition : Matrice de permutation

Une matrice de permutation est une matrice carrée qui véri�e les propriétés suivantes :
� Les coe¢ cients sont 0 et 1.
� Il n�y a qu�un seul 1 par ligne.
� Il n�y a qu�un seul 1 par colonne.

Exemple

0BB@
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

1CCA
Remarque

Toute opération élémentaire sur les lignes et les colonnes deM transformeM en une matrice
équivalente.
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1.4 Systèmes linéaires singuliers unidimensionnel (1D)

Nous rappellons brièvement dans cette section l�expression des trajectoires d�états et des
réponses de systèmes linéaires singuliers en temps continu. Nous nous basons sur [5] et [7].
Considérons le système linéaire continu suivant,�

E
:
x(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(1.4.1)

où, x(t) 2 Rn est un vecteur d�état, u(t) 2 Rm est le vecteur d�entrée, y(t) 2 Rp est le vecteur
de sortie et E,A,B,C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

1.4.1 Dé�nition

Le système (1.4.1) est dit singulier si detE = 0:
� Dans le cas contraire, c�est à dire si detE 6= 0, il est dit standard.
� Si E = In, le système est aussi appelé standard (ou explicite).

1.4.2 Dé�nition

Le système (1.4.1) est dit régulier si et seulement si det(Es�A) 6= 0 pour un certain s 2 C:

1.4.3 Remarque

si detE 6= 0, alors multiplions la première équation du système (1.4.1) par E�1, on obtient
le système suivant, � :

x(t) = E�1Ax(t) + E�1Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(1.4.2)

qui est un système explicite.

Pour un système singulier, on supposera pour la suite que det(Es� A) 6= 0 pour un certain
s 2 C: Dans ce cas on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de Laurent autour
de l�in�ni [7],

(Es� A)�1 = s�1
+1X
i=��

�is
�i; (1.4.3)

où, � est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es� A), il est décrit par,
� = rgE � deg[det(Es� A)] + 1; (1.4.4)

et �i est appellée la matrice fondamentale de (1.4.2).

1.4.4 Remarque

Ces propriétés restent vraies pour le cas discret et la matrice résolvante s�écrit comme,

(Ez � A)�1 = z�1
+1X
i=��

�iz
�i: (1.4.5)
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1.4.5 Faisceau régulier

Un faisceau de matrices est une matrice dont les coe¢ cients sont des polynômes de degré 1,
il est dit régulier si :

1. E et A sont des matrices carrées de même ordre.

2. Le déterminant jEs� Aj ne s�annule pas identiquement.
Notons que dans le cas où le déterminant jEs� Aj = 0, le faisceau est dit singulier.

1.5 Théorème de Weierstrass : Cas d�un Faisceau Ré-
gulier

Tout faisceau régulier A + �B peut être réduit en une forme quasi-diagonale canonique
(strictement équivalente) : 26664

J + �I
N�1

. . .
N�s

37775
où la forme normale du premier bloc diagonal J + �I est déterminée d�une façon unique par
les diviseurs élémentaires de A + �B et les s derniers blocs diagonaux correspondent aux
diviseurs élémentaires in�nis �1; :::; �s:
Avec,

N�1 = I
�1 + �1H =

2664
1 :: :: 0
:: 1 ::
:: ::
0 :: :: 1

3775+
2664
0 1 :: 0
:: 0 1 ::
:: 1
0 :: :: 0

3775

=

2664
1 1 :: 0
:: 1 :: ::
:: 1
0 :: :: 1

3775



Chapitre 2

L-Z Transformée : Dé�nitions et
Propriétés

Dans ce chapitre on s�intéresse à la transformée bidimensionnel qui fera l�objet nécessaire pour
l�étude de la solvabilité d�un système à temps continu-discret dit "Hybride" ou "Mixte". Nous
nous basons sur les références [6] et [3] pour les signaux et systèmes 2-D continus-discrets,
on établie les dé�nitions suivantes :

2.1 Dé�nition 1

On dé�nit la transformée de Laplace 1-D d�un signal 2-D continu-discret x(t; n) de la première
variable comme suit,

X(s; n) =

Z +1

0

x(t; n):e�stdt; (2.1.1)

et on la note,
X(s; n) = Lt [x(t; n)] : (2.1.2)

On dé�nie de même la transformée en Z de la deuxième variable comme suit,

X(t; z) =
+1X
n=0

x(t; n)zn; (2.1.3)

et on la note,
X(t; z) = zn [x(t; n)] : (2.1.4)

2.2 Dé�nition 2

Les transformées inverses de Laplace ainsi que la Z-tansformée inverse sont dé�nies respec-
tivement par,

x(t; n) =

Z �+i1

��i1
X(s; n)estds; (2.2.1)
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où, � � 0 un nombre réel qui est plus grand que la partie réelle de n�importe quelle singularité
de X(s; n):
Et,

x(t; n) =
1

2�j

I



X(t; z)zn�1dz: (2.2.2)

On les note
x(t; n) = L�1t [X(s; n)]; (2.2.3)

et,
x(t; n) = z�1n [X(t; z)]: (2.2.4)

2.3 Dé�nition 3

La 2-D Laplace-Z tansformée d�un signal 2-D continu-discret x(t; n) est dé�nie par,

X(s; z) =
+1X
n=0

Z +1

0

x(t; n)e�stdt z�n; (2.3.1)

on la note
X(s; z) = Ltzn [x(t; n)] : (2.3.2)

2.4 Dé�nition 4

La 2-D Laplace-Z tansformée inverse d�un signal 2-D continu-discret x(t; n) est dé�nie par,

x(t; n) =
1

2�j

I



Z �+i1

��i1
x(t; n)e�stzn�1dsdz; (2.4.1)

et on la note
x(t; n) = L�1t z�1n [X(s; z)] : (2.4.2)

Nous exposons par la suite les propriétés suivantes servant à résoudre les équations di¤éren-
tielles linéaires bidimensionnelles.

2.5 Propriétés

Si en 2-D, la transformée de Laplace et en Z les signaux continus-discrets x1(t; n) et x2(t; n)sont
X1(s; z) et X2(s; z), alors

1.
Ltzn [ax1(t; n) + bx2(t; n)] = aX1(s; z) + bX2(s; z): (2.5.1)

2.
Ltzn [x(t; n)] = znLt [x(t; n)] : (2.5.2)
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3.
(Ltzn)�1 [X(s; z)] = (znLt)�1 [X(s; z)] : (2.5.3)

4.
Ltzn [

:
x(t; n)] = sX(s; z)�X(0; z): (2.5.4)

5. Si x(t; 0) 6= 0;
Ltzn [(t; n+ 1)] = zX(s; z)�X(s; 0): (2.5.5)

6.
Ltzn [

:
x(t; n+ 1)] = szX(s; z)� sX(s; 0)� zX(0; z) + x(0; 0): (2.5.6)

Nous donnons une dé�ntion de la fonction de Dirac qui nous sera utile par la suite,

2.6 Dé�nition : La distribution de Dirac

La distribution de Dirac, appelée aussi impulsion et notée �(t), est la modélisation mathéma-
tique d�un signal d�amplitude in�nie sur une durée "in�niment brève" à la date 0 et véri�ant,

+1Z
�1

�(t)dt = 1 (2.6.1)

2.6.1 Propriétés

� �(t) véri�e également pour toute fonction ' dé�nie et continue au voisinage de 0,

+1Z
�1

�(t):'(t)dt = '(0) (2.6.2)

� �(t) permet de dé�nir une dérivée de l�échelon unitaire u(t):

2.7 Solution du modèle régulier bidimentionnel (2D)
continu-discret

Une nouvelle classe de systèmes linéaires singuliers continu-discret à deux dimensions est
introduite par T.Kaczorek, Fornasini-Marchesini, J.Klamka, J.Kurek [9] ainsi que d�autres
scienti�ques. Dans les systèmes à deux dimensions continus-discrets, l�une des variables in-
dépendante est continue, la seconde est discrète. Ces systèmes trouvent leurs applications en
biomathématique, en économie et en électronique.
Nous considérons alors le système linéaire à deux dimensions continu-discret suivant,�
E
:
x(t; k + 1) = A1

:
x(t; k) + A2x(t; k + 1) + A0x(t; k) +B0u(t; k) +B1

:
u(t; k) +B2u(t; k + 1)

y(t; k) = Cx(t; k) +Du(t; k)
(2.7.1)
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où,
:
x = @x(t;k)

@t
; x(t; k) 2 Rn est un vecteur d�état, u(t; k) 2 Rm est le vecteur d�entrée et

y(t; k) 2 Rp est le vecteur de sortie du système, et où, Ai 2 Rn�n; Bi 2 Rn�m; i = 0; 1; 2;
C 2 Rp�n; D 2 Rp�m:
Le polynôme caractéristique du modèle (2.7.1) est représenté par :

det[Esz � A0 � A1s� A2z] =
n1X
i=0

n2X
k=0

di;ks
izk: (2.7.2)

On suppose que le système est régulier, i.e, det[Esz�A0�A1s�A2z] 6= 0 pour (s; z) 2 C�C
d�où,

[Esz � A0 � A1s� A2z]�1 =
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1)z�(k+1); (2.7.3)

où, �1; �2 sont les indices de nilpotence, Ti;k sont les matrices de transition dé�nies par,[8] et
[10]

ETi;k =

�
A0T�1;�1 + A1T�1;�1 + A2T�1;�1 pour i = k = 0
A0Ti;k + A1Ti;k + A2Ti;k pour i 6= 0 et=ou k 6= 0

(2.7.4)

avec,
Ti;k = 0 pour i � ��1 et=ou k � ��2: (2.7.5)

Ce modèle a pour fonction de transfert,

H(s; z) = C[Esz � A0 � A1s� A2z]�1B +D: (2.7.6)
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2.7.1 Théorème

La solution du modèle (2.7.1) avec conditions initiales est donnée par,

x(t; n) =

�1X
i=0

T�i;n�1Ex(t; 0)�
i +

+1X
i=1

Ti;n�1E

Z t

0

� i�1

(i� 1)!x(t� � ; 0)d� (2.7.7)

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kEx(0; k)�
i�1 +

+1X
i=1

Ti;n�kEx(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

n+�2�1X
i=0

T�i;n�k�1A1x(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�k�1A1x(0; k)
ti

i!

�
+1X
i=1

Ti;n�1A2

Z t

0

� i

i!
x(t� � ; 0)d� �

�1X
i=0

T�i;n�1A2x(t; 0)�
i�1

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB0u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B0

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(t; k)�
i +

+1X
i=1

Ti;n�k�1B1

Z t

0

� i�1

(i� 1)!u(t� � ; k)d�

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1u(0; k)
ti�1

(i� 1)!

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB2u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kB2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; k)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1B2u(t; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1B2

Z t

0

�

i!
u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1Ex(0; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1Ex(0; 0)
ti

i!
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et la sortie est,

y(t; n) = C[

�1X
i=0

T�i;n�1Ex(t; 0)�
i +

+1X
i=1

Ti;n�1E

Z t

0

� i�1

(i� 1)!x(t� � ; 0)d� (2.7.8)

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kEx(0; k)�
i�1 +

+1X
i=1

Ti;n�kEx(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

n+�2�1X
i=0

T�i;n�k�1A1x(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�k�1A1x(0; k)
ti

i!

�
+1X
i=1

Ti;n�1A2

Z t

0

� i

i!
x(t� � ; 0)d� �

�1X
i=0

T�i;n�1A2x(t; 0)�
i�1

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB0u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B0

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(t; k)�
i +

+1X
i=1

Ti;n�k�1B1

Z t

0

� i�1

(i� 1)!u(t� � ; k)d�

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1u(0; k)
ti�1

(i� 1)!

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB2u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kB2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; k)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1B2u(t; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1B2

Z t

0

�

i!
u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1Ex(0; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1Ex(0; 0)
ti

i!
] +Du(t; n)

Preuve

Appliquons la transformée de Laplace à la première équation du système, on obtient,

EsX(s; k + 1)� EX(0; k + 1) = A0X(s; k) + A1sX(s; k)� A1X(0; k)
+A2X(s; k + 1) +B0U(s; k) +B1sU(s; k)

�B1U(0; k) +B2U(s; k + 1)

Puis on applique la transformée en Z,

EszX(s; z)� EsX(s; 0)� EzX(0; z) + EX(0; 0) = A0X(s; z) + A1sX(s; z)� A1X(0; z)
+A2zX(s; z)� A2X(s; 0) +B0U(s; z)
+B1sU(s; z)�B1U(0; z) +B2zU(s; z)
�B2U(s; 0)
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Etant donnée que [Esz � A0 � A1s� A2z]�1 existe pour (s; z) 2 C� C alors,

X(s; z) = [Esz�A0�A1s�A2z]�1
24 EsX(s; 0) + EzX(0; z)� A1X(0; z)� A2X(s; 0)+B0U(s; z) +B1sU(s; z)�B1U(0; z) +B2zU(s; z)
�B2U(s; 0)� EX(0; 0)

35
Par suite on remplace [Esz � A0 � A1s� A2z]�1 par sa dé�nition,

X(s; z) =

+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1)z�(k+1)

24 EsX(s; 0) + EzX(0; z)� A1X(0; z)� A2X(s; 0)+B0U(s; z) +B1sU(s; z)�B1U(0; z) +B2zU(s; z)
�B2U(s; 0)� EX(0; 0)

35

=

P+1
i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�iz�(k+1)EX(s; 0) +
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�kEX(0; z)

�
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�(k+1)A1X(0; z)�
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�(k+1)A2X(s; 0)

+
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�(k+1)B0U(s; z) +
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�iz�(k+1)B1U(s; z)

�
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�(k+1)B1U(0; z) +
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�kB2U(s; z)

�
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�(k+1)B2U(s; 0)�
P+1

i=��1

P+1
k=��2 Ti;ks

�(i+1)z�(k+1)EX(0; 0)
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L�inverse de la transformée en Z donne,

1

2�j

I
�

[X(s; z)zn�1]dz =
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�i 1

2�j

I
zn�k�1�1EX(s; 0)dz

+

+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1EX(0; z)dz

�
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1�1A1X(0; z)dz

�
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1�1A2X(s; 0)dz

+
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1�1B0U(s; z)dz

+
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�i 1

2�j

I
zn�k�1�1B1U(s; z)dz

�
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1�1B1U(0; z)dz

+
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1B2U(s; z)dz

�
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1�1B2U(s; 0)dz

�
+1X
i=��1

+1X
k=��2

Ti;ks
�(i+1) 1

2�j

I
zn�k�1�1EX(0; 0)dz
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X(s; n) =
+1X
i=��1

Ti;n�1s
�iEX(s; 0) +

+1X
i=��1

n+�2X
k=0

Ti;n�ks
�(i+1)EX(0; k)

�
+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)A1X(0; k)�

+1X
i=��1

Ti;n�1s
�(i+1)A2X(s; 0)

+

+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)B0U(s; k) +

+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�iB1U(s; k)

�
+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;ks
�(i+1)B1U(0; k) +

+1X
i=��1

n+�2X
k=0

Ti;n�ks
�(i+1)B2U(s; k)

�
+1X
i=��1

Ti;n�1s
�(i+1)B2U(s; 0)�

+1X
i=��1

Ti;n�1s
�(i+1)EX(0; 0)

Par la transformée de Laplace inverse, il vient,

L�1[X(s; n)] = L�1[
+1X
i=��1

Ti;n�1s
�iEX(s; 0)] + L�1[

+1X
i=��1

n+�2X
k=0

Ti;n�ks
�(i+1)EX(0; k)]

�L�1[
+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)A1X(0; k)]� L�1[

+1X
i=��1

Ti;n�1s
�(i+1)A2X(s; 0)]

+L�1[
+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)B0U(s; k)] + L�1[

+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�iB1U(s; k)]

�L�1[
+1X
i=��1

n+�2�1X
k=0

Ti;ks
�(i+1)B1U(0; k)] + L�1[

+1X
i=��1

n+�2X
k=0

Ti;n�ks
�(i+1)B2U(s; k)]

�L�1[
+1X
i=��1

Ti;n�1s
�(i+1)B2U(s; 0)]� L�1[

+1X
i=��1

Ti;n�1s
�(i+1)EX(0; 0)]

Par les propriètés de la transofrmée de Laplace et en particulier du produit de convolution,
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on a,

L�1[X(s; n)] = L�1[
�1X
i=0

T�i;n�1s
iEX(s; 0)] + L�1[

+1X
i=1

Ti;n�1s
�iEX(s; 0)]

+L�1[
�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�ks
i�1EX(0; k)] + L�1[

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�ks
�(i+1)EX(0; k)]

�L�1[
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1s
i�1A1X(0; k)]� L�1[

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)A1X(0; k)]

�L�1[
�1X
i=0

T�i;n�1s
i�1A2X(s; 0)]� L�1[

+1X
i=1

Ti;n�1s
�(i+1)A2X(s; 0)]

+L�1[
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1s
i�1B0U(s; k)] + L�1[

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)B0U(s; k)]

+L�1[
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1s
iB1U(s; k)] + L�1[

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�iB1U(s; k)]

�L�1[
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1s
i�1B1U(0; k)]� L�1[

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1s
�(i+1)B1U(0; k)]

+L�1[
�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�ks
i�1B2U(s; k)] + L�1[

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�ks
�(i+1)B2U(s; k)]

�L�1[
�1X
i=0

T�i;n�1s
i�1B2U(s; 0)]� L�1[

+1X
i=1

Ti;n�1s
�(i+1)B2U(s; 0)]

�L�1[
�1X
i=0

T�i;n�1s
i�1EX(0; 0)]� L�1[

+1X
i=1

Ti;n�1s
�(i+1)EX(0; 0)]
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D�où la solution,

x(t; n) =

�1X
i=0

T�i;n�1Ex(t; 0)�
i +

+1X
i=1

Ti;n�1E

Z t

0

� i�1

(i� 1)!x(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kEx(0; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kEx(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1A1x(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1A1x(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

T�i;n�1A2X(t; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1A2

Z t

0

� i

i!
x(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B0u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B0

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(t; k)�
i +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1

Z t

0

� i�1

(i� 1)!u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1u(0; k)
ti�1

(i� 1)!

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB2u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kB2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1B2u(t; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1B2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1Ex(0; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1Ex(0; 0)
ti

i!
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et la sortie est de la forme,

y(t; n) = C[

�1X
i=0

T�i;n�1Ex(t; 0)�
i +

+1X
i=1

Ti;n�1E

Z t

0

� i�1

(i� 1)!x(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kEx(0; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kEx(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1A1x(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1A1x(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

T�i;n�1A2X(t; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1A2

Z t

0

� i

i!
x(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B0u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B0

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(s; k)�
i +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1

Z t

0

� i�1

(i� 1)!u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1u(0; k)
ti�1

(i� 1)!

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB2u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kB2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1B2u(t; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1B2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

T�i;n�1Ex(0; 0)�
i�1 �

+1X
i=1

Ti;n�1Ex(0; 0)
ti

i!
] +Du(t; n)

Pour illustrer cela, un exemple sera alors donné.

2.7.2 Exemple

E =

24 1 0 0
0 1 0
0 0 0

35 ; A0 =
24 0 �1 0
0 0 0
0 �1 0

35 ; A1 =
24 0 0 0
0 0 0
1 0 0

35 ; A2 =
24 0 0 1
0 0 0
0 0 0

35
B0 =

24 10
0

35 ; B1 =
24 01
0

35 ; B2 =
24 00
1

35 ; C = � 0 0 1
�
; D = 1

Dans ce cas on a n = 3; m = 1; p = 1:
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On a,

[Esz � A0 � A1s� A2z] =

24 sz 0 0
0 sz 0
0 0 0

35�
24 0 �1 0
0 0 0
0 �1 0

35�
24 0 0 0
0 0 0
s 0 0

35�
24 0 0 z
0 0 0
0 0 0

35
=

24 sz 1 �z
0 sz 0
�s 1 0

35
D�où,

det[Esz � A0 � A1s� A2z] =

������
sz 1 �z
0 sz 0
�s 1 0

������ = �s(zsz) = �s2z2

adj[Esz � A0 � A1s� A2z] =

24 0 �z sz2

0 �sz 0
s2z �s� sz s2z2

35
Donc,

[Esz � A0 � A1s� A2z]�1 =
�1
s2z2

24 0 �z sz2

0 �sz 0
s2z �s� sz s2z2

35
=

24 0 s2z�1 �s�1
0 s�1z�1 0
�z�1 s�1z�2 + s�1z�1 �1

35
Les indices de nilpotence sont �1 = 1 et �2 = 1:
En appliquant la relation (2.7.2), on obtient,

[Esz � A0 � A1s� A2z]�1 =

+1X
i=�1

+1X
k=�2

Ti;ks
�(i+1)z�(k+1)

= T�1;�1 + T�1;0z
�1 + T�1;1z

�2 + T0;�1s
�1 + T0;0s

�1z�1

+T0;1s
�1z�2 + T1;�1s

�2 + T1;0s
�2z�1 + T1;1s

�2z�2

Les matrices de transitions sont,

T�1;�1 =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 �1

35 ; T�1;0 =
24 0 0 0
0 0 0
�1 0 0

35 ; T0;�1 =
24 0 0 �1
0 0 0
0 0 0

35 ;
T0;0 =

24 0 0 0
0 1 0
0 1 0

35 ; T0;1 =
24 0 0 0
0 0 0
0 1 0

35 ; T1;0 =
24 0 1 0
0 0 0
0 0 0

35
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Ainsi la solution du système est,

x(t; n) =

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kEx(0; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kEx(0; k)
ti

i!

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1A1x(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1A1x(0; k)
ti

i!

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B0u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B0

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(s; k)�
i +

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1

Z t

0

� i�1

(i� 1)!u(t� � ; 0)d�

�
�1X
i=0

n+�2�1X
k=0

T�i;n�k�1B1u(0; k)�
i�1 �

+1X
i=1

n+�2�1X
k=0

Ti;n�k�1B1u(0; k)
ti�1

(i� 1)!

+

�1X
i=0

n+�2X
k=0

T�i;n�kB2u(t; k)�
i�1 +

+1X
i=1

n+�2X
k=0

Ti;n�kB2

Z t

0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

Par conséquent,

x(t; n) =

24 0 1 0
0 1 0
0 2 0

35x(0; n+ 1)��1 +
24 0 0 0
0 0 0
�1 0 0

35x(0; n+ 1)t�
24 �1 0 0
0 0 0
�a 0 0

35x(0; n)��1
�

24 0 0 0
0 0 0
�1 0 0

35x(0; n)��2 +
24 10
0

35u(t; n)��2 +
24 0
0
�1

35 tZ
0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

24 01
2

35u(t; n)�
24 01
2

35u(0; n� 1)��1 +
24 �10
0

35u(t; n)��1
et la sortie est,

y(t; n) = C[

24 0 1 0
0 1 0
0 2 0

35x(0; n+ 1)��1 +
24 0 0 0
0 0 0
�1 0 0

35x(0; n+ 1)t�
24 �1 0 0
0 0 0
�a 0 0

35x(0; n)��1
�

24 0 0 0
0 0 0
�1 0 0

35x(0; n)��2 +
24 10
0

35u(t; n)��2 +
24 0
0
�1

35 tZ
0

� i

i!
u(t� � ; 0)d�

+

24 01
2

35u(t; n)�
24 01
2

35u(0; n� 1)��1 +
24 �10
0

35u(t; n)��1] +Du(t; n)
=

�
0 2 0

�
x(0; n+ 1)��1 +

�
1 0 0

�
x(0; n+ 1)t�

�
�1 0 0

�
x(0; n)��2

�
tZ
0

� i

i!
u(t� � ; 0)d� + 3u(t; n)� 2u(0; n� 1)��1
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2.7.3 Remarque

On a vu que si detE 6= 0 on utilise les propriétés de la L-Z transformée. Maintenant si
detE = 0; que doit -on faire ?
Réponse : On a plusieurs possiblités, autre que
� L�application de la L-Z transformée comme exposé ci-dessus.
� Utilisation de l�inverse généralisé (Drazin) [11] ou Moore Penrose.
� Ou l�application du théorème fondamental de "Weierstrass", (voir chapitre 1).



Chapitre 3

Stabilité des Modèles
Unidimensionnels

Dans ce chapitre des conditions nécessaires et su¢ santes concernant la stabilité des systèmes
unidimensionnels seront énnoncées. Pour ce faire nous nous basons sur [12].
Par la transformée de Laplace, on peut trouver la solution du système en état d�équilibre non
modi�é lorsque le système est abandonné à lui même (i:e u = 0):� :

x(t) = Ax(t)
y(t) = Cx(t)

(3.0.1)

où, x 2 Rn; A 2 Rn�n et C 2 Rp�n;
qui est donnée par, �

x(t) = �(t)x0
y(t) = C�(t)x0

(3.0.2)

où, x0 un état initial et �(t) la matrice de tansition, elle est donnée par,

�(t) = eAt: (3.0.3)

On peut de même trouver la solution x(t) pour les systèmes à temps discret mais en appliquant
la transformée en Z, où la matrice de transition est donnée comme suit,

�(t) = At: (3.0.4)

3.1 Lien entre di¤érents types de stabilités

Pour des raisons pratiques on choisit la stabilité asymptotique et non autres.
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3.2 Dé�nitions

1. Un système est asymptotiquement stable si pour tout x0 on a,

k�(t)x0k����!t!+1 0: (3.2.1)

2. Un système est simplement stable si pour tout x0 il existe c � 0 tel que pour tout t
k�(t)x0k � c: (3.2.2)

3. Un système est faiblement instable s�il n�est pas stable et si pour tout x0, 9c � 0 et
n � 0 tel que pour tout t

k�(t)x0k � ctn: (3.2.3)

4. Un système est fortement instable s�il est ni stable ni faiblement instable.

3.3 Conditions de stabilité

3.3.1 Cas continu

Pour le cas des systèmes linéaires continus, nous énonçons les conditions suivantes :
� Le système est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres �i de A satisfont

Re�i � 0: (3.3.1)

� Le système est stable si
Re�i � 0: (3.3.2)

� Le système est fortement instable si

Re�i � 0; (3.3.3)

pour au moins une valeur propre �i:

Remarque

Notons que si le système possède une matrice diagonalisable A, il ne peut pas être faiblement
instable.

3.3.2 Cas discret

Nous adaptons dans ce qui suit les mêmes tests de stabilité pour le cas des systèmes à temps
discrets.
� Le système est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres zi de A satisfont

jzij � 1: (3.3.4)

� Le système est stable si
jzij � 1: (3.3.5)

� Le système est fortement instable si
jzij � 1; (3.3.6)

pour au moins une valeur propre zi:
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3.4 Conditions de Lyapunov

Dans cette section on va énoncer les conditions de Lyapunov servant à étudier la stabilité des
di¤érents systèmes. On va s�intéresser tout d�abord au système linéaire continu suivant,

:
x = Ax; A 2 Rn�n (3.4.1)

par la méthode de Lyapunov.
La fonction condidate de Lyapunov est donnée par,

v(x) = xtPx; P 2 Rn�n; P t = P (3.4.2)

donc,

:
v(x) =

:
x
t
Px+ xtP

:
x (3.4.3)

= xtAtPx+ xtPAx

= xt(AtP + PA)x

posons,
C = AtP + PA;C = Ct (3.4.4)

3.4.1 Théorème 1

1. L�équilibre x = 0 du système est stable s�il existe une matrice P réelle symétrique de
(n� n) dé�nie positive telle que la matrice C est semi dé�nie négative.

2. L�équilibre x = 0 du système est exponentiellement stable s�il existe une matrice P
réelle symétrique de (n� n) dé�nie positive telle que la matrice C est dé�nie négative.

3. L�équilibre x = 0 du système est dit instable s�il existe une matrice P réelle symétrique
de (n� n) dé�nie négative ou indé�nie telle que la matrice C est dé�nie négative.

3.4.2 Théorème 2

Supposons que toutes les valeurs propres de la matrice A possèdent des parties réelles non
nulles. Si toutes les parties réelles de valeurs propres de A sont négatives, ou si au moins une
des valeurs propres de A a une partie réelle positive, alors il existe une fonction de lyapunov
quadratique,

v(x) = xtPx; P = P t (3.4.5)

dont la dérivée le long des solutions du système est dé�nie (c-à-d qu�elle est soit dé�nie
négative ou dé�nie positive).

Une autre adaptation au cas discret est comme suit :
Considérons le système LTI à temps discret suivant,

x(k + 1) = Ax(k) (3.4.6)
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Si on choisit la fonction de Lyapunov telle que,

v(x) = xtPx; P = P t (3.4.7)

nous évaluons la première di¤érence de v; on trouve,

Dv(x(k)) = v(x(k + 1))� v(x(k))
= x(k + 1)tPx(k + 1)� x(k)tPx(k)
= x(k)tAtPAx(k)� x(k)tPx(k)
= x(k)t(AtPA� P )x(k)

et par conséquent,
Dv(x) = xt(AtPA� P )x = xtCx (3.4.8)

où,
AtPA� P = C;C = Ct (3.4.9)

3.4.3 Théorème 1

1. L�équilibre x = 0 est stable s�il existe une matrice P réelle symétrique dé�nie positive
telle que la matrice C donnée en (3.4.4) est semi dé�nie négative.

2. L�équilibre x = 0 du système est globalement asymptotiquement stable s�il existe une
matrice P réelle, symétrique et dé�nie positive telle que C donnée en (3.4.4) est dé�nie
négative.

3. L�équilibre x = 0 est instable s�il existe une matrice P réelle, symétrique de (n � n)
dé�nie négative ou indé�nie telle que C donnée en (3.4.4) est dé�nie négative.

3.4.4 Théorème 2

Si A est stable (toutes ses valeurs propres sont dans le cercle unité du plan complexe), alors
l�équilibre x = 0 du système (3.4.6) est asymptotiquement stable.
Si au moins une des valeurs propres de A est en dehors du cerle unité du plan complexe et
aucune valeur propre est sur le cerle, alors l�équilibre x = 0 du système (3.4.6) est instable.

3.5 Cas des modèles linéaires singuliers

Maintenant on va s�intérésser à l�étude de la stabilité du système singulier suivant,

E
:
x = Ax; A; E 2 Rn�n (3.5.1)

par la méthode de Lyapunov.
Le polynôme caractéristique de (3.5.1) est représenté par,

B(s) = det[Es� A]: (3.5.2)
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La fonction candidate de Lyapunov est donnée par,

v(x) = xtEtPx; P 2 Rn�n; EtP = P tE (3.5.3)

donc,

:
v(x) = (E

:
x)tP (Ex) + (Ex)tP (E

:
x) (3.5.4)

= xtAtPEx+ xtEtPAx

= xt(AtPE + EtPA)x

posons,
C = AtPE + EtPA; C = Ct (3.5.5)

et les théorèmes vus ci-dessus restent vrais dans ce cas.



Chapitre 4

LMI et LMI Toolbox Matlab

Le terme IML (Inégalité Matricielle Linéaire), (LMI : Linear Matrix Inequality en anglais)
est maintenant couramment employé dans la littérature liée à l�analyse et à la commande des
systèmes, voir [16], [13]. Nous rappelons néanmoins quelques notions IMLs.

4.1 Dé�nition

Une inégalité matricielle linéaire (IML) est une expression de la forme

F (x) = F0 +
mX
i=1

xiFi � 0; (4.1.1)

où, x = (xi); i = 1; :::;m est un vecteur de nombres réels (variables de decisions) et
Fi , i = 0; :::;m sont les matrices réelles symétriques, i:e : Fi = F ti 2 Rn�n; i = 0; :::;m:

4.1.1 Remarques

� L�inégalité " � " dans (4.1.1) signi�e "dé�nie positive", c-à-d :

utF (x)u � 0 pour tout u 2 Rn�

ce qui est équivalent à ce que la plus petite valeur propre de F (x) est positive.
� F est une fonction a¢ ne d�un espace vectoriel de dimension �ni V vers un ensemble

Sn :=
�
M=M =M t 2 Rn � Rn

	
n�0

de matrices réelles symétriques.
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4.1.2 Exemple 1

24 x1 � 3 x1 + x2 �1
x1 + x2 x2�4 0
�1 0 x1

35 � 0
est une IML à deux variables. On peut alors l�écrire comme des IMLs24 �3 0 �1

0 �4 0
�1 0 0

35+ x1
24 1 1 0
1 0 0
�1 0 1

35+ x2
24 0 1 0
1 1 0
0 0 0

35 � 0
4.1.3 Exemple 2

Des IMLs simples dans le plan
� y � x) y � x � 0
� y � x2 )

�
1 x
x y

�
� 0

� x2 + y2 � 1)

0@ 1 x y
x 1 0
y 0 1

1A � 0
On note à ce propos que le qualitatif d�a¢ ne plutôt que linéaire serait sans doute approprié.

4.2 Di¤érentes représentations

� Dans la pluspart des applications, les LMIs ne se posent naturellement pas dans la forme
canonique (4.1.1), mais plutôt sous la forme,

L(X1; :::; Xm) � R(X1; :::; Xm); (4.2.1)

où, L(:) et R(:) sont des fonctions a¢ nes des variables de certaines matrices structurées
X1; :::; Xm, par exemple

AX +XA0 � 0 (4.2.2)

est une LMI.
Où, X est une variable de decision. LMI (4.2.2) peut être représentée sous la forme (4.1.1)
en utilisant les proprités algébriques.

� Certains auteurs préfèrent utiliser

F (x) = x1F1 + :::+ xnFn � �F0: (4.2.3)

Notons que le côté gauche de (4.1.1) est a¢ ne tandis qu�ici est linéaire en x:
�! Linéarité : La fonction f(x) est linéaire en x si

f(�x1 + �x2) = �f(x1) + �f(x2);

pour tout scalaire � et �:
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�! A¢ nité : La fonction g(x) est a¢ ne en x si elle s�écrit sous la forme

g(x) = f(x) + a;

où, f(x) est une fonction linéaire et a est une constante.
� Un système de plusieurs LMIs est un ensemble �ni de LMI tel que pour deux LMIs données
on peut avoir une LMI

F0(X0) � Q0 (4.2.4)

F1(X1) � Q1

ceci est équivalent à F (X) � Q:
Où,

F (X) = diag(F0(X0); F1(X1));

et
Q = diag(Q0; Q1);

i,e �
F0(X0) 0
0 F1(X1)

�
�
�
Q0 0
0 Q1

�
: (4.2.5)

4.3 Propriétés

� L�ensemble des solutions réalisables de l�ensemble (4.1.1) dé�nie par, fx=F (x) � 0g est un
ensemble convexe.

4.3.1 Remarque

Cette propriété est très importante car de nombreuses techniques de résolution numérique
sont disponibles pour les problèmes impliquant des ensembles de solutions convexes.
Convexité : Un ensemble C 2 Rn est convexe si,

�x1 + (1� �)x2 2 C 8x1; x2 2 C et 8� 2 [0; 1] (4.3.1)

� LMI (4.1.1) est une inégalité stricte. On peut de même avoir la non strict inégalité.

F (x) = F0 +

mX
i=1

xiFi(x) � 0: (4.3.2)

�Complément de Schur :
Un outil très intéressant et utile durant toute notre étude par la suite, il s�agit du lemme
de Schur qui est un résultat préliminaire qui permettera dans ce qui suit, de simpli�er des
expressions matricielles.
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� Lemme 4.3.1 L�LMI �
Q S
St R

�
� 0; (4.3.3)

où, Q = Qt et R = Rt sont équivalentes à R � 0; Q � SR�1St � 0 ou encore Q � 0;
R� SQ�1St � 0
Parmis d�autres propriétés importantes nous citerons la mise à échelle,

�Mise en échelle :
Pour � � 0; on a G(x) � 0 équivalent à �G(x) � 0

4.4 Applications

4.4.1 Problème de fesabilité

Consiste à trouver la solution x 2 Rn pour un système LMI F (x) � 0:

4.4.2 Optimisation

La minimisation d�une fonction objective convexe sous certaines contraintes LMIs est égale-
ment un problème convexe, en particulier, un problème de minimisation linéaire�

minCtx
F (x) � 0 (4.4.1)

joue un rôle important dans les conceptions basées sur les LMIs, ce problème est appelé
"Problème de valeur propre".
On peut généraliser ce genre de problème et il devient,

4.4.3 Problème de la valeur généralisée

Minimiser le scalaire � 2 R sous certaines contraintes8<:
G(x) � �F (x)
F (x) � 0
G(x) � 0

(4.4.2)

4.4.4 La stabilité de lyapunov

Comme on a vu dans le chapitre précédent, le système linéaire à temps invariant donné par,

:
x = Ax (4.4.3)

est stable si chaque valeur propre de A est à partie réelle négative.
La matrice A qui satisfait cette condition est appellée de "Hurwitz". On dira de même que
le système est Shur stable.

Un moyen pour trouver les valeurs propres de A est d�utiliser l�équation de Lyapunov. Ceci
peut être citer comme suit :
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Toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle négative si pour chaque matriceQ donnée
Q = Qt, il existe une unique solution P = P t � 0 pour l�équation de Lyapunov donnée par,

AP + PAt = �Q ou (AtP + PA = �Q): (4.4.4)

On peut écrire tout ça d�une autre manière, le système est stable et A est Hurwitz si l�LMI

AP + PAt +Q � 0 (AtP + PA+Q � 0) (4.4.5)

a une solution admissible (réalisable)

P = P t � 0: (4.4.6)

4.5 LMI toolbox matlab

Matlab LMI toolbox fournit un ensemble de fonctions pratiques pour résoudre des problèmes
impliquant des LMIs.
Dans cette section on va voir quelques unes, tout en les appliquant à des exemples.
En général, un problème d�une LMI est résolu en deux étapes sur matlab.

4.5.1 Première étape

Elle consiste à,
� Dé�nir l�LMI dans un problème donné.
� Spéci�er les variables dans les LMIs et dé�nir les LMIs en fonction de ces variables de
decisions.

Comme on a vu précédement, il existe plusieurs représentations d�une LMI, matlab utilise
commodément sous la forme matricielle de variable de decisions donnée par (4.2.1) au lieu
de la forme d�un vecteur de variables de decisions donnée par (4.1.1).

4.5.2 Deuxième étape

Le problème est résolu numériquement en utilisant les solveurs disponibles ou on peut même
faire nos propres solveurs.
Si le problème comprend de la minimisation d�une fonction d�une forme vectorielle de variables
de decisions, il su¢ t de convertir la forme d�une matrice de variables de decisions en une forme
d�un vecteur à l�aide des fonctions supplémentaire.

4.5.3 Spéci�cation d�un système de LMI

1. Commençons par l�initialisation des LMIs, et cela en utilisant la commande,

Setlmis([ ])
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2. Après on dé�nit les variables de decisions en utlisant la fonction,

lmivar

Considérons par exemple l�LMI CXCt � 0: Ici, C est une matrice constante et X est
la matrice des variables de decisions.
La fonction lmivar permet de dé�nir plusieurs formes de matrices de decisions.
Soit X une matrice symétrique avec une structure diagonale par blocs, i.e

X =

26664
X1

X2

. . .
Xn

37775
Dans ce cas, X possède n blocs diagonaux.
Prenons, n = 4 et les dimensions des matrices Xi sont 5; 3; 1 et 2 toutes non nulles. X
est dé�nie par la commande suivante,

structureX = [5; 1; 3; 1; 1; 0; 2; 1]

X = lmivar(1; structureX);

Ici la première entrée 1 stipule que X est une matrice symétrique par bloc diagonale.
Le numéro de la ligne de structureX indique que X a 4 blocs. Le premier élément de
la r-ième rangée donne la dimension de la r-ième bloc en X. Le second élément de la
r-ième bloc dé�nit le type du bloc : 1 pour le plein, 0 pour scalaire, -1 pour le bloc qui
égal à zéro.

3. Dans l�étape suivante on dé�nit les LMIs une par une. Pour CtXC � 0; dans ce cas C
est 1 1� 1 1 matrice constante.
On dé�nit cette LMI par,

typeLMI1 =
�
1 1 1 1

�
;

lmiterm(typeLMI1; C; C 0);

cette commande contient trois arguments.
Premier argument : Un vecteur qui contient quatres entrées, la première est faite
pour indiquer quelle LMI est dé�nie, la deuxième et la troisième indiquent la position
de l�expression étant dé�nie et la quatrième indique la variable de decision de LMI
impliquée.
Pour cet exemple, puisque nous n�avons qu�une seule matrice de decision X , cette
valeur est simplement 1:
Deuxième et troisième argument : Ce sont les matrices multipliées à droite et à
gauche par la matrice de decision. Si on veut dé�nir l�LMI CtXC � 0, on utilise

typeLMI1 =
�
�1 1 1 1

�
;

lmiterm(typeLMI1; C; C 0);
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4. La derière étape consiste à utiliser la commande,

myLMIsystem = getlmis;

Autre : On peut utiliser directement l�éditeur LMI dans la boite outil Matlab.

Exemple

�
CXCt +BtY A XF

F tX Y

�
� 0 et DXDt � 0

Dans ce cas on a deux matrices de decision, X et Y et on a deux LMIs.
Soit Y une matrice symétrique pleine de dimension 4.

setlmis([ ])

structureX = [5; 1; 3; 1; 1; 0; 2; 1] ;

X = lmivar(1; structureX);

structureY = [4; 1] ;

Y = lmivar(1; structureY );

lmiterm([1 1 1 1]; C; C 0); % le terme CXCt

lmiterm([1 1 1 2]; B0; A); % le terme BtY A

lmiterm([1 1 2 1]; 1; F ); % le terme XF

lmiterm([1 2 1 1]; F 0; 1); % le terme F tX

lmiterm([1 2 2 2]; 1; 1); % le terme Y

typeLMI2[�1 1 1 1];
lmiterm(typeLMI2; D;D0); % le terme DXDt

myLMIsystem = getlmis;

Cela peut être décrit sous l�éditeur comme suit,



Chapitre 5

Tests de Stabilité des Systèmes
Bidimensionnels Hybrides

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de la stabilité des systèmes linéaires à deux
dimensions. De nouvelles conditions su¢ santes pour l�asymptotique stabilité et dérivées en
termes d�inégalités matricielles linéaires (LMI), [14] et [15].

5.1 Dé�nition de stabilité

Le système en 2D continu-discret (2.7.1) est asymptotiquement stable si la réponse d�entrée
est nulle (i:e:u(t; k) = 0 pour t � 0; k � 0) avec les conditions aux limites satisfaisant,

sup
t
kx(t; 0)k � 1; sup

k
kx(0; k)k � 1 (5.1.1)

converge vers zéro, i:e:
lim
t;k!1

kx(t; k)k = 0: (5.1.2)

Des conditions nécessaires et su¢ santes pour la stabilité du système (2.7.1) calculées en
fonction du polynôme caractéristique seront cependant dérivées et données dans di¤érentes
littératures [14] et [15].

5.2 Théorème

Le système hybride (2.7.1) est asymptotiquement stable si et seulement si

B(s; 0) 6= 0 pour <s � 0: (5.2.1)

B(jw; z) 6= 0 pour w 2 R et jzj � 1: (5.2.2)
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5.3 L�approche LMI pour la stabilité

A�n de réduire davantage à une formulation LMI, nous aurons besoin du théorème suivant
pour caractériser les matrices de polynômes positifs qui dépendent d�un paramètre réel w sur
le cercle unité.

5.3.1 Théorème

Une matrice symétrique hermitienne

P (w) =

2X
i=0

Piw
i; (5.3.1)

avec,
Pi = P

�
i ;

est dé�nie positive dans w 2 R si et seulement si il existe une matrice hermitienne X tel que,�
P0 (P1 + jX)=2

(P1 � jX)=2 P2

�
� 0; X = X�: (5.3.2)

Basons nous sur la dé�nition et les théorèmes ci-dessus, nous proposons maintenant de nou-
velles conditions LMIs su¢ santes pour la stabilité asymptotique du système 2D décrit par
(2.7.1).

5.3.2 Théorème

Le système hybride (2.7.1) est asymptotiquement stable s�il existe des matrices hermitiennes
X0; X1; X2 tel que les LMIs suivantes sont réalisables,

X1 � 0; X2 � 0; (5.3.3)

At1X1A0 + A
t
0X1A1 � 0; (5.3.4)

�
At0X2A0 � At2X2A2 At2X2E + A

t
0X2A1 �X0

EtX2A2 + A
t
1X2A0 �X0 At1X2A1 � EtX2E

�
� 0: (5.3.5)

Preuve

Pour démontrer ce théorème, il su¢ t de véri�er que les deux LMIs (5.3.4) et (5.3.5) sont
satisfaisantes.
Pour ce faire nous allons se baser sur l�expression du polynôme caractéristique B(s; z) qui
est donnée par (2.7.2).
Utilisons la condition (5.2.1) ; le fait que B(s; 0) 6= 0:
Et plus,

B(s; 0) = det[�sA1 � A0] 6= 0 pour <s � 0
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D�autre part, cette expression devient équivalente à l�expression du problème (3.5.1)
où, E := �A1, A0 := A et P := X1:
Donc C devient,

C = �At0X1A1 � A1tX1A0:

Le système 2D continu-discret est asymptotiquement stable s�il existe une matrice X1 réelle
symétrique de (n � n) dé�nie positive telle que la matrice C est semi dé�nie négative, c�est
à dire,

�At0X1A1 � A1tX1A0 � 0;
donc,

At0X1A1 + A1
tX1A0 � 0;

d�où le résultat.
Maintenant on utilise la condition (5.2.2), le fait que

B(jw; z) = det[Ejwz � A0 � A1s� A2jw]
= det[z(jwE � A2)� (jwA1 + A0)] 6= 0 pour w 2 R et jzj � 1

ceci est équivalent à,
det[zM �N ] 6= 0;

où,
M = jwE � A2; N = jwA1 + A0;

qui est satisfaisante si et seulement si l�LMI suivante est réalisable :

N�X2N +M
�X2M � 0; X2 � 0; X2 = X

�
2 : (5.3.6)

Si on choisit X2 constante alors la relation (5.3.6) est équivalente à

w2P2 + wP1 + P0 =
2X
i=0

Piw
i � 0; (5.3.7)

où,
P0 := A

t
0X2A0 � At2X2A2; (5.3.8)

P1 := j[(A
t
2X2E � EtX2A2) + (A

t
0X2A1 � At1X2A0)]; (5.3.9)

P2 := A
t
1X2A1 � EtX2E: (5.3.10)

Avec, P �i = Pi; i = 0; 1; 2:
Appliquons le théorème précédent, alors�

P0 (P1 + jX)=2
(P1 � jX)=2 P2

�
� 0: (5.3.11)

Pour certaines matrices hermitiennes X. Maintenant dé�nissons une nouvelles matrice her-
mitienne X0 via l�identitée

X = 2X0 � (EtXA2 + At2X2E)� (At1X2A0 + A
t
0X2A1):
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Alors on obtient la condition équivalente,�
At0X2A0 � At2X2A2 j(At2X2E + A

t
0X2A1 �X0)

�j(EtX2A2 + A
t
1X2A0 �X0) At1X2A1 � EtX2E

�
� 0:

Donc on obtient �nalement le résultat souhaité. X2 a été imposé constante et cela ce n�est
qu�une condition su¢ sante pour la stabilité.

5.3.3 Exemple

Pour faire des tests de stabilité sous Matlab nous allons considérer aléatoirement les matrices
E; A0; A1 et A2, moyennant la commande (randn) et en tenant compte qu�à chaque execution
on obtiendera de nouvelles matrices Xi; i = 0; 1; 2:

n=3,
E=randn(n) ;
A0=randn(n) ;
A1=randn(n) ;
A2=randn(n) ;
%Description des lmis par "LMIedt" de matlab
setlmis([])
X0=lmivar(1,[n 1]) ;
X1=lmivar(1,[n 1]) ;
X2=lmivar(1,[n 1]) ;
%1st LMI
lmiterm([-1 1 1 X1],1,1) ; % le terme X1
%2nd LMI
lmiterm([-2 1 1 X2],1,1) ; %le terme X2
%3rd LMI
lmiterm([-3 1 1 X1],A1�,A0) ; %le terme A1�*X1*A0
lmiterm([-3 1 1 X1],A0�,A1) ; %le terme A0�*X1*A1
%4th LMI
lmiterm([-4 1 1 X2],A0�,A0) ; % le terme A0�*X2*A0
lmiterm([-4 1 1 X2],A2�,-A2) ; %le terme -A2�*X2*A2
lmiterm([-4 1 2 X2],A2�,E) ; %le terme A2�*X2*E
lmiterm([-4 1 2 X2],A0�,A1) ; %le terme A0�*X1*A1
lmiterm([-4 1 2 X0],-1,1) ; %le terme -X0
lmiterm([-4 2 1 X2],E�,A2) ; %le terme E�*X2*A2
lmiterm([-4 2 1 X2],A1�,A0) ; %le terme A1�*X2*A0
lmiterm([-4 2 1 X2],-1,1) ; %le terme -X2
lmiterm([-4 2 2 X2],A1�,A1) ; %le terme A1�*X2*A1
lmiterm([-4 2 1 X2],E�,-E) ; %le terme -E�*X2*E
lmisys=getlmis ;
[tmin,Xfeas] = feasp(lmisys)
X0 = dec2mat(lmisys,Xfeas,X0)
X1 = dec2mat(lmisys,Xfeas,X1)
X2 = dec2mat(lmisys,Xfeas,X2)
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Execution

Solver for LMI feasibility problems L(x) < R(x)
This solver minimizes t subject to L(x) < R(x) + t*I
The best value of t should be negative for feasibility
Iteration : Best value of t so far
1 0.110148
2 0.016242
3 0.016242
4 2.853861e-003
5 2.853861e-003
6 3.652337e-004
7 2.516289e-004
8 8.418304e-005
9 6.578116e-005
10 1.590055e-005
11 1.590055e-005
12 3.465998e-006
13 1.793093e-006
14 1.793093e-006
* switching to QR
15 4.201763e-007
16 6.860373e-008
17 1.132711e-008
18 9.483082e-010
19 1.311464e-010
20 4.002741e-011
21 2.143883e-011
22 2.143883e-011
23 9.959925e-012
24 9.472427e-013
25 8.320817e-013
26 1.938202e-013
27 1.938202e-013
28 1.938202e-013
29 5.800723e-014
30 3.828624e-014

Result : could not establish feasibility nor infeasibility
f-radius saturation : 0.000% of R = 1.00e+009
Termination due to SLOW PROGRESS :
t was decreased by less than 10.000% during
the last 10 iterations.
Marginal infeasibility : these LMI constraints may be
feasible but are not strictly feasible
tmin =
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3.8286e-014
Xfeas =
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
115.1722
-150.3835
470.9077
160.7543
-175.6761
228.6433
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
X0 =
1.0e-011 *
0.7634 0.1979 0.3144
0.1979 0.0535 0.0915
0.3144 0.0915 -0.2666
X1 =
115.1722 -150.3835 160.7543
-150.3835 470.9077 -175.6761
160.7543 -175.6761 228.6433
X2 =
1.0e-012 *
0.4486 0.0197 0.4371
0.0197 -0.0191 0.0326
0.4371 0.0326 0.4233

Remarques

� Le choix des matrices peut se faire selon le problème donné.
� L�utilisation de la fonction "feasp" nous aide a donnée le temps minimale d�itération et la
solution réalisable et tetste la feasibilitée d�un système LMI.

� En�n la commande "dec2mat" sert à convertir les sorties du solveur aux valeurs des va-
riables de la matrice.



CONCLUSION

Nous avons dans ce mémoire traité le problème de stabilité des systèmes hybrides, moyennant
un outil très puissant servant à donner un traitement numérique optimal dans le cadre de la
stabilité asymptotique.
Dans ce cas des conditions su¢ santes ont été établies Nous avons mis en evidence.l�approhe
LMI et des exemples numérique ont été illustrés.
Ce problème a été de même étendu au cas multidimensionnel, par ELOSMANI et BOUA-
GADA.
En perspetive nous optons dans l�avenir détendra les résultats aux cas des modèles à dérivés
non entières.
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