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INTRODUCTION

Les méthodes de points intérieurs sont apparues dans les années cinquante. Ces méthodes
reposent sur la fonction barriére logarithmique définit en 1955 par Frisch <cite>FRI</cite>.
Cette fonction barriére logarithmique sera largement étudiée dans les années soixante, no-
tamment dans le livre de Fiacco et McCormick <cite>FIA</cite>. C’est dans ce livre que le
terme de points intérieurs sera introduit. Les itérés générés par les méthodes basées sur cette
fonction sont strictement réalisables : ils restent & l'intérieur du domaine réalisable, d’ou la
terminologie de ces méthodes. L’engouement pour ces méthodes dans les années soixante est
di au développement de méthodes performantes en optimisation sans contrainte.

Avant 1984, tout probléme d’optimisation linéaire se résolvait par la méthode du simplexe
développé par Danzig <cite>DAN</cite> ou par une variante de celle ci. Des recherches ont
été menées pour mettre au point une autre méthode mais aucune de celles proposées n’amé-
liorait celle du simplexe. Aussi, pendant une quarantaine d’années, cette méthode domina
I’optimisation linéaire.

Puis, dans les années 70, la théorie de la complexité devint une part intégrante de ’optimisa-
tion linéaire, si bien qu’on demanda aux méthodes développées de converger en un temps poly-
nomial, c’est & dire de résoudre le probléme en un nombre d’opérations qui doit étre borné par
un polynoéme en la taille du probleme. Mais la méthode du simplexe n’a pas cette propriété,
comme I'ont montré Klee et Minty <cite>KLE< /cite>.On se demanda alors si un algorithme
d’optimisation linéaire avait cette propriété. En 1979, Khachian proposa un algorithme de
programmation linéaire appelé méthode des ellipses de Khachian <cite>KHA< /cite>. Bien
que convergeant polynomialement en théorie, cet algorithme convergeait en pratique moins
vite que le simplexe. Toutefois, Khachian montra théoriquement ’existence d’algorithmes &
convergence polynomiale. Il restait maintenant a en trouver qui soient efficaces en pratique.
Ce que fit Karmarkar en 1984 <cite>KAR< /cite>. Il proposa en effet un algorithme de
points intérieurs & convergence polynodmiale pour résoudre des problémes d’optimisation li-
néaire. Cela provoqua un regain d’intérét pour les méthodes de points intérieurs, aussi bien
en optimisation linéaire qu’en optimisation non linéaire.<cite>Phi< /cite>.

Nous étudions dans ce mémoire, la méthode de trajectoire centrale primal-dual, qui reste
I'une des méthodes de points intérieurs la plus utilisées dans les logiciels de programmation
linéaire. Le premier chapitre est dédier & un exemple pathologique, sur lequel le simplexe
donne de trés mauvais résultats, sa compréhension exige les connaissances de base de la
programmation linéaire. Ceci, nous a permit d’aborder le chapitre principale de ce mémoire
qui est dédié entierement a 1’étude théorique de la méthode trajectoire centrale primal-dual.
L’initialisation dans 'algorithme du simplexe se résume & trouver un sommet du polyedre
ou d’une maniére équivalente une solution de base admissible, cette question est bien résolut
et avec plusieurs approches. Cependant, le probléme d’initialisation dans les méthodes de
points intérieurs est complétement différent, vue qu’on démarre d’une solution strictement
réalisable, ceci fera 1'objet du troisiéme et dernier chapitre. En annex des tests numériques
ont été réalisé.



Chapitre 1

Quand le simplexe échoue

L’algorithme du Simplexe peut ne pas prendre le plus court chemin pour atteindre 'optimum.
Faire rentrer dans la base la variables de la plus grande marge réduite n’est pas nécessairement
le meilleurs choix (méme si c’est le plus naturel car c’est la variable qui accroit le plus la
fonction objective). En 1970, Klee et Minty ont montré que, pour une classe de programmes
linéaires la complexité de I'algorithme du Simplexe est exponentielle. Le nombre d’itérations
qu’il faut pour que l'algorithme se termine est trés grand que l'ordre de e”{N} . Ici N est
une mesure de la taille du probléme qui s’explicite & I’aide du nombre n de variables et de la
longueur L. du codage des données. Ce chapitre va se résumé a cet exemple historique, pour
le lecteur non familiariser avec la méthode du simplexe nous le renvoyons a tout ouvrage de
base sur la programmation linéaire en particulier <cite>FER< /cite>. Klee et Minty, ont
considéré le probléme linéaire suivant écrit sous la forme standard, avec n un entier de N.

max )7, 10"V,
2371 107y 4+ 2, < 1007, pour 1 <i<n (1.0.1)
;2 0,pour 1<j5<n

Exemple 1.0.1 Prenons le cas ou n = 3, le probléme ci-dessus devient

max 100z 4+ 10zs + x3
T <1
200x1 + 2024 + 3 < 10000
x; > 0, pour j =1,3

Le tableau simplexe initial est :

a:% Tog T3 S; Sz S3  S.m v.b

@ o0 0 1 0 O 1 s1 —

20 1 0 0 1 0 100 S (1.0.3)
200 20 1 0 O 1 10000 S3

100 10 1 0 O O 0 z
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L’élément encadré dans le tableau ci-dessus est le pivot, la variable x1 entre dans la base et

S1 en sort.
T 33% I3 S1 S92
1 0 0 1 0
O @ 0 =20 1
0 20 1 =200 O
0 10 1 —-100 O

A la deuxieme itération xoentre et s sort

1 T XT3 S% S9
1 0 0 0
0 1 0 -20 1
0 0 1 200 -20
0 0 1 100 -10

A la troisiéme, s1 entre et x1 sort

T ) [E% S1 S9

1 0 0 1 0

20 1 0 0 1
—200 0 I 0 -20
-100 0 1 0 -10

A la quatriéme, x3 entre et s3 sort

x{ To T3 S1 So

(1 0 0 1 0

20 1 0 0 1
200 0 1 0 =20
100 0 O 0 10

A la cinquiéme, x1 entre et s1 sort

Tr1 T2 I3 S1 S%
1 0 O 1 0
0 1 0 =20 (1
0 0 1 200 —-20
0O 0 0 —100 10

A la siziéme, sy entre et xo sort

T i) T3 S% S

1 0 0 i

0O 1 0 =20
0 20 1 -200
0 —-10 0 100

N

OO = O

S35  s.m v.b

0 1 T

0 80 sy —
19800 53

0 100 z

S3  s.m v.b

0 1 z—
0 80 T

1 8200 S3

0 900 z

S3  s.m v.b
0 1 S1
0 100 T
1 8000 s3—
0 —1000 z
S3 s.m v.b
0 1 S1 —
0 100 To
1 8000 T3
—1 —=9000 z
s3  s.m v.b
0 1 S1

0 100 =z —
1 8000 x3

-1 -9100 z
s3  s.m v.b
0 1 ry —
0 80 S9
1 9800 T3
—1 —9900 z

(1.0.4)

(1.0.5)

(1.0.6)

(1.0.7)

(1.0.8)

(1.0.9)
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A la septiéme, s entre et x1 sort

1 Tog T3 S1 Sy S3 s.m v.b

1 0 0O 1 0 O 1 $1

20 1 0O 0 1 0 100 So (1.0.10)
200 20 1 0O O 1 1000  z3
—-100 —-10 0 O O —1 -—10000 =z

La derniére ligne étant négative, l’algorithme s’arréte a la septiéme itération et donne la
solution optimale x* = [1,100,1000] .

Klee et Menty, ont montré que pour tout n € N, leur exemple nécessite 2" — 1 itérations pour
qui est convergence, d’oul le caractére exponentiel de la méthode du simplexe. Malgré ceci, le
simplexe reste l'algorithme le plus utilisé dans les logiciels commerciaux de la programmation
linéaire. Dans le chapitre qui suit nous présenterons une méthode de point intérieur appelé
trajectoire centrale primal-dual, tout en montrant son caractére polynomiale.



Chapitre 2

Méthode de trajectoire centrale
Primal-Dual

L’idée générale des méthodes de trajectoire centrale [9] consiste & suivre un chemin centrale en
prenant comme direction de déplacement celle de Newton . L’algorithme géneére une suite de
solutions réalisables intérieures (voir ’hypothése ci-dessous) primal-dual (z}, z) convergent

vers la solution optimale quand n tend vers l'infini.

2.1 Background Théorique

Considérons le programme linéaire écrit sous la forme standard :

minc'x

(P){ Az=b , (2.1.1)
x>0

ainsi que son dual

max b’y
(D)X Aly+z=c (2.1.2)
z>0

on, A est une matrice de type (m x n), b et ¢ sont des matrices uni-colonne de taille m et n
respectivement. La méthode que nous désirons, est motivée par 'application de la méthode
fonction de barriére logarithmique, elle consiste a étudier la famille des problémes

mine'z —p Y7 Inw,

(P,) Ax =1b (2.1.3)
x>0
O, W0 est le paramétre de pénalité barriére. Cette technique est trés utilisée dans la résolution

des problémes d’optimisation avec contraintes. On résous le probléme pénalisé pour plusieurs
valeurs du parameétre, en faisant tendre vers 0, nous obtenons une suite de point qui converge
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en générale vers une solution du probléme initial. Pour pouvoir utiliser cette technique, il est
nécessaire de donner les trois hypothéses suivantes sur les deux problémes (P) et (D).
Hypothéses

(a) L’ensemble
S ={zreR", Ax =b, z > 0} est non vide. (2.1.4)

(b) L’ensemble

T = {(?Ja 2)ER" xR, Aly+2z=¢c, 2> 0} est non vide. (2.1.5)

(c) Le rang de la matrice A est maximal, i.e., rg(A) = m.

Nous appelons un point appartenant & S et T', une solution réalisable intérieure des problémes
(2.1.1) et (2.1.2) respectivement. La nécessité de (a) est évidente pour 'admissibilité des
contraintes du probléme (2.1.3), nous verrons aussi celle de (b) et (c) dans les discussions qui
suit. Notons par w le vecteur de (R™ x R™ x R") tel que w = (z,y, z). Une lettre minuscule x
désignera le vecteur de R", x = (21, x2, ..., xn)T, alors qu’une lettre majuscule X désignera la
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes du vecteur z, on notera
que X = diag(x1, T3, ..., x,). Nous noterons par

W ={(z,y,2),x €S, (y,2) € T} (2.1.6)

On remarque que la fonction objective du probléme (2.1.3) est strictement convexe, cela
implique que le probléme (2.1.3) posséde au plus un minimum globale et que ce dernier, s’il
existe est complétement caractérisé par les conditions de Karush, Kuhn et Tucker

c—uXle—ATy=0
Az =b ) (2.1.7)
x>0

Ou, e est le vecteur uni-colonne de R™ dont tous les éléments valent 1, alors que y est le
multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes d’égalité du probleme (2.1.3)).
En introduisant le z de R™, On aura

z=c— Ay, (2.1.8)
en remplagant (2.1.8)) dans la premiére équation de ([2.1.7)), on obtient
Ze—pX te=0, (2.1.9)

et en multipliant (2.1.9) par X on obtient
ZXe— pe=0. (2.1.10)
Le systéme (?7?) peut étre réécrit de la maniére équivalente suivante :

ZXe—pe=20
Az —b=0,2>0 (2.1.11)
Aly+2z—c=0
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En désignant par w(p) = (z(u), y(u), z(p)) la solution du systéme non linéaire ([2.1.11]).
On a w(p) € W.
Le saut de dualité au point w € W est par définition donné par,

glw)=c'z—b'y. (2.1.12)
En utilisant la troisiéme équation du systeme on obtient,
gw)=2"2z we W, (2.1.13)
et la premiére équation de nous donne,
g(w(p) = np. (2.1.14)

11 est claire que g(w(p)) tend vers zéro quand p tend vers zéro.

Proposition 2.1.1 ([?]) Sous les hypothéses (2.1.4}) et (2.1.5), si u — 0, alors (x(p)) et
(y(p), z(p)) convergent vers la solution optimale de (P) et (D) respectivement.

Notons le vecteur
fw) = ((fr(w), ..., fa(w)) " € R™ avec fi(w) = 2;2,i =1, n.

On déduit aussi que,
filw(p)) = zi(p)zi(p) = pi=1,...,n.

On note par I' 'ensemble de solution w(u) pour le systéme (2.1.11]), i.e

I'=A{w(u) = (@(p), y(), 2(1); p > 0} (2.1.15)

I" est appelé trajectoire centrale associée au probléme (2.1.3)).

2.2 L’algorithme

Dans cette section, on note w = (x,y, z) € R" x R™ x R". L’algorithme génére une suite des
points w* € W, k =0,1,2,...,n, avec w” un point initiale satisfaisant un critére de proximité
par rapport a la trajectoire centrale, et w = (7, ¥, 2) est la nouvelle itération tel que,

r = z— Az (2.2.1)
y y— Ay
z = z—Az

plus genérale,
w =w — Aw, avec Aw = (Ax, Ay, Az). (2.2.2)
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Pour déterminer la direction Aw on utilise la direction de Newton associée au systéme

(2.1.11). Si on note par H (w) = H (z,y, z) la partie gauche du systéme (2.1.11]), on aura

d’apreés la méthode de Newton,
D, H(w)Aw = H(w) (2.2.3)

avec D, H le Jacobian de H, On a :

z 0 =z
D, H = A 0 0
0 AT I

et la direction de Newton est donnée par le systéme linéaire suivant,

ZAx + XAz = XZe — Jie (2.2.4)
AAz =0 (2.2.5)
ATAy+Az=0 (2.2.6)

avec 11 > 0. Alors on peut trouver Aw d’apres (2.2.4)

Ar = Z7 ' [~ XAz + X Ze — Jie] (2.2.7)
d’apres(2.2.5)),
AAr = AZ V[~ XAz + X Ze — Jie] = 0

donc,
AZT XAz = AZ 7Y (X Ze — Jie)

alors,

Az = (AZ'X)TAZ"Y (X Ze — Jie)

qu’on peut écrire aussi comme suit

Az =[AT(AZT' XA TTAZY(X Ze — Jie) (2.2.8)
on remplace Az dans (2.2.7)), on obtient
Ax=[Z"=Z'XAT(AZ'XA)TAZ ™| (X Ze — Jie) (2.2.9)
d’apres(2.2.6)),
Ay=—AT"Az
donc,
Ay=—[(AZT' XA TAZ7Y] (X Ze — Jie) (2.2.10)

On peut a présent donner la description de 'algorithme, soient les deux valeurs 6 et § tel
que :

1
0<9<5,0<5<Vn, (2.2.11)
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et
0> + 6 b
oy S0 ——= 2.2.12
ai—a =" ) (2:2.12)
avec n, le nombre de colonne de la matrice A et
| (w®) = poel| < Ouq (2.2.13)

- (z°)" 20
o, la norme ||.|| est la norme Euclidienne et py = ———.

Ces hypothéses permettent en particulier de maintenir z > 0 et z > 0 au cours des itérés

tout en gardant la solution trouvée toujours voisine de la trajectoire centrale (i,e, vérifie le

critére de proximité).

Etapes de l’algorithme

Etape 1 On prend 6 et § fixé vérifiant (2.2.11)) et ([2.2.12)) repectivement, w® € W vérifiant
(2.2.13)), la précision € > 0 et on itialise k£ = 0.

Etape 2 Si (ack)T 2k < e, Stop.

Etape 3 Sinon on calcul fu,,, = (1 — \/iﬁ) et Awf = Aw(wk, pk+l),

Etape 4 Calcul de w**! = w* — Aw*, on pose k = k + 1 et aller en 2.

2.3 Convergence

Si le point courant (z, z) vérifie le critére de proximité par rapport a une valeur p donnée, et
si on choisit une valeur convenable du paramétre ;i > 0, alors le nouveau point (¥, 2) reste
voisin de la trajectoire centrale, plus précisément on a le théoréeme suivant.

Théoréme 2.3.1 Soient 0 et 6 des constantes satisfaisant la relation . Supposons
que w = (z,y, z) est tel que
1 (w) — pel] < Op (2.3.1)
. r'z R o
o, pp=——, et soit 1 > 0 définit

i (1= 22) (232)

considérons le point w = (,y,z) € R x R™ x R" avec,

w=w— Aw (2.3.3)
o,
Aw = Aw(w, 1i). (2.3.4)
Alors,
(@) — ell < 07 (2.3.5)
DeW (2.3.6)

g(0) =22 = nj. (2.3.7)



2.3 Convergence 11

La preuve de ce théoréme sera donnée & la fin de cette section.

Corollaire 2.3.1 La suite de points (w*) engendrée par 'algorithme satisfait
1. Hf(wk) — ,ukeH < 0Ouy , pour tout k =1,n.
2. wk € W, pour tout k =1, n.
3. g(w®) = 2 2% = np,, pour tout k =T, n. Ou,

g, = po(1 — %)k: k=1n (2.3.8)

Proposition 2.3.1 Le nombre total d’itérations effectuées par l’algorithme ne dépasse pas
Vn

~ t
k= |In(netpy) %+ | ou, € > 0 désigne la tolérance du saut de dualité et jiy = 2220 et e

.....

parameétre de penalzte tnatiale.

Preuve. L’algorithme prend fin lorsque np, < e. Ainsi, il suffit de montrer qu’a l'itération
% le critére d’arrét est vérifié. Par la définition de k nous avons

-~

ko
Ine > ~n + In(npuyg)

donc,
Ine > Eln(l — %) + In(nug)
d’ou,
Ine > In {n,u (1 0 )E}
> o= %
il suit que,

Ine > Innpysz.

O
Proposition 2.3.2 Soit w, i, Aw et w comme ci-dessus. Alors,
fil®) =1 + Az;Az; (2.3.9)
(Az)"(Az) =0 (2.3.10)
g(w) = np (2.3.11)

Preuve.
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1. Par definition on a pour tout i =1,n
filw) = Tz
d’apres la relation (2.2.4]) on trouve,
fi(w) = 1+ Ax; Az
2. On multiplie (2.2.5) par Ay " et (2.2.6) par Az" on obtient,
Ay'AAz = 0
(Ax)TATAy + (Az)'Az = 0
donc on trouve,
(Azx)"Az =0
3. On a
n
g(®) = Y fi()
i=1
i=1
d’apres(2.3.1)) on trouve,
o) = 3= nf
i=1
O
Lemme 2.3.1 Soit r, s et t des vecteurs réels, tel que r +s =1t et r's > 0. Alors,
2
1]
RSe < 5 (2.3.12)

ou, R et S sont des matrices diagonales correspondent aux vecteurs r et s respectivement.

Preuve. En utilisant les hypothéses du lemme nous obtenons,

[l + sl < el + fsll” + 27 s
Il + ls® +2r s = lr +s)* = 1))

donc,
[l
5 2 lIrllllsll = [|RSe]

(2.3.13)
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Lemme 2.3.2 Soit Af, définit comme précédemment (Af = (AX)(AZ)). Alors,

~ 2
IAf| < m—“e” (2.3.14)
ol
fmin = min{z;z;i=1,...,n}

Preuve. Soit D = (Z “1X)2 )2. Multiplions les deux cotés de 1'équation (|2 par (XZ )71.
On obtient B
D 'Ax + DAz = (XZ)= (f(w) — Jie),

d’apreés (2.3.10])) nous avons,
(D7*Az)"(DAzZ) =0

en raison de ces deux relations, nous pouvons appliquer le lemme avec r = D™'Ax, s = DAz
=1 ~ .
et t = (XZ)= (f(w) — pze). On obtient,

IAf] = [[(AX)(AZ)e]
= H D™'Az)(DAz)e||
2
< t|x2)? ) - )|
1 - (filw) — 1)
< N (w) — piel]
o 2fmin
O
Démontrons a présent le théoréeme.
Preuve. D’aprés la relation (2.3.9), pour montrer il faux montrer que
[Af]] < 0
et d’apres ([2.3.14) on montre que
1) =il _
2fmin
On a -
x'z
- 2.3.15
p=—, ( )
et
(f(w) — pe) e =0, (2.3.16)

le|l = v/n. (2.3.17)
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Donc d’apres (2.3.15)) ,(2.3.16)), (2.3.17) et (2.3.1), (2.3.2).On obtient

If(w) — Fel> = || f(w) — pel® + | e — fiel|?
< (Op)* + (I — 7l llell)?
= (Op)* + (6p)?
= (07 + 0"

D’apres on a

| frmin — piel| < Op
Donc,

Jin — p = —0p
Alors,

fmin = (1 =0)p
Nous avons

- 2 2
Ifw) G| _ 648
2 finin 2(1-10)

et d’apres (2.2.12)) et (2.3.2). On a

1/ (w) — el R
Tfe(l_T)N—QN

Montrons a partir de (2.2.5) et (2.2.6) et @ = (7,7, 2) satisfait
Az =b

3

et

Alz+z=c
nous avons juste a montrer que I et z des vecteurs strictement positifs et on conclu que
w € W. On démontre par absurde. Si

7; <0ouz <0.
D’apres (2.2.1) on a
AZEiAZi > T2
Et pour un indice i, d’apres ([2.3.5)), nous avons
Tizi 2 (1 = 0)p >0,
donc il faut que
7; < Oet z; <0,
alors,
D’autre part, on a,
AriAz; < ||Af]| < 00 < Op,
et on a,
Op > 2 > (1 —0)u

Contradiction avec 0 < %
Finalement signalons que la preuve de (2.3.7) se déduit de la relation ([2.3.11]). O



Initialisation

Chapitre 3

Le choix du point de départ est un probléme pratique important avec effet significatif sur
la fiabilité de I’algorithme .Un mouvais choix (2°,%°, 2%) satisfaire uniquement les conditions
minimales 2° > 0 et 2° > 0 entrainent souvent des probléme de divergence . Nous décrivons ici
une méthode heuristique qui trouve un point de départ qui satisfait assez bien les contraintes
d’égalité dans les problémes primal et dual, tout en conservant la positivité des composantes

x et z, et en évitant de trop grandes valeur de ces composants [12].

Tout d’abord, nous trouvons un vecteur = de norme minimale respectant la contrainte primal

Ax =b,
et (¥, 2) un vecteur satisfaire la contrainte dual,
Aly+z=c¢,

telle que z est de norme minimale.
Autrement dit, nous résolvons les problémes suivants :

min %JJTJ?
Az =0b "’

ming, ) %sz
Aly+z=c¢

Pour résoudre ces problémes, nous utilisons le théoréme de (K-K-T).

On a le lagrangien des probleémes (3.0.3) et (3.0.4) :

1
Iz, \) = 59:% + X' (Az — b),

et

1
Wy, zm) = 52" 2+ p' (Aly+ 2= c).

(3.0.1)

(3.0.2)

(3.0.3)

(3.0.4)

(3.0.5)

(3.0.6)
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On applique les conditions de (K-K-T), on trouve
Vi(z,\)=z+AA=0
3.0.7
{ Ar —b=0 ’ ( )
et
z 1
ATly+z—c=
D’apres (3.0.7]) on a
r=A"\ (3.0.8)
on remplace dans (3.0.1]), on trouve,
AATN = (3.0.9)
donc,
A= (AAT)b (3.0.10)
on remplace dans (3.0.8)), on trouve,
r=AT(AAT)'b. (3.0.11)
Et d’apres (77?) on a,
z=pu' (3.0.12)
et,
z=c—Aly (3.0.13)
on remplace(3.0.12)) dans (3.0.2)) on trouve :
Aly+p" —c=0
On multplie par A. On trouve,
AATy + Ap" — Ac=0
donc, d’aprés (?7) on trouve,
AATy — Ac =0,
et
y=(AAT) Ac, (3.0.14)

avec Aet p sont des parameétres de complémentarité.

Alors d’apreés (3.0.11)) et (3.0.13)) et (3.0.14) les solutions de (3.0.3]) et (3.0.4) respectivement

sont :
T = AT(AAT) ™
7 = (AAN)Ac
T = c— A"y
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En générale z et z admettent des composantes négatives, donc ils ne sont pas appropriées.
Pour étre utilisées comme un point de départ, nous introduisons les variables

0y = max(—§minfi,0)
j, = max(—ﬁmjnZ,O)

et réglons les vecteurs = et z comme suit,

z T+ 0e
Z = Z+0e
qui sont solutions des problémes (3.0.3)) et (3.0.4), respectivement, avec e = (1,1,.,....1)".

De toute évidence, nous avons Z > 0 et Z > 0. Pour s’assurer que les composantes de z° et

2% ne sont pas trop proches de zéro et pas trop distant, nous ajoutons deux scalaires définies

comme suit,

£ 1272
x éﬁa
5 1272
* T 2el7

A noter que 6, est la taille moyenne des composantes de Z, pondérée par les composantes
correspondantes de z, de méme pour ¢.,.
Enfin , nous définissons le point de départ comme suit,

Le cotit numérique de trouver (2,1, 2°), par ce schéma est pratiquement le méme comme
une étape de la méthode primal-dual.

Dans certains cas, nous avons une connaissance a priori sur la solution, peut étre dans la
forme d’une solution & un programme linéaire similaire.
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CONCLUSION

La méthode de trajection centrale primal-dual est donc performant théoriquement et
numériquement, comme le montrent les résultats numériques présentés ci-dessous. Elle est
robuste car c’est une méthode simple : & chaque itération, on résout un systéme linéaire et
on calcule un pas. Il y a peu de paramétres a régler. Le celle inconvénient de cette méthode

est le recherche de point initiale.
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Chapitre 4

ANNEX

Sous programme pour calculer les points initiale [z, yo, 2]

(i) function [v]=initial(A,b,c,n)

Proposition 4.0.3 -

— wt=A"*inv(A*A’)*b;
yt=inv(A*A’)*A*c;
2t=c-A"*yt ;
mz=-3/2*min(xt) ;
mz=-8/2*min(zt) ;
gamaz=maz(mz,0) ;
gamaz=max(mz,0) ;
rs=xt+gamaz*ones(n,1) ;
zs=zt+gamaz*ones(n,1) ;
xsh=xs"*zs ;
ze=ones(n,1) *zs ;
re=ones(n,1) *xs;
gamaxh=0.5%xsh/ze ;
gamazh=0.5%csh/xe ;
r0=xs+gamazxh*ones(n,1);
yO=yt;
20=zs+gamazh*ones(n,1) ;
v=[z0; y0; 20];

Le programme principale pour calculer la solution optimal primal on utilise la
méthode du point interieur

(ii) clear all

Proposition 4.0.4 —
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- A=[11 1/;
b= 1:% le seconde membre
c=[-2 1 -3] ;% Vecteur de la fct objectif
eps=10e-6;
n=length(c) ;
m=length(b) ;
p="T*sqrt(n) ;
v=initial(A,b,c,n) ; %le vecteur initiale [z0 y0 z0]
h=2*n+m
z0=v(1 :n) ; %vecteur initiale de probléme primal
20=v(n+m+1 :h) ; %l’un du vecteur initiale de probléme dual
X=diag(z0) ; %la matrice qui contien x0 dans le diagonale
Z=diag(20) ; %la matrice qui contien 20 dans le diagonale
wl=v;
k=0;%k c’est le nbr des itérations
while £0’*20 >eps %boucle pour calculé le newvauz variable x ,z
mul=z0"*z0/(n+p) ;% est la valeur de logarithemique barier
X=diag(z0) ;
Z=diag(z0) ;
y=x0-mul*inv(Z)*ones(n,1) ;
D=inv(Z)*X;
U = inv(A*D*A’);
dy0 = U*A*y;
dz0 = -A’*dy0;
dz0=-y-D*dz0;
dw0 = [dz0 ;dy0 ;dz0]%la direction choisie pour générer la prochaine
Y%itération
wl = w0+dw0 ;% le nouwvauz vecteur
z0=[wl(1 n)];
y0=wi(n+m);
20=[wl(n+m+1 :2*n+m)] ;
wl = wl;
k=k+1;
end
wopt=w0%la solution primal-dual optimal
zopt=x0%la solution primal optimal
zopt=20%la solution dual optimal

Exemple 4.0.1 On considére le probléme suivent :

min f(:li') = —2371 + T9 — 31’3
T+ To+ T3 = 1
Ty, 02,23 > 0
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.avec
c = [-2,1,-3]"
A = [1,1,1]
b = 1

si on utilise le programme en matlab ,I’algorithme converge apreés neuf itérations a la solution

0.000000
xopt = | 0.000000
1.000000
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