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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf
Nevanlinna & la fin des années vingt joue un role trés important dans I’étude de la
croissance et 1’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires dans le
domaine complexe.

Dans ce mémoire, on vas étudier 'ordre de croissance et I’hyper- ordre des solutions

des équations différentielles linéaires de la forme
) p by (2)ef1@ =D o (2)ef?®) f =0, (0.0.1)

ol hy_1(z),...,ho(z) sont des fonctions entieres et ho(z) Z 0 et Pr_1(2), ..., Po(2)
sont, des polynomes. On cherche des conditions sur la croissance des coefficients de
telle facon que toute solution non nulle soit d’ordre infini. Ensuite on donne des
estimations de I'hyper- ordre dans certains cas.

Dans I’étude de ’équation différentielle f"+A (2) f/+B (2) f = 0,001 A (2) et B (2) #
0 sont des fonctions entieres, Gary G. Gundersen ([9]) a cherché des conditions sur
les coefficients de telle fagon que chaque solution soit d’ordre infini.

En 2004, Z. X. Chen ([4]) a étudié 'équation différentielle linéaire
"+ hy (2) P f! 4 by (2) 2@ F =0, (0.0.2)

ot hy(z), ho(z) sont des fonctions entieres avec o (h;) < 1 (j=0,1) et P (2),
Py () sont des polynomes. 11 a cherché des conditions suffisantes sur les coefficients
de telle facon que toute solution soit d’ordre infini et dans certains cas, il a donné

des estimations précises sur ’hyper- ordre des solutions de I’équation (0.0.2) .



Il est tres connu que si les coefficients de (0.0.2) sont des fonctions entiéres alors
les solutions le sont aussi. Plusieurs auteurs ([5], [15], [17]) cherchent des conditions
suffisantes sur les coefficients de I’équation (0.0.2) qui assurent que toute solution
f # 0 de (0.0.2) soit d’ordre infini ;

Plusieurs auteurs ([2],[3],[4]) ont étudié I’équation différentielle particuliere suiv-

ante

f"+ef +Q((2) f =0, (0.0.3)

ol Q(z) est une fonction entiere d’ordre fini. Toute solution de I’équation (0.0.3) est
une fonction entiére. De plus, si fi et f; sont deux solutions linéairement indépen-

dantes de (0.0.3), il y a au moins une des solutions qui doit étre d’ordre infini.

Ce mémoire contient deux chapitres. Dans le premier chapitre, on va citer quelques
notions fondamentales de la théorie de Nevanlinna nécessaires pour notre travail. Le
deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la Croissance des solutions des équations

différentielles linéaires de la forme (0.0.1).



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on
désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de I’équation f (z) = a situées dans le
disque |z| < t, chaque racine étant comptée un nombre de fois égal a son ordre de
multiplicité et par n (¢, 00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque
|z| < t.

Notons

L): [n(t’a’f);n(o’a’f)]dt+n(0,a,f)log7“

o

(a # o0), (1.1.1)

—TL(0,00,f)]

. dt +n (0,00, f)logr, (1.1.2)

N(T,Oo7f) :N(T‘,f) :/[n(t’OOMf)

N (r,a, f) est appelée fonction a— points de la fonction f dans le disque |z| < 7.



Elle caractérise la densité des zéros de 1’équation f (z) = a dans le disque |z| < r

1 17 1
m (7”, a, f) =m (T, m) = %U/IOng Wd@ (CL 7é OO) N (113)
m(r,00, f) =m(r, f) = %/log‘L Ki (rew)| do, (1.1.4)

0
Remarque 1.1.1: pour tout z > 0, on définit

Inz rz > 0

1.1.5
0 O0< z <1 ( )

log" 2 = max (Inz,0) = {

et m(r,a, f) est dite fonction de proximité de la fonction f au point a. Elle

exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.
Définition 1.1.1: ([12]) Soit f un fonction méromorphe non constante. On appelle
fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f, la fonction notée T (r, f)

définie par

T, f)=N(r,f)+m(r,f), (1.1.6)

ou 0 < r < +oo.
Exemple 1.1.1: pour la fonction f (z) = ¢* (a € C*), on a

m(r, f) = —, N (r, f) =0. (1.1.7)

D’ou

(1.1.8)



1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-
linna

Théoréme 1.2.1: ([12]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

pour toute nombre complexe a # oo, on a

m(r,a, f)+ N (rya, f) =T (r, f) +e(r,a), (1.2.1)

ot e(r,a) =0 (1), quand r — +00.

1.3 Théoréme de Liouville

Théoréme 1.3.1: Toute fonction entiére bornée dans C est constante.

1.4 Ordre et hyper- ordre d’une fonction méro-
morphe

Définition 1.4.1: ([12]) Soit f une fonction méromorphe. On définit 'ordre o (f)

de la fonction f par

, InT (r, f)
= 1 _ 1.4.1
o(f)= lm sup— =, (1.4.1)
et I'hyper ordre o (f) de la fonction f par
o InlnT (r, f)
oo (f) = rﬁgloo SUp —— — (1.4.2)

Exemple 1.4.1: Pour la fonction f (z) = e, on a

o(e*) =1et oy(e*) =0.

z

¢.ona

Exemple 1.4.2: Pour la fonction f(z) = e
o(f)=+4oc0et oy(f) =1



Proposition 1.4.1: ([12]) Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

L o(f+g)<max{o(f),o(9)}, o(f-g) <max{o(f),o(g)}.

2. Sio(f)<al(g),alorso(f+g)=0(f-9)=0c(g).

Exemple 1.4.3:

Pour la fonction f(2) = 2* + 2+ 14 S5, onao(f) =0 (£5) =0 (ef) = 1.

1.5 Type d’une fonction entiére

Définition 1.5.1: ([12]) Soit f une fonction entiére. On définit le type 7 (f) de la

fonction f par

In M (r, f)

7(f) = lim sup——"=, (0<0 < 400), (1.5.1)

r—>—+00

ouo=o(f)estordre de f et M (r, f) = max|f (z)].

|z|=r
Exemple 1.5.1: Pour la fonction f (2) =e* ona M (r,e*) =e", et o (f) =1
D’ou

l T
ne -1

7(f) = lim sup

r—+00 T

1.6 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.6.1: ([11]) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00)

par
“+o00

m(E) = /XE (t)dt, (1.6.1)

0
ol xp est la fonction caractéristique de I’ensemble E.
Définition 1.6.2: ([11]) La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,400) est

définie par
+oo
Lm (F) = /XFT(t)dt. (1.6.2)
1
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Exemple 1.6.1: La mesure linéaire de ensemble E = [1,2] C [0, +oo] est

m (E) = TXE (t)dt—/th— 1.

Exemple 1.6.2: La mesure logarithmique de ’ensemble F = [e, e!] C [1, +o0] est

—+00 et
tmpy = [XeWy [ _g
t t
1 e

1.7 Théoréme de Phragmén-Lindelsf

Soit a > 0.

Notons

Se = {zEC: larg z| < %}, (1.7.1)

vo={z:2=re" z€ 5.} et M(r,v,, f) =max|f (2)]. (1.7.2)

2€7,

Théoréme 1.7.1: ([18]) Soit f une fonction analytique dans le secteur S, et con-
tinue sur 0S, telle que

V2 €8S, : |f(2)] < M, (1.7.3)

ot (M > 0) est une constante.

St

: loglog M (r,,, f)
lim sup

1.7.4
r—s-+o00 log,r < a’ ( )

alors

Vze S, |f(2)] <M. (1.7.5)



Chapitre 2

Croissance des solutions de
certaines équations différentielles

linéaires d’ordre supérieur

2.1 Introduction et résultats

Pour les équations différentielles linéaires du second ordre

f"+BR)f"+A(z) f=0, (2.1.1)

de nombreux auteurs ont etudié¢ la croissance des solutions de (2.1.1), ot A (2) # 0
et B(z) sont des fonctions entiéres. Il est bien connu que si 0 (B) < o (A) ou
o(A) < o(B) < 3, alors toute solution f # 0 de (2.1.1) est de l'ordre infini.
(19,13]). Pour le cas ou 0 (A) < o (B) et o (B) > 1, plusieurs mathématiciens ont
etudié le probleme. En 2000, I. Laine et P.C. Wu ([17]) out prouvé le résultat

suivant:

Théoréme A : ([17]) Supposons que o (A) < o (B) < oo, et T (r, B) ~ log M (r, B) ,
quand r — 400, a léxitérieur d’un ensemble de mesure logarithmique finie. Alors

toute solution non- constante de (2.1.1) est d’ordre infini.



Donc une question naturelle est: quelle condition sur A (z), B (z) lorsque o (A) =
o (B) garantira que toute solution f # 0 de (2.1.1) est d’ordre infini? pour I’équation

différentielle linéaire du second ordre,
F74hy(2)ePEf 7 4 by (2) Q@ f =0, (2.1.2)

en 1996, K.H. Kwon a étudié la croissance des solutions de (2.1.2) dans le cas ou

deg P = deg () et a obtenu le résultat suivant:

Théoréme B : ([15]) Soient P (2) = ap2"+......,; Q (2) = bp2"+......, (anb, # 0) des
polynomes non constants tels que arga, # argb, ou a, = cb, (0<c<1), hy(z)
et ho(z) # 0 des fonctions entiéres avec o (h;) <n (j =0,1). Alors toute solution

f # 0 de léquation (2.1.2) est d’ordre infini avec o (f) > n.

En 2001, Z.-X. Chen a étudié le probléme et a prouvé le théoréme suivant:

Théoréme C : ([2]) Soient A; (2) # 0 (j = 0,1) des fonctions entiéres avec o (A;) <
1, a, b des nombres complexes constants tels que ab # 0 et a = cb (¢ > 1). Alors

toute solution (f # 0) de lequation

frH A (2) e f + Ay (2) e f =0 (2.1.3)
est d’ordre infini.
En combinant les théorémes B et C', on obtient que si ab # 0 et a # b, alors toute
solution f # 0 de (2.1.3) est d’ordre infini. Pouvons nous obtenir le méme résultat
pour des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur ayant la méme forme

que (2.1.3)7. Le corollaire 2.1.3 ci- dessous nous donne une réponse positive.

Pour les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur

FO LA () fEYH 4+ A(() f=0, (2.1.4)



Z.-X. Chen a obtenu les théorémes suivants:

Théoréme D : ([6]) Soient A;(2) Z0 (j =0, ...,k — 1) des fonctions entiéres telles

que

max{o (4;), (j=0,...,k—1)} <o (4y) < +o0.

Alors toute solution f # 0 de l'equation (2.1.4) vérifie oo (f) = o (Ap) .

Théoréme E : ([3]) Supposons que a; (j =0, ...,k — 1) sont des nombres complezes,
qu’il existe a, et a; tels que s < I, a, = dse™¥, ay = —die™, d; > 0, et pour j # s,
[, a; = d;e (dj >0) ou a; = —d;e"?, max{d;\ j #s, I} =d < min{ds, d;}. Si
A; =hj(z)e%? ou h; des polynomes, hshy # 0, alors toute solution transcendante

f de Uequation (2.1.4) vérifie o (f) = 400 et oo (f) = 1.

Théoréme F : ([4]) Soient h;(z) (j =0,....k —1) des fonctions entiéres telles
que o (hj) < 1 et A;j(z) = hj(z)e“* ot a; (j=0,...k—1) sont des nombres
complexes. Supposons qu’ il existe a, tel que hy 0, et pour j # s, si A; Z0, a; =
cjas (0 <¢; <1); si Aj =0, on définit ¢; = 0. Alors toute solution transcendante
f de Uequation (2.1.4) est d’ordre infini. De plus, si max{ci,...,cs_1} < co, alors

toute solution f # 0 de l’equation (2.1.4) est d’ordre infini.

Le but de l'etude de Jin Tu et Cai- Feng Yi [19] est de déterminer la croissance
des solutions de (2.1.4) quand les coefficients de (2.1.4) ont le méme ordre. Il ont

démontré les résultats suivants:

Théoréme 2.1.1: ([19]) Soient A; (z) (j =0, ...,k — 1) des fonctions entiéres véri-
fiant o (Ag) = o, 7 (Ag) =

T(Aj)) <1 sio(Aj) =0 (j=0,..,k—1). Alors toute solution f # 0 de l’equation
(2.1.4) vérifie oo (f) = 0 (Ap) -

7,0 < 0 < 400,0 < 7 < 400, et soient o (A;) < o,
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Corollaire 2.1.1: ([19]) Soient A; (z) (j =0,....,k — 1) des fonctions entiéres véri-
fiant 0 (A;) = 0 et max{r(4;),(j=1,...k—1)} < 7(Ay), ou 0 < 0 < +o0,
0 < 7 (Ag) < +oo. Alors toute solution f # 0 de l'equation (2.1.4) vérifie oo (f) = 0.

Corollaire 2.1.2: ([19]) Soient h;(z) (j =0, ...,k — 1) des fonctions entiéres telles
que o (hj) <n, et A;(2) = h; (2) 1@ ot P(2) = ajnz"+...+ajo (j =0,...k — 1)
des polynomes de degré n > 1 et a;n, (j =0,...,k — 1) sont des nombres complezes.
Si |ag,| > max{|a;,|,j =1,2,...k — 1} et ho(z) # 0, alors toute solution f % 0
de lequation (2.1.4) vérifie oo (f) = n.

Remarqe 2.1.1 : Le théoréme 2.1.1 est une extension du théoréeme D. Par exem-
ple, lorsque k = 2, f1(2) = e et fo(2) = ee® sont deux solutions linéairement
indépendantes de I'equation f”—(1 + 2¢?) f'+e?f = 0, ot 0 (1 + 2¢*) = 0 (e*) =1,
7(e¥)=2>7(1+2¢) =1

Théoréme 2.1.2 : ([19]) Soient h;(z) (j =0,....k —1) des fonctions entiéres
telles que o (hj) < n, et A;j(2) = h;(2)eli @ o0 P(2) = aj,2" + ... + a;0
(j=0,....,k — 1) sont des polynémes de degré n > 1. Si a;, (j =0, ...,k — 1) sont des
nombres complezes distincts et hg (z) #Z 0. Alors toute solution f % 0 de [’equation

(2.1.4) vérifie o (f) = 4o0.

Corollaire 2.1.3 : ([19]) Soient h;(z) (j =0, ...,k — 1) des fonctions entiéres pas
toute nulles telles que o (h;) < 1, et Aj(2) = h;(2)e%* Sia; (j=0,....,k—1)
sont des nombres complexes distincts et hy(z) Z 0. Alors toute solution f # 0 de

Uequation (2.1.4) vérifie o (f) = +o0.

Remarqe 2.1.2 : L’hypothése que a; (j =0, ...,k — 1) sont des nombres complexes
distincts est nécessaire. Par exemple, Pequation f " + 2e3*f " 4 ze?* f' — e?*f =0
admet une solution polynomiale f (z) = z, ol a1; = ag; = 2.

Théoréme 2.1.3 : ([19]) Soient h;(z) (j =0,....k —1) des fonctions entiéres

11



telles que o (hj) < n, et A;j(2) = h;(2)el" @ on P(2) = aj,2" + ... + a;0
(7 =0,...,k — 1) sont des polynomes de degré n > 1, a;, sont des nombres complezes
tels que g, = |aon| €%, asn = |asn| €%, aonas, #0 (0 < s <k —1), 0,0, € [0, 2),
o # 05, hohs # 0; pour j # 0, s, a;, vérifie aj, = d;jao, (d; < 1) ou argaj, = 0.
Alors toute solution f # 0 de lequation (2.1.4) vérifie oo (f) = n.

Remarqge 2.1.3 : Le théoréeme 2.1.3 est une extension du théoréme B, puisque
le théoréme B est justement le cas ou k = 2, argay, # argap, ou ay, = diag,

(0<d; <1).

Du théoréme 2.1.3, nous savons que toute solution f # 0 de 'équation f ) +
P fB) L 2e=2f " 4 zerf ! 4 ¥ f = 0 vérifie 05 (f) = 1. Dans cet exemple, nous
avons 0 (4;) =1(7=0,1,2,3), 7(Ay) =3 <max{7(4;), j=1,2,3} = 5. Dou

le théoréeme 2.1.3 est un complément du théoreme 2.1.1.

Théoréme 2.1.4 : ([19]) Soient h; (2) (j =0,....,k — 1) des fonctions entiéres telles
que o (hj) <n, et A; (z) = h; (2)ef1 @ ot P(2) = aj 2" +...4aj0 (j =0,....k — 1)
sont des polynomes de degré n > 1. Supposons qu’il existe des nombres complexes
non nuls ag, et a;, tels que 0 < s < 1 < k — 1, ag = |as| €%, apm = |am| e,
05,60, € [0, 2m), 05 # 0, hshy # 0; et pour tout j # s, I, a;n vérifie aj, = d;as,
(0<d; <1) ou ajn, = dja, (0<d; <1). Alors toute solution transcendante f de
Uequation (2.1.4) vérifie o (f) = +oo. De plus, si f(z) est une solution polynémiale

de Uequation (2.1.4). Alors deg f < s — 1. Si s = 1, alors toute les solution non-

constante f de (2.1.4) vérifie o (f) = +o0.

Remarqge 2.1.4 : Le théoréme 2.1.4 est une extension du théoréme E, puisque le
théoréme E est justement le casoun =1,0,=0,0,=7,0<s <l < k—1. Le
théoréme 2.1.4 est aussi une extension du théoréme F, puisque le théoreme F est

justement le casoun =1, s =1, ag; = an, s =0, = 0.

Dans le théoréme 2.1.4, nous pouvons seulement obtenir que toute solution tran-
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scendante de (2.1.4) vérifie o (f) = 400, mais le résultat oy (f) = n réste ouvert.
Dans le théoréme 2.1.4, I’équation (2.1.4) peut avoir des solutions polynémiales. Par
exemple, f®) 4 2¢3% f(4) 4 5% £B3) L 3642 £ " L 9207 f ' — 2¢* f = 0 admet une solution
f(z) =2z,00s5=2,1=3,0,=0,03=7.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1: ([8]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante et soient

a>1 et € >0 des constantes réelles données. Alors

(1) 1l existe un ensemble Ey C (0,+00] de mesure logarithmique finie et il existe une
constante B > 0 qui dépend uniquement de « telle que pour tout z verifiant

|z| =r ¢ Eq, ona

'f O < BT (ar, f)relogT(ar, NI (ke N); (22.1)

(k)
f(z)

(ii) 1l existe un ensemble E, C (0, 27| de mesure lineaire nulle et il existe une

constante C > 0 qui dépend uniquement de «. Pour tout 0 € [0, 2m)\Es il
existe une constante Ry = Ry (0) > 1 tel que pour tout z verifiant argz = 0

et |z| =7 > Ry, on a

< C[T (ar, f)logT (ar, )" (keN). (2.2.2)

Lemme 2.2.2: ([5]) Soit f (z) une fonction entiére d’ordre o (f) = a < 4+o00. Alors
pour tout £ > 0 donné, il existe une ensemble E3 C [1,4+00) de mesure lineaire finie
et de mesure logarithmique finie tel que pour tout z verifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Ej,

on a

exp {—r***} <|f (2)| <exp {r*T}. (2.2.3)
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Lemme 2.2.3: ([19]) Soit A; (2) (j =0, ...,k — 1) une fonction entiére avec o (A;) <

o < +00. Si f est une solution de l’équation (2.1.4) alors oy (f) < 0.

Lemme 2.2.4: ([8]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec o (f) =
o < 400, I' = {(k1,j1), (ka, J2) s .-, (kmmy Jm)} un ensemble fini de paires d’entiers
distincts vérifiant k; > j; > 0, pour i = 1, ..., m. Soit € > 0 une constante donnée,
alors il existe un ensemble E, C [0,27) ayant une mesure lineaire nulle, tel que si
Y € [0,2m) \Ey, alors il existe une constante Ry = Ry () > 1 telle que pour tout z

verifiant arg z =1 et |z| =r > Ry et pour tout (k,j) €T, on a

‘f(k) (2) < |Z|(k—j)(0—1+a) ‘ (224)

fo (2)

Lemme 2.2.5: ([1]) On suppose que P (z) = (a+i8)z" + ..., (o, B sont deux
nombres réels, |a| + |B| # 0) est un polynéme de degré n > 1, et A(z) # 0 est une
fonction entiére avec o (A) < n. Posons g(z) = A(2)ef’®, z = re? §(p, 0) =
acosnf — Bsinnb. Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble Hy C [0,2m) de
mesure lineaire nulle, tel que pour tout 6 € [0,27)\ (Hy U H), il existe R > 0 tel

que pour |z| =r > R, on a:

(i) Si 6(p,0) >0,

‘A (2) P (re?)

>exp{(1—¢)d(p,0)r"}; (2.2.5)

(ii) Si 6 (p.0) <0,

’A (2) P (re?)

<exp{(1—¢)d(p,0)r"}, (2.2.6)

ot H = {0 € [0,27);5 (p,0) = 0} .

Lemme 2.2.6: ([10]) Soit f (z) une fonction entiére, et supposons que |f(k) (z)|
est non bornée sur un certain rayon argz = 6. Alors il existe une suite infinie de

points Zy, = rpe? (m=1,2,...), ot 1, — 00, telle que f* (z,,) — oo et
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f(j) (Zm)

Ty Sl (140 @) (=0, k —1). (2.2.7)

Lemme 2.2.7: ([7]) Soient k > 1, P, Ps,..., Py des polynémes non constants de

degrés respectifs dy, da, ...,dy, tels que deg (P, — P;) = max{d;, d;} pour i # j.
k

Posons A(z) = ZBj (z)ePi &) on B;(z) # 0 sont des fonctions entiéres avec
j=1

o (B;) < d;. Alors o (A) = max {d;}.
Lemme 2.2.8: ([19]) Soit f (z) est une fonction entiére avec o (f) =0 (0 < 0 < +00)
et 7(f) =7 (0<71 < 400). Alors pour tout B < T donné, il existe un ensemble

Es C [1,400) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Es, on a

log M (r, f)> pre, (2.2.8)

01 M, ) = max|f (2]
z|=r

Preuve

Par définition, il existe une suite croissante {r,,} — 4oo vérifiant (1+ 1)r,, <

Tm+1 et

lim log M (rm, f) =T (2.2.9)

m——+o0 Tfn
Alors il existe un entiér positif mg tel que pour tout m > mg et pour tout e

(0 <e <71 —p) donng, on a

log M (7, f)> (T —¢)ry,. (2.2.10)

Pour tout § < 7 donné, il existe un entier positif m; tel que pour tout m > my,

on a

(mﬂju) >¢[js’ (2.2.11)
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De (2.2.10) et (2.2.11), pour tout m > ms = max{mg,m1} et pour tout r €

[Tm, (1 + %) rm] ,on a

log M (r, f) >logM (ry, f)>(T—¢e)rd > (1 —¢) ( r>a > Oro. (2.2.12)

m—+1
+o0
Posons E = U [rm, (1 + %) rm] , alors
m=msy
+00 r
m (E) :m;mﬁ =+

De plus,

lim |t /T— — lim T > lim (14— ) - ——=1.
m—+oo M+ 1" m m—+too 1, m-+1  motoo m-+1

et .
+oo (1+%)rmdt + 1
lm(E):Z / 7—Zlog(1+a>—oo.
m=msa m=ms2

Tm

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.1

Supposons que f (z) Z 0 est une solution de (2.1.4) . Alors de (2.1.4) , on peut ecrire:

1 () £ (2) o
f (z) —|— Ak—l (Z) f (Z) + ..... —|— A() ( ) = O, (231)
Ce qui nous donne
PG, ) NZE
Ay (z) = e A1 (2) O Ap (2) ) (2.3.2)

D’ou
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f (2)
f(z)

Iz
f(2)

(h-1) ¢,
4o ()] < ‘ A (2)] \fT)”  (233)

D’aprés le lemme 2.2.1 (i ), il existe un ensemble E; C [0,+4 oo) de mesure loga-
rithme finie et B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z | = r ¢ E; et r suffisamment

grand, on a

(4)
‘f Ol e g e n* Gtk (2.3.4)
[ (2)
Sio(Aj) <o (j#0),alors par le lemme 2.2.2, il existe un ensemble E5 C [1,+ 00)
de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant | z | =r ¢ F3, on a
4 () <ep (i} (J£0), (235

ou 0 <o <o.
Si o (A;) =0, 7(A;) < 7, on choisit asy, az vérifiant max{r (A4,),j # 0} < ay <

as < T tels que pour r suffisamment grand, on a

4, () exploar®)  (J#£0). (2.3.6)

Par le lemme 2.2.8, il existe un ensemble E5 C [1,+ 00), de mesure logarithmique

infinie tel que pour tout r € Ej5, on a

M (r,Ag) > exp{asr?}. (2.3.7)

De (2.3.3) — (2.3.7), pour tout z vérifiant |Ag (z)] = M (r,Ap), et pour |z| = r €

Es \ (Ey U Ej) suffisamment grand, on a

exp {asr?} < kBexp {asr®} - (T (2r.f))** . (2.3.8)

D’ou

exp{(as — o)1} < kB - (T (2r, f))**. (2.3.9)
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Par (2.3.9), nous avons o2 (f) > o et par lemme 2.2.3, on a o2 (f ) < o. Donc

o2 (f) =0=0(Ap).

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2

Supposons que f (z) est une solution transcendante de ’équation (2.1.4). Nous
montrons que o (f) = +oo.
Supposons que o (f ) = 0 < +o0. D’aprés le lemme 2.2.4, il existe un ensemble
Ey C [0,27) de mesure lineaire nulle, tel que si 8 € [0,27) \ Ejy, il existe une
constante Ry = Ry (f) > 1, telle que pour tout z vérifiant arg z = 0 et |z| =r > Ry,
on a
fU)(2)
f(2)
Posons a;, = |a;,| €%, et Eg = {0 € [0,27) : 0 (p;,0) = |ajn|cos (¢; +nb) = 0,
J=01,..k—1}U{0 € [0,27) : 6(pj —pid) = 0,0 < i < j < k—1}. Alors
m (FEg) = 0.
Posons A; (2) = h;(2)e?® (j=0,1,..,k—1). Par le lemme 2.2.5, il existe un

<l|zI"7.  (k>j>i>0). (2.4.1)

ensemble H; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si z = re?, 0 € [0,27) \ H;,

pour 7 suffisamment grand, on a (2.2.5) et (2.2.6) .
k—1

Posons E; = U H;, alors E; est aussi un ensemble de mesure linéaire nulle.
7=0

Pour 6 € [0,27) \ (E4 U Eg U E7), on a

6 (pjf) #0, 6(pif) # 6 (p;.0) (0<i<j<k-1)

Comme a;,, sont des nombres complexes distincts, il ’existe un seul 6 € {0,...,
k — 1} tel que
0 (ps,f) =max {0 (p;f):j=0,.k—1}

Pour 6 € [0,27) \ (E4 U Eg U Ey;). Posons 6 = d (ps,0) . 61 = max{d (p;,#) : j # s},
alors 6; < 4.

Nous divisons la preuve en deux cas :
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(i) 0 >0;
(i) 6 < 0.
cas (i). 0 > 0. Par le lemme 2.2.5, pour tout &; (

5—6 /
611> donné, pour r

suffisamment grand, on obtient

| A (re”)| = exp {(1 — &1) 6r"} (2.4.2)

et
|Aj (re’ 9)‘ <exp{(l—e1)dr"} (j#s). (2.4.3)

Maintenant nous prouvons que ! £ (rew)‘ est bornée sur tout rayon argz = 6. Si
} 1) (rei9)| n’est pas bornée sur le rayon argz = 6, alors d’aprés le lemme 2.2.6,
il existe une suite infinie de points z,, = r,e” (m = 1,2,...) telle que r,, — +o0,

f(s) (zm) — o0 et

) (2m)
f© (zn)
En substituant (2.4.1)-(2.4.4) dans (2.1.4), on obtient

< |zm" (14 0(1)) (j=0,.,5—1). (2.4.4)

exp{(l —e1)dry} < \A (zm)\
s+1
S Em;‘i‘ +|As+1 Zm"f ‘
f f (zm)
< kexp{(1+¢e1) (517’m} |zm| : (2.4.5)
ou d > 0 est une constante.
De (2.4.5), on obtient
1
exp{g(é—él)r;‘l} <. (2.4.6)

Ce qui meéne & une contradiction quand r,, — +o00. Donc ‘ f) (Tew) } est bornée sur

tout rayon argz = 6, on 6 € [0,27) \ (F4 U Eg U Ey), c’est a dire, il existe M > 0
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tel que pour tout z vérifiant argz = 6, on a

7O (re®)| < M. (2.4.7)

En intégrant le long de la courbe C' = {u : argu =0, 0 < |u| < |z|} on a:

£ () = £6-D) () + / £ () du. (2.4.8)

En utilisant (2.4.7) et (2.4.8), on obtient que | =Y (2)| < My |z| (M; une constante) .

Par induction, on obtient que pour tout z vérifiant arg z = 6,

If (2)] < M|z, (2.4.9)

ot M’ > 0 est une constante.
cas (ii) . 0 < 0. De ’équation (2.1.4), on peut ecrire
FE () f9 ()

1= (2) g+ A (2) Sy T Ao (2)
f® (2) f® (2)

(2.4.10)

Maintenant nous montrons que ‘ ) (rew)‘ est borneé sur le rayon argz = 6. Si

}f(’“) (rei9)| n’est pas borneé sur on rayon argz = 6. D’aprés le lemme 2.2.6, il

existe une suite infinie de points z,, = 7, (m =1, 2,...) telle que r,, — +o0,
f®) (2,) — oo et

0) (2)

‘f *) (2)

Par le lemme 2.2.5, pour tout constante donnee &, (O <eg < %), on a

<zl 71 +0(1) (=0, k-1) (2.4.11)

|A; (zm)] <exp{(1—¢3) 0r,,} (j=0,1,..,k—1). (2.4.12)

De (2.4.11) et (2.4.12), pour r,, suffisamment grand, on a
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() .
Ay ) T E’”; < exp{(1— ) 0} rhd (140 (1) — 0 (j = 0o — 1),
(2.4.13)
En substituant (2.4.13) dans (2.4.10), on obtient
1<0, (2.4.14)

Ce qui méne & une contradiction. Donc ’ f (rew)‘ < M pour tout z vérifiant

arg z = 6. En utilisant le méme raisonnement ci- dessus, on obtient

|f (re®)| < M”27, (2.4.15)

pour tout z vérifiant arg z = 6. En combinant (2.4.11), (2.4.15) et le fait que E,UEsU
E7 de mesure linéaire nulle, D’aprés le théoréme de phragmeén - lindelof, on obtient
que f (z) est un polynome. Ce qui contradit notre hypothése. Donc o (f ) = +00.
Dans le suite, nous montrons que tout polynéme non constant ne peut pas étre une
solution de (2.1.4).

Si f (2) est une polyndme, alors d’apres le lemme 2.2.7 on a

O-(f(k)_FAkilf(kfl)_i__i_Aof) =n.

Par une simple considération de 'ordre, on obtient une contradiction. Si f(z) est
une solution constante de (2.1.4), alors f = 0. Ainsi toute solution f # 0 de (2.1.4)
satisfait o (f) = +o0.

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.3

Supposons que f (z) Z 0 est une solution de (2.1.4). Alors de (2.1.4), on peut ecrire

(k) (5 @) (5 () (2 (%
—Ao (2) ff(z(>) + ...+ 4;(2) ff(i)) + ...+ A (2) ffé)) + —|—A1(z)]}((z)),
(2.5.1)
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Supposons que ;i ..o Ajon (Jo € {1,.., s —1,s+1,..., k —1}) verifient a;,, =
dj,aon (@ =1,...,m) et arga;, =0 pour j € {1l,...,s—1, s+ 1. k—1}\{ji,...,
Jm}- Choisissons la constante c telle que max {d;,,..., d;,, } <c < 1.

Nous divisons la preuve en deux cas:

(a) ¢ <0,

(b) 0 <ec< 1.

cas(a). ¢ < 0. De [18, pp.253 — 255], il existe des constantes 61, 05 , a, Ry vérifiant
01,0, €[027), 01 < 0y, a >0, Ry >0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r > Ry

et argz = 0 € (01,02), nous avons

§ (Po,0) = |agy| cos (6o + nb) > a, (2.5.2)
d (Ps,0) = |asn| cos (6s +nb) <0 (2.5.3)

et
§(P,h) <0 (1 #£0). (2.5.4)

Par le lemme 2.2.5, pour toute constante donnee €3 (() <egg < %) et pour r suffisam-

ment grand, on a

[4o (re”)|

vV

exp{(1 —e3)ar"}; (2.5.5)

‘Aj (Tew)‘ < exp{(1—e3)d(P;,0)r"} < M (j #0). (2.5.6)

Par le lemme 2.2.1 (ii), il existe un ensemble Ey C [0, 27) de mesure linéaire nulle
et des constants B > 0, R3 > 1 tels que pour tout z vérifiant argz = 6 € (61, 0 )\

Esyet|z] =7 > R3,on a

‘ £ (2)
f(2)

En substituant (2.5.5) — (2.5.7) dans (2.5.1), nous obtenons pour r suffisamment

< B(T (2r,f))* (j=1,.k). (2.5.7)

grand,
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exp {(1—e3)ar"} < |Ag (re”)| < kMB - (T (2r,f))*". (2.5.8)

Par le (2.5.8), nous obtenons que o3 (f ) > n.

D’autre part, par le lemme 2.2.3, on a 05 (f ) < n, Donc o (f ) = n.

cas(b). 0 < ¢ < 1. De [18, pp.253 — 255], il existe des constantes 01, 05, a, Ry
vérifiant 01, 0y € [0, 27), 01 < 03, a > 0, Ry > 0 tels que pour tout z vérifiant

|z| =7 > Ry et argz =0 € (01,605 ),0n a

3 (Py,0) = l|aon|cos(0p+ nb) > a, (2.5.9)
d(Ps,0) = |asn|cos(fs+nd) <O0. (2.5.10)
Donc
d (Py — capp2™0) > (1—c¢)a, (2.5.11)
§ (—cap,z"0) < 0 (2.5.12)
et
d (P — cappz" ) <0 (j #£0). (2.5.13)

Par le lemme 2.2.5, et le lemme 2.2.2, pour toute constante donnée €3 (0 <egz< %)

et pour r suffisamment grand, on a

| Age™n*" | = |hoe™~**" | > exp {(1 — e3) (1 — ¢) ar™} (2.5.14)

et

—cagnz"
|A]e

_ {h Pi—caon 2 "
- J

<exp{0(1)r"} (1 #0). (2.5.15)

En substituant (2.5.7), (2.5.14), (2.5.15) dans (2.5.1), pour r suffisamment grand,

ne obtain
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exp{(l—e3)(1—c)ar"} < }AO (2) e =" | < kBexp{0(1)r"} - (T (2r,f))2k.

(2.5.16)

Par (2.5.16), nous obtenons que o5 (f) > n.

D’autre par, par le lemme 2.2.3, on a 03 (f ) <n, donc o5 (f ) = n.

2.6 Preuve du Théoréme 2.1.4

Supposons que f (z) est une solution transcendante de (2.1.4), nous prouvons
d’abord que o (f ) = +o0. Supposons que ¢ (f ) =0 < +00.

Par le lemme 2.2.4, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble E; C [0, 27) de mesure
lineaire nulle, tel que si 6 € [0, 2m)\_ Ey, il existe une constante Ry = Ry (6) > 1,

tel que pour tout z satisfaisant argz =6 et |z| =7 > Ry, on a

9 (2)
fO(z)
Posons z = re, § (P,0) = |a,|cos (6; +nb) et 6 (P,,0) = |asm|cos (05 + nf). Soit

Es = {0€]02m):0(Ps,0) =0(P,0)}, comme 05 # 60, alour m (Eg) = 0. Par le

lemme 2.2.5, il existe un rayon arg z = 6 satisfaisant 6 € [0,27)\ (E; U Eg), on a

< 2™ (k>j>i>0). (2.6.1)

5(P,,0)>6(P,0) oud(P,,0)<d(P,0). (2.6.2)

Soit ¢y =6 (Ps ,0), ca =09 (P, 0). Nous divisons la preuve en deux cas:

cas(i) ¢ > ¢y ;

cas (ii) ¢; < s .

cas (i). ¢; > co. Ici aussi divisons (i) en troit cas :

(a) g > >0

(b) ¢4 > 0> ¢y ;

() 0>c1 >co.

cas(a).c; > ¢y > 0. Soit c3 =max{ 0 ( p; ,0): j#s},alors cg < ¢, par le lemme
o —c

2.2.5, pour tout g4 (0 < 3ey < T) donné et pour r suffisamment grand, on a
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| A, (reia)‘ >exp{(l —e4)crr"}. (2.6.3)

et
|A; (re”)| < exp{(1+es)csr"}  (j#0). (2.6.4)

Maintenant nous prouvons que } f) (T€i9)| est bornée sur tout rayon argz = 6.
Si !f(s) (rew)’ n’est pas bornée sur le rayon arg z = 6, alors par le lemme 2.2.6, il
existe une suite infinie de points z,, = 7,¢? (m =1,2,....) telle que r,, — +o0,

) (2,,) — oo et

9 (z)
F (zm)
En substituant (2.6.2) et (2.6.4) dans (2.1.4), on obtient

<zl (140(1) (j=0,8—1). (2.6.5)

exp {(1 — 84) 017’”} < ‘As (Zmﬂ

f(k) (2m) 5 f(l) (2m)
< f(s) ( ) +... |Al< m)‘ f(s) (Zm) +
s+1 Z
s Gl L 2 b
7 (2m) f (zm)
() | T T
< kexp{(1+es)esr™} . |zm|™ (2.6.6)

D’ou

exp {; (c1 — c3) 1™ } < (2.6.7)

C’est contradiction. Donc | f® (rew) ‘ est bornée sur le rayon arg z = . En utilisant

le méme raisonnement ci- dessus, on trouve que

|f (re?)| < M 2", (2.6.8)

pour tout z vérifiant arg z = 6.

25



cas(b). ¢; > 0 > . En utilisant le méme raisonnement comme dans le cas (a),
nous pouvons aussi avoir
|f (re®)| < M2", (2.6.9)

sur arg z = 6.

cas(c). 0> c; > ¢g, de (2.1.4), on obtient

F9 (2) 10 (2)
79 (2) (2)
A ey Tt A ) S Gy (2.6.10)

Par le lemme 2.2.5, pour toute ¢5 (O <egp < %) donné et r suuffisamment grand, on
a

|A; (rew)‘ <exp{(l1—¢5)car"t (j=0,...k—1). (2.6.11)

Maintenant nous proovons que ‘ f (k) (rew)‘ est bornée sur tout rayon argz = 6. Si

} ) (rei0)| n’est pas bornée sur le rayons arg z = 6, alors d’apreés le lemme 2.2.6, il

existe une suite infinie de points z,, = r,e*? (m=1,2,...) tels que r,, — 400,
%) (2,) — oo et
() .
‘%ﬁ%%‘ékﬂkjﬂ+0ﬂﬂ (j=0,.,k—1). (2.6.12)
Zm,

En substituant (2.6.11)-(2.6.12) dans (2.6.10), on obtient
1<0. (2.6.13)

C’est, une contradiction. Ainsi ‘ f (k) (rew)} < M sur arg z = 6. En utilisant le méme

raisonnement ci- dessus, on obtient

| (re®)| < M |2)f (2.6.14)

sur argz = 6. En combinant (2.6.8), (2.6.9) et (2.6.14) et le fait que E, U Eg de
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mesure linéaire nulle, par le théoreme de phragmén-Lindelsf, on obtient que f (z)
est un polynome. Ce qui contradit notre hypothese. Donc o (f ) = +o0.

cas (ii). ¢; < cp. En utilisant le méme raisonnement comme dans le cas (i ), nous
pouvons aussi obtenir que f(z) un polynéme. Ce qui contradit notre hypothése.
Donc o (f ) = +oc.

Dans la suite, nous montrons que si f une solution polynomiale de (2.1.4), alors
deg f < s—1.

Si f(z) est une polynéme avec deg f > s. Si 0y # 0, + 7 ou 6, # 0 + 7, soit
Ey={0€[0,2m):5(Ps,0) > d(F,0) > 0}, alors m (Eg) > 0. Nous pouvons choisir
une courbe I' = {z : arg 2 = 6§ € Ey}. Par le méme raisonnement comme dans le cas
(a) du Théoreme 2.1.4, pour tout z € I' et pour |z| = r suffisamment grand, on

obtient

exp{(l—e)ar™} < |42 f7 @) P E)]+ o+ [A (2) £ )
At () £V @]+ 140 (2) £ (2)

< kexp{(1+e4)esr™}. 2™ (2.6.15)
Par (2.6.15), on obtient

1
exp {g (c1 — 03)7“”} <rM,

C’est une contradiction. Sif, = 0,4+ ou 0, = 0,+7; soit Eyg = {0 € [0,27) : § (Ps,0)
> 0 (P,0) > 0}, alors m (Eyp) > 0. Par le méme raisonnement comme dans (2.6.15),

nous pouvons aussi obtenir une contradiction. Donc toute solution polynomiale de

(2.1.4) satisfait deg f < s — 1.
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Conclusion

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance des solutions des équations différen-
tielles linéaires a coefficients fonctions entiéres. On sait que ces solutions sont des
fonctions entiéres et elles sont souvent d’ordre infini. C’est pourquoi on a introduit

la notion de I'hyper-ordre.

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats dus & Jin Tu et Cai-Feng Yi
[19] dans lesquels, ils ont étudié I'ordre et ’hyper-ordre des solutions des équations

différentielles de la forme:

F® 4 g (2)eP 2 D by (2)eP G f 4 hg(2)ePE) f =0,

ot hj(z) (j = 0,1,....k — 1) (k> 2) sont des fonctions entieres avec o(h;) < n
(n > 1) et Pj(z) sont des polynomes de degrés n. Il ont générlisé certains travaux
dus a K. H. Kwon [15] et

Z.-X. Chen [2,3,4].
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Résumé

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf
Nevanlinna a la fin des années vingt joue un roéle trés important dans ’étude de la
croissance et 1’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires dans le

domaine complexe.

Ce mémoire consiste a étudier les solutions des équations différentielles de la forme:

PO+ g1 (2)1 O FED 4y (2)e7 ) 4 hg(2)e™ ) f =0,

ou hj(z) (j = 0,1,....k — 1) (k> 2) sont des fonctions entieres avec o(h;) < n
(n > 1) et Pj(z) sont des polyndomes de degrés n.
Le but de cette étude est de présenter les différents résultats obtenus par Jin Tu et

Cai-Feng Yi [19].

le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie

de R. Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.
Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude de 1’ordre et de ’hyper-ordre des solu-

tions des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur & coefficients fonctions

entiéres en présentant quelques résultats dus a Jin Tu et Cai-Feng Yi [19].
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